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NOTATIONS

Ck(Q) L’espace des fonctions continiment dérivables jusqu’a l'ordre k
LP(2) Espaces de Lebesgue.

\Y% Gradient.

A Laplacien.

M, ) (K) Ensemble des matrices de type (n,p).

1, Matrice identité d’ordre n.

p(A) Rayon spectrale de A.

E.D.P Equation aux dérivées partielles.
E.D.O Equatoins differentielles ordinaires.
C.I Condition initiale.

C.L Conditions aux limites.

P, Probleme continu.

P, Probleme discret.

Ax Le pas en espace.

At Le pas en temps.
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€; Erreur de consistance.

C.F.LL La condition de Courant-Friedrichs-Lewy.

er L’erreur globale.
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INTRODUCTION

Les équations aux dérivées partielles sont un outil de modélisation de base, ont été
étudiées par les mathématiciens depuis le dix-huitieme siecle, de nombreux phénomenes
physiques, mécaniques, biologiques et technologiques modernes ont été concus a travers
eux. Ces équations s’accordent avec la traduction mathématique des lois de la physique
comme |’équation de la chaleur.

Les équations aux dérivées partielles se divisé en trois classe (elliptique - parabolique -
hyperbolique), seules quelques-unes des ces équations peuvent étre résolues par des méthodes
analytiques complexes et il est plus facile de développer des solutions approchées par des
méthodes numériques (différences finies, élements finies, volumes finies). Voir [23], [1 1], [19].

Au dix-huitieme siecle la méthode des différences finies faisait partie des travaux de nom-
breux mathématiciens. Le principe fondamental de la méthode consiste a la compensation
des dérivées dans le probleme continu aux différences finies sur des points finis et précisés
nous n’abordons que les principes pratiques de cette méthode, c¢’est-a-dire la construction
de ce qu’on appelle schémas numériques (schéma d’Euler explicite-d’Euler implicite -
Crank-Nicholson - f-schéma). Et ¢a a ses avantages et ses inconvénients :

. Avantages : grande simplicité d’écriture et faible cotit de calcul.



. Inconvénient : limitation de la géométrie des domaines des calculs (simple, non com-
plexe), difficultés de prise en compte des conditions aux limites et en général absence de
résultats de majoration d’erreurs. Voir [20], [1], [11].

Que sont donc les équations aux dérivées partielles? Comment appliquer la méthode des
différences finies pour trouver une solution approchée ?

Peut-étre que ces questions et d’autres ont été la raison qui nous a poussés dans 'esprit
de recherche et notre choix de cette mémoire sous le titre : étude mathémathique de
f-schéma pour ’EDP parabolique linéaire.

L’objectif de ce travail est d’étudier f-schéma pour 'EDP parabolique linéaire, en choi-
sissant 1’équation de la chaleur comme modele type dans ses premiere et seconde dimensions
en étudient la consistance, la stabilité, et la convergence.

Dans cette mémoire, nous avons adopté un plan qui se divise en une introduction et cinq
chapitres.

Dans le premier chapitre, intitulé : préliminaires, nous avons cité de quelques définitions,
propriétés, et des rappels sur les matrices.

Quant au deuxieme chapitre, intitulé : EDP parabolique linéaire, ce chapitre est consacré a
I’étude des équations aux dérivées partielles et de leurs propriétés.

Le troisieme chapitre intitulé : principe de la méthode des différences finies, nous avons
présenté la méthode des différences finies avec I'introduction du principe de cette méthode.
Finalement les quatrieme et cinquieme chapitres sont 'objet d’étude, nous avons étudiés la
discrétisation de #-schéma pour I’équation de la chaleur en dimension 1 et 2 respectivement

en vérifiant toutes les conditions de consistance, de stabilité et de convergence.

X1



CHAPITRE

PRELIMINAIRES

Ce chapitre est consacré a une rappel sur les espaces fonctionnels, les opérateurs différentiels

la formule de Taylor et les matrices que nous utiliserons par la suite.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espace C*(Q) (0 < k < 0)

Soit Q un ouvert de R” (n > 1) , a = (a1, g, ..., v,) € N™.

Longueur de « : |a| = ag + ag + ... + .
Définition 1.1.1.

On note par C*(Q) Pespace des fonctions dérivables jusqu’a l'ordre k, dont les dérivées
d’ordre k sont continues. c’est-a-dire :

feCkQ) e VaeN |a| <k, D*f existe et continue.



On note par C*°(Q2) l'espace des fonctions indéfiniment continument dérivables. c’est-a-

dire : feC>®(Q) < Vae N D*f existe et continue.

1.1.2 Espaces des Lebesgue L?((2)
Soit 2 un ouvert de R".
Définition 1.1.2.

L’espaces de lebesgue pour 1 < p < +00 sont définie comme suite :
LP(Q2) =< f:Q—R; f mesurable et/ |f(z)]Pde < +00 p
Q

muni de la norme :

3 =

I £ o= | [ 1@
0
®p=+400:
L) ={f: Q2 — R f mesurable et 3 C > 0 telle que |f(z)] < C p.psur Q}.

On définit et on note la norme dans L*>°(2) par :

| f o= inf {C; [f(x)| < C p.psur Q} = supessf.

1.2 Opérateurs différentiels

1.2.1 Gradient d’un vecteur

Soit u une fonction scalaire, u = u(x,y, 2)

ou
s

grad(u) = Vu
ou
0z



1.2.2 Divergence d’un vecteur

Soit u une fonction vectorielle de trois variables (z,vy, z) définie sur un domaine €2 de

R3 et a valeurs uy, us, u3. On appelle divergence du vecteur u et on note div(u) ou V.u le

scalaire :

8U1 + 6uQ + 6U3 .

div(u) = V.au = or "oy o

1.2.3 Laplacien

Soit u fonction de trois variable u = u(z, y, 2).
On appelle Laplacien de u et on note Au le scalaire :

*u  0Pu  O*u

Au = Ox? + Oy? + 022

1.3 Combinaison convexe

Soient xy, - -+ ,xr un nombre fini de points de R", et Ay, .-+, A\ réels, on dit que

k
T = E )\jl’j s
J=1

est une combinaison convexe des points xy, -+, x. Si:
1.A >0 Vj=1,--- k.

k
2. Zj:l >\J - 1

1.4 Formules de Taylor et développements limités

1.4.1 Formule de Taylor

Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C" sur [a,b] et dont la dérivée n + 1 ieme

existe sur |a, b[. Alors il existe ¢ €]a, b] tel que :

(b—a)*

(b—a)"
91 +

n!

f"(a) +

f(b) = fla) + (b—a)f'(a) +

fa) +



Cette égalité peut encore s’écrire avec h = b — a,

hn+1

mf(n+1) (CL + eh),

Flat h) = Fla) + h'la) + o fr(a) + oot ) 4

avec 0 < 6 < 1.

1.4.2 Développements limités

Une fonction f(x) définie au voisinage de © = xg admet un développement limité d’ordre

n, si’il existe un polynome de degré n,
P, (z)=ao+ a1 (x —x0) + ...+ a, (x —x0)",

tel que
f(x)=P.(x)+ € (x —x0)",

ou € tend vers 0 lorsque x tend vers x.

1.5 Rappel sur les matrices

Définition 1.5.1.

On appelle une matrice dans K de type (n, p) un tableau rectangulaire A d’éléments de

K ayant n lignes et p colonnes.

a1;p Q12 e a1p

ag) 929 ce A2p
A=

Ap1  Ap2 . Anp

On note a;; I’élément qui se trouve a la ligne numéro ¢ et la colonne j et on note la matrice

A par A = (a;;) L’ensemble des matrices de type (n,p) est noté M, ) (K).

1<i<n,1<j<p"
* Pour n = p, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n et on note A € M, (K).

* A matrice carré, La suite des élements {ai1, a2, ass, ....., an, } est appelé la diagonale

principale de A.



1.5.1 Propriété d’une matrice carrée

La matrice A = (a;;), A € M,(R) :
e Transposé d’une matrice
La transposée de A notée A!, dont les lignes sont formées des colonnes de A.
e Matrice symétrique
On dit que A est symétrique si et seulement si : A = A°.
e Inverse d’une matrice

On dit que A inversible s’il existe une matrice notée A~' € M,,(R) telle que :
ATA = AAT =1,

I, est la matrice identité.
A~1 est appelée inverse de A.
e Matrice définie positive

A symétrique, on dit que A est définie positive si et seulement si :

VX #£0, X'AX > 0.
Exemple 1.5.1.
A e M,(R).
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A=10 0
-1 2 -1
0 -1 2
A est symétrique .
VX #0 (X = (21, 0eeee Tn))-



2 1 0 1
1 2 -1 -
XtAX:(gg1 Ty e xn) | - .2 ._1
-1
0 -1 2 Ty

= (227 — z2)z1 + (—21 + 229 — T3) T2 + ... + (=21 + 2x,)x,

= Zx% — ToX1 — T1X9 + 2x§ 4+ — Tp_1Ty + 2:10121
= 2:6% — 2x129 + 2:63 + — 2T, 1T, + 256,2I
=22 + (11 — 29)° + (22 — 23)* + oot + (Tpo1 — 2n)? + 22

n—1
= l’% + Z(Il — 171—&—1)2 + ZE% > 0.
i=1
Donc A est définie positive.
Théoréme 1.5.1. [13]

Une matrice carrée A symétrique définie positive est inversible et son inverse est symétrique

définie positive.

1.5.2 Matrice particuliere

e Matrice unité

La matrice unité noté I est définie par :

lsii=y
Q5 =
Osii#j
e Matrice diagonale
C’est une matrice carrée telle que :
Osii#j
Clij =
#0sit=j



e Matrice Tridiagonale
Soit A une matrice carré A € M, (R).
On dit que A est tridiagonale si les seuls élements non nuls se trouvent sur la diagonale ou
adjacents a la diagonale, c’est-a-dire a;; =0; [i — j| > 1.

Schématiquement A est de la forme :

ainl a2 T 0
az1
A=
anfl,n
0 e Qpm—1 Qn,n

e Matrice définies par blocs

La matrice A est dite définie par bloc :

All A12 Alp
Ay A A

A [Al]] 21 '22 2p ’
Anl An? Anp

ou AijEM(ni7pj)(R), 1=1,...,n, 7=1,...,p.

e Matrice tridiagonale par blocs

Soit la matrice tridiagonale A tel que :

A Ag e 0
Ag
A=
Anim
0 ... Apnotr Aun

ol les A;; sont de sous-matrices de A.



1.5.3 Les valeurs propres et le rayon spectrale

Les valeurs propre

Soient A € M, (K) et A € K. Alors :
A est une valeur propre de A <= det (A — AI,,) = 0.

Le rayon spectrale de A est le plus grand des modules des valeurs propres de A

A; est une valeur propre de A.

1.5.4 Les valeurs propres de matrice tridiagonale symétrique
Lemme 1.5.1. [19]

Soit A € M,,(R), telle que :

a b 0 0

b a b 0
A=10 0
b a b
0 -+ -+ b a

Les valeurs propre de A sont donées par :

krm
A\ = 2b
k= a + 20cos (n—i—l) ,

et k=1,....,n.
Exemple 1.5.2.

Soit A € M, (R),

2 -1 0 0

-1 2 -1 0
A=10 0
-1 2 -1
0 -1 2




Les valeurs propres de A est :

A = 2 2cos (nkj—rl) B (6082 (Q(nk:r— 1)) i (2(”1{?‘ 1)))
—2-2 (1 — 2sin? (g(nki 1)>)
= 4sin’ (%)

1.5.5 Les valeurs propres de matrice tridiagonale par blocs symétrique

Corollaire 1.5.1. [/

vV TEe M(n,k)(R) et VA, B € Mk<R)

A B 0 0
B A B 0
=10 0
B A B
0 B A
a b 0 -0 c d 0 0
b a b 0 d ¢ d 0
A=10 -0 B=10 " 0
b a b  od e d
0 -+ -+ b a 0 -+« - d ¢

Les valeurs propres de T est :

pr pm qm
= 2 — 2 2 —
Apg = @+ bcos(k+1)+ (c+ dcos(k+1))cos<n+1>,

1<p<ketl<qg<n.

1.5.6 Norme matricielle

On appelle norme matricielle || . || définie de M,,(K) (K = R ou C) vérifiant les propriétés
suivantes, VA € M, (K) :



LL[|[A|=0& A=0.

2. [feA|=lal | Al VaekK

. |A+B|| < ||A+ B, V(A B) € M,(K)? (inégalité triangulaire)
4 | AB| < [[ANI B, V(A B) € My(K)*.

Par exemple :

.....

n
| A= max Y a,l.
i=1,...,n &

7=1

| Alla=+/p(ArA).
Remarque 1.5.1.

Si la matrice A symétrique alors :

I Allz = p(A).

10



CHAPITRE

EDP PARABOLIQUES LINEAIRES

Les équations aux dérivées partielles (EDP) interviennent dans la description de tres
nombreux problemes de 1’électronique, physique, chimie, sciences de la terre, biologie...etc.
par exemple équations des ondes, poisson, chaleur....etc.

Dans ce chapitre nous intéressons aux EDP paraboliques linéaires .

2.1 Généralités

Q2 ouvert C R™. une fonction u(xy, zg, ...... , ) de plusieurs variables.

11



Définition 2.1.1.

F' est une fonction de plusieurs variables réelles.

Une EDP (équations aux dérivées partielles) est une ralation entre :
1. Les variables indépendantes (x1, za, ....., Zp,).
2. La fonction “inconue” u.

3. Un nombre fini de dérivées partielles de u.

P ou ou 0%u 0*u 0*u 0
L1, X2, ooy Ty Uy —— . , , , e, =0.
b2 0x; O, 0x3 0x3’ Oxixy

L’équation (2, 1) est considérée dans un domaine Q2 C R"™.

(2.1)

Les solutions de 'EDP (2, 1) sont les fonctions qui vérifient cette équation dans €.

I'ordre de dérivation le plus éléve est appelé l'ordre de 'EDP.

La dimension d’une équation aux dérivées partielles est le nombre des variables ind “epandantes

de la fonction inconnue u . L’équation (2,1) est donc de dimension n.
Remarque 2.1.1.
Notons que si n = 1 alors 'EDP est une équation différentielle ordinaire (EDO).

Définition 2.1.2.

1. Une équation aux dérivées partielles est linéaire si et seulement si :

L’équation peut s’écrire comme :
L(u) = f. (2.2)
L est un opérateur linéaire par rapport a u et ses dérivées partielles.

2. Si f =0 on dit que I’équation homogene.

Exemple 2.1.1.

o2
1. a—tg —Au=0 (dordre 2, linéaire, homogene).

0 0?
2. (9_Z + ua—yZ = f(x,y) (d’ordre 2, non linéaire, non homogene).

12



2.1.1 EDP linéaire du 1°*® ordre en dimension 2

On a:
u:QCcR—R

(z,y) — u(z,y)

La forme le plus générale pour une EDP lindaire du 1 ordre dans R? est :

ou ou
a(l’?y)% + b<x’y)8_y + c(ac,y)u = d((lf7y),
a,b,c,d € C1(Q).

a® +b* # 0 ( au moins un des coefficients a ou b ne s’annule pas sur ).

2.1.2 EDP linéaire du second ordre en dimension n

Une EDP linéaine du second ordre dans R" , s’écrit sous la forme générale suivant :

u: QCR*'— R

X = (21,29, ey Tp) —> u(T1, T, ooy Ty,
a 0%u - ou
> ay(X) S, + Z bi(X) . T o(X)u = f(X), (2.3)

ij=1

a;;(X) = aj;(X) donc A = (a;),, ;, matrice symétrique .

e L’EDP (2.3) du seconde ordre en dimension 2

On a:
u:QCcR—R

(z,y) — u(z,y)

0%u 0? 0%u

U ou ou

a,be,dye, f,g € C2(Q) a4+ b+ #0sur Q.
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2.1.3 Classification d’une EDP linéaire d’ordre 2 en dimension n

L’EDP (2.3) linéaire d’ordre 2 en dimension n.

Notons que A = (a;) une matrice symétrique elle est donc diagonalisable

1<i,j<n
et (N(X)),) /X =(x1,....,x,) € R" les valeurs propres de A.
On dit que :
1. L’EDP (2.3) est elliptique si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont non
nulles et de méme signe.
2. ’EDP (2.3) est hyperbolique si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont
non nulles et de méme signe sauf une valeur de signé opposé.
3. L’EDP (2.3) est parabolique si et seulement si toutes les valeurs propres de A sont
non nulles et de méme signe et une valeur est nulle.
e Cas particulier : le classification d'une EDP (2.4) (en dimension 2 ).
1. Sib?* —ac < 0, PEDP est elliptique.
2. Si b? — ac > 0. 'EDP est hyperbolique.

3. Si b? — ac = 0, 'EDP est parabolique.

Exemple 2.1.2.

a)

0%u 0?u 0%u
2 9 2 _

b* — ac = (zy)* — (z*)(y?) = 0 — L’EDP parabolique.

X

b) Equation du corde Vibrante.
Pu 0%u

o 9r2

b* —ac=0%—(—=1)(1) =1 > 0 — alors L’EDP hyperbolique.

c¢) Equation de laplace Au = 0

d%u N 0*u N Pu
ox2  Oy? 022
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100 1-Xx 0 0
A=10 1 0| =det(A-X5)=| 0 1-x 0 |=0=(1-X?=0,
00 1 0 0 1-2A

= Ai23 = 1 alors 'EDP est elliptique.

2.1.4 Conditions aux limites

- On appelle condition de Dirichlet une condition ou on impose la veleur de la fonction

recherchée (u) sur le bord 0€2. (condition du type 1).

- On appelle coudition de Neumann une condition ou on impose la valeur de la dérivée

normale de la fonction recherchée (u) sur le bord 92 (condition du type 2).

- On appelle condition de Fourier-Robin une condition ou on impose une relation
entre la valeur de la dérivée normale de la fonction recherchée (u) et sa valeur sur le

bord 92 ( condition du type 3).

2.1.5 Problemes aux limites
(EDP + Conditions aux limites ) = Probléme aux limites.
Remarque 2.1.2.

Si 'EDP modelise un probleme d’évolution, on ajoute la condition initiale qui dépende

du temps.

2.1.6 Probleme bien posé
Soit (P) un probleme aux limite.
Proposition 2.1.1. [0/

On dit que (P) bien posé si :
1. 11 existe une solution de (P) satisfaisant les conditions aux frontiéres.

2. La solution doit-étre unique.
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3. La solution doit-étre stable par rapport aux conditions aux frontieres imposées.
Remarque 2.1.3.
Un probleme qui n’est pas bien posé est dit mal posé.

Exemple 2.1.3.
—u" () =1, sur|0,1[,
w'(0) = /(1) = 0.

—u(z)=1= —u/'(z) =2+ = —u(z) = 2% + a1z + ¢
—= u(r) = —30° —cx— ¢, = u(0) = —¢; = ¢, =0
v(l)=—1-a=0=c¢=-1.

Alors c’est probleme est mal posé .

2.2 Problemes paraboliques

2.2.1 Equation de la chaleur

¢ Le phénomene

L’équation de la chaleur est une équation aux dérivées partielles décrivant le phénomene

physique de condition thermique. Elle a été initialement introduite par Jean Baptiste Joseph.

En dimension 1, on considere une barre mince de longueur L constituée d’un matériau

homogene (fer, cuivre, aluminium, béton, verre ...) et isolée thermiquement sur toute sa

longueur et a I'extrémité droite. On traitera d’abord le cas d’une barre de fer. On cherche

donc I’évolution au cours du temps de la température u dans cette barre.

e Modélisation mathématique

Soit 2 (ouvert) en domaine de R"(n > 1) wu(z,t) un champ de température sur ce

domaine.
ou
E—aAu:f(x,t), Vee QCR", tel0,T],
k
0 ==
a > / a e

16



k le coefficient de conductivité thermique.

p la mase volumique.

c la valeur spécifique de matérian considéré.

Pour que le probleme soit mathématiquement bien posé , il faut en général spécifier :

Une condition initiale :
Vo € Q, u(0,z) = up(x).

Une condition aux limites :

La condition aux limites sur le bord du domaine par exemple de type Dirichlet :
Vo € 09, u(t,z) =g / g étant un fonction fixé .

Si g = 0 on dit que les conditions de Dirichlet homogene .

2.2.1.1 L’équation de la chaleur dans un domaine non borné D1

ou 0%u B
E(m,t)—a@(a:,t)—f(:p,t) reR t>0,
u(z,0) = ug(x) C.L

2.2.1.2 Le probleme de la chaleur dans un domaine borné D1

On considere le probleme de la chaleur continue sur [0,1] € R avec des conditions aux

limites de Dirichlet homogene.

ou 0*u

— — 0= — 7t7 60717t€07T7

O = ft), el el

w(0,t) = u(1,8) =0, ........ CL ,te)o,T], (2.5)
u(z,0) = ug(x), ........ Cl ,z€0,1].

2.2.1.3 Existence et unicité de la solution

Théoreme 2.2.1. [15]

Si ug € C(]0,1[,R) alors il existe une unique fonction u € C*(]0,1[x]0, T[, R)NC([0, 1] x
[0,T],R) qui vérifie (2.5).
De plus, si u € C*°(]0, 1[x]0, T, R), ceci est appelé, effet “régularisant” de I’équation de la

chaleur.
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2.2.1.4 Principe du maximum

Proposition 2.2.1. [15]

Soit u la solution de probleme (2.5), sous les hypotheéses du théoréme 2.2.1 on a :
1. Siug(xz) > 0 pour tout x € [0, 1], alors u(z, t) > 0, pour tout ¢ > 0, pour tout = €] 0, 1].

2. [Jullzeeo,11x00,mp) < Mol zeeqo,1p-

2.2.1.5 L’équation de la chaleur dans un domaine borné D2

L’équation de la chaleur sur [0,1]*> € R? avec des conditions aux limites de Dirichlet

homogene.
(%(:U,y,t) —alAu(z,y,t) = f(x,y,t), pourtel0,T[et (z,y) €]0,1[*,
u(z,y,0) = uo(z,y), pour (z,y) €]0,1[*,
u(0,y,t) = u(l,y,t) =0, pour t € [0,7],
\u(m, 0,t) =wu(z,1,t) =0, pour t € [0,T].

2.2.2 Equation d’advection-diffusion

¢ Le phénomene

Une équation qui décrit des phénomenes physiques dans lesquels des particules, de
I’énergie ou des quantités physiques sont transférées dans un systeme physique par les pro-
cessus d’advection et de diffusion.

Les phénomenes d’advection- diffusion ont de larges applications, cela se voit dans :
Physique : le mouvement des éléctrons et des photons...etc.
Génie biomédical : thermorégulation, perfusion et micro-fluidique ...etc.
Chimie : diffusion moléculaire (transfert de masse).
Biologie : bactéries, virus...etc.

Météorologie : vapeur d’eau, la combustion ...etc.
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e Modélisation mathématique
Soit Q un ouvert de R3.

L’équation d’advection-diffusion dans le cas le plus généralisé en trois dimensions.

% o Aut+ V.(Bu) = f,  zeQtel0T]. (2.6)

- u la variable d’intérét (concentration de la masse transférée).
- ~ constante de la diffusivité pour la masse considérée.

- [ la vitesse du fluide porteur selon ’axe considéré.

- f la source.

Pour résoudre cette équation, nous avons besoin une condition initiale et des conditions au
bords :
Condition initiale : u(z,0) = ug(z) / € Q avec up(z) donné .

Et des conditions aux bords : u(z,t) = 0,2 € 9Q,t € [0,T].

2.2.2.1 L’équation d’advection-diffusion D1

On considere le probleme d’advection-diffusion continue sur [0, 1] € R avec des conditions

aux limites de Dirichlet homogene

0 0? 0

S t) = o (e t) + Ao (e t) = @ €[00t e [0,T],
(Fe) u(z,0) = ug(x) oo C.I,z €]0,1],

w(0,t) =u(l,t) =0 .......... C.L,t€]0,T].

2.2.2.2 L’équation d’advection-diffusion D2

L’équation d’advection-diffusion sur [0, 1]> € R? avec des conditions aux limites de Diri-

chlet homogene.
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T>0 | X=(r,y€QCRx

ot W(ze + Oy?
u(x7y70) = UO(w7y)7

(0 0? 0? 0 0

i (G ) By + g = Sy t), o t €0, Tlet (v,y) 0,1,
pour (x,y) €]0,1[*,
pour t € [0,T],

uw(0,y,t) = u(l,y,t) =0,
pour t € [0,7].

\u(a:, 0,t) = u(x,1,t) =0,

2.2.3 La différence entre 1I’équation de la chaleur et advection-

diffusion

Dans (2.6) si § = 0 et v = a I"équation advection diffusion coincide avec ’équation de

la chaleur.
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CHAPITRE

PRINCIPE DE LA METHODE DES
DIFFERENCES FINIES

La méthode des différences finies est une techniques de recherche de solution approchée
pour les équations aux dérivées partielles qui consiste a résoudre un systeme de relations
(schéma numérique) liant les valeurs des fonctions inconnues en certains points suffisamment
proches les uns des autres.

Le principe fondamental de la méthode consiste a la compensation des dérivées dans le
probleme continu au différences finies sur des points finis et précisés. Cette méthode fait

partie de plusieurs travaux des mathématiciens du dix-huitieme siecle .
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3.1 Maillage

Définition 3.1.1.

On appelle maillage un ensemble des points isolés (noceuds) dans le domaine de définition
sur lequel on va applique la méthode des différences finies. Le maillage comrend également
des points trouvés sur la frontiére du domaine (ou au moins proche de cette frontiére) affin
de pouvoir imposer les conditions initiales ou la condition au limite, avec une précision
suffisante. Pour une application définie sur un segment de R, on ajoutera en général les
deux extrémités du segment, mais pour un maillage en dimension supérieure nous serons

amenés a choisir éventuellement des points du countours du domaine de définition.
Définition 3.1.2.

On appelle pas de maillage la distance entre deux noeuds voisins situes sur une droite

paralléle a I'un des axes.

3.2 Différences finies en dimension 1

3.2.1 Discrétisation de domaine

Q= [a,b] 0Q = {a,b}.

Le maillage : z; = a + iAx.

Iy = @ ) i1 o risl Ty =b

FI1GURE 3.1 — Maillage en dimension 1
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Notation 3.2.1.

On note u; la valeur discrete de u(x) au point z;, soit u; = u(z;). De méme pour la

dérivée de u(z) au noeud z; on note :

oy ()
Ox x:xi_ ox i_ui'

Cette notation s’utilise de facon équivalente pour toutes les dérivées d’ordre successif de la

grandeur u.

3.2.2 Approximation des dérivés premieres

La fonction u est connue aux points z; du domaine d’analyse .
e Différences finies en avant
A Taide de la formule de Taylor on développe la fonction u jusqu’a 'ordre 2
2

u(z; + Az) = u (z;) + Az’ (x;) + Az—x'u"(f),

¢ abscisse d'un point se trouvant dans le voisinage de x;. Avec x; < £ < x; + Ax

La forme résolu est

u(x; +Azx) —u(x;) Az,

u (z;) = s -5 (&)

Donc
w— (W) o Wi
! or /), Az
e Différences finies en arriére

A Taide de la formule de Taylor on développe la fonction u jusqu’a 'ordre 2

u(x; — Az) = u(x;) — Az (z;) + A2—9::2u”(§),
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Avec r— Ar < € < x;

Donc

e Différences finies centrées

A Taide de la formule de Taylor on développe la fonction u jusqu’a 'ordre 3

Az? Az?
w(z; + Az) = u (2;) + Azu® (z;) + 2—fu<2> (z:) + 3—fu<3> €),
X; <§1 < x; + Aw.
Et
Az? Az
u(z; — Az) = u(x;) — Azub (z;) + Tum (x;) — ?u(?’) (&),
T; — Az < 52 < T;
u(x; + Azx) —u(x; — Ax)
u (z;) = AL + O (Az?).
Donc
u(1) _ 8_u o Wit1 — Ui
’ oz ), 20z
3.2.3 Approximation des dérivées secondes
e Différences finies en avant
On écrit le dévelopement de Taylor de u (z; + Ax) et u (x; + 2Azx) :
Az? Az?
w(zi 4+ Ax) = u (z;) + Azu® (z;) + 2—fu<2> (z;) + 3—fu<3> (€),
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Et
VAV Ax?
w(z; + 2082) = u (2;) + 20zuY (z;) + 2'1: u® () + : 3'56 u® (&),
T; < {2 < z;+ 2Ax.
w(z; + 202) — 2u (z; + Az) = —u (z;) + Az*u® (x;) + O(Az?).
u® (z;) = u(x; + 2Ax) — 2u (x; + Azx) + u (;) +O(Ax).
Ax?
Alors
5 L u(w 4+ 2Az) — 2u (z; + Az) + u (2)
u® () ~ A2 :
Donc

u? 9*u L Uip2 — 22U Uy
' ox? ), Ax? '

e Différences finies en arriére

On considére le dévelopement de Taylor de u (x; — Az) et u (x; — 2Az),

2 A3
u(z; — Az) = u(x;) — Azub (z;) + AQ—TUQ) (x;) — 3—$'u(3) (&),

4Az? 8Az3
u(z; — 2A1) = u (z;) — 282u" (z;) + 2'515 u® (2;) - 3!10

u® (&),
r; — 2Ar < & < x;.

2u (x; — Ax) — u (z; — 2Ax) = u (1;) — Axu® (z;) + O(Az?),

u(z;) —2u (x; — Az) + u (x; — 2Ax)
Ax?

u® (z;) =

+ O (Ax).

Alors

@) oy U () + u(z; — 2Ax) — 2u (z; — Ax)
) Ax?
Donc

(2) 32u - Uj—o — 2Ui—1 + u;
. Az? '
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e Différences finies centrées

On considére le dévelopement de Taylor de u (x; + Az) et u (xz; — Az),

Az? Az? Az
w(z; + Az) = u (z;) + Avu® (2;) + Q—fu@) (z:) + S—qu(?ﬂ (z;) + 4—3fu<4> (€),

r; < & <z + Aw.

Et
2 3 4
w(z; — Az) = u(x;) — AzuV (z;) + Az—gfu@) (@) — A?)—qu(S) (z;) + i—fu(‘l) (&),
u(z; + Ar) +u (z; — Az) = 2u (z;) + Az*u® (z;) + O(Az?),
u(z; + Az) +u (v, — Az) — 2u (x;)
u® (x;) = N + 0 (Az?).
Alors
2 _u(m 4+ Az) +u (v, — Ax) — 2u ()
u' )(x,) ~ A ‘
Donc

(2

u? 0*u Ui H Ui — 2y
0z% ), Ax? )

3.3 Différences finies en dimension 2

3.3.1 Discrétisation de domaine

Dans ce cas on discrétise le domaine rectangulaire par des maillages formés de grilles
perpendiculaires © = [a, b] X [c, d] / soit (z,y) € [a,b] X [c,d].
On prend Az et Ay les pas discrétisation des intervalles [a, b] X [¢, d] respectivement .
e Discrétisation d’intervalle [a, ]

Amzb_

Ty

¢ (n, étant le nombre d’intervalle sur [a, b]).

T; = a—+1Ax . ie{l,2,.....,n.}.

26



e Discrétisation d’intervalle [c, d]

d—c
Ay = (n, étant le nombre d’intervalle sur [c, d] ).
v
y; =c+ jAy . 7e{1,2,....,n,}.
J
i1y
L Ui, j Wit
g, j—1

FIGURE 3.2 — Maillage en dimension 2

3.3.2 Approximation des dérivés premieres

De la méme maniere que dans le cas en dimension 1 .

On obtient dimension 2 les approximations suivantes :
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Zihy T o avant.
Ax
Ou (i, y;) =~ Yig — Yitli o arriere
Z —_— e .
ox " Ax
Uip1y — Uio1j .
M Centree_
\ 2Ax
( Uije1 — Uij
——— en avant.
Ay
Ou (w4, ;) =~ 2 = B o arriere
(g )~ L _
gy U Ay
Uij+1 — Wij—1 .
centreée.
\ 2Ay

3.3.3 Approximation des dérivés secondes

0*u
02 (24, yj) =

0%
a2 (z3,y;) ~

Uiy + Uij — 2Uit1

Ax?

Uiyj — Uiogj — 2Ui1

Ax?

Ui — 2Uij + Uiy,

Ax?

Uijt2 + Uiy — 2Ui 1

Ay?

Ui+ Uij—2 — 2Ui 51

Ay?

Uijr1 — 2Uij + Uij

Ay?
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3.3.4 Discrétisation de temps

La discrétisation consiste a donné un ensemble de points t" , n =0,......, M 4+ 1. de I'in-
tervalle |0, T'[ et un ensemble de points z; , 7 =0, ........ , N + 1 de lintervalle [a,b] .
b—a P
Ax = ——— ( le pas de discrétisation en espace ) .
N+1
r; = a+1Ax , i=0,..,N+1. / To=a et Tyy1 = b.
T— T
At = 0 = ( le pas de discrétisation en temps ).
M+1 M+1
t"=0+nAt=nAt , n=0,..M+1. / =0 et tMTI=T

Les inconnues discrétes sont notées : ;' .

3.3.5 Approximation des les dérivées par rapport au temps

e Schéma d’Euleur explicite

ou (2, £7) u; u;
— (g, ") 2 "
ot At
e Schéma d’Euleur implicite
ou u — vt
(g )~ L
o (iot") At
e Schéma d’Euleur centrée
ou (1. 17) uftt — !
o (@i, ") = = —
ot 2At

3.4 Le principe de la méthode des différences finies

La méthode des différences finies est basé sur le trois axes suivant :
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3.4.1 Consistance du schéma numérique
3.4.1.1 Erreur de consistance

On appelle erreur de consistance est la différence entre le probleme exacte et le probleme

discrétisée :

€ = Lu— LhU,.
L c’est Uopérateur différentiel du (Pc) .
Ly, c’est opérateur différentiel du (Ph) .
3.4.1.2 Consistance de schéma numérique

On dit que le schéma est consistant si :

lim max |¢|=0.
Az—0i=1,.,N

3.4.1.3 Ordre de consistance du schéma

On dit qu’un schéma numérique a N points de discrétisation est d’ordre p € N g’il existe
une constante ¢ € R indépendante de la solution exacte telle que 'erreur de consistance
vérifie :

max, le;] < cAxP.

Remarque 3.4.1.

Le schéma est d’ordre p en espace et d’ordre ¢ en temps si l'erreur de consistance vérifie :

el = O(AzP) + O(At9).

3.4.2 Stabilité du schéma numérique

On S’intérrese a 1’étude de stabilité selon la norme de convergence uniforme L*> et la

norme L? (au sens Von Neumenn et matricielle).
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Définition 3.4.1.

Un schéma des différences finies est dit stable pour les normes LP s’il existe une constante

k > 0 indépendante de pas lorsque ces valeurs tendent vers zéro telle que :
[u]],, < k[Ju°]],, pour 1 < p < oo, et n >0,

quelle que soit la donnée initiale 1 .
Si cette inégalité a lieu sous une condition, on dit que le schéma est conditionnellement

stable.

3.4.2.1 Stabilité en norme L> (p = c0)

La stabilité en norme L est trés liée avec le principe du maximum discrét.
Définition 3.4.2.

Un schéma aux différences finies vérifie le principe du maximum discret si pour tout
n>0ettout 1 << N—1lona:

OgignN (uo) <u! < max (uo) ,

quelle que soit la donné initiale u°.

3.4.2.2 Stabilité en norme L? (p = 2) (au sens Von Neumann)

La norme L? se préte bien a I’étude de la stabilité grace a 1’outil trés puissant de I’analyse
de Fourier .
Dans le cas des conditions aux limites périodiques on peut utiliser une méthode d’analyse de
Fourier, plutot que de d’écrire en détails cette méthode, on rappelle une condition nécessaire
trés simple, dite de Von Neumann.
eCondition de stabilité de von Neumann
On considere une solution discrete particuliere sous la forme d’un mode de Fourier.
pour k € Z,

n

u; = A(k)"exp (2irkz;),  avec x; = jAx.
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En injectant cette solution dans la définition du schéma on trouve une formule pour le co-
efficient d’amplification A(k) € C.

On appelle condition de stabilité de Von Neumann I'inégalité :

|A(k)| <1 pour tout mode k € Z.

Si la condition de stabilité de Von Neumann est satisfaite (avec éventuellement des restric-

tions sur Az et At ), alors le schéma est stable pour la norme L?, si non il est instable.

3.4.2.3 Stabilité en norme L? (Stabilité matricielle)

Soit A € M, (R).

Pour la forme matricielle de schéma des différences finies est comme ceci :

u" Tt = Ay,

On dit que c’est stable en norme matricielle L? si :

1Al < 1.

3.4.2.4 La condition de Courant-Friedrichs-Lewy (C.F.L)

La condition C.F.L porte le nom de trois mathématiciens allemands (Richard Cou-
rant, Kurt Friedrichs et Hans Lewy) qui ont publié en 1928 un article concernant 1’analyse
d’équations aux dérivées partielles et leur approximation numérique. Cet article mettait
en évidence une condition nécessaire pour qu'un algorithme de calcul produise une solu-
tion cohérente. Cet article tres en avance sur son temps a trouvé un intérét majeur avec
le développement des ordinateurs permettant la mise en ceuvre de différentes méthodes
numeériques de résolution consistant a discrétiser le domaine de travail en pas de temps At

et en pas d’espace Ax.
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3.4.3 La convergence

u(x;,t") la solution exacte. /  ul la solution numérique.

- L’erreur globale est définie par :

el =sup|ul —u(x;,t")].

i,n
- Un schéma est convergent si 'erreur globale tend vers 0 (ou si la solution numérique u}

tend vers la solution exacte u (z;,t") ) quand les pas de discrétisation tendent vers 0 .
Théoréme 3.4.1. (Théoréme de Lax) [0]

Dans un probleme au limite linéaire bien posé un schéma numérique consistante, la

stabilité est une condition nécessaire et suffisante pour la convergence.
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CHAPITRE

ETUDE DE §-SCHEMA POUR
L’EQUATION DE LA CHALEUR
DIMENSION 1

Dans ce chapitre, nous étudierons le #-schéma pour ’équation de la chaleur en
dimension 1. Notre étude est basé sur la consistance du #-schéma, la stabilité en norme L?

(au sens Von Neumann, matricielle), L*> et la convergence.
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4.1 Le probleme continue en D1

Considérons ’équation de la chaleur en D1 dans [0, 1] x [0,T7] .

du 0%u

 _a=— =0, €]0,1[,t €]0, T,

BT a@xQ z €]0,1[,t €] [
(Pe) 4 w(0,t) = u(1,t) =0 t € 0,7,

u(z,0) = up(x) z €[0,1].

Pour 'existence et 'unicité de la solution voir le deuxieme chapitre théoreme 2.2.1.

4.2 Le probleme discret

4.2.1 La discrétisation

e Discrétisation en temps
t"=nAt , nelO,N+1 / =0 et tNTI=T.
e Discrétisation en espace

rp=iAx , ie€[0,M+1 /)  x=0 et xp4 =1

4.2.2 fH-schéma pour I’équation de la chaleur en D1

On définit #-schéma par :

6 e0,1] .
n n n+l n+1 n+1 no_ n n
u; +1_ (A aeuifl 2U,L + + uijl + Oé(]. . 9)u1+1 2uz ;_ uzflv
At (Ax)? (Ax)

ug (z;) = uf Vi=0...M+1,

wy = uhy g = Vn=0...N+1.
e Cas particuliers
» Sif =0 le probleme (4.1) devient :

uttt — ui oy — 2ui +ui
7 — o
At (Az)?
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Alors, on obtient le schéma d’Euler explicite.
» Sif =1 le probleme (4.1) devient :
U;H—l . u? B &u?:11 o QU?—H + u?—+11

At (Az)?

Alors, on obtient le schéma d’Euler implicite.

1
» Sif= 3 le probleme (4.1) devient :

u —_—

At 2

n+1 n+1 n+1 n o _ n n
gy 1 <U’i+1 —2uT Ul —2u uil)

_ (Ax)Q (A:E)Q

Alors, on obtient le schéma de Crank-Nicholson.
Remarque 4.2.1.
Le #-schéma est un schéma globale ou a chaque valeur de 6 on obtient un schéma aux

différences finies.

4.2.3 Consistance

La consistance de #-schéma suivant la valeur de 6 est donnée par la proposition suivante :
Proposition 4.2.1.

La consistance de 6-schéma est :

1
1. D’ordre 1 en temps et 2 en espace si 0 # 3
1
2. D’ordre 2 en temps et en espace si 0 = 5
Démonstration 4.2.1.

On utiliser la formule de Taylor :

w(xg, ") —w (2, 1) Ou At 0*u
Ai = )t S e

(z:,t") + O (A#?) .
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Puis

W ) =20t e (O Aedu At
) A2 = A o )T g ) s (e )
5 Ou wy | Az d%u o Az Py " 5
_ J%u n
= Q(xz,t)qLO(Ax)

De méme,

U (Tigr, ") = 2u (@, ") (2 M) 0w
Ax? 02

(:132-, t”“) + 0 (Axg)

1 0u

= L0 ) 0 (a?)

18u( my 4 A At 0%y
a ot s a Ot

En remplagant tous ces termes dans le schéma, on obtient I'erreur de consistance en (z;,t") :

(z;,t") + O (Az® + At?) .

. ou o Atd*u . ou . 0%u . 0*u
Gi—a(wz‘,t)-l— 5 6152( z‘ﬂf)—ea(%‘,t} At)—— (z;,1") — (1—9)82

012 (miv tn)

ou 0%*u 1 0%*u
—(1— = L At = — n Az? + At?
( 9)<8t aa$2)(x,,t)+ t<2 9) v (2, ™) + O (Ax? + At?).

0 0%*u
Dans lequel <a— — Oé@) =0
noar(Log) 2 (25, t") + O (Az® + At?) .
Ei = 5 8t2 i, X
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1
08197&5 alors :
max || = O(Ax? + At).

(2
)

Alors le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
1
OSi9:§ alors :

max |€]'| = O(Az® + At?).

)

Alors le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace.

4.2.4 Stabilité

Bien que tous les normes sont équivalentes car la dimension est finie, nous avons voulu

montrer que la condition de la stabilité en norme L? et L, ne pas le méme.

4.2.4.1 Stabilité en norme L*®

Proposition 4.2.2.

Pour 0 < 6 <1 le #-schéma est L*>°-stable sous la condition C.F.L ar <

2(1-90) ~’
At
Ve
Démonstration 4.2.2.
On a
ntl _ g ) T u? | — 2uP +ul
UZA—uZ — aeuwrl (Z@ )2 _’_szl + Oé(l - 0) i+1 (A‘rz)2 7 l7
t x
Atal Ata(l —
= o (20 ) + M( —2u} +uf ) -
At
@) = — .
n pose r =

ultt = ut + ra@(u?jll —2u™ ) Fral - 0)(upy; — 2ul +ul )
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ul ™t — rafultt + 2raful ™t — rafult! = ra(l — 0)(uly — 2ul + ul ) + ull
(1+2raf)u*" — rabul — raful™ = (1 -2ra(1—0))uf +roa(l —)ul,, +ra(l —0)ul, .

Pour 6 € [0, 1] alors :
(142raf) >0 et ral>0 et ra(l—0)>0.

1
Mais (1 = 2ra(l —6)) >0si  ra< 2a—0) °

et on a:

(1+2rad) + (—rad) + (—rab) =

(1—2ra(l—0))+ra(l —0)+ra(l—10)=1.

1
Sous la condition ra < m on a :

|(1 + 2raf)ul ™| = |raduly + rafuft + (1 - 2ra(l — )l + ra(l — 0)uly, +ro(l — O)ul, |

(2

(1 + 2rad) [ul™| < raf|ulf]| + rad [u ] + (1 = 2ra(l — 6)) |u?| + ra(l — 0) [uly,| +

ra(l —6) {ui_l‘ :
Passant en ||u]|

(1+2raf) [[u"*H, < rad [ +raf lu™+ | + (1 = 2ra(l = 0)) [u"]
+ra(l —0) [[u"|, +ra(l —0) |lu"],
(1+2rad) lu"*| —rad [u"]  —raf [[u" | < (1 —2ra(l - 0)) [[u™], +
ra(l —0) [Ju"|, +ra(l —0) [Ju"|
Donc :
[l < Tl

Par récurence on obtient :

[ | W [

< ol < v < el
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1
Donc le #-schéma est L>-stable sous la condition C.F.L ar < m , et le principe de

maximum discrét satisfaite.

4.2.4.2 Stabilité en norme L2

Proposition 4.2.3.

Le #-schéma est :

1
1. Inconditionnellement L?-stable si 6 > 3
1 1
2. L%-stable sous la condition C.F.L ar < m sif < 3
At
Az?’

Démonstration 4.2.3.

Afin de démontrer cette proposition, nous avons utilisé deux méthodes (stabilité matri-
cielle - stabilité au sens Von Neumann).
e Stabilité matricielle
Nous avons :
(1+2raf)u*' —radul! —rabul™ = (1—2ra(l—0))u? +ra(l —0)ul,, +ra(l —0)ul, .

Nous fixons n et faisons varier 7, nous obténons le systeme linéaire suivant :

( (14 2rad)ul™ — rafuy™ — radul™ = (1 — 2ra(l — 0))u} + ra(l — 0)ud +ra(l — 0)uf,
1 4 2a0r)u?™ — afru?™ — abru™ = (1 — 2ar(1 — 0))u? + ar(l — 0)u? + ar(1 — O)u?,
2 3 1 2 3 1

1+ 2raf)uy™ — rabu™ — rafui™ = (1 — 2ra(l — 0))ud + ra(l — O)u} +ra(l — 0)ul,
3 3 1 2

L (1 +200r)ult — afruff)) — abrulf ! = (1 —2ar(1 = 0))uf, + ar(l — 0)ug,, +ar(l—0)ul,_;.

Alors la forme matricielle est : =  Bu"t! = Cu”,
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(14 2a6r) —afr 0 e e 0
—afr (14 2afr) —abr

B = 0 0 ;
0 —afr (14 2afr) —afr
0 e e 0 —afr (14 2a6r)

et la matrice C est :

(1 —2ar(l—46)) ar(l—0) 0 0
ar(l —0) (1—=2ar(1—-140)) ar(l—20) :
0 0
0 ar(l—=40) (1 —2ar(1—-240)) ar(l—6)
0 0 ar(l—0) (1 —2ar(l—190))
et :

B=(Iy+abrd) |/ C=({Iy—ar(l—0)A),

2 -1 0 0 1 0 0

-1 2 -1 0 0 1 O
A=10 0 In=10 0
-1 2 -1 0 1 O
0 -1 2 0 0 1

Le schéma est bien défini si B est inversible .

La matrice B est une somme de deux matrices symétrique et définie positive alors elle est
symétrique définie positive et par conséquent elle est inversible .

Et alors le systéme Bu"*! = Cu™ admet une solution unique.

Donec :

u"tt = B71Cu™.
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Pour avoir la stabilité en norme matricielle il faut et il suffit que :

IB=Cl, < 1,

et nous avons :
IB'Cl, < 1B~y [ICl,-

|B7|, = p(B™!) (car B symétrique) et . |1Cl, = p(C) (car C' symétrique).
7r

Les valeurs propres de A est : A\, = 4sm2m.

1
—1y\ __
p(B >—11;/1£2}]%/[ 1+ dalrsin? km
alrsin?————
2(M +1)

km
_ _ A2 PT
p(C) = llg/izéx 1 —4ar(l —0)sin 11|

km
1—4ar(l — in?————
1 o,k ar(l —6)sin SO+ 1)
X (1 —4dar(l1 —0)sin"——| =
1+ 4a0rsm2—kﬂ 2(M+1) 1+ 4a97“sm2—km
2(M +1) 2(M +1)
km
1 —4ar(l — in? ——————
B ‘ ar(l —6)sin 2(]\/[—1—1)‘
N km ’
1+ 4abrsin?——
‘ + 4albrsin 2(M+1)‘
1
Sif> -
*Sif=>g
Alors 1 — 60 <0,
1 —4dar(l1-— G)Sinzk—7T <1+4ar(l —0)sin?———— <1+ 4047"93inzk—7T
2(M+1)| — 2(M +1) — 2(M + 1)
et comme :
km
1+4 nt——— > 1.
+ 4arfsin S+ 1) =
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Alors :

km
1 —4ar(l —0)sin®>———
‘ ar( )sin 2(M+1)' _,
km -
1+ 4afrsin?——
‘ + 4dabrsin 2(M+1)'
Done p(B-)p(C) < 1= |BY, [C1l, < 1.
Par récurence
[, < [[B7H[, IC, a1,
< ol < [ < e < [0
1
Le 6-schéma est inconditionnellement L?-stable si 6 > 7
1
Sif<—
o D1 U< 9
km
1—-4 1 —0)sin?———
‘ ar( )sin 2(M—1—1)'<1
km -
1+ 4afrsin?———
‘ + dalrsin 2(M+1)'
Si et seulement si :
1 —4dar(1 Q)S’mQ—W < 1—|—40497"32'n2—k7T
2(M +1) — 2(M +1)’
et L
s s
4or(l — mn?———— — 1 <1+ 4abrsin®>——
ar(l —0)sin ST 1) <1+ 4afrsin ST
s km
darsin? ———— — 1 < 1 + 8abrsin? ————
Qarsin 2(M + 1) < I+ sabrsin 2V + 1)
km km
4 n?——— — 2 < 8alrsin? ————
arsin SO+ 1) < 8abrsin S+ 1)
s km
20 sin* ——— — 1 < 4afrsin® ———
arsin S+ 1) < 4abrsin S+ 1)
s
20rsin? ————(1 —20) < 1
arsin 2(M+1)( ) <
< 1
T=00-20)
Donc sous la condition ar < m
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p(B~p(C) <1 = BT, [[CTH], < L.

Par récurence
[, < 1B7H|, ICH, a1l

<l < [y < e < [0,

1 1
Le 6-schéma est L2-stable si # < = sous la condition C.F.L ar < ——
2 2(1 —20)
e Stabilité au sens Von Neumann

On a:
(14 2raf)ul™ — rabulfy — raful! = (1 —2ra(l — 0))ul + ra(l — O)ul,, +ro(l —O)ul ;.
La solution discrete particuliere uff = A(k)"e* ™.

Tjt1 :Z']—i-ACE et Tji—1 =Ty — Ax.

(1 + 2raf) A(k)v+ieimke; — raf A(k)"Hle?mheivt — raf A(k)"He2imkei-1 =
(1 —2ra(l — 0))A(k)"e*™*2i 4 ra(1 — ) A(k)"e* ™ @i+t 4 ra(l — 0) A(k)"e?mhei-1,

Alors
AR)((1 4 2raf) — rafe? ™ ar _ pafe=2imkAz) — 1 — 2ra(1 — 0)) + ra(l — )e2mkAe

+ra(l — §)e 2imkAz

_1—2ra(l —6) +ra(l — 0)e*™A7 4 pa(l — §)e2imhAe

A . .
(k) 1 4 2raf — rafe?mkAe — rofe—2irkAz
1 —2ra(l —0)+ 2cos(2nkAz)ra(l — 0)
B 1+ 2raf — 2rafcos(2rkAx)
1—2ra(l —0)+2ra(l —0)(1 — 2sin*(rkAzx))
B 1+ 2raf — 2raf(1 — 2sin®(rkAx))
1 —dra(l — 0)sin*(rkAx)
1+ 4rafsin®(rkAr)
1 —4ra(l — 0)sin*(rkAx
Ay = L= 4ralt = O)sin?(zkda)

|1+ drafsin?(rtkAx)|
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Si La condition de stabilité de Von Neumann (JA(k)| < 1) satisfaite, on dit que le f-schéma
est L2-stable.
1
e Sif> -
2
Alors1 -6 <46 .

11— 4dra(l — §)sin*(rkAx)| < 1+ dra(l — 0)sin®(tkAz)

<1+ 4radsin®*(rkAx),

et comme 1+ 4rafsin?(rkAz) > 1.
On obtient |A(k)| < 1.
1
Sif<
e Si 5
|A(k)] <1 si et seulement si :

1 —4ra(l — 0)sin*(rkAx) < 1+ 4rafsin®(rkAx),

et :
4ra(l — 0)sin®(tkAx) — 1 < 1+ 4rafsin®(tkAx)
4rasin®(mkAx) — drafsin®(rkAr) — 1 < 14 drafsin®(nkAx)
drasin®(rkAr) — 2 < 8rafsin®(tkAx)
2rasin®(nkAz) — 1 < drafsin®(rkAx)
2rasin®(rkAz)(1 — 26) < 1.
Alors :

2ra(l —20) < 1.

1
<__ -~ __.CFL
=50 20 ¢

Alors le f-schéma est L*-stable (au sens Von Neumann) sous la condition C.F.L

<— 510 < -
'r’a_2(1_29) si <2
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4.2.5 Convergence

D’aprés le théoreme de Lax on obtient les resultats de convergence suivant :

1
e Si 5 < f# <1 le f-schéma est consistant et inconditionnellement L?-stable donc elle est

convergente.

1
eSi <l < 5 le f#-schéma est consistant et L2-stable sous la condition C.F.L

1 "
ar < ———— donc elle convergente sous la méme condition.

2(1 — 26)

e Si0< 8 <1 lef-schéma est consistant et L*>°-stable sous la condition C.F.L ar <

donc elle convergente sous la méme condition.

1
2(1-10)
4.2.5.1 Estimation d’erreur

On a:

ul' la solution numérique et u(x;,t") la solution exacte.

w(zy, ") — u(zy, t7) w(wiyr, t") — 2u(w;, ") + u(zi_q, t")

9 U(ZEH_h tn+1> — QU(ZEZ, tn+1) + U(l’i_l, tn+1)
— ( Al’2 )7
uﬂ-‘rl —u® u® o — + u” u’r}-&-l 2u n+l 4 un-‘rl
t i i 1—6 i+1 7 i—1y 0 i+1 —0.
e Ay e1=0)( AL )—ab( = -)
Alors par (4.2)-(4.1)
et —ep a(l— 6)(6?“ — 2el + e{‘_l) B ag(e;fll — 2t et}
At Ax? Ax? !
At At
et =el +a(l — 9>Ax2( = 2el +el)+ a@A—( el —2eftt 4 et —
At
O = —.
n pose r =

L)+ el =0

14+2abr)e "+1 1—2ar(1-0))e!+ar(l1—=0)e! +ar(1—=0)e —1—04«97’6"“—i—oz@re"Jrl Ate}'.
2+1 z 1

Car 6 € [0, 1] alors :
(14+2afr) >0et ar(l—6) > 0et abfr >0,
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(1-2ar(1—0))>0siar < T=0)

d’ou l'estimation :

0 Car <
n a su ose ar
bp =21-9)

(14 2a0r)|ef ™| < (1 — 2ar(1 — 0))|er| + ar(1 — O)ler, | + ar(l —0)ler |

+ oz@r|e?j11| + afrlel | + At]er].

(14 2007) (2] < (1= 20r(1 = ) [|e" |, + ar(1 = 0) [le"l|,, + ar(1 —6) "]
T abr el + afr | + At e

(1 + 2a0r) [l < (1= 2ar(L = 0))[le"[l + ar(l = O) [[e"]l + ar(l = 0) [le"[l +
1
afr |le"H| .+ afr |le" |+ At(clAt(E —0) + co(At? + Ax?)) / c1,02 €R.
1
[ < 1€ + Al (S = 0) + o A2 + Aa?)
1
< ||eo||oo+T(clAt(§ —0) + (At + Az?)) / HeOHOO =0,

_ T(clAt(% Z0) + e (A2 + Az?)).

Donc le #-schéma est converge sous la condition ar <
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4.3 Résumé des résultats obtenus (tableau)

Nous résumons 1’étude de 6-schéma pour 1’équation de la chaleur en D1 dans le tableau

suivant :
.. 1 1 1
L’itervalle de 6 0<l< = 0= - -<f<1
2 2 2
Erreur de consis-
O(Ax? + At) O(Az? + At?) O(Ax? + At)
tance
Stabilité en norme | Stable sous C.F.L
72 1 Inconditionnellement stable
P
=50 20)
Convergente
Convergence sous C.F.L Convergente
1
< -
=50 20)
Stabilité en norme
Stable sous la condition C.F.L ar <
L™ 2(1-10)
Convergence Convergente sous C.F.L ar < 1-0)
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CHAPITRE

ETUDE DE §-SCHEMA POUR
EQUATION DE LA CHALEUR D2

Dans ce chapitre, nous faisons la méme étude qu’au précedent chapitre, mais cette fois

pour I’équation de la chaleur en dimension 2, en suivant le méme démarche.

5.1 Le probleme continue en D2

L’équation de la chaleur dans [0,1]> C R? avec des conditions aux limites de Dirichlet

homogene.
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( 2 2
G000~ a5 @nt) + 5 (e,,0) =0, pour 1 0. T et (2.) €l0. 1P
u(z,y,0) = uo(z,y), pour (z,y) €]0,1[%,
(Pe)
w(0,y,t) =u(l,y,t) =0, pour t € [0, 7],
ku(x,O,t) =u(x,1,t) =0, pour t € [0,T7.

Pour l'existence et 'unicité de la solution le théoreme 2.2.1 dans le deuxieme chapitre est

valable pour notre probleme dans [0, 1]> C R2.

5.2 Le probleme discret

5.2.1 La discrétisation
e Discrétisation en temps
t"=nAt , nel,N+1 / =0 et NTI=T.
e Discrétisation en espace
x; = iAx , ie[0,M+1] / 20 =0 et Targr = 1.

y; =730y , i€l0,l+1] )/ y=0 et yy=1

5.2.2 6-schéma pour ’équation de la chaleur en D2

On définit #-schéma par : 6el0,1] .
(wp 9 ity — 20t w — 2ul
At (Ax)? (Ay)

um —2u”—|—u"_1 ur. 1—2u7ﬁ—|—un,_1
1—6 i+1,5 i, i—1,7 i,7+ i, ,] : 5.1
ot =0 (B By oy
uo(xi,yj):uaj Vi=0..M+1Vj=0...1+1,
[ Uiy = Uy = ug; = Upyy ;=0 Vn=0...N+1.
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e Cas particuliers
» Si 6 = 0 le probleme (5.1) devient :

n+l

n n
T”J

n n n n n
wiy o udg g = 2ul Uity — 25+ U

At ¢ (Az)? (Ay)?

Alors, on obtient le schéma d’Euler explicite.

u

» Sif =1 le probleme (5.1) devient :
n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Uij = Uiy Wiy — 2u U Uit — 2u;5 Ui,

At O (Az)? (Ay)?

Alors, on obtient le schéma d’Euler implicite

1
» Sif= 5 le probleme (5.1) devient :

n+1 n n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
—upy 1wy = 2w bt g — 20 + “m—1>

(Az)? (Ay)?

Ui b (Lt

At

n

n n n n n
I uipqj — 2ui,j T U Ui — 2ui,j + uz,j—1>

5 (Bz)? (Ay)?

Alors, on obtient le schéma de Crank-Nicholson.
Remarque 5.2.1.

Le 6-schéma est un schéma globale ot a chaque valeur de € on obtient un schéma aux

différences finies.

5.2.3 Consistance
La consistance de #-schéma suivant la valeur de 6 est donnée par la proposition suivante :
Proposition 5.2.1.

La consistane de 0-schéma :

1. D’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en espace si 6 #

2. D’ordre 2 en temps et d’ordre 2 en espace si =

N — N —

o1



Démonstration 5.2.1.

On utilise la formule de Taylor :

U (371‘7?Jj>tn+1) —u (xlay]atn) o au At 82

(2 7tn 79 ,tn O Atz
* Al = 7 (@00, t) + 5 5 (@,05,1") + O (AP)
Puis
(‘rH—h Yj> " +1) — QUJ(JJZ, Y5 tn+1) + U(ZE, 1, Y5 tn+1) 0u n+1 2
® A2 - 612 (xlaymt + )-f—O(A.T )
0%u Ou

- @('xi’yﬂﬁ )+At8t8 s (s, y5,t") + O(A* + Ax?).

U(ZBZ’, Yj+1, tn+1) - 211,(1'7,, Yj, tn+1> + U(.flfi, Yj-1, thrl) _ 62U

. A = g2 @ U ") + O(Ay7)
1 ou 9%u
a ot (:L‘Z,y],tTH_l) Ox2 (:Ciayjatn—i_l) +O<Ay2)
1 ou 0*u 0%u s

n n n u n
(8t (zi,y;,1 )+At8 (z4,y5,t") + O(AE?)) — pe 5 (4, Y5, ") — Atm(xi,yj,t )
+ O(A#? + Ay?).

u(xi+1>y‘>tn) — 2u(xi7y'7tn) —|—u(:L’i,1,y~,tn) u n

u(%»y 17tn> - QU("EM Yj, tn) + u('xi)y'—htn) 82“’ n
i Y ) O gy 7) 4 O,

En remplacant tous ces termes dans le schéma, on obtient ’erreur de consistance :

. Ou o At *u 0%u " Pu a1 ou "
Eiyj — E (xzayjat )+7 o2 (xuy]? ) ae(a 2 (xzaymt >+Atata B («Tzaymt )—’_aa (xmy]?t )

At 0%u 0*u Pu 0%u
8t2 (xuijtn) o ) ($Z>y]7tn) Atm (xhijtn)) - a(l - 9)(8 2 (xhywtn)

82“ 2 2 2
a a2 (xwyja )) +O(AI’ +Ay +At )

52



ou o At *u o ,0u . 0*u 0*u .
= _(:Emijt )+ 3752 (xzvyjat >_95 (xzayj7t )_eAtat (*rwy]a ) (1 0)(8 2 (xwy]at )

ot
0*u n 2 2 2
+ 0y (@i, y;,t") + O(Ax® + Ay? + At?)
ou 82u 0*u 1 82u " 5 5 5
ou qu 0%u
Dans lequel : U8 20—,
ans leque ( 5 8x2 « 12 ) 0
1 0%u ) ) )
At(§ —0)— 52 (wi,y;,t") + O(Az? + Ay* + At?).

e Sif# % alors
max ‘e”‘ = O(Az” + Ay + At).

1,5,n

Alors le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et 2 en = et en y.
1
e Sifd= 3 alors

max ‘e”| = O(A2* + Ay® + A#?).

2,J,m
Alors le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et d’ordre 2 en x et en y.

5.2.4 Stabilité

Bien que tous les normes sont équivalentes car la dimension est finie, nous avons voulu

montrer que la condition de la stabilité en norme L? et L>, ne pas le méme.

5.2.4.1 Stabilité en norme L*>®

Proposition 5.2.2.

Pour 0 < 6 <1 le #-schéma est L>°-stable sous la condition C.F.L :

1 1 1
<

aAt(sz Ay) 2(1—10)
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Démonstration 5.2.2.

On a:
up gy 9<“?f117j —2uft U uh — 2ul T “?j—ll) +a(l— 9)(“?+1,j — 2uj; +u
At (Az)? (Ay)?
Uity — 2ui; + u%-l)
(Ay)?
W =+ Atae(uﬁll’j T2 iy | Wi T 2 _11)
BaP (ByP
Atal(l — 60 i+1,5 1,7 i—1,7 1,5+1 1,7 1,7—1
v Byp
Donc
At At At At At At
(1+ QQH_AxQ + QaQA—y2)uij — ae_A:vQ uifl’j — aQ—sz uij—l,j - aHA—y2uij+l - OZ@A_yQu"’j*l
At At At At
= (1 — 20((1 — 9)@ — 20{(1 — H)A—?ﬂ)uzj -+ O[(l — H)EU?HJ —+ Oé(l — H)EU’?*LJ
At At
+ Oé(l — Q)A—yZUZj+1 + Ol(l — H)A—Zﬁuzj_l.
A A A
Pour 6 € [0,1] alors (1+ QQOA—; + QO(QA—;) >0 et a@A—; >0
At At At
At At 1 1
Mais (1 — 2a0(1 — 0)— — 2a(1 — 0)—) > i 200(1 — A (—— + —
ais ( o Q)Aa‘;Q o H)AyQ) >0 s a(l—0) t(A >+ A
1 1 1
A
ARzt a2 S5z
et on a :
At At At At At At
14 200— 4 200—) 4+ (—ab—2) 4 (—ab—) + (—af—") 4 (—abh—2) =1
(1+ 04(9Ax2 + oz&Ay2)—|—( a@Ax2)+( &eAx2)+( aGAy2)+( aGAyQ) :
et :
At At At At At
(1 =20(1 = 0) 5 = 20(1 = 0) L 5) + a1 = 0) 5 + a1 = 0) 5 +all = 0) 5
At
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1 1 )< 1
AT Ay’ —2(1-6)

Donc sous la condition : aA¢(

At At o At At At At
| (1+2()[9A— +2040p) +1 |060EUZ_:_11]+040A—U2 +11]+019A B 1/;_-:1 +OZHEUZjll
At At At
+ (1 —2a(1 — G)E —2a(1—0) Agﬂ)u A+ a(l — Q)A Suf; +a(l — G)Eu?’l’j
At At
+ 04(1 — 9)A—y2’u2]~+1 + Ck(l — G)A—y2u;fj_1
At At n At At At
(1 + 20{9A— + QQHP) | +1 |_ OZQE | U,l;:ll’] | +OZ9A— | U, +11J | +049A 5 | ui,j—il |
At s At At At "
+af T Ly |+ = 2001 = )55 — 2001 = 0)50) |l | ol =0) 10 | iy |
At At t
At At n At " At n At n
(1+ 206 + 20 GF) | uft | —af—5 | uiy | —af uit | —049A—y2 | up il |
At At At t
_agA_yQ | uzjll |< (1 -2a(1 _Q)A_x? —2a(1 —Q)A—y2) | ul. | +a(l —H)A 5 | uit |
At At At
+a(l - H)A 5l | +a(l— G)A_yz | uf g | ol — G)A_yQ | u;_q |
Passant en ||u]|
At At At At At
(1-+ 20005 + 20055 [0+ = a0 o = a0 5 [+ o = a0 o
At At At At
- a&A—y2 Ju" o < (1 —2a(1 — 9)@ —2a(1 — H)A—yg) [u]l o + (1 — 9)@ "] o
t At At
+a(l = 0) s lu"ll + ol - 9)A—y2 Ju| o + a(l — 9)A—y2 [u"]] -
Donc
[u ] < "l
Par récurence on obtient :
[ | e
e e
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Pour 0 < 6 <1 le #-schéma L*>-stable sous la condition C.F.L :
1 1 1
<

aAt(A:z:Q T 5) 21—0)

et le principe de maximum discrét satisfaite.

5.2.4.2 Stabilité en norme [?

Proposition 5.2.3.

Le #-schéma est :

1
1. Inconditionnellement L2-stable si § >
=9
1 1 1
2. L?-stable sous la condition C.F.L ozAt(sz AyQ) < 0 —20) sif < 3

Démonstration 5.2.3.

Afin de démontrer cette proposition, nous avons utilisé deux méthodes (stabilité matri-
cielle - stabilité au sens Von Neumann).
e Stabilité matricielle

Nous avons :

At At At

(1 + 20[8@ + 20[9@) :L;_l QEU?_;_T] — 049@“?—?]‘ — a@Euﬁil — OégA—y2UZn;—_11
At At At At
= (1 — 20((1 — H)A_;C2 — 20{(1 — Q)A—ﬁ)uzj + Oé(l — H)A_;L’Qu?—i_lj + Oé(l — H)A—ﬂu?_ld

At At
+a <1_0>A 5 z]+1+a(1 G)A_ygu?,j—l :

Nous fixons n et faisons varier ¢ et j, nous obténons le systeme linéaire suivant :

o6



Pouri=1let j =1
At At At At At At
(1+ 204(9A 5+ 2040A 2)ulJ{l — aQEugjl — aeﬁuojl - aeA_yQULerl — aﬁA—yzu 7
At At At At
=(1-2a(1 - Q)E —2a(1 — Q)A S)uty + ol — H)szug’l + a1 H)A_g;?ugl
At
+a(l — 9)A Sut s +a(l — G)A_y?ul’o’
Pour v =2t j =1
At At At At At At
(1+ 20[(9A + 2a9A Jus Tt — aGEuQJ{l — aeﬁuﬁl - aGA—?ﬂu;El — aHA—yQU"fl
At At At At
At At
+a(l — Q)A sus o +a(l — G)A—wugﬁo,
Pour i« = Met j =1
At At At At At
(1%—2&9A 5 —f-QOéHA 2)“]\/?11 —a@A QUA}LJ:” QQEUMJF_IM —ozé’A 2“M+11+1 onA SUN 1
At At At At
=(1—-2a(l - (9)@ —2a(1 — H)A ) + ol — Q)A SUN 1 ol — G)EUM—LI
At At
+o(l - Q)A U T (1 = H)A_yQU’M,lfl'

\

Donc la forme matricielle est :

(Inf + OALB)u™™ = (Ihy — (1 — O)AtB)u™

n __ n n n n n n n t
et les vecteurs u™ = (U, Ul 1, -ooeey Uiy 1, UT gy coees Wp gy woves UL gy 5 ooy Uiy )Y
n—l—l n+1 , n+1 n+1 | n+1 n+1 n+1 n+1\t
= (U] U s ey g 5 U s e U gy ey U U ),
et :
Dy —-Iy 0 0
—Iyy Dy —Iy O
o
B=-— 0 0
Ay?
Iy Dy —1Iy
0 —Iyy Dy
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Ay? Ay?
2(—= +1 e 0
(Ax2 +1) Az? 0
Ay’ Ay’ Ay?
_=J 024y 2L
Az? (Ax2 +1) Az? 0
Dy = 0 0
Ay* Ay Ay?
29 9 2d 1y _=2J
Az? (Aa:Q +1) Az?
Ay’ Ay’
e BV e A
0 Az? <Aa:2 +1)
La matrice B d’ordre M et Dy, Iy(la matrice identité) d’ordre M.
On pose : Cy = (Ipy + 0ALB) et Cy = (I — (1 — 0)AtB).
Nous avons :
Az?
24+2—— —1 0 0
+ Ay
N
1 24275 -1 0
2 Ay
Ay . .
Dy = Ag2 0 . .. 0
x
R 1
Ay?
Az?
-1 24+2——
0 + Ay
r 2
2 -1 0 0 QA_:C 0 0
: Ay?
-2 -0 NN
A -
I I I A
Az? )
0 : 0
-1 2 -1 A
x
0 2—
0 1 2 0 Ay?
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Proposition 5.2.4.

Le résultat suivant est une adaptation ou proposition [19]

Ona:E=L+F,Le M,R)et Fe M,(R)

2 —1 0 -0 ay 0 0
-1 2 -1 0 0 a O

E= +
0 0 0 0
0 cee oee =1 2 O -+ -+~ 0 ay,

Supposons a > 0 la matrice E est symétrique définie positive.
Démonstration 5.2.4.

La matrice E est clairement symétrique, montrons qu’elle est définie positive.
VX #0 (X = (21, e Ty))-
Tout d’abord, I’hypothese a > 0 entraine :

2 -1 0 T
-1 2 -1 X9
XEX=(ay 2y - w0 )| e
-1

0 -1 2 Tn
a; O 0 T
0 aa 0 -+ T

+(:c1 Ty - xn> 0 0

0 0
0 0 a, Tn
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n—1 n n—1
=27 + Z(xl —zip1)? + 22+ Zaix? > 27+ Z(xl —2i1)? + 22 > 0.
i=1 i=1 i=1

Donc E est définie positive.

2

x
Puisque QF > 0 alors la matrice D), est symétrique définie positive alors la matrice
Y
B et C] aussi symétrique définie positive, donc C est inversible.

Alors le systéme Cu™! = Cyu™ admet une solution unique.
u™tt = C7 Coum.

Pour avoir la stabilité en norme L? il faut et il suffit que : HC{ 102H2 <1
On a :
ler Call, < [, Ic,.

||C’1’1H2 = p(C{1) (car C; symétrique) et |Csl, = p(Cy)(car Cy symétrique).

Les valeurs propre de B est :

@ Ay2 § pm qm
_ _ < p< < qg<
)\pq = ; y2 (2( 2 + 1) 2 COS( 1) 2605( ) / 1 p M et q [

o« Ay? y> 5 p - pT 5, QT -
= A7 (2<E +1) —2—5(cos* (=) — sin*(=——=)) — 2(cos*( ) — sin?(

_ Aiy? (z(%2 +1) - 22—52(1 - 23m2(—2<]\5”+ )21 - 2$in2(2(lqi 1))))

o« Ay? Ay? Ay* ., pm L, qT
_A—yQ(QE—i—Z 2A:E2+4Ax28m( n ) 2+4sm(2 )
qm )

2(0+1)

qm
20+ 1)

S 4Ay2 sin’( br
Ay U Ag? 2(M +1)

) + dsin?(

4 sin?(

Az?

pr
2(M + 1)

)+ 4Aiy28in2(
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1

p(C71) = Max .
1<p<M t . pr At qm
1+4ab 2 400 2
1<q¢<l afl—ssin (Q(M 1))+ o y25m (2(l 1))

p(C3) = Max |1 —4a(l — 0) =L sin2(—P" ) _4a(1 — 6)2L sin?(— 1"

2 2
1<p<t Az 2(M +1) Ay 2(0+1)
Nous avons :
At P At qm
1—4a(l1-40 2 —4a(1 -0 2
ol =) i (g ) ~ 40 =55 5 )
At . p At qm
1+ 4ab 2 406 2
ol s ) T8, )
At p At qm
1 —4a(l —0)—sin*(——) —4a(1 -0 2
- At P At
1+ 400——=sin?(———— 4 n2
11+ aGAx2$zn(2(M+1))+ oz@Ay2sm (2(14—1))’
e Sif> 1
2
Alors 1 — 6 < 0 donc :
At P At qm
1 —4a(1 — 2 —4a(l — 2
af H)Ax2szn (2(M+1)> af H)Ay23m (2(1—1—1))
At P At qm
<14+4a(l — ) —sin*(——) + 4a(1 — §)— sin®
< 1+ 4af( >Ax28m (2(M+1))+ o )Ayzsm (2(l+1))
At . P At qm
<1+4ab 2 40 2 :
< L dab Tasin Gorey) 4905, )
Donc :
At P At qm
1—4a(l1-10 2 —4a(l — 0)—=sin?
At P At qm -
1+4 2 4ol)—— sin?
11+ a@Am25m (2(M+1))+ a@Ay2sm(2(H_1))|
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Donc p(Cr)p(Cs) <1 = ||CTH[, ICs]l, < 1.

Par récurence
||, < |G, NGl la™

< Ml < [l < e < [l

Le H-schéma est inconditionnellement L?-stable si 6 >
1

Sif< -
o D>l <2

|1 —4a(l —6)

A
pr + 400

[
1+ 4ab
1+ 4a 2(M + 1) Ay

t
2
25N (

A

Si et seulement si :

At
Ax?

p At ., grm
~Ao(]l —
2(M+1)) af H)Agﬂsm (2(l+1)>
9 P At
4
(2(M—|—1))+ OzGAyQSZn(

1 —4a(l—0)

sin?(

St

qm

A
<144
S1+daf A

t
Az?

et
At

Ax?

At
Ay?

At
) + 4a0Ay2

qm

da(1 — ) i+

)+ 4a(l —0) )—1
qm
(l+1))

sin’(

P sin?(
o(M + 1) 2
p

At
<1 +4ab-—sin*(=———-
<1+4a sin (2(M+1)

Ax?

2
sin (2

qm

At p At
2 (I+1)

At
2(M—|—1))_4a6Aa: ) + 4o

;2
AyQSm (2

)

sin?(

p
2(M + 1)

At
4+ 4a)——=sin

At P
) =1 <14 dab—sin’( ) N

2(0+1) Az 2(M +1)

At p At

At qm
) - p
2(M—|—1))+ oszQSZn( )

2
)+80¢9Ay23m (2(l—|— 0

At ., qm
)+4040Ay23m (Q(Z n 1))

At
<92  ein?(—2
) < 24-8ad —gsin (2(M+1)

2( pT
2(M +1)

qi
201+ 1)
20+ 1)

At
< 1+4a6 N sin

-2
o) 2 n s

)(1 —26) + 2 Aisz’nQ(

qm
2(M +1) Ay 2(1 + 1)><1 —2) =1
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At At

200——(1 — 2 20— (1 —-20) <1

oz (1= 20) + 20 5(1-20) <
1 1 1

<
ARt R S g

1 N 1 ) < 1
Az Ay?’ — 2(1-20)
p(CrH)p(Cs) <1 = ||CTY[, ICs]l, < 1.

Donc sous la condition aA¢(

Par récurence
||, < (|G|, 1CoI1y llu™l,

< Iy < oy € e < ]
Le f-schéma L2?-stable si 6 < % sous la condition C.F.L :

1 n 1 ) < 1
Az?  Ay?” — 2(1 —26)

aAt(

e Stabilité au sens Von Neumann

La solution discréte particuliere est : ul, = A(K)"e* i g2imkau, K = (ki, ko).
On a:
At At At At At At
(1+ QQH_AxQ + QQG—Ay2)ujf — ag_AxQ ujil,l — a@—sz ujfu — oz@—Ayz ujfﬂ — a@—Ayz ujjil
At At At At
= (1 — 20((1 — 0)@ — 20((1 — Q)A_yQ)u;l’l -+ Oé(l — G)Eu‘?+1l + (1/(1 — Q)Eu?_ll
At At
+ Oé(l — 9>A—y2’uj7l+1 + Oé(l — Q)A_?ﬂuj’lfl
En remplacant la solution particulier, nous trouvons :
1 + 20[9 At + 20[9 At A K n+162i7rk1:pj62i7rk2yl _ a@ At A K n+162i7rk1:rj+1e2i7rk2yl
Ax? Ay? Ax?
x Y T
— ol AAI; A(K)n+1€2iﬂ-klxj7162iﬂ-k2yl —ab AAl; A(K)n+162iﬂklxj €2i7rk2yl+1 —ab AAtQ A(K)n+162’i7rk1xj 62i7‘t‘]€2yl,1
z Y Y
At At ) . At , A
= (1—204(1—0)—A 5 —20((1—(9)—A 2)A(K)”em”klxjeg”ml—i—oz(l—@)—A 2A(K')"ez”rl‘j”ﬁﬂ'“62””‘323”
T Y T
At . , At . .
+ &(1 . Q)A 2A(K)n6217rk:1:cj_1e2z7rk2yl + Oé(l o G)A 2A(K)n€227r$]-k16217rk2yl+1
x Y
At . 4
+ ol — 0 A(K n€2z7rklzj62z7rk2yl,1 ’
(1-6) 5 AU)
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et on a:

i1 =z; + Az et Y1 =y + Ay.
Tj—1 =I5 — Ax et Y-1 =Y — Ay
A At At 227rk1Aa; At —2imk1 Ax At 2itka Ay
At —2imhko Ay __ At At At 2imk1 Ax
- a@Ay A(K)e =(1-2a(1- H)AZ‘Z —2a(1 — Q)Ay2) +a(l - Q)ASCQQ
At —2imk1 Ax At imko At —2imka
+ (1_9)A1'2 2imk1 A +a(1_0)A_y262 kAy+Oé(1—0)A—y26 2 k:Ay'
At At At At , At ..
A(K)(( + QOZQA— + QOZGF) - a@A 5 217rk1Az — Q@A—ﬂe_?mklAm — aeA—er?”erAy
At At At At .
— OZ@A—gﬂeizlﬂ-lQAy) (1 — 20[(1 — Q)A_xe — 20[(]_ — Q) Ay ) + a(l — H)A—ﬂ62lﬂkle
At —2imk1 Az At imko A At —2imko A
+a(1—9)m6 2irk +a(1_0)A_y262 k y+a(1_0>Ay26 2imka Ay
A(K) =

1+2a(l —-0)=5 —2a(l —0)=%) + (1l — >(2cos(2mk1Ax)) + a(l — —200527?2 Y
0) 25 0) A 0) 2L k1A 0) Lt ke A
(1422025 + 2046’AA ) — af L5 (2cos(2mk Az)) — af £ 7 (2c05(2mha Ay)) '
Nous avons
1 — cos(2mkAx) = 2sin?(krAx).
Alors :

1 —4a(l - «9)£sin2(k17rAm) da(l — 9)£3m (komAy)

3 3
A(K) = e Nl ,
1+ 4049E5m2(k7rA:U) + 4a9psm2(k27rAy)
o At At
|1 —4a(l — G)ESinQ(kmAaf;) —4a(1 — H)FSW (kamAy) |
| A(K) |=

A A
|14 4a0A—;23m2(k517rAx) + 4a9A—;23m2(k27rAy) |
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Si La condition de stabilité de Von Neumann (|A(K)| < 1) satisfaite, on dit que
le 6-schéma est L?-stable (au sens Von Neumann).

1
eSi 0 > —

2
Alors 1 —-60<0

11— da(1 — 0)2L sin2(kyrAz) — 4a(1 — 0)-2L sin2(kyrAy) |

Ax? Ay?
At At
<1+4a(l - 9)@52n2<klﬂ'AiL‘) +4a(l — H)A—yQS'm2(k27rAy)

At At
<1+ 404(9@31n2(k17rAI) + 4049A—y23m2(k27rAy).

Donc : | A(K) < 1.

1
g1
e Si <2

| A(K) |< 1 si et seulement si :
At At
1 —4a(l - H)A—xzsm (kirAzx) — 4ol — 9>A_y2$m (ko Ay)

At At
<1+ 4a0mszn2(k1ﬁA:ﬁ) + 4049A—y23m2(k27rAy),

et :
At At
da(1 — Q)A—men (kymAz) + 4o(1 — Q)A—yzsm (kemAy) — 1
At At .,
<1+ 4a0A—$25m (kymAz) + 4049A—y23m (komAy)

At At At At
4QA_x28m (kymAz) — 4049A—$23m (kymAz) + 404A—y23m (komAy) — 4a0A—y23m (komAy)

At At
<2+ 4049A—x25m (kymAz) + 4049A—y25m (ko Ay)

At At At At
404A—5625m (kymAz) + 404A—y25m (komAy) <2+ 8049A—$25m (kymAx) + 8049A—y25m (komAy)

At At At At .,
204@5271 (kymAz) + 2aA_gﬂSW (komAy) <1+ 4a6’m8m (kymAz) + 4040A—y23m (ko Ay)

At At
QQA—ﬁszn (ki Az)(1 — 20) + 20_/A—y252n (kamAy)(1—260) <1
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At At
20——(1 — 2 20——(1—-20) <1
oz (1= 20) + 20 5(1-20) <

1 1
— — 4+ )<
2aAt(1 20)(&:2 + AyZ) <1
1 n 1 ) < 1
Az?  Ay?” T 2(1 —26)

aAt(

1
Sif < 3 le f-schéma est L*-stable(au sens Von Neumann) sous la condition C.F.L

1 1 1

< .
ARzt ) S a2

5.2.5 Convergence

D’aprés le théoreme de Lax on obtient les resultats de convergence suivant :

1
oSi 3 < # <1 le #-schéma est consistant et inconditionnellement L?-stable donc elle

est convergente .

1
eSi << 3 le O-schéma est consistant et L2-stable sous la condition C.F.L

1 n 1)< 1
Azx?  Ay?” — 2(1—20)

aAt(

donc elle convergente sous la méme condition.

eSi 0 <6 <1 le f-schéma est consistant et L>°-stable sous la condition C.F.L

1 1 1

A <
ARt ) S 5a =0

donc elle convergente sous la méme condition.

5.2.5.1 Estimation d’erreur

On a

ul la solution numérique et u(x;,t") la solution exacte.
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n  __

u(l’zﬁ yj7 tn+1) - U(I‘Z‘, yja tn) .

ihj -

U(CEZ‘, Yj+1, tn) -

At

2U<.§U@', ij tn) + U(.Ti7 yjfl, tn)

a(l_e)(u(mi-‘rl) Yjs tn)

- QU(LUZ, Yj,

tn) + u<xi—17 Yj, tn)

Ax?

+

xiayj?tn+1> + u(w;_1, yjatnﬂ)

Ay?

U(IZ‘, yj-i-la thrl) - 2“(‘%’17 ij thrl) + U,(J)i, yj—h tn+1)

. . n+1 -9
)_ae(u(szrla ijt ) u(

Ax?

+ ), (5.1)
Ay?
et
n+1 n n n n n n+1 n 1 n+1
up = uf; _a<1_0)<ui+l,j — 2w gy ugy — 2w g 1 a0<“z’4:r1,j 2u + +u; +1J
At Ax? Ay2 Amz
un'."l — 2un+1 + un+1
+— Ay M) = 0. (5.2)
Alors par (5.2)-(5.1)
n+1 n n n n n n n n 1 n+1 n+1
eij —€ij _&(1_9)<6i+1,j —2ep;tely ;e — 26 el )—ad( 7,—:_1] — 2¢; + +€ +1g
At Ax? Ay? AJ;2
eZﬁl — 2€n+1 + e”jll .
Ay2 ) + ei,j - O
=26 el el —2e; e et —26”+1+e"+1
n+1 'L+1,] %,] i—1,7 7,7+1 2,7—1 i+1,5 i—1,7
eri = ep+a(1-0)At( Az Agﬂ J+abAt( Ao
en{rl o 2€n+1 4 en+1
Litl Ay 2 b 1)—Atezj:0
At At o At At At
(1+20[(9A—+2a0p) +1 (1_2a(1_9)A_x2_2a(1_Q)A_y2>€’79+a(1_0)A_x261+1’3
At At At At At
Oé(l —Q)A B Z 1, +Oé(1—9)A—y2€Zj+1+a(1—8)A—y262j71+O€9§€Z:ﬁlj +049A—ez +11j
A n A TL n
Car 6 € [0, 1] alors :
At At

(1 + 20— + 2a0-—) > 0 et a(l —0)

Ax?

Ay?

At
A—>0et0z(1—9)

At
—_— >
A

xr2 y2
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0Oet al— > 0
et af 3



Mais (1 — 2a(1 — 9)% — 9a(1 - e)ﬁ—;) > 0 si aAt(A; + A}) < 2(11_ o
On a supposé aAt( ! + L ) < ! d’ou 'estimation :
Ax?  Ay? 2(1—-0)

(1+2a9AA—t+2a9%)| et < (1-2a(1- G)AA—;—Qa(l H)AA—;Ne |+a(l- Q)AA;degH,A
—l—a(l—&)ﬁé\ez 1j]+04(1—(9) At |e”+1]+a(1 H)AAZI e 1|+oa9AA2\e?j11j a@%]efﬂlj
+ a@%kfﬁﬂ + a@AA 5 |e"+11| + Atlep;

(1+ QQHAA—t + QQGAA e < (1 —2a(1 - 9)% —2a(1 — )AA;Q) el
+all =) e+ all = 0) 0 el + a1 = )£ e+ all = )5 5 el
+abp e+ a0 [ afc e+ a0 e + At e
(14 QaHAA—t + 2@9%) le" . < (1 —2a(1— 6)% —20(1 — G)AA—;) lle™ |l
+all =) e+ all = 6) 0 el + a1 = )£ el + a1 = ) 5 7]
by e+ a0 [0 L+ ato e + a0 [l

1
+ At(ClAt(§ - 9) + Cg(Atz + Al’2 + Ay2))

e < el + At AL — 0) + ea(AR + Ad? 1 Ay?))
<], + T(ClAt(% —0) + (AP + A+ Ay?)) /[l =0,

1
= T(ClAt(§ - 9) -+ CQ(Atz — Al'z -+ Ayz)) /Cl, Co € R.
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Donc le #-schéma est converge sous la condition :

1 1 1

<
ARzt A S a0

5.3 Résumé des résultats obtenus (tableau)

Nous résumons 'étude de #-schéma pour 1’équation de la chaleur en D2 dans le tableau

suivant :
L’itervalle de 6 O<0<1 «9—1 1<9<1
- 2 ) 2 -

Erreur de consis-

O(Az? + Ay* + At) | O(Az? + Ay? + At?) | O(Az? + Ay? + At)
tance

Stable sous C.F.L
Stabilité en norme

C“At(A_"‘p) < Inconditionnellement stable
L2

2(1 — 20)

Convergente  sous

la condition C.F.L
Convergence 1 1 Convergente

At(—+—) <
aAt( AL 5+ Ay 5) <
1

2(1 — 26)

Stabilité en norme Stab] | 1 CFL oA 1 1
t 1ti F. t <
I able sous la condition a (A Ay)_ 2T —0)
C C te sous C.F.L aAt(—— + —) < —
onvergence onvergente sous C.F.L « Az A S 2

69



CONCLUSION

Au terme de ce mémoire apres avoir donnée une généralité sur des EDP parabolique
linéaire, une présentation de la méthode des différences finies, nous avons procédé a 1’étude
mathématique de #-schéma en l'appliquant a 1’équation de la chaleur comme modele des
EDP parabolique linéaire.

Les plus inportants résultats auxquels nous sommes parvenus suivant les valeurs de € [0, 1]
peuvent étre tirés comme suit :
» Consistantance

o Sif # % d’ordre 1 en temps et d’ordre 2 en z pour I'équation D1, et d’ordre 1 en
temps et d’ordre 2 en x et en y pour ’équation D2.

e Sif = % d’ordre 2 en temps et d’ordre 2 en x pour I’équation D1, et d’ordre 2 en
temps et d’ordre 2 en x et en y pour I’équation D2.

» Stablilité :

At 1
e [*>-stable qu’elle que soit 8 € [0, 1] sous la condition C.F.L (a IN® < 2= 9)) pour
1 1 1
<

I’équation D2.
N + AyQ) <50 —0)) pour 1’équation

I'équation D1 et (aAt(
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—_

1
e Inconditionnellement L2-stable si § > —, et si § < 3 L?-stable sous la condition

At < ! et | aAt( L + L ) < 1 0
Az? = 2(1 - 26) A T Ay = o1 —20) ) P

A v

C.F.L pour I’équation D1 (a
I’équation D2.
» Convergence :

Le résultat de covergence de #-schéma depend de la stabilité de la norme utilisé et selon le

valeur de 6.
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Résume:
Au terme de ce mémoire aprés avoir donnée une généralité sur des EDP
parabolique linéaire, une présentation de la méthode des différences finies

nous avons procéde a I'étude mathématique de 8-schéma en l'appliquant a
I'équation de la chaleur comme modéle des EDP parabolique linéaire.

les mots clés: Les équations aux dérivées partielles linéaires - équation de
la chaleur — différences finies - 8-schéma.

Abstract:

At the end of this dissertation, after having given a generality on linear
parabolic PDEs, a presentation of the finite difference method, we proceeded
to the mathematical study of 8-scheme by applying it to the heat equation as a
model of Linear parabolic PDE.

Keywords: partial differential equation linear - heat equation - finite
difference - 6-scheme.
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