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 نشر العنقودي الطريقة الكلاسيكية لل

 
في  سنقوم. والحقيقيةنظمة الأطريقة النشور العنقودية من بين الطرق التقريبية التي تستخدم في دراسة      

, وسنتناول بعض الامثلة عن هذه كلاسيكية أنظمةلكن من أجل طريقة هذه العلى  بالتعرفهذا الفصل 

  .[1,4,5,6]نظمةالأ

 

I. 1 .كلاسيكي لنظام النشر العنقودي: 

 
 وفي غياب أي تأثير خارجي كالتالي:جسيم  𝑁مكون من حقيقي تعطى العبارة الكلاسيكية لهاملتون نظام 

(I-1) 𝐻 = 𝐸𝐶 + 𝐸𝑃 = ∑
𝑝𝑖

2

2𝑚

𝑁

𝑖=1

 + ∑ 𝑢𝑖𝑗

𝑁

𝑖,𝑗=1
(𝑖<𝑗) 

  

)هثثي عبثثارة عثثن ملمثثوت الطا ثثا  الحركيثثة مثثثل الطا ثثة الحركيثثة للنظثثام وت 𝐸𝐶حيثث  
𝑝i

2

2𝑚
للميثثا اللسثثيما   (

الكامنة للنظثام مثل الطا ة تف 𝐸𝑃أما  .كتلة جسيم واحد𝑚 , و𝑖هو العزم الحركي لللسيم  𝑝𝑖و, الموجودة في النظام

 𝑖مين يللتأثيرا  البينية )أو التفاعلا  البينية( الحاصلة بين كل جسث 𝑢𝑖𝑗 الكامنةهي عبارة عن ملموت الطا ا  و

𝑖 (𝑢𝑖𝑗  اللسيمو 𝑗 بين اللسيمهي نفسها 𝑗  اللسيمو  𝑖من النظام. بما أن الطا ة الكامنة بين اللسيم   𝑗و = 𝑢𝑗𝑖)                   , 

𝑖)إننا نشترط فثي جمثا الطا ثا  الكامنثة أن يكثون ف < 𝑗) ذلث  لتفثادي جمثا الكميثة و𝑢𝑖𝑗   مثرتين أو يمكثن كثذل

لكن بشرط ضرب الملموت في المعامل  𝑗 و 𝑖اللما على مختلف  يم 
1

2
 :أي  , 

𝐸𝑃 =
1

2
∑ 𝑢𝑖𝑗

𝑁

𝑖,𝑗=1
(𝑖≠𝑗) 

 

ومنه فإن اللما يكون على 
𝑁(𝑁−1)

2
 النطام.زوج من اللسيما  داخل   

 

 كالتالي: تكتب لهذا النظام Partition Function  (𝑄𝑁)دالة التوزيا  فإن  وفقا للملموعة القانونية

𝑄𝑁(𝑉, 𝑇) =
1

𝑁! ℎ3𝑁
∫ 𝑑3𝑁𝑝 𝑑3𝑁𝑟 𝑒𝑥𝑝 (−𝛽 ∑

 𝑝 ⃗⃗⃗ ⃗𝑖
2

2𝑚

𝑁

𝑖=1

 − 𝛽 ∑ 𝑢𝑖𝑗

𝑖<𝑗

) 

𝛽    :حي  = 1 𝑘𝑇⁄, 𝑘 : 1.380]  ثابت بولتزمان × 10−23 𝐽 𝐾⁄ = 8.617 × 10−5 𝑒𝑉 𝐾⁄ ]. 

ℎ                               6.626] : ثابت بلان × 10−34𝐽 ∙ 𝑠 = 4.135 × 10−15𝑒𝑉 ∙ 𝑠]. 
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𝑟𝑖𝑗 تتعلق فقط بالمسافة البينية 𝑢𝑖𝑗بما أن الطا ة الكامنة  = |𝑟𝑖 − 𝑟𝑗|  مين يبين كل جس𝑖 و 𝑗,  فإنه بعد إجراء

  لللسيما  نحصل على :التكامل على العزوم الحركية 

(I-2) 𝑄𝑁(𝑉, 𝑇) =
1

𝑁! 𝜆3𝑁
∫ 𝑑3𝑁𝑟  𝑒𝑥𝑝 ( −𝛽 ∑ 𝑢𝑖𝑗

𝑖<𝑗

) =
1

𝑁! 𝜆3𝑁
𝑍𝑁(𝑉, 𝑇)  

 : حي 

 𝜆 = (
ℎ2

2𝜋𝑚𝑘𝑇
)

1

2

  

على كل  يكونالذي التالي تتو ف على التكامل  𝑍𝑁بينما الدالة  .ط الطول الموجي الحراري لللسيما متوس

𝑟𝑁  الموضا احداثيإحداثيا  الفضائية أو الإ , … , 𝑟2, 𝑟1  : 

(I-3) 𝑍𝑁(𝑉, 𝑇) = ∫ 𝑑3𝑁𝑟  𝑒𝑥𝑝 ( −𝛽 ∑ 𝑢𝑖𝑗

𝑖<𝑗

) = ∫ 𝑑3𝑁𝑟 ∏ 𝑒−𝛽𝑢𝑖𝑗

𝑖<𝑗

  

في حالة نظام  .للنظام Configuration Integralبالتكامل الفضائي أو الموضعي  𝑍𝑁عموما تعرف الدالة 

𝑢𝑖𝑗  يكونمكون من جسيما  غير متفاعلة فيما بينها )نظام مثالي(  =  : , بالتالي0

(I-4) 𝑍𝑁
(0)

= ∫ 𝑑3𝑁 𝑟 = 𝑉𝑁 𝑄𝑁     و    
(0)

=
𝑉𝑁

𝑁! 𝜆3𝑁
  

يوجد  , فإنهما في حالة نظام حقيقيأ
𝑁(𝑁−1)

2
جراء هذا التكامل. إأنه من المستحيل  , أي𝑒−𝛽𝑢𝑖𝑗عامل من الشكل  

 .𝑍𝑁 لى الطرق التقريبية  لحسابإلذا في هذه الحالة  نللأ 

 

 كالتالي: 𝑓𝑖𝑗نعرف الدالة 

(I-5) 𝑓𝑖𝑗 = 𝑒−𝛽𝑢𝑖𝑗 − 1   

                                                                                                                 ( تصبح :I-3( فإن العبارة )I-5. ومن المعادلة )Mayer  مايرتعرف بدالة  𝑓𝑖𝑗حي  أن الدالة 

(I-6) 𝑍𝑁(𝑉, 𝑇) = ∫ 𝑑3𝑁𝑟 ∏(𝑓𝑖𝑗 + 1)

𝑖<𝑗

  

حي  يوجد  ,االمشكل السابق لزال  ائمإلى حد الآن لم نقم بأي تقريب, و
𝑁(𝑁−1)

2
𝑓𝑖𝑗)الشكل عامل من  + في   (1

مقارنة  , فتكون الطا ة الكامنة المتوسطة صغيرة جدا  ن النظام عند درجا  حرارة مرتفعةهذه الحالة نفترض أ

 : ن النظام يتصرف تقريبا كغاز مثالي, وتكونأ, أي 𝑘𝑇ما الطا ة الحركية المتوسطة 

 β𝑢𝑖𝑗 ≪ 1  



 الفصل الأول : الطريقة الكلاسيكية للنشر العنقودي _________ _________________________________________

_________________  __  ______ ____ ]12[______   ___________________   _____  

 : بالتالي

  𝑓𝑖𝑗 ≪ 1  

 , 𝑓𝑖𝑗لى سلسلة   وى للدالةإ (I-6)عند درجا  الحرارة العالية فإنه يمكننا نشر ما بداخل التكامل في العلا ة  إذا  

 حول حالة الغاز المثالي . 𝑍𝑁وكأننا  منا بنشر 

 

عندئذ يكون , (I-1) الشكلبطريقة مماثلة للنموذج الموضح في  𝑟𝑖𝑗تتغير ما المسافة البينية  𝑢𝑖𝑗الدالة لتكن 

 .(I-1) الشكلفي  كذل موضحا  𝑢𝑖𝑗الكمون البيني  النوت من الموافق لهذا 𝑓𝑖𝑗منحنى الدالة 

 

 

 .[1]الموافقة 𝑓𝑖𝑗ودالة ماير 𝑗 و 𝑖 مينيبين جس 𝑢𝑖𝑗رسم نموذجي لدالة الكمون (:I-1)الشكل

 

 نلاحظ أن : (I-1) الشكلمن 

𝑟𝑖𝑗 (−1لمحدودة من أجل أي  يمة  𝑓𝑖𝑗الدالة   -      ≤ 𝑓𝑖𝑗 < 1). 

 .لكمونل 𝑟0كبيرة مقارنة بالبعد الفعال  𝑟𝑖𝑗تصبح مهملة عندما تكون المسافة  𝑓𝑖𝑗 الدالة  -       

 .   التقريبا  أو  طار هذه الاعتبارا  إللقيام بهذا النشر في  مناسبة جدا   𝑓𝑖𝑗منه فإن الدالة و

 

 لدينا :

∏(𝑓𝑖𝑗 + 1)

𝑖<𝑗

= (1 + 𝑓12)(1 + 𝑓13) × … × (1 + 𝑓1𝑁)(1 + 𝑓23)(1 + 𝑓 24) × … × (1 + 𝑓2𝑁)

× … … … … × (1 + 𝑓(𝑁−1)𝑁) 

 نلد : 𝑓𝑖𝑗 بعد النشر وترتيب الحدود وفقا لقوى
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∏(𝑓𝑖𝑗 + 1)

𝑖<𝑗

= 1 + (𝑓12 + 𝑓13 + 𝑓14 + ⋯ +𝑓(𝑁−1)𝑁) + (𝑓12𝑓13 + 𝑓12𝑓14 + ⋯ ) + ⋯ 

 ومنه نكتب :

(I-7) ∏(𝑓𝑖𝑗 + 1)

𝑖<𝑗

= 1 + ∑ 𝑓𝑖𝑗

𝑖<𝑗

+ ∑ 𝑓𝑖𝑗𝑓𝑘𝑙

𝑖<𝑗,𝑘<𝑙

+  ∑ 𝑓𝑖𝑗𝑓𝑘𝑙𝑓𝑚𝑛

𝑖<𝑗,𝑘<𝑙,𝑚<𝑛

+ ⋯  

 نلد : (I-6)في  (I-7)بتعويض 

(I-8) 𝑍𝑁(𝑉, 𝑇) = ∫ 𝑑3𝑁𝑟 [1 + ∑ 𝑓𝑖𝑗

𝑖<𝑗

+ ∑ 𝑓𝑖𝑗𝑓𝑘𝑙

𝑖<𝑗
𝑘<𝑙

+  ∑ 𝑓𝑖𝑗𝑓𝑘𝑙𝑓𝑚𝑛

𝑖<𝑗,𝑘<𝑙
𝑚<𝑛

+ ⋯ ]  

 إذا  . (I-4) مسثاوية للعلا ثة (I-8)وفثي هثذه الحالثة تصثبح الصفر فثي غيثاب التفثاعلا  البينيثة تساوي   𝑓𝑖𝑗الدالة 

𝑍𝑁 لالاخيرة ما هي إلا اضطراب   𝑍𝑁عبارة 
(0)

 .  الحاصلة بين جسيما  النظامناتج عن التفاعلا 

 

وذلث  بإرفثاق كثل  .هي تمثيل هثذه الحثدود بيانيثا (I-8) الطريقة المصطلح عليها لحساب جميا الحدود في العبارة

 , معرف كالتالي : N-particle graphجسيم  Nبيان  يسمى 𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ حد ببيان

, حيث  تمثثل هثذه مثا عثدد مثن الثروابط Nلثى إ 1عبارة عن ملموعة مثن حلقثا  مر مثة مثن  جسيم Nبيان       

 حلقة. Nمختلفتين من  𝑗 و 𝑖تربط بين حلقتين  التييمثل الرابطة  𝑓𝑖𝑗المعامل  و Nالحلقا  اللسيما  

 ( كالتالي :I-8وفقا للعلا ة ) 𝑍3فتكون  N=3لتوضيح ذل  نأخذ 

 𝑍3(𝑉, 𝑇) = ∫ 𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3 [1 + 𝑓12 + 𝑓13 +  𝑓23 + 𝑓12𝑓13 + 𝑓12𝑓23 + 𝑓13𝑓23

+ 𝑓12𝑓13𝑓23]   

 

         = ∫ 𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3 + ∫ 𝑓12𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3

+ ∫ 𝑓13𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3 + ∫ 𝑓23𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3

+ ∫ 𝑓12𝑓13𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3 + ∫ 𝑓12𝑓23𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3

+ ∫ 𝑓13𝑓23𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3 

 

(I-9) + ∫ 𝑓12𝑓13𝑓23𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3                      

. وسنقوم بإرفاق كل حد من هذه الحدود ببيان يحوي 𝑡1, 𝑡2... 𝑡8  بعلى الترتيب  𝑍3مي كل حد من عبارة سنس

 فنحصل على البيانا  التالية :علاه أثلاث جسيما  حسب التعريف 
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(I-10) 

 

 

بالمقارنة بين  (.I-10الموجودة في ) بيانا على أنه ملموت ال 𝑍3يمكن التعبير بيانيا عن التكامل الموضعي  إذا  

(I-9و )(I-10 )  اأي بيان ذفإن وعلى العموم  𝑁 لها بالرموزيضم أزواج الحلقا  المرتبطة التي يرمز   جسيم 

α, β, … , λ  1,2) كل رمز من هذه الرموز يمثل ر مين مختلفين من ملموعة الار ام, … , 𝑁),  التالي  الحديمثل

 ( :I-8)من النشر 

(I-11) ∫(𝑓𝛼𝑓𝛽 … 𝑓𝜆)𝑑3𝑟1 … 𝑑3𝑟𝑁  

عن بعضها البعض ليس في القيمة العددية بل في  ختلفت 𝑓𝑖𝑗ن الحدود التي لها نفس الرتبة من الدالة أكما نلاحظ 

طبيعي ذا ه (.I-9في النشر) ةمكرر وجود لحدودلا  ,حي 𝑓𝑖𝑗التي تعبر عنها الدالة  المرتبطة أزواج اللسيما 

𝑖)لأنه  نتيلة  الشرط  < 𝑗),  في  لهذه الحدودالموافقة  البيانا مما جعل(I-10) هي الاخرى متمايزة فيما بينها

 المكررة أو المتماثلة مثل : لبيانا الاربعة الاخيرة فإنه لا وجود لالبيانا  كذل  , 𝑡4و𝑡2, 𝑡3 البيانا مثل 

  و                    

       عبارة عن تكامل من الشكل الموجود فيكل واحد منها  التي (I-8)بالتالي لتمثيل جميا الحدود في النشرو

(I-11) آخر لكن بملموعة الأزواج  بيانمن الحلقا  ما يحوي نفس عدد الأزواج المرتبطة  الذي البيان, فإن

ὰ, β̀, … , λ̀  المختلفة عن الملموعةα, β, … , λ,  سيحسب كبيان آخر متمايز)بالرغم من أن التكاملين الموافقين

  :يعبر عنه بيانيا كما يلي (I-8)في العلا ة  𝑍𝑁فإن التكامل الموضعي  إذا   (.لبيانين لهما نفس القيمة العدديةلهذين ا

(I-12) 𝑍𝑁(𝑉, 𝑇) =    ملموت كل البيانا  ذا  𝑁 جسيم المتمايزة  

𝑁الآن و من أجل  =  : المعرفين كالتالي 𝑍8من نشر التكامل الموضعي  𝑡𝐵و 𝑡𝐴 نأخذ الحدين,  8

(I-13) 𝑡𝐴 = ∫ 𝑓34𝑓68𝑑3𝑟1 … 𝑑3𝑟8       ;      𝑡𝐵 = ∫ 𝑓12𝑓14𝑓67𝑑3𝑟1 … 𝑑3𝑟8  

 يمكن تمثيل البيانين الموافقين لهما كالتالي : حي 

(I-14) 
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لى تكاملا  إنه يمكن تحليل كل من الحدين أ, نلد (I-14)البيانين في و (I-13)في  𝑡𝐵و 𝑡𝐴لى الحدين إبالنظر 

 :حي  نكتب ,بسيطة تتوافق ما الوحدا  المرتبطة الصغيرة المكونة لكل من البيانين

(I-15) 

 

 

 و كذل  :

(I-16) 

 

 

أو بالأحرى هما جداء لبيانا   كل من البيانين هما عبارة عن  جداء لملموعا  أصغر من الحلقا  المرتبطة إذا   

 :المعرف كالتالي   𝑙 l-clusterالرتبة  يل مفهوم العنقود ذدخ  أ لذا, تسمى بالعنا يدمرتبطة 

مباشثرة أو غيثر بطريقثة  مرتبطثةفيه حلقة كل حلقة و 𝑙يحوي  جسيم, 𝑙 لعبارة عن بيان  𝑙العنقود ذو الرتبة       

هثو  2الرتبة ذو , والعنقود هو عنقود يحوي حلقة واحدة 1رتبة ال ان العنقود ذأأي  .حلقا  العنقودمباشرة ما كل 

                وهكذا... مرتبطةهو عنقود يحوي ثلاث حلقا   3, أما العنقود ذو الرتبة تينمرتبط عنقود يحوي حلقتين

 :5رتبة ال ي, مثل العنقود التالي ذلى تكاملا  بسيطةإيمثل تكامل لا يمكن تحليله  من هذه العنا يد عنقودكل 

 

. بينما 2عنقودين من الرتبة و ,1وي على أربعة عنا يد من الرتبة يحت 𝑡𝐴أن البيان الموافق للحد  ملاحظةيمكن 

خر من الآو 2أحدهما من الرتبة عنقودين آخرين , و1الرتبة وي على ثلاثة عنا يد من يحت 𝑡𝐵 لالبيان الموافق 

 : لىإ( I-16)و (I-15) كل من ختصارايمكننا و. 3الرتبة 

(I-17) 
 

 

 

(I-18) 

 

 

علثى لث  إ ... 2عنقثود مثن الرتبثة  𝑚2 و ,1عنقود من الرتبثة  𝑚1يحوي على  جسيم 𝑁 ل يمكن كتابة أي بيان إذا  

  الشكل :



 الفصل الأول : الطريقة الكلاسيكية للنشر العنقودي _________ _________________________________________

_________________  __  ______ ____ ]16[______   ___________________   _____  

(I-19) ∏( 𝑙 العنقود ذو الرتبة )
𝑚𝑙

𝑁

𝑙=1

  

أن  {𝑚𝑙}عثداد الصثحيحة الأملموعثة لثذا يلثب علثى  .حلقثة بالضثبط 𝑁 ,(I-19) فثي بحي  يكون عدد الحلقثا 

 شرط التقييد التالي :تحقق 

                                                                                   .(I-18)و (I-17) كل من في أيضا هذا محقق

 المتمثثايزة تمثثل ملموعثثة أو عائلثة مثن البيانثا  (I-20)تحقثق الشثرط التثثي  {𝑚𝑙}عثداد الأملموعثة مثن  ةإن أيث

𝑚1}عثداد الأ, فمثلا ملموعثة جسيم 𝑁 ذا  = 1, 𝑚2 = 1, 𝑚3 = ث بيانثا  متمثايزة أو تضثم ثثلا تمثثل {0

 :هي لثلاث جسيما  

(I-21) 
 

 

بلمثا هثذا  منثا  لثو .𝑆{𝑚𝑙}بالرمز  {𝑚𝑙} الأعدادالموافقة لملموعة جسيم  𝑁البيانا  ذا  عائلة رمز لملموت ي  

لتأكيد سنحصل في الأخير على التكامثل فإننا با (I-20)الشرط التي تحقق  {𝑚𝑙}من أجل كل الملموعا   الأخير

 : نعبر عن ذل  بالعلا ة , حي 𝑍𝑁 الموضعي

(I-22) 𝑍𝑁(𝑉, 𝑇) = ∑ 𝑆{𝑚𝑙}

{𝑚𝑙}

  

  .ديسمى هذا اللما باللما المقي  

كلهثا مثن  {𝑚𝑙}. باعتبثار أن عائلثة البيانثا  الموافقثة للملموعثة 𝑆{𝑚𝑙}مشكلتنا في تحديد الملمثوت تختزل الآن 

 ,في أر ام الحلقا ختلاف الوحيد بينها الالكن , التي من الرتبة نفسها وبأعداد متساوية من العنا يد (I-19)الشكل 

عبارة عن  𝑆{𝑚𝑙}فإنه يمكن القول أن الملموت  ,(I-21)أي أن هذه البيانا  متساوية في القيمة وهذا واضح من 

تبديلا  بين حلقثا  نقوم بإجراء  العددلإيلاد هذا  .يانا  المتمايزة للعائلة الواحدةبيان واحد مضروب في عدد الب

لثذا  ,متمثايزة فيمثا بينهثا الناتلثة هثذه البيانثا لكن ليسثت كثل  .بيان !𝑁  ينتج عنها ,تبديلة !𝑁هناك البيان الواحد. 

 ( وهي على نوعين:ا  متمايز ا  جديد ا  بيانالتبديلا  غير الملدية ) التبديلا  التي لا تعطي جميا يلب علينا إ صاء 

 

   مثل :,  داخل العنا يدالتبديلا 

     

 :لىإعدد التبديلا   يختزلف 

 (I-23) 
𝑁!

(1!)𝑚1(2!)𝑚2(3!)𝑚3 … (𝑁!)𝑚𝑁
  

 

(I-20) ∑ 𝑙𝑚𝑙 = 𝑁 ,      𝑚𝑙

𝑁

𝑙=1

= 0,1,2, … , 𝑁.  
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  العنقودين  مثل, نفسهاالرتبة  منالعنا يد التي  حلقا التبديلا  بين جميا: 

 

 نلد :عليهما جراء هذه التبديلا  إعند ف

 

 : (I-23)ومنه تصبح  جديدا   ا  هذا لا يعطي بيان, فقط تبادل في مواضا العنا يدال تم كأنهو

(I-24) 
𝑁!

[(1!)𝑚1(2!)𝑚2 … (𝑁!)𝑚𝑁][𝑚1! 𝑚2! … 𝑚𝑁!]
= 𝑁! ∏

1

(𝑙!)𝑚𝑙𝑚𝑙!

𝑁

𝑙=1

  

 نلد : (I-24) و (I-19)ومن 

(I-25) 𝑆{𝑚𝑙} = 𝑁! ∏
( 𝑙 العنقود ذو الرتبة )

𝑚𝑙

(𝑙!)𝑚𝑙𝑚𝑙!

𝑁

𝑙=1

  

𝑙من  ءالكن ابتد, تشكيلة واحدة 𝑙ذا كان لكل عنقود من الرتبة إ صالحة فقط  (I-25)العلا ة  >  قودللعن يصبح 2

 هي :و أربعة تشكيلا  متمايزة  3رتبة ال ي. فمثلا للعنقود ذمتمايزةعدة تشكيلا   أو أنوات 

 

 

 

 (I-25), ومنثه تصثبح العلا ثة 𝑙الرتبثة  يعنقود ذللبعين الاعتبار جميا التشكيلا  المحتملة  الأخذلذا يلب علينا 

 : كالتالي

(I-26) 𝑆{𝑚𝑙} = 𝑁! ∏
( 𝑙 ملموت  كل تشكيلا  العنقود ذي الرتبة)

𝑚𝑙

(𝑙!)𝑚𝑙𝑚𝑙!

𝑁

𝑙=1

  

كمثا رأينثا  𝑙الرتبثة  ي, لأن كل تشكيلة من تشكيلا  العنقود ذ𝑙 ةله وحدة الحلم  و (I-26)ما بداخل القوسين في 

 : من الشكل سابقا عبارة عن تكامل 

 ∫(𝑓𝛼𝑓𝛽 … 𝑓𝜆)𝑑3𝑟1 … 𝑑3𝑟𝑙  

,α  كل رمز من هذه الرموزحي    β, … , λ  1,2يمثل ر مين مختلفين من ملموعة الار ام, … , 𝑙 . 
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 : كالتاليالمعرف  𝑏𝑙التكامل العنقودي بدلالة  نعبر عنها 𝑆{𝑚𝑙} لتبسيط عبارة

(I-27) 𝑏𝑙(V, T) =
1

𝑙! λ3(l−1)𝑉
× (𝑙 ملموت  كل تشكيلا  العنقود ذي الرتبة)  

)حيث  يعمثل المعامثل
1

𝑙!λ3(l−1)𝑉
بالقيثام بتحليثل بعثثدي بسثيط نلثد أن التكامثل العنقثثودي لا بعثدي ) 𝑏𝑙جعثثل  علثى (

𝑏𝑙(V, T) عبارة   جعلوكذل   (بدون وحدة𝑆{𝑚𝑙} بتعويض  .على أبسط شكل ممكن(I-27( في )I-26)  عبثارة 

𝑆{𝑚𝑙}  تغدو: 

(I-28) 𝑆{𝑚𝑙} = 𝑁! ∏
1

𝑚𝑙!
(𝑏𝑙λ3(𝑙−1)𝑉)

𝑚𝑙

𝑁

𝑙=1

  

 : فإن (I-20) الشرطحسب 

(I-29) ∏(𝜆3𝑙)𝑚𝑙

𝑁

𝑙

= λ3 ∑ 𝑙𝑚𝑙𝑙 = λ3𝑁  

 كالتالي : (I-28) ومنه نكتب

(I-30) 𝑆{𝑚𝑙} = 𝑁! λ3𝑁 ∏
1

𝑚𝑙!
(𝑏𝑙

𝑉

λ3
)

𝑚𝑙
𝑁

𝑙=1

  

 نحصل على التكامل الموضعي : (I-22)بتعويض هذه النتيلة في 

(I-31) 𝑍𝑁(𝑉, 𝑇) = 𝑁! 𝜆3𝑁 ∑ [∏
1

𝑚𝑙!
(𝑏𝑙

𝑉

𝜆3
)

𝑚𝑙
𝑁

𝑙=1

]
{𝑚𝑙}

  

𝑁نأخذ كمثال على ذل   =  , فتكون :3

 𝑍3(𝑉, 𝑇) = 𝑆{3,0,0} +  𝑆{1,1,0} +  𝑆{0,0,1}  

𝑁ذل  لأنه من أجل  =  حي  :, (I-20)التي تحقق الشرط  {𝑚𝑙}يوجد فقط ثلاث ملموعا   3
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 فإن دالة التوزيع للنظام الآن تكون :  (I-2)حسب العلاقة 

(I-32) 𝑄𝑁(𝑉, 𝑇) = ∑ [∏
1

𝑚𝑙!
(𝑏𝑙

𝑉

λ3
)

𝑚𝑙
𝑁

𝑙=1

]
{𝑚𝑙}

  

دالثة الثى , نللثأ (I-32)فثي العلا ثة  {𝑚𝑙}الذي تخضا لثه ملموعثا  ( I-20)المقيد بالشرط  اللماللتخلص من 

 حي : ,للنظامGrand Partition Function (𝒬)  التوزيا الكبرى

(I-33) 𝒬(𝑧, 𝑉, 𝑇) = ∑ 𝑧𝑁

∞

𝑁=0

𝑄𝑁(𝑉, 𝑇)  

𝑧 حي  : = 𝑒𝛽𝜇و وتسمى بالفعالية المطلقة ,𝜇:  الكمون الكيميائي.يمثل 

 : لدينا 

(I-34) 𝑧𝑁 = 𝑧∑ 𝑙𝑚𝑙𝑙 = ∏(𝑧𝑙)𝑚𝑙

𝑁

𝑙=1

  

,𝑄𝑁(𝑉وبالتعويض عن عبارة  𝑇)  الموجودة في(I-32) : نلد 

(I-35) 𝒬(𝑧, 𝑉, 𝑇) = ∑ ∑ [∏
1

𝑚𝑙!
(𝑏𝑙𝑧𝑙

𝑉

λ3
)

𝑚𝑙
∞

𝑙=1

]
{𝑚𝑙}

∞

𝑁=0

  

غيثر  يعطثي ملموعثا    ∞  إلثى 0مثن  𝑁والمتبثوت بملمثوت علثى كثل  ثيم  {𝑚𝑙}الملموت المقيد على ملموعا  

  الأعداد بإمكان هفإن ∞كان عدد اللسيما  في النظام أخرى إذا بعبارة . المحتملة  {𝑚𝑙}مقيد على كل ملموعا  

{𝑚𝑙}  ونكتب :∞  إلى 0 كل القيم منأن تأخذ , 

 

𝒬(𝑧, 𝑉, 𝑇) = ∑ [∏
1

𝑚𝑙!
(𝑏𝑙𝑧𝑙

𝑉

𝜆3
)

𝑚𝑙
∞

𝑙=1

]

∞

𝑚1,𝑚2,…=0

 

                                    = ∏ [ ∑
1

𝑚𝑙!
(𝑏𝑙𝑧𝑙

𝑉

𝜆3
)

𝑚𝑙
∞

𝑚𝑙=0

]

∞

𝑙=1

                          

 

 

(I-36)                                    = ∏ [𝑒𝑥𝑝 (𝑏𝑙𝑧𝑙
𝑉

𝜆3
)]  = 𝑒𝑥𝑝 [∑ 𝑏𝑙𝑧𝑙

𝑉

𝜆3

∞

𝑙=1

] 

∞

𝑙=1

  

 وكذل  :

(I-37) 
1

𝑉
 ln 𝒬 =

1

𝜆3
∑ 𝑏𝑙𝑧𝑙

∞

𝑙=1
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𝑙جل أمن  𝑏𝑙قوم بحساب ن (I-27) لفهم التكامل العنقودي في العلا ة = 1,2,3 : 

(I-38) 
 

 

 

(I-39) 
 

 

𝑟𝑖⃗⃗⃗| تتعلق بالمسافة البينية 𝑓𝑖𝑗 بما أن الدوالو (I-39) للحساب التكام − 𝑟𝑗⃗⃗⃗| ,اللسيم الذي عند الموضا  نثبت𝑟1⃗⃗⃗ ⃗  

𝑟 ⃗⃗⃗12  نضا  و = 𝑟1⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑟2⃗⃗⃗  :  فنلد ⃗

(I-40) 

𝑥2 = 𝑥1 − 𝑥12 

𝑦2 = 𝑦1 − 𝑦12 

𝑧2 = 𝑧1 − 𝑧12 

 

 :[15] لدينا

(I-41) 𝑑𝑥1𝑑𝑦1𝑑𝑧1𝑑𝑥2𝑑𝑦2𝑑𝑧2 = |𝐽|𝑑𝑥1𝑑𝑦1𝑑𝑧1𝑑𝑥12𝑑𝑦12𝑑𝑧12         

 :محدد مصفوفة جاكوبي  : 𝐽حي  

 𝐽 =

|

|

𝜕𝑥1

𝜕𝑥1

𝜕𝑦1

𝜕𝑥1

⋯
𝜕𝑧2

𝜕𝑥1

𝜕𝑥1

𝜕𝑦1

⋮

𝜕𝑦1

𝜕𝑦1

⋱

⋯
𝜕𝑧2

𝜕𝑦1

⋮
𝜕𝑥1

𝜕𝑧12

𝜕𝑦1

𝜕𝑧12

⋯
𝜕𝑧2

𝜕𝑧12

|

|

  

𝑥𝑖)حداثيا  ن جملة الإأبما   , 𝑦𝑖 , 𝑧𝑖) مستقلة عن بعضها البعض ومن العلا ة (I-40)  كتابةفإنه بإمكاننا : 

(I-42) 𝐽 = 𝐽𝑥𝐽𝑦𝐽𝑧  

 حي  :

 𝐽x = ||

𝜕𝑥1

𝜕𝑥1

𝜕𝑥2

𝜕𝑥1

𝜕𝑥1

𝜕𝑥12

𝜕𝑥2

𝜕𝑥12

|| ;  𝐽𝑦 = ||

𝜕𝑦1

𝜕𝑦1

𝜕𝑦2

𝜕𝑦1

𝜕𝑦1

𝜕𝑦12

𝜕𝑦2

𝜕𝑦12

||   ;   𝐽z = ||

𝜕𝑧1

𝜕𝑧1

𝜕𝑧2

𝜕𝑧1

𝜕𝑧1

𝜕𝑧12

𝜕𝑧2

𝜕𝑧12

||  

   نلد :ف

 𝐽x = 𝐽𝑦 =   𝐽z = |
1 1
0 −1

| = −1  

 :( فإنI-42( و)I-41) ومن

𝑑𝑥1𝑑𝑦1𝑑𝑧1𝑑𝑥2𝑑𝑦2𝑑𝑧2 = 𝑑𝑥1𝑑𝑦1𝑑𝑧1𝑑𝑥12𝑑𝑦12𝑑𝑧12 

   ⟺        𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2 = 𝑑3𝑟1𝑑3𝑟12 
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 كالتالي : (I-39)نكتب  فإننا 𝑅نصف  طره  ,ناء كروي الشكلإبفرض أن النظام موضوت في 

 

 

𝑏2 =
1

2𝜆3𝑉
∫ 𝑑3𝑟1 ∫ 𝑓12𝑑3𝑟12 

=
2𝜋

𝜆3
∫ 𝑓(𝑟)𝑟2𝑑𝑟           

𝑅

0

 

                     =
2𝜋

𝜆3
[∫ 𝑓(𝑟)𝑟2𝑑𝑟

∞

0

+ ∫ 𝑓(𝑟)𝑟2𝑑𝑟

𝑅

∞

] 

 

 

(I-43)                      =
2𝜋

𝜆3
[∫ 𝑓(𝑟)𝑟2𝑑𝑟

∞

0

− ∫ 𝑓(𝑟)𝑟2𝑑𝑟

∞

𝑅

]  

𝑟1⃗⃗⃗ على الموضاالذي يكون  التكامل  𝑏𝑙كل التكاملا  العنقودية لذا من المنطقي ضرب  . 𝑉يعطي الحلم دائما  ⃗

)في المعامل 
1

𝑉
اللسيما  التي همة يمثل مسا( I-43)التكامل الثاني في  .Vطيا بالحلم تعلق خي الآن لا 𝑏𝑙إذا  . (

وى اتته (I-1) الشكل الموضح في هذا النوت من الكمونا  في 𝑓𝑖𝑗الدالة  فإنرأينا سابقا  , وكماعلى الأسطح

𝑅فإن  عمليا   ,𝑟0ال بعد البعد الفع   بشكل سريا ≫ 𝑟0 ا( لبعد𝑟0 من رتبة الابعاد الذرية)  حي  تكون𝑓𝑖𝑗 ≈ 0,  

 : بالتالي نكتب

(I-44) 𝑙𝑖𝑚
𝑉→∞

𝑏𝑙(𝑉, 𝑇) = ƀ𝑙(𝑇)  

, و (I-43)كما يمكن إهمال التكامل الثاني في العلا ة  .الإناءعدد منتهي لا يتعلق بحلم أو بشكل  ƀ𝑙(𝑇)حي  

𝑏2  : يصبح كالتالي 

 𝑏2 ≈
2𝜋

𝜆3
 ∫ 𝑓(𝑟)𝑟2𝑑𝑟

∞

0

                                           

 

(I-45) =
2𝜋

𝜆3
 ∫(𝑒−𝑢(𝑟) 𝑘𝑇⁄ − 1)𝑟2𝑑𝑟

∞

0

                 

  فإن: (I-27)حسب العلا ة 
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(I-46)     𝑏3 =
1

6𝜆6𝑉
∫ 𝑑3𝑟1𝑑3𝑟2𝑑3𝑟3[𝑓12𝑓13 + 𝑓12𝑓23 + 𝑓13𝑓23 + 𝑓12𝑓13𝑓23]  

                                                        لدينا :

𝑓12 = 𝑓12(𝑟12)    ;    𝑓13 = 𝑓13(𝑟13)    ;     𝑓23 = 𝑓23(𝑟23) 

   , حي  نضا :كما في السابق المتغيرا نقوم بتغيير سلذا 

 𝑟 ⃗⃗⃗12 = 𝑟1⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑟2⃗⃗⃗ ⃗   ;    𝑟 ⃗⃗⃗13 = 𝑟1⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑟3⃗⃗⃗ ⃗   ;    𝑟 ⃗⃗⃗23 = 𝑟2⃗⃗⃗ ⃗ − 𝑟3⃗⃗⃗ ⃗ = 𝑟 ⃗⃗⃗13 − 𝑟 ⃗⃗⃗12  

نحصل  فإننا ,متساوية في القيمة (I-46)ولى في الأبما أن التكاملا  الثلاثة  السابقة و بإتبات نفس الخطوا 

 :على

(I-47) 𝑏3 =
1

6𝜆6𝑉
[3V ∫ 𝑑3𝑟12𝑓12 ∫ 𝑑3𝑟13𝑓13 + 𝑉 ∫ 𝑑3𝑟12𝑑3𝑟13 𝑓12𝑓13𝑓23]  

 

(I-48) = 2𝑏2
2 +

1

6𝜆6
∫ 𝑑3𝑟12𝑑3𝑟13 𝑓12𝑓13𝑓23                                             

 للعنقثود يوافق النثوت الرابثا  (I-48)التكامل الموجود في  .𝑏2 ب (I-47)ولين في الأحي   منا بتعويض التكاملين 

           قابلثثثثثة للاختثثثثثزالالغيثثثثثر  𝑙الرتبثثثثثة  ا حيثثثثث  يسثثثثثمى هثثثثثذا النثثثثثوت مثثثثثن العنا يثثثثثد بالعنا يثثثثثد ذ ,3 الرتبثثثثثةي ذ

irreducible l-clusters. 

 لدينا :

 و

(I-50) 
𝑁

𝑉
=

𝑧

𝑉

𝜕𝑙𝑛 𝒬

𝜕𝑧
  

والكثافة  𝑃كل من الضغط بما أن 
𝑁

𝑉
𝑁)نا عند النهاية الترموديناميكيثة فإن ,intensive ة يكميا  شد     →  و (∞

 : (I-50)و (I-49)العلا تين  نكتب (I-37)باستخدام 

(I-51) 
𝑃

𝑘𝑇
= 𝑙𝑖𝑚

𝑉→∞
(

1

𝑉
𝑙𝑛 𝒬) =

1

𝜆3
∑ ƀ𝑙𝑧𝑙

∞

𝑙=1

  

 و

(I-52) 
𝑁

𝑉
= 𝑙𝑖𝑚

𝑉→∞
(

𝑧

𝑉

𝜕𝑙𝑛 𝒬

𝜕𝑧
) =

1

𝜆3
∑ 𝑙ƀ𝑙𝑧𝑙

∞

𝑙=1

  

 ( يورسل -ماير لللنشور العنقودية )النشور العنقودية   يورسل -صيغة  مايرمثلان ت (I-52( و)I-51)المعادلتان 

cluster expansions of the Mayer-Ursell formalism . وبإزالة الفعالية المطلقة𝑧  من هاتين

 .ل على معادلة الحالة لهذا النظامالمعادلتين نحص

(I-49) 
𝑃

𝑘𝑇
=

1

𝑉
𝑙𝑛 𝒬  
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I. 2معادلات الحالة للغاز الحقيقي في الترموديناميك . : 
 

نقصد هنا الضغط,  جميا متغيرا  الحالة لهذا النظام,عموما تعرف معادلة الحالة لنظام على أنها علا ة تربط 

 يلي :الحلم و درجة الحرارة للنظام. يمكن صياغة معادلة الحالة كما 

𝑓(𝑃, 𝑉, 𝑇) = 0 

 فمثلا معادلة الغاز المثالي :

(I-53) 𝑃𝑉 = 𝑁𝑘𝑇  

 يمكن كتابتها كالتالي :  و

⟹   P𝑉 − 𝑁𝑘𝑇 = 0 

فلقد وجد من بعض التلارب أن الغاز  .هذه المعادلة إلا تحت شروط خاصةل تخضابينما الغازا  الحقيقية لا 

كلما زاد الضغط المسلط على الغاز  ا  كبير نحرافالايكون  حي  الحقيقي ينحرف في سلوكه عن الغـاز المثـالي,

فيريال نشر  :من أشهرهالتمثيل سلوك الغاز الحقيقي   د صيغت عدة معـادلا و .وانخفضت درجة حرارته

virial expansion معادلة فان دير فالس وvan der Waals equation. 

 

I. 2 .1 .فيريال نشر: 
 

 :[5] يمكن كتابتها على شكل سلسلة  وى للكثافة المنخفضة (I-53)كتصحيح للمعادلة 

𝑃𝑉 = 𝑁𝑘𝑇 [𝐵1(𝑇) + 𝐵2(𝑇) (
𝑁

𝑉
) + 𝐵3(𝑇) (

𝑁

𝑉
)

2

+ ⋯ ]                        

(I-54) = 𝑁𝑘𝑇 [1 + 𝐵2(𝑇) (
𝑁

𝑉
) + 𝐵3(𝑇) (

𝑁

𝑉
)

2

+ ⋯ ]  

𝐵1(𝑇): حي  = . يسمى هذا العليا للكثافةلحدود ذوا  القوى . من أجل كثافا  أكبر فإنه لا يمكننا إهمال ا1

أما كلمة  .تسمى بمعاملا  فيريال ... 𝐵2(𝑇) و 𝐵1(𝑇)المعاملا  , وvirial expansion النشر بنشر فيريال 

. القوى الكائنة بين جسيما  النظام, حي  يمكن حساب معاملا  فيريال من يال فهي كلمة لاتينية تعني القوةفير

 .تلريبيا فيريال معاملا تحديد  كما يمكن

 

I. 2.2معادلة فان دير فالس .:                                      

 

𝑉  :لدينا  من معادلة الغاز المثالي  =
𝑁𝑘𝑇

𝑃
  إلى ما لانهاية فإن حلم الغاز سيؤول  فعندما يؤول الضغط إلى, 

 المثثالي جسثيما  نقطيثة, لكثن فثيهثذا لأنثه فثي اشثتقاق معادلثة الغثاز المثثالي تثم اعتبثار جسثيما  الغثاز  .الصفر

فمثن المنطقثي أن أ ثل  يمثة  .إلى أن يصثل حلمثه إلثى الصثفربأي طريقة ضغط الغاز الغازا  الحقيقية لا يمكن و
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هثو أ ثل حلثم يشثغله اللسثيم الواحثد و ثد 𝑏حيث   𝑁𝑏هثذه الظثروف  ثدرها  تحثتيصل إليها حلم الغاز الحقيقثي 

 :[7], لذا نكتب proper volumeيكون أكبر من حلمه الفعلي أو الذاتي 

(I-55) 𝑉𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 = 𝑉𝑟𝑒𝑎𝑙 − 𝑁𝑏  

خاصة عندما  إهمالهايمكن  لا (سفال در  وى جذب فان) سيما  وى تلاذب بين الل في الغازا  الحقيقية توجد

 الغازا  المثالية حي  تعتبر على عكس .من بعضها البعض تحت الضغوط العالية متقاربـة سيما تكون الل

, الحقيقي الموجود داخل الغاز سيماللف . تفاعلامن النوت  أي بينهاليس تماما  واللسيما  مستقلة عن بعضها 

المسلطة وبالتساوي من كل اللها . وتكون  وى التلاذب سيما  من الل بعدد كبيـرلحظة,  كلفي  يكون محاطا  

بالتالي فإن محصلة القوى المؤثرة على ذل   .اللها  كلفي  متعادلةعليه من  بل هذه اللسيما  الملاورة له 

حر الحركة في  لسيميلة لذل  يكون التكن .معدومة سيمالل

القريب من جدران الوعاء,  سيمالل أما. كل الاتلاها 

 الداخل, إلىفتكون محصلة القوى المؤثرة عليه متلهة 

كما هو عن اللدران نحو الداخل بعيدا   سيمتلذب الل

هذا مما يقلل الضغط الذي يسـلطه . (І-2)موضح في الشكل

                                   .ناللدرا علـىاللسيم 

 

 .[5]اللسيما  لتلاذبرسم تخطيطي  (:I-2)الشكل

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                       نعبر عن ذل  بالمعادلة التالية:   المثالي  والغاز ضغط هذا يعني أن ضغط الغاز الحقيقي يكون أ ل من 

(I-56) 𝑃𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 = 𝑃𝑟𝑒𝑎𝑙 + |𝑃0|  

 إذا   .)ساكنة( نتصور أولا أن جميا اللسيما  ملمدة في أماكنهاولتقدير  يمته . يمثل الضغط الداخلي  𝑃0حي  

اللسيما  المتلاورة. فإذا  منا بمضاعفة الكثافة للنظام فان عدد  ة كامنة سالبة فقط تعود لتلاذب للنظام طا

ا اللسيما  الملاورة اللسيما  الملاورة لللسيم الواحد سيتضاعف وكذل  الطا ة الكامنة التي تعود لتفاعلاته م

له. بعبارة أخرى فإن الطا ة الكامنة الموافقة لتفاعلا  اللسم ما كل جسيما  اللوار تتناسب ما كثافة 

𝑁)اللسيما  في النظام أو ما  𝑉⁄ 𝑁2), ومنه فإن الطا ة الكامنة الكلية تتناسب ما ( 𝑉⁄ جسيم 𝑁  مادام هناك (

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             :. ونكتبداخل النظام

(I-57) 𝑈 = −𝑎
 𝑁2

𝑉
  

هو ثابت موجب يتعلق بنوت جسيما  الغاز. ثانيا نتصور حدوث تغير طفيف للحلم ما بقاء 𝑎  ثابت التناسب

ثابت )هذا لن يشكل مشكلا إذا ما  منا بتلميد جميا الحركا  الحرارية( ثم من العلا ة  entropyالانتروبي 

 : الترموديناميكية التالية

 𝑃 = − (
𝜕𝑈

𝜕𝑉
)

𝑠
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 مثل الضغط الداخلي :الذي يوفقط  نستنتج مساهمة الضغط  الناتلة من الطا ة الكامنة

(I-58) 𝑃0 = −
𝑑

𝑑𝑉
(−

𝑎𝑁2

𝑉
) = −𝑎 (

𝑁

𝑉
)

2

  

 (I-56)تثثدل علثثى اتلاهثثه الثثداخلي لثثذل  تعمثثدنا أخثثذ  يمتثثه المطلقثثة فثثي المعادلثثة  𝑃0الإشثثارة السثثالبة للضثثغط 

 نلد :  (I-58)وبالتعويض فيها عن  يمته من العلا ة 

(I-59) 𝑃𝑖𝑑𝑒𝑎𝑙 = 𝑃𝑟𝑒𝑎𝑙 + 𝑎 (
𝑁

𝑉
)

2

  

فإننا نحصل على معادلة فان  (I-53)في معادلة الغاز المثالي  (I-59)و  (I-55)وبتعويض كل من المعادلتين 

 در فالس:

(I-60) (𝑃 + 𝑎 (
𝑁

𝑉
)

2

) (𝑉 − 𝑁𝑏) = 𝑁𝑘𝑇  

وحلم الغاز الحقيقثي الملاحظثين اللثذان يمكثن  في هذه المعادلة يمثلان ضغط 𝑉والحلم  𝑃حي  كل من الضغط  

تعتبثر  .تتعلثق بدرجثة حرارتثه ولا تتعلثق بنثوت الغثاز فتسمى بثوابت فان در فالس, حي  𝑏و 𝑎أما  . ياسهما فعلا

 ترحت من طرف العثالم يوهثانز ا, حي  الحقيقي من أكثر المعادلا  سـهولة وشـهرة للغـاز سمعادلة فان دير فال

   كالتالي: 𝑣 بدلالة (I-60)يمكن التعبير عن المعادلة . 1873سنة  Johannes van der Waalsفان دير فالس 

𝑣حي :  = 𝑉 𝑁⁄  لفراغ المتاح لكل جسيم من النظام.متوسط حلم اوهو 

 

I. 3 .والتكاملات العنقوديةفيريال  معاملات: 
 

من ف ,(I-51)ذا نستعين بالعلا ة هل. ةإحصائيبطريقة  (I-54)في  الموجودة  إيلاد معاملا  فيريال نود الآن

عند درجا   .للكثافةعلى شكل سلسلة  وى  العلا ةهذه في نشر الضغط جل نظام ذو كثافة منخفضة يمكن أ

𝑧تصبحالحرارة المرتفعة  < 1  (𝛽 →  تتعلق (I-52) في العلا ة 𝑧 الفعالية المطلقة كما نلاحظ أن, (0

𝜆3)الثابت بالكثافة من خلال  𝑁

𝑉
 :على شكل سلسلة  وى لهذا الثابت  𝑧نكتبوبالتالي  (

 

(I-62) 𝑧 = 𝑓 (
𝜆3

𝑣
) = ∑ 𝑐𝑙 (

𝜆3

𝑣
)

𝑙∞

𝑙=1

  

 

 :نلد  (I-51)في العلا ة  (I-62)من العلا ة  𝑧وبتعويض عبارة  .ƀ𝑙 بتتعلق فقط  𝑐𝑙المعاملا  

(I-61) (𝑃 +
𝑎

𝜐2
) (𝜐 − 𝑏) ≃ 𝑘𝑇  
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𝑃

𝑘𝑇
=

1

𝜆3
∑ ƀ𝑙 [𝑐1 (

𝜆3

𝑣
) + 𝑐2 (

𝜆3

𝑣
)

2

+ 𝑐3 (
𝜆3

𝑣
)

3

+ ⋯ + 𝑐𝑙 (
𝜆3

𝑣
)

𝑙

]

𝑙∞

𝑙=1

                                   

(I-63)    =
1

𝜆3
∑ ƀ𝑙 (𝑐1 + 𝑐2 (

𝜆3

𝑣
)

1

+ 𝑐3 (
𝜆3

𝑣
)

2

+ ⋯ + 𝑐𝑙 (
𝜆3

𝑣
)

𝑙−1

)

𝑙

(
𝜆3

𝑣
)

𝑙∞

𝑙=1

  

)بقسمة الطرفين على 
𝜆3

𝑣
 نلد : (

(I-64) 
𝑃𝑣

𝑘𝑇
= ∑ ƀ𝑙 [𝑐1 + 𝑐2 (

𝜆3

𝑣
)

1

+ 𝑐3 (
𝜆3

𝑣
)

2

+ ⋯ + 𝑐𝑙 (
𝜆3

𝑣
)

𝑙−1

]

𝑙∞

𝑙=1

(
𝜆3

𝑣
)

𝑙−1

  

 على هذا الشكل : (I-64) يمكن كتابة

(I-65) 
𝑃𝑣

𝑘𝑇
= ∑ 𝑎𝑙

∞

𝑙=1

(𝑇) (
𝜆3

𝑣
)

𝑙−1

  

يسمى بمعامل  𝑎𝑙المعامل . و(I-54) من النشر تسمى أيضا بنشر فيريال, فهي مكافئة للمعادلةة هذه الصيغ

في  (I-65)ضرب بف .ƀ𝑙بدلالة التكاملا  العنقودية  𝑎𝑙 فيريالعن معاملا  الآن بالتعبير سنقوم  .𝑙فيريال ر م 

(
𝜆3

𝑣
 نلد :  (

(I-66) 
𝑃𝜆3

𝑘𝑇
= ∑ 𝑎𝑙 (

𝜆3

𝑣
)

𝑙

=

∞

𝑙=1

∑ ƀ𝑙𝑧𝑙

∞

𝑙=1

  

 لدينا : (I-52)من 

(I-67) 
𝜆3

𝑣
= ∑ 𝑙ƀ𝑙𝑧𝑙

∞

𝑙=1

  

 نلد : (I-66)تعويضها في العبارة ثم  (I-67) العلا ة في 𝑛 ب 𝑙بتبديل المتغير الاصم 

(I-68) 
𝑃𝜆3

𝑘𝑇
= ∑ 𝑎𝑙 [∑ 𝑛ƀ𝑛𝑧𝑛

∞

𝑛=1

]

𝑙

=

∞

𝑙=1

∑ ƀ𝑙𝑧𝑙

∞

𝑙=1

  

 ومنه نكتب :

(I-69) 

𝑎1[ƀ1𝑧 + 2ƀ2𝑧2 + 3ƀ3𝑧3 + ⋯ ] + 𝑎2[ƀ1𝑧 + 2ƀ2𝑧2 + 3ƀ3𝑧3 + ⋯ ]2 

+𝑎3[ƀ1𝑧 + 2ƀ2𝑧2 + 3ƀ3𝑧3 + ⋯ ]3 + ⋯ + 𝑎𝑙[… ]𝑙       

= ƀ1𝑧 + ƀ2𝑧2 + ƀ3𝑧3 + ⋯ + ƀ𝑙𝑧𝑙                                   

 

 :نحصل مباشرة على المعادلا  التالية, 𝑧وفقا لقوى  (I-69)بمقارنة طرفي العلا ة 
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(I-70) 

ƀ1 = 𝑎1ƀ1                                                                                     

        ƀ2 = 𝑎12ƀ2 + 𝑎2ƀ1
2                                                                         

ƀ3 = 𝑎13ƀ3 + 𝑎24ƀ1ƀ2 + 𝑎3ƀ1
3                                           

ƀ4 = 𝑎14ƀ4 + 𝑎2(4ƀ2
2 + 6ƀ1ƀ3) + 𝑎36ƀ1

2ƀ2 + 𝑎4ƀ1
4
 

⋮                                                                           

 

 :𝑎𝑙 يم  نلد  (I-48) و (I-45) ,(I-38)ستخدام اب

(I-71) 𝑎1 = ƀ1 = 1                                                                            

 

 

(I-73) 𝑎3 = 4ƀ2
2 − 2ƀ3 = −

1

3𝜆6
∫ ∫ 𝑑3𝑟12𝑑3𝑟13𝑓12𝑓13𝑓23

∞

0

∞

0

  

 
(I-74) 𝑎4 = −20ƀ2

3 + 18ƀ2ƀ3 − 3ƀ4 = ⋯                                

                ⋮                                                                                   

,ƀ1 الكميا بتعيين  تماما   يتعين 𝑎𝑙نلاحظ أن المعامل  ƀ2, … , ƀ𝑙.   من المعادلة كما نلاحظ(I-73)  أن معامل 

 

 :    ختزالللاغير القابل  3فيريال الثال  للغاز يتعلق فقط بالعنقود ذو الرتبة 

 

غير القابلة  𝑙 الرتبة يد ذي ايتعلق فقط بالعن 𝑎𝑙, حي  أن المعامل بالنسبة لمعاملا  فيريال الأخرى ونفس الشيء

𝑙. لذا تم تعيين معاملا  فيريال من أجل للاختزال ≥  بالعلا ة التالية:  2

(I-75) 𝑎𝑙 = −
𝑙 − 1

𝑙
𝛽𝑙−1  

 ختزال و معرف كالتالي :للايسمى بالتكامل العنقودي غير القابل  𝛽𝑙−1حي  

(I-76) 𝛽𝑙−1 =
1

(𝑙 − 1)! λ3(l−1)𝑉
×   (ملموت العنا يد ذي الرتبة 𝑙 غير القابلة للإختزال )

𝑉, فهي كميا  لا بعدية وعند 𝑏𝑙مثل  𝛽𝑙−1الكميا   → إلى  يم منتهية لا تتعلق بحلم أو بشكل تؤول  ∞

 الوعاء.

(I-72) 𝑎2 = −ƀ2 = − 
2𝜋

𝜆3
 ∫(𝑒−𝑢(𝑟) 𝑘𝑇⁄ − 1)𝑟2𝑑𝑟

∞

0

                        



 الفصل الأول : الطريقة الكلاسيكية للنشر العنقودي _________ _________________________________________

_________________  __  ______ ____ ]28[______   ___________________   _____  

I. 4. تقييم معاملات فيريال : 
 

كتفاء بحساب بعض الحدود الإالتي تصرفها ليس ببعيد عن تصرف الغازا  المثالية يمكن   ةفي الغازا  الحقيقي

نكتب معادلة الحالة عندها  همال العنا يد الكبيرة.إيمكن الكثافا  المنخفضة عند  ذل  لأنه ,ولى من نشر فيريالالأ

 كالتالي :

(I-77) 
𝑃𝑣

kT
≃ 𝑎1 + 𝑎2 (

λ3

𝑣
) = 1 + 𝑎2 (

λ3

𝑣
)  

هثثو مثثثال عثثن الطا ثثا  الكامنثثة البينيثثة  (І-3الموضثثح فثثي الشثثكل ) Lennard-Jonesجثثونز  -كمثثون لينثثارد

 :تلريبية كالتاليالحي  تعطى عبارته نصف  (,І-1) الموضحة في الشكل

(I-78) 𝑢(𝑟) = 𝑢0 [(
𝑟0

𝑟
)

12

− 2 (
𝑟0

𝑟
)

6

]  

 عثن وكثذل ...( 𝐻𝑒,𝑁𝑒, 𝐴𝑟الخاملثة ) التفثاعلا  الحاصثلة بثين ذرا  العناصثر نعث جونز -لينارديعبر كمون 

𝑟عنثد  ,𝑢0−هثي الكمثون القيمة الدنيا لهثذا . ل إ...𝐻2, 𝐶𝑂2التفاعلا  الحاصلة بين اللزيئا  مثل = 𝑟0.  الحثد

𝑟عنثثد  ا  شثثديد ا  تنثثافر ثحيثث  يحثثد ,لسثثيمينال طا ثثة  ثثوى التنثثافر بثثين يمثثثل 𝑢(𝑟)ول مثثن عبثثارة الأ < 𝑟0  بسثثبب

رابطثة كيميائيثة بثين هثذين اللسثيمين  نتكوي ستحالةإلكترونية الذرية أو اللزيئية ما الإالتداخل الكبير للسحابا  

ما الحد الثاني فيمثل طا ة  وى التلاذب بين أ .∞+ إلىبينهما تؤول الطا ة الكامنة و, المدارا  غير تبادلية(لأن )

𝑟يحثدث التلثاذب عنثد حيث   ,لسيمينال > 𝑟0 ,تنعثدم هثذه الطا ثة عنثدو𝑟 ≫ 𝑟0.   يمكثن  - لتبسثيط الحسثاب - إذا

  حي :,(І-3) في الشكل أيضاالموضح جونز  -لكمون لينارد كتقريب جيد  Sutherland  ثرلندكمون سواعتبار 

(I-79) 𝑢(𝑟) = {

+∞                  ;      𝑟 < 𝑟0

 

− 𝑢0 (
𝑟0

𝑟
)

6

     ;      𝑟 ≥ 𝑟0

  

 

 

 .[5] سوثرلند جونز و -لينارد يكمون (:I-3)الشكل
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تتصثرف اللسثيما  كتصثرف  سثوثرلندول مثن كمثون الأفي اللزء 

𝑟0بنصف  طر كور صلبة  .  (I-4)هثذا موضثح فثي الشثكل و ,  ⁄2

 كالتالي : 𝑣0 لللسيما  حلم الذاتيالفيكون 

                                                                                                                                 

 

 

                                                                                    

 .[8] الحلم الذاتي لللسيما  (:I-4)الشكل

 : نلد 𝑎2 (I-72) عبارة في (I-79) سوثرلند بتعويض كمون

(I-80) 𝑎2 =
2𝜋

𝜆3
[∫ 𝑟2𝑑𝑟

𝑟0

0

+ ∫ (1 − 𝑒𝑥𝑝 {
𝑢0

𝑘𝑇
(

𝑟0

𝑟
)

6

}) 𝑟2𝑑𝑟

∞

𝑟0

]  

عندما تكون الحرارة مرتفعة بشكل يلعل  
𝑢0

𝑘𝑇
≪  : فإن  1

𝑒𝑥𝑝 {
𝑢0

𝑘𝑇
(

𝑟0

𝑟
)

6

} ≃ 1 +
𝑢0

𝑘𝑇
(

𝑟0

𝑟
)

6

 

 و

 

 
𝑎2(𝑇) ≃

2𝜋

𝜆3
[
𝑟0

3

3
+

𝑢0

𝑘𝑇
∫ (

𝑟0

𝑟
)

6

𝑟2𝑑𝑟

∞

𝑟0

]            

 : التبسيط نلد بعد التكامل و

(I-81) 𝑎2(𝑇) ≃
2𝜋𝑟0

3

3𝜆3
(1 −

𝑢0

𝑘𝑇
)  

  :نلد  (I-77) العلا ةبالتعويض في 

(I-82) 𝑃 ≃
𝑘𝑇

𝜐
[1 +

2𝜋𝑟0
3

3𝜐
(1 −

𝑢0

𝑘𝑇
)]  

 : نلد (I-54)المعادلة مقارنتها ما و (I-77)في المعادلة  𝜐لتعويض عن  يمة بعد ا

(I-83) 𝐵2(𝑇) = 𝜆3𝑎2(𝑇)  

 كالتالي : 𝐵2(𝑇)نحصل على معامل فيريال الثاني  (I-81)من العلا ة  𝑎2(𝑇)التعويض عن  يمة ب

(I-84) 𝐵2(𝑇) =
2𝜋𝑟0

3

3
 (1 −

𝑢0

𝑘𝑇
)  

مثثا درجثثة الحثثرارة لثثدى مختلثثف الغثثازا  سثثتكون  𝐵2(𝑇)نلاحثثظ أن كيفيثثة تغيثثر المعامثثل (I-84)مثثن العلا ثثة 

 𝑟0ال غاز بعد فع   فلكل .𝑢0و 𝑟0 ب 𝐵2(𝑇)المعامل  لتعلقذل   ,لكن الاختلاف الوحيد بينها هو في القيمة .متشابهة

𝑣0 =
𝜋

6
𝑟0

3 
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مثثن أجثثل كثثل  - عنثثهالتعبيثثر فإنثثه يثثتم  وحثثدة الحلثثم 𝐵2(𝑇)وبمثثا أن للمعامثثل  .زهتمي ثث 𝑢0شثثدة كمثثون  وعمثثق أو

𝑟0الذي يتناسب ما  وحدة الحلم الذاتيفي  -الغازا 
𝐵2)يسمى المقدار ,3 𝑟0

3⁄  .المختثزل الثثاني بمعامل فيريال (

فتكثون  عمق أو شدة الكمون,, في وحدة علا ة بالطا ة الحركية لللسيما  درجة الحرارة التي لها التعبير عنيتم 

𝑘𝑇) درجة الحرارة المختزلة 𝑢0⁄ الذي يمثل  جونز -ليناردبدلا من كمون  سوثرلندعتمادنا على كمون لإ نظرا  .(

اعتبارنا أن  وما .الحقيقية حقا التفاعلا  الحاصلة في الغازا 
𝑢0

𝑘𝑇
≪  لا عليها المتحصل (I-84), فإن العلا ة 1

الثثاني  . لكنه  ثد تثم حسثاب معامثل فيريثالالي لا يمكن مقارنتها ما التلربةبالت عطي معامل فيريال الثاني كاملا.ت

المختزل بدلالثة درجثة الثاني منحنى تغيرا  معامل فيريال  يوضح (I-5) فالشكل .جونز -ليناردباستعمال كمون 

, حيثث  تمثثثل كثثل مثثن النقثثاط البيضثثاء و السثثوداء اوتلريبيثث احسثثابي لملموعثثة مثثن الغثثازا الحثثرارة المختزلثثة 

  .النتائج التلريبية والمثلثا 

 
 .[1]ا غازملموعة من  الدرجة الحرارة لما تغيرا  معامل فيريال الثاني  لا بعدي يوضح منحنى (:I-5)الشكل

 

 : أنه نلاحظ  (I-5)من الشكل 

 .  N2و Ar, Ne ,CH4 هناك توافق جيد بين النتائج التلريبية والحسابية بالنسبة لكل من الغازا  التالية :  -    

لكمونا  التفثاعلا  الحادثثة تحليلي الوصف الأنه يمثل فعلا  جونز -ليناردكمون صحة اعتبار يبرر  ق التوافهذا 

  .أغلب الغازا  الحقيقية بين جسيما 

فإن القيم الحسابية لمعامثل فيريثال الثثاني تنثزاح عثن القثيم التلريبيثة  H2و  Heبالنسبة للغازا  الخفيفة مثل  -   

كم التي تظهر جليا عند انخفاض درجا  الحثرارة و كلما انخفضت درجة الحرارة. هذا راجا لتأثيرا  ميكاني  ال

بالأخص عندما تكون جسيما  الغاز خفيفة. لكن عند الأخثذ بعثين الاعتبثار تثأثيرا  ميكانيث  الكثم أثنثاء الحسثاب 

 يزول هذا التفاضل نهائيا.

𝑘𝑇 من أجل  -    𝑢0 ≤ (, فإن معامل 3𝑒𝘷−10 من رتبة  𝑢0كلفن)  300هذا يوافق درجا  حرارة أ ل من  ⁄3

فيريثثال الثثثاني يكثثون سثثالبا نتيلثثة لتكثثثف اللسثثيما . لكثثن تبثثدأ اللسثثيما  بالتباعثثد والحركثثة بحريثثة تثثدريليا مثثا 

  .كلفن 300هذا يوافق درجا  حرارة في حدود  ,ارتفات درجة الحرارة, إلى أن ينعدم معامل فيريال الثاني

𝑘𝑇 من أجل  -    𝑢0 > 𝐵2) ساو بالتقريب لحلم اللسيما  الثذاتييكون معامل فيريال  ثابت وم⁄3 𝑟0
3⁄ ≃ 1) 

 . ول من نشر فيريالالأل أمام الحد مهم  𝐵2. مما يلعل Å3 من رتبة هو الذي
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 :مما سبق نستنتج أنه 

لمعامثل فيريثال , من مقارنثة النتثائج التلريبيثة جونز -ليناردالتي تدعى بثوابت  𝑟0و 𝑢0يمكن استخلاص  يم  -   

معامثل فيريثال . حيث  يعثد جثونز -لينثاردكمثون المعامل والمحسوبة باستعمال  لهذاما العلا ة النظرية  𝐵2الثاني 

 ثيم ثوابثت يعطثي  (I-1). اللثدول جثونز -لينثاردالثاني من أكثثر المصثادر التلريبيثة إفثادة فثي إيلثاد  ثيم ثوابثت 

الثاني, ما العلم أنثه يمكثن الحصثول علثيهم بالحسثاب الكمثي لكثن هثذا  المستنتلة من معامل فيريال جونز -لينارد

 .[9,10]صعب وشاق 

 الغازا  الحقيقية تتصرف حقا كغازا  مثالية عند درجا  الحرارة المرتفعة.  جل   -    

 .[9,10و المتحصل عليها من معامل فيريال الثاني الد يق] لبعض الغازا جونز  -ثوابت لينارد يم  (:I-1)الجدول 

 

I. 4 .1 .معادلة الحالة لفان دير فالس: 
  

  :الشكل على  تهايمكننا كتابفإنه  (I-82)بالعودة إلى المعادلة 

(I-85) (𝑃 +
2𝜋𝑟0

3𝑢0

3𝜐2
) ≃

𝑘𝑇

𝜐
(1 +

2𝜋𝑟0
3

3𝜐
)  

ال لللسيما  أكبر بكثير من البعد الفع   𝑙ن متوسط المسير الحرأيعني  هذابفرض أن الغاز ذو كثافة منخفضة, 

 أي أن ,اللسيما  بين
2𝜋𝑟0

3

3𝜐
≪   بالتالي بإمكاننا أن نكتب : ,(𝑣يتناسب طردا ما  𝑙)حي  أن المسير الحر  1

 (1 +
2𝜋𝑟0

3

3𝜐
) ≃ (1 −

2𝜋𝑟0
3

3𝜐
)

−1

  

 : (I-85) بالتالي تصبح العلا ة

(I-86) (𝑃 +
2𝜋𝑟0

3𝑢0

3𝜐2
) (𝜐 −

2𝜋𝑟0
3

3
) ≃ 𝑘𝑇  

𝑢0 المادة 𝑘⁄ (𝐾) 𝑟0(Å) 

 He 10.22  2.869الهيليوم                               

 Ne     34.9    3.12النيون                                 

 Ar 119.8   3.822الارغون                              

 Xe 221  4.60الاكسينون                            

 H2   37.00  3.287الهيدروجين                          

 O2 118 3.88الاكسلين                             

 N2 95.05 4.151النيتروجين                           

 CO2 198.2 4.858ثنائي اكسيد الكربون             

 CH4 148.2 4.285    الميثان                          
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و  𝑎ثوابت فان دير فالس ل بإيلاد العلا ة النظريةهكذا  منا  .(I-61) فان دير فالسلهي من شكل معادلة  الحالة و

𝑏 حي  :, ميكروسكوبيا 

(I-87) 

𝑎 =
2𝜋

3
𝑟0

3𝑢0 = 4𝑣0𝑢0 

𝑏 =
2𝜋

3
𝑟0

3 = 4 𝑣0     

 

 ثوابت فان دير فالس لبعض الغازا ,اللدول الموالي يعطي . لللسيم 𝑣0 الحلم الذاتي مثالأتمثل أربعة  𝑏 ذا  إ

 :مول من اللسيما  وليس للسيم واحدغالبا ما تعطى هذه ثوابت من أجل وتم الحصول عليها تلريبا  حي 

 .[5,16] ثوابت فان دير فالس لبعض الغازا   يم (:I-2)الجدول 

 

1𝑚𝑜𝑙: حي   = 𝑁𝐴 = 6.023 ∙ 1023𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑙𝑒 . باستعمال اللدول(I-2) و( العلا تين فيI-87) , وبعد

  التالي :الموضحة في اللدول  𝑟0و  𝑢0إجراء تحويل للوحدا  نحصل على  يم 

 .فان دير فالسو المستنتلة من ثوابت  لبعض الغازا جونز  -ثوابت لينارد يم  (:I-3)الجدول 

 𝑎(Jm3mol−2) 𝑏(10−5m3mol−1) المادة

 He 0.0034  2.38الهيليوم                           

 Ne     0.0208     1.67النيون                             

 Ar 0.1355   3.20الارغون                          

 Xe 0.4192  5.16الاكسيتون                        

 H2 0.0245  2.65الهيدروجين                      

 O2 0.1398 3.19الاكسلين                        

 N2 0.1388 3.85النيتروجين                       

 CO2 0.3718 4.27ثنائي اكسيد الكربون          

 CH4 0.2300 4.30  الميثان                         

𝑢0 المادة 𝑘⁄ (𝐾) 𝑟0(Å) 

 He 16.555  2.67الهيليوم                           

 Ne     144.337    2.37النيون                             

 Ar 490.707   2.94الارغون                          

 Xe 941.466  3.45الاكسينون                        

 H2 107.140  2.76الهيدروجين                      

 O2 507.866 2.94الاكسلين                        

 N2 417.793 3.13النيتروجين                       

 CO2 1009.054 3.24ثنائي اكسيد الكربون          

 CH4 643.07 3.243الميثان                           
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لكل غاز,  (I-1) ما القيم الموضحة في اللدول( I-3) الموجودة في اللدول جونز -ثوابت ليناردبمقارنة  يم 

متو ا نتيلة للتقريبا  التباين . هذا 𝑢0في  يم الكمون  ةخاصو نلاحظ أن هناك تباين نوعا ما كبير بين هذه القيم

, الذي 𝑟0تستخدم عادة لإيلاد  فان دير فالس. لهذا فإن ثوابت فان دير فالسعلى ثوابت  نحصل لكيالتي  منا بها 

 .   𝑢0يمثل أ طار جسيما  الغاز )ذرا  أو جزيئا (, ولا تستخدم في استنتاج  يم الكمون 

 

I. 4 .1 .معادلة الحالة لغاز الكور الصلبة: 

 
 :نعتبر الكمون التالي

(I-88) 𝑢(𝑟) = {
+∞      ;      𝑟 ≤ D

 
0           ;      𝑟 > D

  

𝐷 بنصف  طر  درهصلبة  على أنها كور لللسيما  ينظرهنا  الطا ة  تصبح تان, حي  عندما تتماس كر⁄2

 نلد : (I-88)من العلا ة  .سمى هذا الغاز بغاز الكور الصلبةي ,نتباعدات, وتنعدم عندما الكامنة بينهما لانهائية

(I-89) 𝑓(𝑟) = {
−1        ;      𝑟 ≤ 𝐷

 
0            ;      𝑟 > 𝐷

  

  : في هذه الحالة يكون أما معامل فيريال الثاني 

(I-90) 𝑎2 =
2𝜋

𝜆3
∫ 𝑟2𝑑𝑟

D

0

=
2𝜋𝐷3

3𝜆3
  

𝑢0عند تتساويان  (I-90)و (I-81)نلاحظ أن العلا تين  =  .(I-81) حالة خاصة من (I-90)العلا ة , أي أن 0

 : (I-73)الموضح في معامل فيريال الثال   الآن سنقوم بحساب

(I-91) 𝑎3 = −
1

3𝜆6
∫ ∫ 𝑓12𝑓13𝑓23𝑑3𝑟12𝑑3𝑟13

∞

0

∞

0

  

مثثثثل أخثثثذ ) 2و 1أولا موضثثثعي اللسثثثيمين  نثبثثثت هثثثذا التكامثثثل لحسثثثاب 

𝑟12 < 𝐷 ),  نلري ي يأخذ كل المواضا الممكنة لك حرا   3ونترك اللسيم

 في داخل التكاملبما . بما أن (I-6) , انظر الشكل 𝑟13التكامل على المتغير

(I-91)  تين عندما تكون كثل مثن المسثاف 1−يساوي𝑟13 و𝑟23  مثثل(𝑟12 )

 : تغدو (I-91) لعلا ةا فإن  ., ويساوي الصفر دون ذل 𝐷أ ل من 

 

           رسم تخطيطي يوضح مواضا (:I-6)الشكل                                                                                       

 .[1] 3و 2, 1اللسيما                                                                                                                    
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(I-92) 𝑎3 =
1

3𝜆6
∫ {∫ 𝑑3𝑟13}

𝐷

𝑟12=0

𝑑3𝑟12  

𝑟13مواضا محددة بحي  تكون  3اللسيم يأخذ هنا  < 𝐷 و𝑟23 < 𝐷 , القوسين في  داخلفيصبح التكامل الذي

(I-92)  الحلم المشترك بين الكورتين يمثل بالضبط𝑆1  و𝑆2 طر هما نصفل اللتان 𝐷 يهما على مركزو

   .(I-7) كما في الشكل 2و 1النقطتين الثابتتين هما  الترتيب

                                                                      

 

 .𝑆2 [1]و  𝑆1رسم تخطيطي للحلم المشترك بين الكورتين  (:I-7)الشكل

 

 :  بالاستعانة بالشكل أعلاه نلد

 ∫ 𝑑3𝑟13 = ∫ [2𝐷 − 𝑟12 − 2 (𝐷 − √𝐷2 − 𝑦2)] 2𝜋𝑦𝑑𝑦

𝑦𝑚𝑎𝑥

0

  

 

(I-93) = ∫ (2√𝐷2 − 𝑦2 − 𝑟12) 2𝜋𝑦𝑑𝑦

𝑦𝑚𝑎𝑥

0

          

𝑦𝑚𝑎𝑥 حي  :  = √𝐷2 − (𝑟12 2⁄ يمثل طول الشريط الموضح في  (I-93)أما المقدار الذي بين  وسين في  ,2(

. بعد حساب هذا التكامل 𝑦للقرص الذي نصف  طره تمثل المساحة العنصرية  2𝜋𝑦𝑑𝑦الكمية و ,(I-7)الشكل 

 نلد :
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(I-94) ∫ 𝑑3𝑟13 =
4𝜋

3
(𝐷3 −

3𝐷2𝑟12

4
−

𝑟12
3

16
)  

 نحصل على :, 𝑟12إجراء التكامل على و, (I-92)في  (I-94)بتعويض 

(I-95) 𝑎3 =
5𝜋2𝐷6

18𝜆6
=

5

8
𝑎2

2  

 , ويعطى كالتالي:الرابا تم حسابه بد ة امل فيريالمع

 𝑎4 = {
1283

8960
+

3

2
[
73√2 + 1377(𝑡𝑎𝑛−1 √2 − 𝜋 4⁄ )

1120𝜋
]} 𝑎2

3  

 

(I-96) = 0.28695𝑎2
3                                                                    

من المعامل  ابتداءاللدول التالي يعطي معاملا  فيريال و, تم حسابها عدديا لهذا النظام بقية المعاملا أما 

 : الخامس إلى العاشر

 𝑎2 يمته بدلالة  معامل فيريال

𝑎5 0.1103𝑎2
4 

𝑎6 0.0386𝑎2
5 

𝑎7 0.0127𝑎2
6 

𝑎8 4.1829 ∙ 10−3𝑎2
7 

𝑎9 1.3092 ∙ 10−3𝑎2
8 

𝑎10 4.0359 ∙ 10−4𝑎2
9 

 .[1] ابتداء من المعامل الخامس إلى العاشرلغاز الكور الصلبة معاملا  فيريال  (:I-4)الجدول 

 

فإننا  ,(I-4) والقيم الموجودة في اللدول (I-95(,)I-96),(I-90)باستخدام النتائج المتحصل عليها في العلا ا  

 نكتب معادلة الحالة لهذا النظام كالتالي :

   
𝑃

𝑛𝑘𝑇
= ∑ 𝑎𝑙(𝑇)(𝑛𝜆3)𝑙−1

∞

𝑙=1

    

(I-97) 

= 1 + 𝑎2(𝑛𝜆3) + 0.625𝑎2
2(𝑛𝜆3)2  + 0.28695𝑎2

3(𝑛𝜆3)3 

 

           +0.1103𝑎2
4(𝑛𝜆3)4 + 0.0386𝑎2

5(𝑛𝜆3)5 + 0.0127𝑎2
6  

 

       (𝑛𝜆3)6  + 4.1829 ∙ 10−3𝑎2
7(𝑛𝜆3)7 + 1.3092 ∙ 10−3 

 

𝑎2
8(𝑛𝜆3)8 + 4.0359 ∙ 10−4𝑎2

9(𝑛𝜆3)9 + ⋯         
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𝑛حي  :   =
𝑁

𝑉
≡

1

𝑣
 بوضا : .هي الكثافة العددية لللسيما   

 
𝜂 =

𝑣0

𝑣
=

𝜋𝑛𝐷3

6
 

 

 : , فإنالتعبئة الحلميةيمثل معامل  𝜂حي : 

 𝑎2(𝑛𝜆3) = 4𝜂  

 نلد: (I-97) بالتعويض في و

(I-98) 

𝑃

𝑛𝑘𝑇
= 1 + 4𝜂 + 10𝜂2 + 18.364768𝜂3 + 28.22445𝜂4  

        +39.81545𝜂5 + 53.3418𝜂6 + 68.534𝜂7 

   +85.805𝜂8 + 105.8𝜂9 + ⋯                   

 

لمعادلة التالية مبسطة الصيغة ال 1969سنة  Carnahan and Starling و ستارلين  كارناهانا ترح كل من 

 :الكور الصلبةأو غاز  لنموذجالحالة 

(I-99) 
𝑃

𝑛𝑘𝑇
=

1 + 𝜂 + 𝜂2 − 𝜂3

(1 − 𝜂)3
  

1)نشر المعامل نباستخدام نشر تايلور  .قريب كل معاملا  فيريال المعروفةبالتتعطي  حي  − 𝜂)−3 كالتالي: 

(1 − 𝜂)−3 =
1

2

𝑑2(1 − 𝜂)−1

𝑑𝜂2
=

1

2

𝑑2

𝑑𝜂2
∑ 𝜂𝑛

∞

𝑛=0

                                             

               =
1

2
∑ 𝑛(𝑛 − 1)𝜂(𝑛−2)

∞

𝑛=2

= 1 + 3𝜂 + 6𝜂2 + 10𝜂3 + ⋯ 

 

𝜂 حي  : ≪  :نلد (I-99)بالتعويض في  .1

(I-100) 

𝑃

𝑛𝑘𝑇
= 1 + 4𝜂 + 10𝜂2 + 18𝜂3 + 28𝜂4 + 40𝜂5 + 54𝜂6 

       +70𝜂7 + 88𝜂8 + 108𝜂9 + 130𝜂10 + ⋯ 

 

معادلة الحالة لغاز الكور  تتطابق ما, إ تراحهاتم  التي لغاز الكور الصلبةو ستارلين  كارناهان لمعادلة الحالة 

  , حي يكون هذا التطابق حتى عند الكثافا  المرتفعة  , والصلبة المتحصل عليها من المحاكاة الحاسوبية

 𝜂 ≈ 0.49[11] . 
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  ةـــلاصــــخ

 

ضثغط وكثافثة نظثام لا  نشثر تمثثلالتثي يورسثل للنشثور العنقوديثة  -اشثتقاق صثيغة مثايرب  منا في هذا الفصثل      

 نشر فيريثال استنتاجمن خلال هذه الصيغة  منا ب. 𝑏𝑙سلة  وى للتكاملا  العنقودية لى شكل سعل حقيقي كلاسيكي

التكثثاملا  بمعثثاملا  فيريثثال  التثثي تثثربط ا العلا ثث بإيلثثاد منثثا  مثثن ثثثم   .النثثوت مثثن الأنظمثثةالحالثثة لهثثذا  معادلثثةل

معاملا  فيريال مباشرة من حسثاب التكثاملا   ستنتاجفي االنشور العنقودية طريقة هنا تكمن أهمية و,  العنقودية

الثذي يعتمثد علثى حسثاب القثوى المثؤثرة علثى كثل  هذه المعثاملا ل التحليلي الصعب  بدلا من الحساب العنقودية 

كمثون التحديد عبثارة  ستوجبمعادلة الحالة لنظام حقيقي وفقا لطريقة النشور العنقودية ي لإيلاد جسيم من النظام.

𝑢(𝑟)  كتقريثب جيثد  أخثذناهباسثتخدام كمثون سثوثرلند الثذي . الحاصلة بثين جسثيما  النظثام المثدروس للتفاعلا

 منثا بحسثاب باسثتخدام كمثون الكثور الصثلبة ثثم  ,فان دير فثالسالحالة لمعادلة  شتقاقبا منا جونز  -لكمون لينارد

المتحصثل عليهثا باسثتعمال  لهثذا الأخيثرمعادلثة الحالثة حي  أن ثاني والثال  لغاز الكور الصلبة, معامل فيريال ال

                                              .فثثثثثثثثثي دراسثثثثثثثثثة سثثثثثثثثثلوك أغلثثثثثثثثثب السثثثثثثثثثوائل كثثثثثثثثثذل تطبثثثثثثثثثق  للنشثثثثثثثثثور العنقوديثثثثثثثثثةطريقثثثثثثثثثة مثثثثثثثثثاير 

النتثثائج جثثونز مثثا  -باسثثتخدام كمثثون لينثثارد هثثامعامثثل فيريثثال الثثثاني المتحصثثل عليلنتثثائج الحسثثابية ال توافثثقإن 

يلثاد إفهذا التوافثق التلريبثي النظثري يسثتغل فثي , هذه الطريقةل آخرامكسبا يعد عند أغلب الغازا  له  ةالتلريبي

لكثن بسثبب تثأثيرا  . بثالطرق الاخثرى يصثعب إيلثاد هثذه القثيم حيث , لأغلثب الغثازا  جونز -ثوابت لينارد  يم

يزول  Heو  H2 خاصة في الغازا  الخفيفة مثلالمنخفضة ودرجا  الحرارة  التي تظهر جليا عند  ميكاني  الكم

هثذا مثا دفعنثا للتعثرف  .سيكية غير ملديثة فثي هثذه الحثالا , مما يلعل طريقة النشور العنقودية الكلاهذا التوافق

فصثثل الثثثاني مثثن هثثذه دراسثثتنا للحثثور مهثثذا  .الكميثثةلتشثثمل الأنظمثثة  طريقثثة النشثثور العنقوديثثةكيفيثثة تعمثثيم  علثثى

 .المذكرة

 
























































