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Notations générales

A : Opérateur intégral:

An : Suite d�approximation de A

H : Espace de Hilbert .

C [a; b] : Ensemble des fonctions continues sur [a; b] :

� : Somme directe

C : Ensemble des nombres complexes.

hu; vi : Produit scalaire de u et v.

f : Terme libre dans l�équation intégrale.

fn : Suite d�approximation de f:

I : Opérateur identité:

G : Ensemble mesurable au sens de Jordan.

G : Fermé d�un ensemble G (adhérent) .

@G : Frontière de G.

jGj : Mesure de Jordan d�un ensemble G.

K (x; t) : Noyau de l�équation intégrale :

$ (X;Y ) : Ensemble de opérateur linéaire bornés de X dans Y.

L�1 : Inverse de l�opérateur intégral = (I � A)�1 :

N (L) : Noyau de l�opérateur L.

P; Pn : Opérateurs de projection.:

R (L) : Image de l�opérateur L.

R : Ensemble des nombres réels.
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Introduction générale

Introduction générale

Les équations intégrales apparaissent naturellement dans plusieurs phénomènes scien-

ti�ques en mathématiques et physique, comme les équations di¤érentielles ordinaires (EDO)

et certaines équations aux dérivées partielles (EDP), la di¤usion et les problèmes de contacts

....etc.

Le travail que nous présentons porte sur une étude générale des équations intégrale et

de leurs applications. Il est connu que les équations intégrales touchent divers domaines des

mathématiques appliquées et de la physique. La recherche des solutions par des méthodes

numérique est d�une nécessité importante par rapport au cadré théorique mis au point.Un

théorème d�existence ou d�unicité ou les deux a la fois est certes d�une utilité trés importante

puisqu�il renseigne sur des informations qui aident à guide à la recherche des solutions.

Suivant ces axes normaux, notre travail est divisé en trois chapitres :

Dans le premier chapitre nous sommes intéressés à donner quelques notions préliminaires

sur quelques dé�nitions des opérateurs. Ainsi que rappelè la théorie de Riesz et Alternative

de Fredholm.

Le second chapitre contient la classi�cation des équations intégrales, qui a pour objectif,

familiariser le lecteur de ce mémoire avec le concept d�équation intégrale.Ainsi que donne

la dé�nition d�équations intégrales singulières.En�n, nous présentons l�existence et l�unicité

de la solution des équations intégrales.

La troisième chapitre est consacré essentiellement à présenter diverés méthodes de ré-

solution numérique des équations intégrales, cependant nous y développons certaines idées

primordiales et illustrerons avec quelques exemples.
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Chapitre 1

Preliminaires

Ce chapitre est consacré essentiellement à l�introduction de quelques notions fondamentales

et certaines dé�nitions et théorèmes que nous utiliserons dans le chapitre 2 et 3.

1.1 Notions fondamentales et dé�nitions :

Notons tout d�abord qu�on se place dans la majeure partie des cas dans l�espace C[a; b] des

fonctions continues de l�intervalle [a; b] dans R ou C, muni du produit scalaire

hu; vi =
bZ
a

u(x)v(x)dx;

et de la norme de convergence uniforme :

kuk1 = max
x2[a;b]

ju(x)j :

1.1.1 Opérateur intégral linéaire :

SoitK : C[a; b]�C[a; b]! R une fonction continue. L�opérateur intégral linéaire sur C[a; b]

est dé�ni par suite:

A : u 2 C[a; b]! Au 2 C[a; b]

2



1.1. Notions fondamentales et dé�nitions :

(Au)(x) =

bZ
a

K(x; y)u(y)dy: (1.1)

Dans ce contexte la fonction K s�appelle noyau de l�opérateur intégral A.

1.1.2 Opérateur compact :

Soient E et F deux espaces normés et A un opérateur linéaire de E dans F. On dit que A

est un opérateur compact si l�image de la boule unité B(0,1) de E (par A) est relativement

compacte dans F.

Autrement dit, A est compact si pour toute suite (un)n de B(0; 1) � E, on peut extraire

une sous suite (unk)k telle que sa transformé par A est une suite convergente (A(unk)k) dans

F .

Théorème 1.1.1 L�opérateur intégral dé�ni par (1.1) est compact dans (C[a; b]; k:k1):

Preuve. Désignons par B la boule unité de C ([a; b]). Pour monter que notre opérateur

B est compact, on s�inspire du théorème d�Ascoli, il su¢ t d�établir que

� H = A(B) est équicontinu.
� Pour tout x 2 C[a; b] l�ensemble Hx = fu(x) : u 2 Hg relativement compact.
On remarque d�abord que K est uniformement continue sur [a; b] � [a; b]. Pour tout u

de B et tout x; x
0
de [a; b] on a :

���Au(x)� Au(x
0
)
��� =

������
bZ
a

(K(x; y)�K(x
0
; y))u(y)dy

������
�

������
bZ
a

(K(x; y)�K(x
0
; y))

������ ju(y)j dy
� kuk1

������
bZ
a

(K(x; y)�K(x
0
; y))dy

������
�

������
bZ
a

(K(x; y)�K(x
0
; y))dy

������ :
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1.2. Théorie de Riesz

La continuité uniforme de K sur [a; b] � [a; b] permet d�associé à tout réel � > 0; un réel

� > 0 que l�on a : ���x� x
0
��� � � =)

���K(x; y)�K(x
0
; y)
��� � �

b� a
;

donc ���x� x
0
��� � � =)

���Au(x)� Au(x
0
)
��� � �;8u 2 B

ce qui signi�e que H est équicontinu.

Montrons que l�ensemble Hx = fg(x) = Au(x) : u 2 Bg est relativement compact.
Il su¢ t de prouver qu�il est borné. En e¤et,

jAu(x)j = jg(x)j =

������
bZ
a

K(x; y)u(y)dy

������ � kuk
bZ
a

sup
x;y2[a;b]

jK(x; y)j dy � (b� a)M

avec M = sup
x;y2[a;b]

jK(x; y)j : D�où la bornitude de Hx, ce qui achève la démonstration.

1.2 Théorie de Riesz

Dans cette partie, nous allons présenter la théorie de Reisz pour une équation formelle de

second type de la forme '� A' = f , avec un opérateur linéaire compact A : X ! X dans

un espace normé X.

On note L = I � A, où I est l�opérateur identique.

Théorème 1.2.1 ( Riesz )[V oir [4]]

(i) Le noyau de l�opérateur L,

N(L) = f' 2 X : L' = 0g ;

est un sous espace de dimension �nie.

(ii) L�image de l�opérateur L,

R(L) = fL' : ' 2 Xg ;

est un sous espace linéaire fermé.
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1.2. Théorie de Riesz

(iii) Il existe un entier positif non nul r , appelé nombre de Riesz de l�opérateur A tel

que:

f0g = N(L0) $ N(L1) $ ::: $ N(Lr) = N(Lr+1) = :::

et

N = L0(X) % L1(X) % ::: % Lr(X) = Lr+1(X) = :::

D�autre part, on a la somme directe

X = N(Lr)� Lr(X):

C�est-à-dire, 8' 2 X;9! 2 N(Lr);9!� 2 Lr(X), tels que ' =  + �:

Théorème 1.2.2 Soit A : X ! X un opérateur linéaire compact. Alors I�A est injectif si
et seulement s�il est surjectif. En outre si I �A est injectif (donc bijectif), alors l�opérateur
inverse (I � A)�1 : X ! X est borné.

Preuve. D�après le premier résultat du théorème de Riesz (i) l�injectivité de I � A est

équivalente à r = 0, et d�après (ii), la surjectivité de I � A est aussi équivalente à r = 0.

Par conséquent l�injectivité de I �A et la surjectivité de I �A sont équivalentes. Il reste à
montrer que L�1 est borné si L = I � A est injectif. Supposons que L�1 n�est pas borné.

Alors il existe une suite (fn)n2N dans X avec kfnk = 1 telle que kL�1fnk � n pour tout

n 2 N, considérons
gn =

fn
kL�1fnk

; 'n =
L�1fn
kL�1fnk

; n 2 N:

Alors gn ! 0; n ! 1, et k'nk = 1 pour tout n. Comme A est compact, on peut choisir

une sous suite
�
'nk
�
k
telle que A'nk ! ' 2 X; k !1. Alors, comme:

'n � A'n = gn:

On voit que 'n(k) ! '; k ! 1 , et ' 2 N(L). Par conséquent ' = 0, et ceci contredit
le fait que k'nk = 1 pour tout n 2 N

Corollaire 1.2.1 Soit A : X ! X un opérateur linéaire compact sur un espace normé X.

5



1.3. Alternative de Fredholm

Si l�équation homogène

'� A' = 0; (1.2)

admet uniquement la solution triviale ' = 0, alors pour toute f 2 X, l�équation inhomogène:

'� A' = f; (1.3)

admet une solution unique ' 2 X, dépendante de f .
Si l�équation homogène (1.2) admet une solution non triviale, alors elle admet un nombre

�ni m 2 N de solutions linéairement indépendantes '1; :::; 'n et l�équation inhomogène (1.3)
ou bien, elle n�admet aucune solution ou bien, sa solution générale est de la forme:

' =
v
'+

mX
k=1

ak'k;

où a1; :::; an sont arbitrairement des nombres complexes et
v
' la solution particulière de

l�équation inhomogène.

1.3 Alternative de Fredholm

Dé�nition 1.3.1 Deux espaces normés X et Y , munis d�une forme bilinéaire non dégénérée

h:; :i : X � Y ! C sont appelés système dual, et est noté par hX; Y i.

Théorème 1.3.1 [4]Soit G � Rm. Alors hC(G); C(G)i muni de la forme bilinéaire

h';  i =
Z
G

'(x) (x)dx; ';  2 C(G);

est un système dual.

Dé�nition 1.3.2 Soient hX1; Y1i et hX2; Y2i deux systèmes duaux. Alors deux opérateurs
A : X1 ! X2; B : Y2 ! Y1, sont dit adjoint si

6



1.3. Alternative de Fredholm

hA'; i = h';B i ;

pour tout ' 2 X1et  2 Y2 .

Théorème 1.3.2 [4]Soient hX1; Y1i et hX2; Y2i deux systèmes duaux. Si un opérateur A :

X1 ! X2 admet un adjoint B : Y2 ! Y1, alors B est unique, de plus A et B sont linéaires.

Théorème 1.3.3 Soit K un noyau continu. Alors, les opérateurs intégraux suivants :

(A') (x) =

Z
G

K(x; t)'(t)dt; x 2 G

(B ) (x) =

Z
G

K(t; x) (t)dt; x 2 G;

sont adjoints dans le système dual hC(G); C(G)i :
Preuve. Le théorème résulte de

hA'; i =

Z
G

(A') (x) (x)dx =

Z
G

0@Z
G

K(x; t)'(t)dt

1A (x)dx

=

Z
G

'(t)

0@Z
G

K(x; t) (t)dx

1A dt =

Z
G

'(t) (B ) (t)dt = h';B i

Théorème 1.3.4 (alternative de Fredholm)

Soit A un opérateur compact dé�ni sur un espace de Hilbert X à valeurs dans X et soit

l�équation:

'� A' = f; (1.4)

et sont adjoint

�� A�� = g: (1.5)

7



1.4. Approximation d�opérateurs linéaires bornés

Alors l�équation (1.4) et (1.5) admettent la solution unique pour tout second nombre si

l�équation homogène

'� A' = 0

�� A�� = 0;

possède uniquement les solutions triviale u = 0 et v = 0.

Ou bien les èquations homogènes possède le même nombre �ni des solutions linéairement

indépendantes '1; '2; ::::; 'n et �1; �2; ::::; �n respectivement et les équations (1.4) et (1.5)

sont solvable si seulement si on a:

hf ;�ki = 0

hg;'ki = 0; 8k = 1; 2; :::n:

La solution générale de (1.4) et donné par

' = '0 +
nX
k=0

�k'k:

Celle de l�équation (1.5)

� = �0 +
nX
k=0

�k�k

où '0; �0 sont des solutions particulière quelconques des équations (1.4) et (1.5) respective-

ment, avec �1; �2; :::�n des constants arbitraires.

1.4 Approximation d�opérateurs linéaires bornés

Dé�nition 1.4.1 On dit que An 2 $ (X; Y ) est une suite d�approximations de A si et

seulement si pour tout ' 2 X :

lim
n!1

k(An � A)'k = 0:

8



1.4. Approximation d�opérateurs linéaires bornés

On dit aussi que la suite An converge ponctuellement (ou simplement) vers A:

Dé�nition 1.4.2 On dit que An 2 $ (X; Y ) est une suite d�approximations uniforme de
A 2 $ (X; Y ) si et seulement si:

lim
n!1

k(An � A)k = 0:

1.4.1 Approximations par la convergence en norme

Théorème 1.4.1 Soient X et Y deux espaces de Banach et A 2 $ (X; Y ) d�inverse borné
A�1. Soit An 2 $ (X; Y ) une suite converge en norme vers A (i.e, kAn � Ak ! 0; n!1).

Alors pour tout n assez grand, précisément pour tout n tel que:

A�1 (An � A)


 < 1;

les opérateurs inverses A�1n : Y ! X existent et sont bornés par



A�1n 

 � kA�1k
1� kA�1 (An � A)k : (1.6)

D�ailleurs, les solutions ' et 'n des équations

A' = f et An'n = f n:

Véri�ent l�estimation de l�erreur suivante

k'n � 'k � kA�1k
1� kA�1 (An � A)k fk(An � A)'k+ kf n � fkg

Preuve. Si kA�1 (An � A)k < 1, alors il su¢ t d�appliquer le théorème de la série de

Neumann [5], l�inverse (I � A�1 (A� An))
�1 de I �A�1 (A� An) = A�1An existe et borné

par 


�I � A�1 (An � A)
��1


 � 1

1� kA�1 (An � A)k :

Mais, comme (I � A�1 (An � A))
�1
A�1 est l�inverse deAn et borné par (1.6). L�estimation

de l�erreur découle immédiatement de

An ('n � ') = fn � f + (A� An)':

9



1.5. Dé�nition des opérateurs de projection

Théorème 1.4.2 Supposons qu�il existe un n0 2 N tel que pour tout n � n0 les opérateurs

inverses A�1n : Y ! X existent et sont uniformément bornés. Alors l�opérateur inverse

A�1 : Y ! X existe et borné. De plus, pour tout n, kA�1n (An � A)k < 1 et



A�1

 � kA�1n k
1� kA�1n (An � A)k :

D�ailleurs, les soulution ' et 'n des équations:

A' = f et An'n = f n;

véri�ent l�estimation de l�erreur

k'n � 'k � kA�1k
1� kA�1 (An � A)k fk(An � A)'k+ kf n � fkg :

Preuve. Ceci résulte du théorème (1.4.1) en échangeant les rôles de A et An:

Corollaire 1.4.1 Sous les hypothèses du théorème (1.4.1), on a pour certain constante n

asser grand l�estimation de l�erreur suivante :

k'n � 'k � C fk(An � A)'k+ kf n � fkg :

1.5 Dé�nition des opérateurs de projection

Dé�nition 1.5.1 Soit V un espace véctoriel, V1 et V2 deux sous espace vectoriel de V . On

dit que V est une somme direct de V1 et V2 et on écrit V = V1 � V2 si tout v 2 V peut être

décomposé de la manière unique

v = v1 + v2; v1 2 V1; v2 2 V2:

En autre, si V est muni d�un produit scalaire et que

8v1 2 V1; 8v2 2 V2 : hv1; v2i = 0:

Alors V est appelé la somme directe orthogonale de V1 et V2:

10



1.5. Dé�nition des opérateurs de projection

Proposition 1.5.1 Soit V un espace véctoriel. Alors V = V1�V2 si et seulement s�il existe
un opérateur linéaire P : V ! V tel que P 2 = P avec v1 = P (v) et v2 = (I � P ) (v) et aussi

V1 = P (V ) et V2 = (I � P ) (V ) :

Dé�nition 1.5.2 Soit V un espace de Banach. Un opérateur P 2 $ (V ) tel que P 2 = P

est appelé un opérateur de projection.

Si V un espace d�Hilbert l�opérateur P est appelé un opérateur de projection orthogonal.

Il est facile de remarquer que l�opérateur de projection P est orthogonal si est seulement si

hPv; (I � P ) (u)i = 0; 8u; v 2 V:

11



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions des

équations intégrales

2.1 Classi�cation des équations intégrales

Les équations intégrales peuvent être classée comme étant une équation intégrale linéaire

ou non linéaire. Les équations intégrales les plus utilisées sont les équations intégrales

deVolterra et les équations intégrales de Fredholm. Dans une équation de Fredholm, les

bornes d�intégrations sont �xées et dans l�équation de Volterra les bornes d�intégration sont

indé�nies.

2.1.1 Équations intégales linéaires

Équations intégales de Volterra

Dé�nition 2.1.1 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espèce toute

équation donné par la relation suivante:

u(x) = f(x) + �

xZ
a

K(x; t)u(t)dt; a � x � b (2.1)

où u(x) est une fonction inconnue, f(x) est une fonction donné, � est un paramètre réel ou

complexe et K(x; t) est un noyau.

12



2.1. Classi�cation des équations intégrales

� Si f(x) = 0 l�équation devient :

u(x) = �

xZ
a

K(x; t)u(t)dt;

est s�appele équation intégrale linéaire homogène de Volterra de seconde espèce.

Une équation de la forme:

f(x) =

xZ
a

K(x; t)u(t)dt;

est dite équation intégrale linéaire de Volterra de première espèce.

Équations intégrales de Fredholm

Dé�nition 2.1.2 Une équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde espèce est équation

donné par la relation suivante:

u(x)� �

bZ
a

K(x; t)u(t)dt = f(x);

où u(x) est une fonction inconnue, f(x) est une fonction donné, � est un paramètre réel ou

complexe et K(x; t) est un noyau.

� Si f(x) = 0 l�équation devient :

u(x) = �

bZ
a

K(x; t)u(t)dt;

est s�appele équation intégrale linéaire homogène de Fredholm de seconde espèce.

� Si f(x) 6= 0 alors elle est s�appele équation intégrale linéaire et non homogène de

Fredholm de seconde espèce.

Une équation de la forme:

f(x) =

bZ
a

K(x; t)u(t)dt;

est dite équation intégrale linéaire de Fredholm de première espèce.
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2.1. Classi�cation des équations intégrales

Remarque 2.1.1 Si le noyau K(x; t) = K(x� t) alors l�équation (2 :1 ) s�appelle équation

intégrale de Renewal.

2.1.2 Équations intégales non linéaires

Équation intégrale de Volterra

Dé�nition 2.1.3 On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espèce

une équation donné par la relation suivante :

u(x) = f(x) + �

xZ
a

K(x; t; u(t))dt; a � x � b (2.2)

où u(x) est une fonction inconnue, f(x) est une fonction donné, � est un paramètre réel ou

complexe et K(x; t) est un noyau.

� Si f(x) = 0 l�équation devient :

u(x) = �

xZ
a

K(x; t; u(t))dt;

est s�appele équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espèce homogène.

Une équation de la forme

f(x) =

xZ
a

K(x; t; u(t))dt;

est appelée équation intégrale de Volterra non linéaire de première espèce.

Équation intégrale de Fredholm

Dé�nition 2.1.4 On appelle équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espèce

toute équation donné par la relation suivante:

u(x)� �

bZ
a

K(x; t; u(t))dt = f(x);
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2.2. Réduction entre l�équation di¤érentielle et l�équation intégrale

où u(x) est une fonction inconnue, f(x) est une fonction donné, � est un paramètre réel ou

complexe et K(x; t) est un noyau.

� Si f(x) = 0 l�équation devient :

u(x) = �

bZ
a

K(x; t; u(t))dt

est s�appele équation intégrale de Fredholm non linéaire de seconde espèce homogène.

� Si f(x) 6= 0 alors elle est s�appele équations intégrales de Fredholm non linéaire de

seconde espèce non homogène.

Une équation s�écrit sous la forme:

f(x) =

bZ
a

K(x; t; u(t))dt;

est appelée équation intégrale de Fredholm non linéaire de première espèce.

Remarque 2.1.2 Si l�équation intégrale (2 :2 ) est écrite comme suit :

u(x) = g(x) + �

xZ
a

K(x; t)f(t; u(t))dt; a � x � b

alors elle est dite équation intégrale de Hammerstein Volterra, où u(x) est une fonction

inconnue et f(x) est une fonction donné, � est un paramètre réel ou complexe et K(x; t) est

un noyau.

2.2 Réduction entre l�équation di¤érentielle et l�équation

intégrale

La résolution de l�équation di¤érentielle linéaire de la forme

dny

dxn
+ a1(x)

dn�1y

dxn�1
+ ::::::+ an(x)y = F (x);

où ai(x) , i = 1; 2::::n sont des coe¢ cients continus avec les conditions initiales
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2.2. Réduction entre l�équation di¤érentielle et l�équation intégrale

y(0) = c0; y
0
(0) = c1; :::::; y

n�1(0) = cn�1;

peut être ramenée à la résolution d�une équation intégrale de Volterra de seconde espèce.

Illustrons notre a¢ rmation sur l�exemple de l�équation di¤érentielle du second ordre

d2y

dx2
+ a1(x)

dy

dx
+ a2(x)y = F (x):

y(0) = c0; y
0
(0) = c1:

Posons

u(x) =
d2y

dx2
:

D�où vu les conditions initiales on obtient successivement

dy

dx
=

xZ
0

u(t)dt+ c1

y =

xZ
0

(x� t)u(t)dt+ c1x+ c0:

Nous avons utilisé la formule

xZ
a

dx

xZ
a

dx:::::

xZ
a

f(x)dx =
1

(n� 1)!

xZ
a

(x� y)n�1f(y)dy:

Compte tenu de mettons l�équation di¤érentielle sous la forme

u(x) +

xZ
0

a1(x)u(t)dt+ c1a1(x) +

xZ
a

a2(x)(x� t)u(t)dt+ c1xa2(x) + c0a2(x) = F (x);

ou

u(x) +

xZ
0

(a1(x) + a2(x)(x� t))u(t)dt = F (x)� c1a1(x)� c1xa2(x)� c0a2(x);
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2.3. Équations intégrales singulières

Posons

K(x; y) = �[a2(x)(x� y) + a1(x)]

f(x) = F (x)� c1a1(x)� c1xa2(x)� c0a2(x):

Nous obtenons l�équation à la forme:

u(x) = f(x) +

xZ
a

K(x; y)u(y)dy;

i.e. : nous obtenons une équation intégrale de Volterra de seconde espèce.

2.3 Équations intégrales singulières

Dé�nition 2.3.1 On dit qu�une équation intégrale est singulière si l�une ou les deux bornes

de l�integrale sont in�nies, par exemple :

'(x) = f(x) + �

Z 1

0

sin(xt)'(t)dt

ou bien le noyau devient in�ni au voisinage des points de l�intégrale.

Par exemple si le noyau k(x,t) de l�équation integrale lineaire de Fredholm est de la

forme :

k(x; t) =
M(x; t)

jx� tj� 0 < � � 1;

avec M(x,t) une fonction bornée sur [a,b]x[a,b] .

Si � = 1 dans l�exemple précédent alors k(x; t) est appelé noyau de cauchy .

Remarque 2.3.1 L�équation integrale lineaire de Winer-Hoph et l�équation integrale non

lineaire d�Abel sont des équations integrales singuliéres.
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2.4. Existence et unicité de la solution des équations intégrales

2.4 Existence et unicité de la solution des équations

intégrales

La vocation de ce section est d�illustrer quelques résultas fondamentaux dans la théorie des

équations intégrales, notamment la question d�existence et d�unicité des solutions pour les

équations de second espèce. Cette étude est nécessaires avant toute démarche de résolution

numérique.

Dé�nition 2.4.1 Un ensemble G � Rm; est dit mesurable au sens de Jordan si la fonction
caractéristique �G(x), dé�nie par �G(x) = 1 pour x 2 �G(x) et pour x =2 �G(x), est Riemann
intégrable. La mesure de Jordan jGj est dé�nie par l�intégrale de �G(x) .

Remarque 2.4.1 Soit G un ensemble mesurable au sens de Jordan, l�adhérence G et la

frontière @G sont aussi mesurables au sens de Jordan, avec
��G�� = jGj etj@Gj = 0. Si G est

compact et mesurable au sens de Jordan, alors toute les fonctions f 2 C(G) est Riemann

intégrable.

Théorème 2.4.1 Soit G un ensemble non vide tel que G 2 Rmet G mesurable au sens de

Jordan, qui coïncide avec l�adhérence de son intérieur. Soit K : G � G ! C une fonction

continue.Alors l�opérateur linéaire A : C(G)! C(G) donné par

(A')(x) =

Z
G

k(x; t)'(t)dt; (2.3)

est appelé opérateur intégral à noyau continu k. Cet opérateur est borné, avec

kAk1 = maxx2G

Z
G

jk(x; t)j dt:

Preuve. Il est clair que l�opérateur A dé�ni (2.3) est un opérateur linéaire pour tout

' 2 C(G). De plus pour k'k1 � 1; on a:

j(A')(x)j �
Z
G

jk(x; t)j dt; x 2 G;

18



2.4. Existence et unicité de la solution des équations intégrales

d�où

kAk1 = sup
k'k1�1

kA'k1 � maxx2G

Z
G

jk(x; t)j dt:

Comme k est continu, il existe alors x0 2 G tel que:

Z
G

jk(x0; t)j dt = max
x2G

Z
G

jk(x; t)j dt:

Pour � > 0 on choisit une fonction  2 C(G) de la forme

 (t) =
k(x0; t)

jk(x0; t)j+ �
; t 2 G:

Alors k k1 � 1 et

k k1 � j(A )(x0)j =
Z
G

jk(x0; t)j2

jk(x0; t)j+ �
dt �

Z
G

jk(x0; t)j2 � �2

jk(x0; t)j+ �
dt

=

Z
G

jk(x0; t)j dt� � jGj :

Donc

kAk1 = sup
k'k1�1

kA'k1 � kA k1 �
Z
G

jk(x0; t)j dt� � jGj :

Et puisque, ceci est valable pour tout � > 0, on obtient

kAk1 �
Z
G

jk(x0; t)j dt = max
x2G

Z
G

jk(x; t)j dt

ce qui achève la preuve

Théorème 2.4.2 Soit A un opérateur linéaire borné d�un espace de Banach X dans lui

même, avec kAk < 1, et soit I l�opérateur identité sur X. Alors I � A admet un opérateur

inverse borné donné par la série de Neumann:
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2.4. Existence et unicité de la solution des équations intégrales

(I � A)�1 =

1X
k=0

Ak:

De plus



(I � A)�1


 � 1

1� kAk :

Preuve. Comme kAk < 1, on a la convergence absolue

1X
k=0



Ak

 � 1X
k=0

kAkk = 1

1� kAk ;

dans l�espace de Banach $(x), par conséquent la série de Neumann converge en norme et

dé�nit un opérateur linéaire borné

S =
1X
k=0

Ak;

avec kSk � (1� kAk)�1, De plus S est l�inverse de I � A.

En e¤et, en utilisant les notations A0 = I, Ak = AAk�1on peut voir que

(I � A)S = (I � A) lim
n!1

nX
k=0

Ak = lim
n!1

(I � An+1) = I;

De façon similaire:

S(I � A) = lim
n!1

nX
k=0

Ak(I � A) = lim
n!1

(I � An+1) = I;

puisque kAn+1k � kAkn+1 ! 0 , lorsque n!1

Théorème 2.4.3 Sous les hypothèses du théorème (2.4.2), la méthode des approximations

successives

'n+1 = A'n + f; n = 0; 1; 2:::: (2.4)

où '0 est arbitraire dans X, converge vers l�unique solution ' de l�équation ' � A' = f

pour toute f 2 X .

20



2.4. Existence et unicité de la solution des équations intégrales

Preuve. Il est aisé de voir que

'n = An'0 +
n�1X
k=0

AKf; n = 1; 2; ::::

d�où

lim
n!1

'n =

1X
k=0

Akf = (I � A)�1f:

Corollaire 2.4.1 Soit K un noyau continu véri�ant

max
x2G

Z
G

jk(x; t)j dt < 1:

Alors, l�équation intégrale de seconde espèce

'(x)�
Z
G

K(x; t)'(t)dt = f(x) x 2 G;

admet une unique solution ' 2 C(G) pour toute f 2 C(G). De plus, la méthode des

approximations successives

'n+1(x) =

Z
G

K(x; t)'n(t)dt+ f(x); n = 0; 1; 2; :::

converge uniformément vers cette solution pour tout '0 arbitraire dans C(G).

Théorème 2.4.4 Un opérateur linéaire A : X ! Y est compact si et seulement si pour

toute suite bornée ('n)n2N de X, on peut extraire de la suite (A'n) de Y une sous suite

convergente, i.e, si toute suite de l�ensemble fA' : ' 2 X; k'k � 1g contient une sous suite
convergente.

Dé�nition 2.4.2 On appele noyau faiblement singulier toute fonction k(x,t), dé�nie et con-

tinue sur G�G � Rm � Rm, sauf peut être aux points x = t et véri�e
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2.4. Existence et unicité de la solution des équations intégrales

8x; t 2 G; x 6= t;9M > 0 tel que jk(x; t)j �M jx� tj��m 0 < � � m: (2.5)

Théorème 2.4.5 Un opérateur intégral à noyau continu ou faiblement singulier est un

opérateur compact dans C(G) .

Théorème 2.4.6 Soit A un opérateur compacte d�une espace normé X dans lui-même alors

pour que l�équation non homogène

T' = '� A' = f;

admette une solution unique ' 2 X pour tout f 2 X il su¢ t que l�équation homogène

T' = '� A' = 0;

admette la solution triviale

u = 0:

Preuve. en e¤et, supposons que l�équation

'� A' = f;

admette une solution pour toutf 2 X alors veut ce dire que l�opérateur T est surjectif et le

nombre de Riesz est nul
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Chapitre 3

Résolutions numériques des équations

intégrales

3.1 Équation intégrale de Volterra

3.1.1 Méthode des approximations successives

La méthode d�approximations successives, également appelée méthode d�itération de Picard,

fournit un schéma qui peut être utilisé pour résoudre des problèmes de valeurs initiales ou

des équations intégrales. Cette méthode résout tout problème en trouvant approximations

successives à la solution en commençant par une approximation initiale, appelée approxi-

mation zéro.

Cas de l�équation intégrale linéaire

Soit l�équation intégrale linéaire de Volterra du second type:

u(x) = f(x) + �

xZ
0

K(x; t)u(t)dt; (3.1)

où u(x) est une fonction inconnue, f(x) est une fonction donné, � est un paramètre réel

ou complexe et K(x; t) est un noyau.

La méthode des approximations successives introduit la relation de récurrence
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3.1. Équation intégrale de Volterra

un(x) = f(x) + �

xZ
0

K(x; t)un�1(t)dt; n > 1; (3.2)

où l�approximation en zéro u0(x) peut être n�importe quelle fonction de valeur réelle sélective.

Nous commençons toujours par une estimation initiale pour u0(x), la plupart du temps nous

choisissons 0; 1; x pour u0(x), et en utilisant (3.2), plusieurs approximations successives uk,

k > 1 seront déterminées comme:

u1(x) = f(x) + �

xZ
0

K(x; t)u0(t)dt

u2(x) = f(x) + �

xZ
0

K(x; t)u1(t)dt

u3(x) = f(x) + �

xZ
0

K(x; t)u2(t)dt (3.3)

:

:

:

un(x) = f(x) + �

xZ
0

K(x; t)un�1(t)dt; n > 1:

La question de convergence de un(x) est justi�ée en notant le théorème suivant:

Théorème 3.1.1 [1]Si f(x) est continue sur l�intervalle 0 6 x 6 a, et que le noyau

K(x; t) est aussi continu sur le triangle 0 6 x 6 a, 0 6 t 6 x, la suite des approximations

successives un(x), n > 0 convergent vers la solution u(x) de l�équation intégrale à l�étude.

Il est intéressant de souligner que la méthode d�itération variationnelle (Voir [1]) admet

l�utilisation de la formule d�itération:

un+1(x) = un(x) +

xZ
�(�)

0

(
@un(�)

@�
� eun(�))d� (3.4)

Tandis que la méthode des approximations successives utilise la formule d�itération
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3.1. Équation intégrale de Volterra

un(x) = f(x) + �

xZ
0

K(x; t)un�1(t)dt; n > 1: (3.5)

Exemple 3.1.1 Résoudre l�équation intégrale de Volterra en utilisant la méthode des ap-

proximations successives

u(x) = 1�
xZ
0

(x� t)u(t)dt: (3.6)

Pour l�approximation zéro u0(x), on peut choisir

u0(x) = 1:

La méthode des approximations successives admet l�utilisation de la formule d�itération

un+1(x) = 1�
xZ
0

(x� t)un(t)dt; n > 0:

En remplaçant u0(x) par un+1(x) on obtient

u1(x) = 1�
xZ
0

(x� t)u0(t)dt = 1�
xZ
0

(x� t)dt = 1� 1

2!
x2

u2(x) = 1�
xZ
0

(x� t)u1(t)dt = 1�
xZ
0

(x� t)(1� 1

2!
t2)dt = 1� 1

2!
x2 +

1

4!
x4

u3(x) = 1�
xZ
0

(x� t)u2(t)dt = 1�
xZ
0

(x� t)(1� 1

2!
t2 +

1

4!
t4)dt = 1� 1

2!
x2 +

1

4!
x4 � 1

6!
x6

:

:

un+1(x) = 1�
xZ
0

(x� t)un(t)dt = 1�
1

2!
x2 +

1

4!
x4 � 1

6!
x6 + ::::::::+ (�1)n x2n

(2n)!
:

Par conséquent, nous obtenons

un+1(x) =
nX
k=0

(�1)k x
2k

(2k)!
:

La solution u(x) de (3.6) est:

u(x) = lim
n!1

un+1(x) = cosx:
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3.1. Équation intégrale de Volterra

Cas de l�équation intégrale non linéaire

Considérons l�équation intégrale non linéaire de Volterra du second type:

u(x) = f(x) +

xZ
0

K(x; t)F (u(t))dt; (3.7)

où u(x) est une fonction inconnue, K(x; t) est un noyau.

La méthode des approximations successives introduit la relation de récurrence

un+1(x) = f(x) +

xZ
0

K(x; t)F (un(t))dt; n > 0 (3.8)

où l�approximation en zéro u0(x) peut être n�importe quelle fonction de valeur réelle sélective.

Nous commençons toujours par une estimation initiale pour u0(x), la plupart du temps nous

choisissons 0; 1; x pour u0(x), et en utilisant (3.8), plusieurs approximations successives uk,

k > 1 seront déterminées comme

u1(x) = f(x) +

xZ
0

K(x; t)F (u0(t))dt

u2(x) = f(x) +

xZ
0

K(x; t)F (u1(t))dt

u3(x) = f(x) +

xZ
0

K(x; t)F (u2(t))dt (3.9)

:

:

:

un+1(x) = f(x) +

xZ
0

K(x; t)F (un(t))dt; n > 0:

Par conséquent, la solution u(x) est obtenue en utilisant

u(x) = lim
n!1

un+1(x): (3.10)
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3.1. Équation intégrale de Volterra

Théorème 3.1.2 [1]Si f(x) est continue sur l�intervalle 0 6 x 6 a, et que le noyau

K(x; t) est aussi continu sur le triangle 0 6 x 6 a, 0 6 t 6 x, la suite des approximations

successives un(x), n > 0 convergent vers la solution u(x) de l�équation intégrale à l�étude.

Il est intéressant de souligner que la méthode d�itération variationnelle (Voir [1]) admet

l�utilisation de la formule d�itération:

un+1(x) = un(x) +

xZ
�(�)

0

(
@un(�)

@�
� eun(�))d� (3.4)

Tandis que la méthode des approximations successives utilise la formule d�itération

un(x) = f(x) + �

xZ
0

K(x; t)un�1(t)dt; n > 1: (3.5)

Exemple 3.1.2 Utiliser la méthode des approximations successives pour résoudre l�équation

intégrale de Volterra non linéaire

u(x) = ex +
1

3
x
�
1� e3x

�
+

xZ
0

xu3(t)dt: (3.11)

Pour l�approximation zéro u0(x), on peut choisir

u0(x) = 1: (3.12)

La méthode des approximations successives admet l�utilisation de la formule d�itération

un+1(x) = ex +
1

3
x
�
1� e3x

�
+

xZ
0

xu3n(t)dt: (3.13)

En remplaçant (3.12) par (3.13) on obtient les approximations

27



3.1. Équation intégrale de Volterra

u0(x) = 1

u1(x) = ex +
1

3
x
�
1� e3x

�
+

xZ
0

xu30(t)dt = 1 + x+
1

2!
x2 � 4

3
x3 � 35

24
x4 � 67

60
x5 + ::::::::::

u2(x) = ex +
1

3
x
�
1� e3x

�
+

xZ
0

xu31(t)dt = 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 � 67

60
x5 + ::::::::::

u3(x) = ex +
1

3
x
�
1� e3x

�
+

xZ
0

xu32(t)dt = 1 + x+
1

2!
x2 +

1

3!
x3 +

1

4!
x4 +

1

5!
x5 +

1

6!
x6 + ::::::::::

Par conséquent, la solution u(x) de (3.11) est donnée par:

u(x) = lim
n!1

un(x) = ex:

3.1.2 Méthode de la solution en série

Cas de l�équation intégrale linéaire:

Une fonction réelle u(x) est appelée analytique si elle a des dérivées de tous les ordres tels

que la série de Taylor en tout point b dans son domaine

u(x) =
1X
k=0

fk(b)

k!
(x� b)k; (3.14)

converge vers f(x) dans un voisinage de b. Pour simpli�er, la forme générique de la série de

Taylor à x = 0 peut être écrite comme

u(x) =
1X
k=0

anx
n: (3.15)

Dans cette section nous présenterons une méthode utile, qui provient principalement de

la série de Taylor pour les fonctions analytiques, pour résoudre les équations intégrales de

Volterra. Supposerons que la solution u(x) de l�équation intégrale de Volterra

u(x) = f(x) + �

xZ
0

K(x; t)u(t)dt; (3.16)
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est analytique et possède donc une série de Taylor de la forme donnée dans (3.15), où les

coe¢ cients an seront déterminés de façon récurrente. La substitution (3.15) des deux côtés

de (3.16) donne

nX
k=0

anx
n = T (f(x)) + �

xZ
0

K(x; t)(
nX
k=0

ant
n)dt; (3.17)

ou pour simpli�er, nous utilisons

a0 + a1x+ a2x
2 + ::::::anx

n = T (f(x)) + �

xZ
0

K(x; t)(a0 + a1t+ a2t
2 + ::::::+ ant

n)dt (3.18)

où T (f(x)) est la série de Taylor pour f(x). L�équation intégrale (3.16) sera convertie en

une intégrale traditionnelle dans (3.17) ou (3.18) où au lieu d�intégrer la fonction inconnue

u(x), des termes de la forme tn, n > 0 seront intégrés. Notons que parce que nous cherchons
une solution en série, si f(x) comprend des fonctions élémentaires telles que des fonctions

trigonométriques, des fonctions exponentielles,.. etc, il faut utiliser des extensions de Taylor

pour des fonctions impliquées dans f(x).

Exemple 3.1.3 Résoudre l�équation intégrale de Volterra en utilisant la méthode de la so-

lution en série

u(x) = 1 + �

xZ
0

u(t)dt: (3.19)

En remplaçant u(x) par la série

u(x) =

nX
k=0

anx
n: (3.20)

Dans les deux côtés de l�équation (3.19) conduit à

nX
k=0

anx
n = 1 + �

xZ
0

(
nX
k=0

ant
n)dt:

L�évaluation de l�intégrale à droite donne

nX
k=0

anx
n = 1 +

nX
k=0

1

n+ 1
anx

n+1;
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qui peut être réécrit comme

a0 +

nX
k=1

anx
n = 1 +

nX
k=1

1

n
an�1x

n:

De sorte que:

a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3:::: = 1 + a0x+
1

2
a1x

2 +
1

3
a2x

3:::: (3.21)

ce qui implique que l�on a:

a0 = 1;

a1 = a0;

a2 =
1

2
a1

:

:

:

an =
1

n
an�1; n > 1:

D�où ce résultat donne an =
1

n!
; n > 0:

La substitution de ce résultat en (3.20) donne la solution en série:

u(x) =
nX
k=0

1

n!
xn;

qui converge vers la solution exacte u(x) = ex:

Il est intéressant de souligner que ce résultat peut être obtenu en égalisant des coe¢ cients

de termes semblables dans les deux côtés de (3.21), où l�on trouve

a0 = 1; a1 = a0 = 1

a2 =
1

2
a1 =

1

2!

:

:

an =
1

n
an�1 =

1

n!
; n > 0:

Ceci conduit au même résultat obtenu avant en résolvant la relation de récurrence.
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Cas de l�équation intégrale non linéaire

La forme générique de la série de Taylor à x = 0 peut être écrite comme

u(x) =
1X
n=0

anx
n: (3.22)

Nous supposerons que la solution u(x) de l�équation intégrale de Volterra non linéaire

u(x) = f(x) +

xZ
0

K(x; t)F (u(t))dt; (3.23)

est analytique et possède donc une série de Taylor de la forme donnée dans (3.22), où les

coe¢ cients seront déterminés de façon récurrente. La substitution (3.22) des deux côtés de

(3.23) donne

1X
n=0

anx
n = T (f(x)) +

xZ
0

K(x; t)(F

 1X
n=0

ant
n

!
)dt: (3.24)

Ou

a0 + a1x+ a2x
2 + :::::: = T (f(x)) +

xZ
0

K(x; t)F (a0 + a1t+ a2t
2 + ::::::)dt; (3.25)

où T (f(x)) est la série de Taylor pour f(x). L�équation intégrale (3.23) sera convertie en

une intégrale traditionnelle dans (3.24) ou (3.25) où au lieu d�intégrer le terme non linéaire

F (u(x)), des termes de la forme tn, n > 0 seront intégrés. Notons que parce que nous

cherchons une solution en série, si f(x) comprend des fonctions élémentaires telles que des

fonctions trigonométriques, des fonctions exponentielles,.. etc, il faut utiliser des extensions

de Taylor pour des fonctions impliquées dans f(x).

Exemple 3.1.4 Résoudre l�équation intégrale de Volterra non linéaire suivante en utilisant

la méthode de la solution en série

u(x) = 1 + x� 1
2
x2 � 1

3
x3 � 1

12
x4 +

xZ
0

(x� t)u2(t)dt: (3.26)
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L�utilisation de la forme de série (3.22) dans les deux côtés de (3.26) donne

a0 + a1x+ a2x
2 + :::::: = 1 + x� 1

2
x2 � 1

3
x3 � 1

12
x4 +

xZ
0

(x� t)(a0 + a1t+ a2t
2 + ::::::)2dt:

En intégrant l�intégrale sur le côté droit, et en recueillant des puissances semblables de x on

obtient

a0+a1x+a2x
2+a3x

3+::: = 1+x+
1

2

�
a20 � 1

�
x2+

1

3
(a0a1 � 1)x3+

1

12

�
a21 + 2a0a2 � 1

�
x4+:::

Equation des coe¢ cients de puissances identiques de x dans les deux côtés rendements

a0 = 1; a1 = 1; an = 0 pour n > 2:

La solution exacte est donnée par

u(x) = x+ 1:

3.1.3 Méthode des trapèzes

Rappelons que l�équation intégrale de Volterra, est donnée comme suite:

u(x) = g(x) +

xZ
a

K(x; y)u(y)dy: (3.27)

Notre objectif est d�approximer la solution u de le équation (3 :27 ) sur un système de

n�uds x0 = a � x1 � ::::::: � xj � xn = b: On suppose que ce système est équidistant i.e

:xj = a+jh; j = 1; 2::::n où h est le pas de la discrétisation voulue, pour se faire en exigeant

que l�égalité (3.27) ait lieu uniquement en ces noeuds, donc l�équation (3.27) devient:

u(xj) = g(xj) +

xZ
a

K(xj; y)u(y)dy: (3.28)

La méthode des trapèzes, est usuelle dans le but d�approcher numériquement la quantité

qui se présente sous forme intégrale dans cette équation, ceci nous amène à une seconde

discrétisation par rapport à la variable d�intégration y.

Si on pose y = (xj)0�i�j ; il vient :

32



3.1. Équation intégrale de Volterra

u(xj) = g(xj) +

"
h

2
K(xj; y0)u(y0) + h

j�1X
i=0

K(xj; yi)u(yi) +
h

2
K(xj; yj)u(yj)

#
;

avec les notations u(xj) = uj; g(xj) = gj;K(xj; yi) = Kji cette formule devient :

uj = gj +

"
h

2
Kj0u0 + h

j�1X
i=0

Kjiui +
h

2
Kjjuj

#
:

En général

uj(1�
h

2
Kjj) = gj +

"
h

2
Kj0y0 + h

j�1X
i=0

Kjiui

#
: (3.29)

Il résulte immédiatement de l�équation (3.28), pour j = 0 la valeur de u(a) = g(a), d�où

u0 = g0: (3.30)

Cette discrétisation nous à fournie alors un système d�équations algèbriques linéaires, de la

forme : Au = b, où A est une matrice triangulaire inférieur

A =

2666666664

1 0 : : 0

�h
2
k10 1� h

2
k11 : : :

: : : : :

: : : : :

�h
2
k1n : : : 1� h

2
knn

3777777775
u = (u0; u1; u2; :::un)

t; b = (g0; g1; :::gn)
t; pour la solubilité du système (3.29), un rôle essentiel

revient au déterminant de la matrice A, étudient alors le comportement de ce dernier.

Cette matrice, elle a pour déterminant

D = (1� h

2
K11)(1�

h

2
K22):::::::(1�

h

2
Knn);

soit M = max
1�j�n

jKjjj Il en résulte évidement

D � (1� h

2
M)n = (1� b� a

2n
M)n = (1� h

2
M)

b�a
h ;

le second membre de cette inégalité est non nul pour tout h su¢ samment petit, il en croit

avec la diminution de h. Ainsi,(1� h
2
M) est pour h deux fois moindre
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(1� h

4
M)2 = 1� h

2
M +

h2

16
M2:

Lorsque h! 0, le second membre de (3.30) tend vers e�(b�a)
M
2 :

Algébriquement dit, le déterminant du système (3.29) est non nul et ne tend pas vers 0

avec h, ce qui prouve justement l�absence des valeurs propres de l�équation de Volterra.

3.1.4 Méthode de Simpson modi�ée

Dans cette partie nous allons introduire la méthode de Simpson modi�ée pour la résolution

numérique des équations intégrales de Volterra de second type à noyau régulier, l�idée prin-

cipale est basée sur l�adaptation de la règle de quadrature de Simpson. Ainsi pour tester

l�e¢ cacité de cette méthode, nous allons traiter quelques exemples numériques.

On considère l�équation

'(x)�
xZ
a

K(x; t)'(t)dt = f(x); a � x � b: (3.31)

Notre objectif est d�approcher la solution de cette équation sur un ensemble de points [a,b]

de en utilisant la règle de quadrature de Simpson. Alors, d�après le théorème suivant :

Théorème 3.1.3 Soient g 2 C2 [a; b] et un entier naturel pair. Alors pour le reste

Rs (g) =

Z
g(x)dx�h

3
[g(x0) + 4g(x1) + 2g(x2) + 4g(x3) + 2g(x4) + :::+ 2g(xn�2) + 4g(xn�1) + g(xn)]

de la règle composite de Simpson, on a l�estimation

jRs (g)j �
1

180
h4 (b� a)



g(4)

1 :
On concernons l�estimation de l�erreur sur un sous-intervalle [� ; � + 2h] on a

�+2hZ
�

Kx(t)'(t)dt =
h

3
[Kx(�)'(�) + 4Kx(� + h)'(� + h) +Kx(� + 2h)'(� + 2h)]�

h5

90
(Kx(�)'(�))

(4):
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Ceci est important, dans le sens où l�erreur d�intégration E(h) sur deux segments par la

règle de Simpson est proportionnelle à h5. En autre, on note que, si le segment h est réduit

de moitié, alors E(h=2) t 1
16
E(h) .

Soit a = x0 < x1 < ::: < x2j�1 < x2j < ::: < x2n une subdivision de l�intervalle [a,b]. En

exigeant que l�équation (3.31) soit véri�ée sur chaque n�ud x2j, et on écrit

'(x2j)�
x2jZ
a

K(x2j; t)'(t)dt = f(x2j):

Ce qui s�écrit aussi

'(x2j)�
j�1X
i=0

x2j+2Z
x2j

K(x2j; t)'(t)dt = f(x2j): (3.32)

Dans la suite, pour la simplicité on utilise les notations '2j, f2j, K2j;2i au lieu de '(x2j)

,f(x2j) ,K(x2j; t2i). En utilisant la règle de quadrature de Simpson, l�équation discrète (3.32)

devient:

'2j = f2j +

j�1X
i=0

h

3
(K2j;2i'2i + 4K2j;2i+1'2i+1 +K2j;2i+2'2i+2):

Pour h su¢ samment petit, une approximation de '2j devient possible, en approchant la

solution '2i+1au n�ud x2i+1 par la moyenne
'2i+'2i+2

2
, donc on a

'2j = f2j +

j�1X
i=0

h

3

�
K2j;2i'2i + 4K2j;2i+1

'2i + '2i+2
2

+K2j;2i+2'2i+2

�

= f2j +

j�1X
i=0

h

3

�
(K2j;2i + 2K2j;2i+1)'2i + (2K2j;2i+1 +K2j;2i+2)'2i+2

	
= f2j +

j�1X
i=0

h

3
(K2j;2i + 2K2j;2i+1)'2i +

j�1X
i=0

h

3
(2K2j;2i+1 +K2j;2i+2)'2i+2

= f2j +

j�1X
i=0

h

3
(K2j;2i + 2K2j;2i+1)'2i +

jX
i=0

h

3
(2K2j;2i�1 +K2j;2i)'2i:

Ainsi, on écrit
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'2j = f2j +
h

3
(K2j;0 + 2K2j;1)'0 +

h

3
(2K2j;2j�1 +K2j;2j)'2j

+
2h

3

j�1X
i=0

(K2j;2i�1 +K2j;2i +K2j;2i)'2i:

D�où, pour j = 1; :::; n

'2j

�
1� h

3
(2K2j;2j�1 +K2j;2j)

�
= f2j +

h

3
(K2j;0 + 2K2j;1)'0

+
2h

3

j�1X
i=0

(K2j;2i�1 +K2j;2i +K2j;2i)'2i:

A partir de l�équation (3.31), il est claire que '(x0) = f(x0), ie,'0 = f0.

Exemple 3.1.5 On considère l�équation de Volterra

'(x)�
xZ
�1

ex�t'(t)dt = 2� ex+1; � 1 � x � 1;

telle que la solution exacte est '(x) = 1. Les résultats numériques sont présentés dans

le tableau suivant :

t h = 0.1 h = 0.05 h = 0.025

-1.0 0 0 0

-0.8 1.37577E-07 8.55288E-09 5.32963E-10

-0.6 3.43374E-07 2.13204E-08 1.32786E-09

-0.4 6.51221E-07 4.03833E-08 2.52112E-09

-0.2 1.11172E-06 6.88414E-08 4.29281E-09

0.0 1.80057E-06 1.11320E-07 6.93944E-09

0.2 2.83099E-06 1.74730E-07 1.08812E-08

0.4 4.37238E-06 2.69410E-07 1.67856E-08

0.6 6.67807E-06 4.10718E-07 2.55695E-08

0.8 1.01271E-05 6.21688E-07 3.86717E-08

1.0 1.52864E-05 9.36628E-07 5.82840E-08

Tableau 3.1 Méthode de simpson modé�ée, erreur absolue
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Exemple 3.1.6 On considère l�équation

'(x)�
xZ
0

e�(x�t)'(t)dt = 1; 0 � x � 1;

telle que la solution exacte est '(x) = 1 + x. Les résultats numériques sont présentés dans

le tableau ci-dessous

t h = 0.1 h = 0.05 h = 0.025

0.0 0 0 0

0.2 5.66099E-07 3.54109E-08 2.21257E-09

0.4 1.15495E-06 7.22079E-08 4.51245E-09

0.6 1.76488E-06 1.10389E-07 6.90124E-09

0.8 2.39757E-06 1.49965E-07 9.37416E-09

1.0 3.05245E-06 1.90928E-07 1.19362E-08

Tableau 3.2 Méthode de simpson modé�ée, erreur absolue

3.2 Équation intégrale de Fredholm

3.2.1 Méthodes de résolution approchées

On considère l�équation intégrale

'(x) = fx) +

Z
G

K(x; t)'(t)dt; x 2 G: (3.33)

avec G � Rn, m � 1 un ensemble mesurable au sens de Jordan.

Méthodes du noyau dégénéré

La méthode du noyau dégénéré est une méthode classique bien connue pour résoudre

numériquement les équations intégrales de second type, et elle est l�une des méthodes

numériques les plus simple à dé�nir et analyser. L�idée principale consiste à remplacer
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le noyau de l�équation intégrale par un noyau dégénéré, précisément on approxime le noyau

K(x; t) de l�équation (3.33) par une suite de noyaux dégénérés,

Kn(x; t) =
nX
i=1

ai(x)bi(t); n � 1 (3.34)

où a1; :::; an et b1; :::; bn sont des éléments de X, tels que a1; :::; an sont linéairement indépen-

dants. En tenant compte du théorème (1.4.1) aplliqué aux opérateurs I�A et I�An, cette
approximation devient plus e¢ cace en terme de convergence, si elle est réalisée de sorte que

l�opérateur intégral associé An(') = X ! X dé�ni par

An(') =
nX
i=1

h'; bii ai;

satisfait la condition

lim
n!1

kAn � Ak = 0:

Sur C(G), muni de la norme de la convergence uniforme, cela signi�e exactement

max
x2G

Z
G

jKn(x; t)�K(x; t)j dt! 0 quand n!1:

Généralement, nous voulons que cette convergence soit rapide pour obtenir une convergence

rapide de 'n vers la solution ' où 'n est la solution approchée de l�équation approximante

'n(x) = f(x) +

Z
G

Kn(x; t)'n(t)dt x 2 G:

Théorème 3.2.1 Toute solution de l�équation

'n = f +

nX
i=1

h'; bii ai;

s�écrit sous la forme

'n = f +

nX
j=1

cjaj;
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où les coe¢ cients c1; :::; cn sont solutions du système

ci �
nX
j=1

cj haj; bii = hf; bii ; i = 1; ::n: (3.35)

Preuve. Voir[7]

Approximation par la série de Taylor On considère l�équation intégrale unidimen-

sionnelle

'(x)�
bZ
a

K(x; t)'(t)dt = f 0(x); a � x � b .

Supposons que le noyauK admet un développement en série entière par rapport à la première

variable x

K(x; t) =
1X
i=1

Ki(x)(t� a)i; (3.36)

ou par rapport à t

K(x; t) =
1X
i=1

Ki(t)(x� a)i:

Soit Kn la somme partielle des n premiers termes de la série (3.36)

Kn(x; t) =

n�1X
i=0

Ki(x)(t� a)i:

En utilisant la notation (3.34), est une suite de noyaux dégénérés

ai(x) = Ki�1(x); bi(t) = (t� a)i�1 i = 1; ::; n:

Le système linéaire (3.35) devient

ci �
nX
j=1

cj

bZ
a

(t� a)i�1Kj�1(t)dt =

bZ
a

f(t)(t� a)i�1dt i = 1; ::n;

et la solution 'n est donnée par

39



3.2. Équation intégrale de Fredholm

'n(x) = f(x) +
n�1X
i=0

ci+1Ki(x):

Interpolation du noyau

L�interpolation, est l�une des méthodes d�approximation de la fonction noyau par un

noyau dégénéré. Il existe di¤érents types d�interpolation, mais nous allons présenter ici

l�interpolation en utilisant seulement les valeurs de K(x,t). Notons aussi qu�il existe plusieurs

fonctions d�interpolation, y compris les polynômes, les polynômes trigonométriques(Voir [7]),

les fonctions splines(Voir [3]), et autres. Nous allons décrire le cadre général de cette ap-

proche, et nous illustrons ces idées par des cas particuliers.

Soit  1(x); :::;  n(x) une base pour l�espace des fonctions d�interpolation. Par exemple,

pour l�espace des polynômes de degrés < n, on utilise la base

 i(x) = xi�1; 1 � i � n:

Soit x1; :::; xn un système de noeuds (points d�interpolation) de l�ensemble G, et g une

fonction arbitraire dans C(G). Le problème d�interpolation peut être énoncé comme suit :

Soit g1; :::; gn , n points distincts, trouver une fonction

P (x) =
nX
j=1

cj j(x);

telle que P (xi) = gi , i = 1; ::; n:

Ainsi, nous allons déterminer les coe¢ cients c1; :::; cn solutions du système linéaire

nX
j=1

cj j(xi) = gi; i = 1; :::; n:

Dé�nition 3.2.1 Soit x1; :::; xn un système de noeuds. Alors

Li(x) =

nY
i=1;i6=j

x� xj
xi � xj

; (3.37)

est appelé le i-ème polynôme de Lagrange. C�est un polynôme de degré n, il s�annule en

tout xj, sauf en xi où il prend la valeur 1. On écrit ceci, à l�aide de delta de Kronecker

Li(x) =

8<: 0: i 6= j

1: i = j
:
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Donc, pour la donnée d�une fonction arbitraire g

P (x) =
nX
j=1

g(xi)Li(x);

est une solution du problème d�interpolation énoncé ci-dessus.

Théorème 3.2.2 Si on se donne un système de noeuds x1; :::; xn, et les données g(x1); :::; g(xn)

, alors il existe un polynôme unique, noté P , satisfait P (xi) = g(xi); i = 1; :::; n. Ce

polynôme s�écrit dans la base de Lagrange

P (x) =

nX
j=1

g(xi)Li(x);

où Li(x) est donné par (3.37)

Interpolation gauche du noyau

Soit:

Kn(x; t) =
nX
j=1

Lj(x)K(xj; t);

alors Kn(xi; t) = K(xi; t); i = 1; :::; n, pour tout t 2 G .

Le système linéaire associé à la méthode du noyau dégénéré est (I � An)'n = f est

ci �
nX
j=1

cj

Z
G

Lj(t)K(xi; t)dt =

Z
G

K(xi; t)f(t)dt; i = 1; ::n:

La solution 'n est donnée par

'n(x) = f(x) +

nX
j=1

ciLi(x):

Interpolation droite du noyau

Soit:

Kn(x; t) =

nX
j=1

K(x; xj)Lj(t):

41



3.2. Équation intégrale de Fredholm

Alors Kn(x; xi) = K(x; xi), pour tout x 2 G; i = 1; :::; n. La méthode du noyau dégénéré

est donnée par

'n(x) = f(x) +
nX
j=1

cjK(x; xj);

avec cj sont solutions du système

ci �
nX
j=1

cj

Z
G

Li(x)K(x; xj)dt =

Z
G

Li(x)f(x)dx; i = 1; ::n:

Interpolation linéaire par morceaux :

Soit G = [a; b]; n � 1; h = (b � a)=n; et xi = a + ih; i = 0; :::; n. Étant donné une

fonction g 2 C[a; b]. Nous allons interpoler cette fonction aux points (xi) en utilisant

l�interpolation linéaire par morceaux. Pour i = 1; :::; n, on dé�ni un opérateur de projection

Pn :C[a; b]! C[a; b] par:

Png(x) =
(xi � x)g(xi�1) + (x� xi�1)g(xi)

h
; xi�1 � x � xi . (3.38)

En introduisant se qu�on appelle les fonctions chapeaux, dite aussi fonctions cardinales, qui

dé�nissent une base de Lagrange

Li(x) =

8>>><>>>:
1
h
(x� xi�1); xi�1 � x � xi; i � 1

1
h
(xi+1 � x); xi � x � xi+1; i � n� 1

0 ailleurs:

L�opérateur de projection (3.38) s�écrit

Png(x) =
nX
i=0

g(xi)Li(x): (3.39)

Il est linéaire et borné avec kPnk1 = 1. En e¤et, de (3.39) nous avons

kPnk1 � maxx2G

nX
i=1

jLi(x)j :

Choisissons maintenant x 2 G tel que

nX
i=1

jLi(x)j = max
x2G

nX
i=1

jLi(x)j ;
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et une fonction f 2 C(G) avec kfk1 = 1 et

nX
i=1

f(xi)Li(x) =

nX
i=1

jLi(x)j :

Alors

kPnk1 � kPnfk1 � jPnf(x)j = maxx2G

nX
i=1

jLi(x)j ;

donc on a l�égalité

kPnk1 = maxx2G

nX
i=1

jLi(x)j :

Et comme Li � 0, pour tout i = 0; :::; n, on a
nP
i=0

jLi(x)j =
nP
i=0

Li(x) = 1 pour tout x 2 [a; b].
D�où kPnk1 = 1.

Théorème 3.2.3 Soit g 2 C2 [a; b]. Alors, pour l�erreur d�interpolation linéaire par morceaux,
nous avons l�estimation suivante

kPng � gk1 �
1

8
h2 kgnk1 :

Preuve. Evidemment, le maximum de jPng � gj dans [xi; xi+1] est atteint en un point
intérieur � tel que g0(�) = (Png)

0(�) = [g(xi+1) � g(xi)]=h. Sans perte de généralité nous

pouvons supposer que � � xi � h
2
. Puis, en utilisant la formule de Taylor, on trouve

(Png)(�)� g(�) = g(xi) + (Png)
0(�)(� � xi)� g(�)

= g(xi)� g(�)� (xi � �)g0(�) =
1

2
(xi � �)2g00(�);

avec � 2 ]xi; �[. Par conséquent

max j(Png)(x)� g(x)j � 1

8
h2 kg"k1

En interpolant K(x; t) par rapport à x, on a:
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Kn(x; t) =
(xi � x)K(xi�1; t) + (x� xi�1)K(xi; t)

h
; xi�1 � x � xi (3.40)

pour i = 1; :::; n; a � t � b. Les coe¢ cients de la matrice associée au système (3.40) sont

donnés par

hai; bii =
xi+1Z
xi�1

Li(t)K(xi; t)dt:

Pour calculer ces intégrales, nous essayons de choisir une méthode numérique d�intégration

qui exigera seulement quelques points de quadrature sur l�intervalle d�intégration, avec une

erreur d�intégration de même ordre que l�erreur commise sur la solution approchée 'n(x).

Dans notre cas, la formule de Gauss-Legendre à deux points

hZ
0

y(x)dx t
h

2

�
y

��
1� 1p

3

�
h

2

�
+ y

��
1 +

1p
3

�
h

2

��
;

est tout à fait su¢ sante, une fois appliquée sur chaque sous intervalle [xi�1; xi].

Les côtés droits de (3.40) sont donnés par

hf; bii =
bZ
a

f(t)K(xi; t)dt:

Du théorème (3.2.2), il en résulte que l�estimation de l�erreur commise dans l�approximation

d�un opérateur intégral A à noyau deux fois continûment di¤érentiable par un opérateur à

noyau dégénéré An en utilisant l�interpolation linéaire par morceaux est donnée par

kAn � Ak1 �
1

8
h2(b� a)





@2K@x2





1
:

Donc, d�après les théorèmes (1.4.1) et (1.4.2) appliquées aux opérateurs I � A et I � An,

l�erreur d�approximation de la solution de l�équation intégrale correspondante est d�ordre

O(h2):

Approximation par la série de Fourier généralisée

Soit X = L2(G) un espace d�Hilbert, et A : X ! X un opérateur intégral compact.
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On muni X du produit scalaire

hf; gi =
Z
G

w(x)f(x)g(x)dx;

où la fonction poids w(x) véri�e les propriétés suivantes

�Pour presque tout x 2 X;w(x) � 0 .
�Pour tout n � 0

Z
G

w(x) jxjn dx <1:

�Si f 2 C(G) et f non négative sur G, alors

Z
G

w(x)f(x)dx = 0 =) f(x) � 0:

Soit f 1; :::;  n; ::g un système orthonormal complet dans L2(G). C�est à dire
1. h n;  mi = �nm pour 1 � n;m <1:

2. Si ' 2 L2(G) et si h';  ni = 0 pour tout n � 1; alors ' = 0:
Alors, pour tout ' 2 L2(G), on peut écrire

'(x) =
1X
i=1

h';  ii i(x):

C�est la série de Fourier généralisée de ' par rapport à f ig, elle converge dans L2(G).
Nous pouvons donc appliquer ce développement dans l�approximation de K(x; t), par

rapport à l�une des variables.

En choisissant la première variable x, on a

K(x; t) =

1X
i=1

 i(x)bi(t);

avec

bi(t) = hK(:; t);  ii =
Z
w(x)K(x; t) i(x)dx:

On dé�ni le noyau d�approximation dégénéré par
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K(x; t) =

1X
i=1

 i(x)bi(t):

L�équation (I � An)'n = fn est résolue par

'n = f(x) +
nX

i=1

ci i(x):

De (3.35), les coe¢ cients ci sont solution du système

ci �
nX
j=1

cj

Z
G

 j(t)bi(t)dt =

Z
G

bi(t)f(t)dt; i = 1; ::n:

Méthodes de projection

Dans toutes les methodes de projection, on étudie la résoltion de l�équation intégralede

fredholm de deuxiéme espéce

�u(x)�
Z
D

K(x; t)u(t)dt = f(x); (3.41)

où D est un fermé et borné et V un espace completde fonction, tel que V = C(D) ou

bien V = L2(D) presque partout. On choisit une suite �nie d�approximation de sous espaces

Vn, tel que Vn � V , n > 1 et Vn de dimension kn Soit une base f�1; �2; ::::; �ng de Vn le
principe de la méthode de projection consiste à trouver une suite de fonction un 2 Vn tel

que

un(x) =
knX
j=0

cj�j(x); 8x 2 D:

On introduit le résidu rn(x) pour approcher la solution de l�équation intégrale (3 :41 )

rn(x) = �un(x)�
Z
D

K(x; t)un(t)dt� f(x)

rn(x) =
knX
j=1

cj

�
��j(x)�

Z
D

K(x; t)�j(t)dt

�
� f(x);

dans ce cas un est une approximation de la solution u de l�équation intégrale (3 :41 ) on

note

u � un:
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On remarque aussi que l�équation intégrale (3 :41 ) qui peut étre écrit sous la forme

notation d�opérateur, tel que

(�� �)u = f;

dans ce cas le résidu rn(x) est écrit sous la forme

rn = (�� �)u� f;

les coe¢ cients fc1; c2; ::::; ckng doivent étre choisis de telle sorte que

rn(x)! 0:

Méthode de collocation Pour résoudre l�équation de Fredholm de deuxiéme espéce

(3 :41 ), on va choisir des points distincts x1; x2; :::xkn 2 D telle que

rn(xi) = 0; i = 1; ::::::kn;

qui vont déterminer les coe¢ cients fc1; c2; ::::; ckng comme solution du systéme linéaire
knX
j=1

cj

�
��j(xi)�

Z
D

K(xi; t)�j(t)dt

�
= f(xi); i = 1; ::::::kn;

d�ou
knX
j=1

cj��j(xi) =
knX
j=1

Z
D

K(xi; t)�j(t)dt+ f(xi); i = 1; ::::::kn:

Nous introduisons un opérateur de projection Pn : V ! Vn avec V = C(D):

Soit u 2 C(D) on dé�ni Pn u comme élément Vn l�interpolation de u aux points

fx1; x2; :::xkng

Pn u(x) = �un(x) = �

knX
j=1

cj�j(x);

donc

Pn u(xi) =
knX
j=1

Z
D

K(xi; t)�j(t)dt+ f(xi) =

knX
j=1

cj��j(xi); i = 1; ::::::kn;

en posant aj = cj�, on peut écrire

Pn u(x) =
knX
j=1

aj�j(x); x 2 D
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les coe¢ cients fajg sont déterminés par la résolution du systéme

knX
j=1

aj�j(xi) = u(xi); i = 1; ::::::kn;

ce système admet une solution unique si

det
�
�j(xi)

�
6= 0;

cette condition signi�e que les fonctions
�
�1; �2; ::::; �kn

	
constituent un systéme linèaire-

ment indèpendant.

Exemple 3.2.1 Si par exemple �j(x) = xj alors

det
�
�j(xi)

�
= det

�
xj
�
6= 0:

Ce déterminant est le déterminant Vandermonde il n�est pas nul.

Pour tout i, (1 6 i 6 kn) ; soit li 2 Vn avec

Vn = vect f1; x; :::::xng

li(xj) = �ij =

�
1; i = j

0 , i 6= j

Pnu (x) =
knX
j=1

aj�j(x) x 2 D;

le systéme (li) est le systéme de polynôme d�interpolation de Lagrange

li (x) =
knY

j=0; j 6=i

x� xj
xi � xj

i = 0; 1; ::::kn:

Méthode Galerkin Application de la méthode de colloction

Soit V = L2(D) l�espace d�Hilbert des fonctions de carré intégrale sur D.On note par

h:; :i le produit scalaire sur V. Soit f�ig un système de fonctions orthogonales telle que

hrn;�ii = 0; i = 1; :::; kn;

comme :
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rn(x) =

kkX
j=1

24cj
8<:��j(x)�

Z
D

K(x; y)�j(x)

9=;
35� f(x);

donc :

hrn;�ii =
kkX
j=1

[cj f� h�j;�ii � hK�j;�iig]� hf;�ii = 0; (i = 1; :::; kn) :

C�est le système linéaire de Galerkin. Il su¢ t de déterminer les con¢ cients ci .

Application de la méthode de Galerkin

Soit à chercher une solution approchée de l�équation intégrale

�u(x)�
bZ
a

K(x; t)u(t)dt = f(x);

par la méthode de Galerkin. On choisit un système de fonctions f�jg linéairement indépen-
dentes dans V = L2 (a; b) : On cherche une solution approchée sous la forme

un(x) =
1

�

"
f(x) +

nX
i=1

Ai�i(x)

#
:

On a le résidu

rn(x) = �un(x)�
bZ
a

K(x; t)un(t)dt� f(x);

donc

rn(x) = f(x) +

nX
j=1

Aj�j(x)�
1

�

bZ
a

K(x; t)

"
f(t) +

nX
j=1

Aj�j(t)

#
dt� f(x);

d�ou

rn(x) =
1

�

nX
j=1

Aj

24��j(x)� bZ
a

K(x; t)�j(t)dt

35� 1

�

bZ
a

K(x; t)f(t)dt;

d�aprés
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hrn;�ii = h�rn;�ii =
bZ
a

�rn(x)�i(x)dx = 0

bZ
a

0@ nX
j=1

Aj

24��j(x)� bZ
a

K(x; t)�j(t)dt

35� bZ
a

K(x; t)f(t)dt

1A�i(x)dx = 0;
il vient

nX
j=1

Aj

0@� bZ
a

�j(x)�i(x)dx�
bZ
a

bZ
a

K(x; t)�j(t)�i(x)dtdx

1A =

bZ
a

bZ
a

K(x; t)f(t)�i(x)dtdx:

On pose

�ij =

bZ
a

�j(x)�i(x)dx; �ij =

bZ
a

bZ
a

K(x; t)�j(t)�i(x)dtdx; 
ij =

bZ
a

bZ
a

K(x; t)f(t)�i(x)dtdx:

On obtient le système suivent

nX
j=1

Aj
�
��ij � �ij

�
= 
ij; i = 1; :::; n: (3.42)

Par conséquent, les coe¢ cients Aj; j = 1; :::; n: se dé�nissent à partir de résolution du

système (3 :42 ) :

Si

D (�) = det
�
��ij � �ij

�
6= 0;

le système (3 :42 ) détermine de façon unique les coe¢ icients fAjg :

Exemple 3.2.2 On se propose de résoudre par le procédé de Galerkin l�équation integrale

suivante

u(x) = 1� 4
3
x+

1Z
�1

�
xt2 � 1

�
u(t)dt:
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Prenant pour système complet sur [�1; 1] un système de polynomes de Legendrefli (x)g1�i�3
avec

l1 (x) = 1; l2 (x) = x; l3 (x) =
3x2 � 1
2

:

On cherche la solution sous forme

u3(x) = c1 + c2x+ c3
3x2 � 1
2

;

le résidu est égal à

r3(x) = u3(x)� 1 +
4

3
x�

1Z
�1

�
xt2 � 1

��
c1 + c2t+ c3

3t2 � 1
2

�
dt;

en calculant l�integrale on obtient

r3(x) =
�
3c1 �

c3
2
� 1
�
+

�
�2
3
c1 + c2 �

4

15
c3 +

4

3

�
x+

3

2
c3x

2:

D�aprés l�orthogonalité du résidu r3 au système
n
1; x; 3x

2�1
2

o
on a

hr3; 1i = 6c1 � 2 = 0

hr3; xi =
10

9
+ c2 �

4

15
c3 = 0�

r3;
3x2 � 1
2

�
=

1

5
c3 = 0;

donc

c1 =
1

3
; c2 = �

10

9
; c3 = 0:

Ainsi on obtient une solution

u2(x) =
1

3
� 10
9
x:

Cette solution coïncide avec la solution exacte.
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3.2.2 Méthode d�interpolation de Newton

Dans cette partie, on considère l�équation intégrale de Fredholm de second type

'(x)�
bZ
a

K(x; t)'(t)dt = f(x); a � x � b: (3.43)

Notre but est de chercher la solution approchée de cette équation, en approximant la fonction

inconnue '(x) par le polynôme d�interpolation de Newton en utilisant les di¤érences divisées.

Précisément, par la donnée des points (xi; 'i), où xi sont équirépartis dans [a,b] et

'i = '(x); i = 0; :::; n, nous allons construire le polynôme d�interpolation de degré n qui

passe par ces points. On note 4 l�opérateur des di¤érences vers l�avant divisées dé�nies par

40'0 = '0;

41'0 = 4'0 = '1 � '0;

42'0 = 44'0 = 4 ('1 � '0) = 4'1 �4'0 = '2 � 2'1 + '0;

43'0 = 442'0 = 4 ('2 � 2'1 + '0) = '3 � 3'2 + 3'1 � '0;

...

4n'0 = 44n�1'0 = ::::

Avec une écriture matricielle, nous avons

4�0 =M�; (3.44)

où 4�0 = (40'0;41'0; :::;4n'0)
t
;� = ('0; '1; :::; 'n)

t , et

M =

0BBBBBBBBB@

1 0 0 0
...

�1 1 0 0
...

1 �2 1 0
...

�1 3 �3 1
...

� � � � � � � � � � � � ...

1CCCCCCCCCA
; (3.45)

est une matrice triangulaire inférieure, telle que, pour 0 � i; j � n on a : mi0 = (�1)i,
mii = 1;mij = mi�1;j�1 �mi�1;j, pour tout i > j, mij = 0 ailleurs.

D�autre part, le polynôme de Newton est de la forme
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Pn(x) = '0 +
4'0
h

(x� x0) +
42'0
2!h2

(x� x0) (x� x1) + ::::+
4n'0
n!hn

(x� x0) ::: (x� xn�1) :

En substituant Pn(x) dans l�équation (3.31), on obtient l�équation approximante suivante

Pn(x)�
bZ
a

K(x; t)Pn(t)dt = f(x); a � x � b:

Comme Pn(xj) = 'n(xj) pour tout j = 0; :::; n , on obtient

'j = fj + '0

bZ
a

K(xj; t)dt+
4'0
h

bZ
a

K(xj; t) (t� x0) dt+ ::: (3.46)

+
4n'0
n!hn

bZ
a

K(xj; t) (t� x0) (t� x1) ::: (t� xn�1) dt:

En posant

cjl =

bZ
a

K(xj; t)dt; si l = 0

cjl =
1

l!hl

bZ
a

K(xj; t) (t� x0) ::: (t� xl�1) dt l = 1; :::; n;

pour j = 0; :::; n. Le système (3.46) devient

'j = fj +
nX
i=0

cjl4l'0:

D�une autre manière, nous avons

� = F + C4�0:

En utilisant la relation (3.44), on obtient �nalement le système

(1� CM) � = F;
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où I, est la matrice identité, F = (f0; :::; fn)
t, C = (cjl) et M la matrice (3.45),� est le

vecteur des solutions à déterminer.

Calcul des coe¢ cients cjl

Pour évaluer numériquement les coe¢ cient cjl de la matrice C, il su¢ t d�appliquer la

méthode d�intégration de Simpson aux même noeuds xi , abscisses des points d�interpolation.

Alors,

Pour l = 0

cj0 =
h

3
[(K (xj; x0) + 4K(xj; x1) + 2K (xj; x2) + ::::+K (xj; xn)] :

Pour l impair, nous avons

cjl =
1

l!hl
� h

3

24 4K (xj; xl) l (l � 1) ::1hl + 2K(xj; xl+1) (l + 1) l:::2hl + ::

+K (xj; xn)n (n� 1) :: (n� l + 1)hl

35 ;
d�où

cjl =
h

3

24 4K (xj; xl) + 2K(xj; xl+1) (l+1)1!
+ 4K (xj; xl+2)

(l+1)(l+1)
2!

+ ::

+K (xj; xn)
n(n�1)::(l+1)

(n�l)!

35 ;
ceci s�ecrit aussi

cjl =
h

3

�
4K (xj; xl)C

0
l + 2K(xj; xl+1)C

1
l+1 + 4K (xj; xl+2)C

2
l+2 + :::+K (xj; xn)C

n�l
n

�
:

De la même manière, pout l pair, on trouve

cjl =
h

3

�
2K (xj; xl)C

0
l + 4K(xj; xl+1)C

1
l+1 + 2K (xj; xl+2)C

2
l+2 + :::+K (xj; xn)C

n�l
n

�
:

Exemples numériques

Exemple 3.2.3 On considère l�équation

'(x) = ex + e�x �
1Z
0

e�x�t'(t)dt 0 � x � 1;
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dont la solution exacte est '(t) = et. Les résultats numériques pour n = 4 (i.e, 5 points

équirépartis) sont donnée dans la tableau suivant :

x solution exacte solution approché erreur absolue

0 1.00000000000000 1.00000000000000 4.44089E-16

0.25 1.28402541668774 1.28402541668774 0

0.50 1.64872127070013 1.64872127070013 2.22045E-16

0.75 2.11700001661267 2.11700001661267 0

1 2.71828182845905 2.71828182845905 0

Tableau 3.3 Méthode d�interpolation de Newton

Exemple 3.2.4 Ici, on considère l�équation

'(x) =
p
x�

1Z
0

p
xt'(t)dt 0 � x � 1;

dont la solution exacte '(x) = 2
p
x=3. Avec 5 points (n = 4 ). Les résultats numériques

obtenus sont présentés dans le tableau suivant :

x solution exacte solution approché erreur absolue

0 0 0 0

0.25 0.33333333333333 0.33333333333333 1.11022E-16

0.50 0.47140452079103 0.47140452079103 5.55112E-17

0.75 0.57735026918963 0.57735026918963 1.11022E-16

1 0.66666666666667 0.66666666666667 0

Tableau 3.4 Méthode d�interpolation de Newton
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:مهخص  

 .العلمية المجالات مختلف في هاما دورا تلعب التكاملية للمعادلات العددية الحلول طرق        
 .وانغزض من هذه انمذكزة رؤية بعض انطزق انعذدية نحم انمعادلات انتكامهية

 في  الثاني الفصلأما في . مؤثرات ال  تعاريف بعض في الأساسية المفاهيم بعض حددنا أولا  
 ندرس الثاني القسم وفي الخطية، وغير الخطية التكاملية المعادلات تصنيف قدمنا  الأول القسم
 التكاملية المعادلات حل وحدانية و وجود
 .التكاملية للمعادلات العددي الحل أساليب مختلف قدمنا  الثالث الفصل في وأخيرا       

 .حهول, طزيقة انعذدية نهحم , طزيقة الأسقاط , معادنة فزيذهونم, معادنة فونتيزا , معادنة تكامهية :         انكهمات انمفتاحية

Résumé  

    Les méthodes des résolutions numériques des équations intégrales jouent un rôle très 

important dans divers domaines scientifiques. Le but de ce mémoire voir quelques méthodes  

numériques de résolution des équations intégrales. 

  On a présenté en premier lieu quelques notions  fondamentales sur quelques définitions des 

opérateurs. Ensuite dans le  première section de le deuxième chapitre on a présente une 

classification des équations intégrales linéaire et non linéaire, et dans la deuxième  section 

nous avons étudie l'existence et l'unicité de la solution des équations intégrales    

       Enfin dans la troisième chapitre à présenter divers méthodes de  résolution numérique des 

équations intégrales. 

Mots clés: Équation intégrale, Équation intégrale de Volterra, Équation intégrale de 

Fredholm, Méthode de Projection, Méthode numérique de résolution, Solutions. 

Abstract: 

     The methods of numerical resolutions of integral equations play a very important 

role in various scientific fields. The purpose of this thesis is to see some numerical 

methods for solving integral equations. 

     First, we have defined some basic concepts on some definitions of operators. Then 

in the first section of the second chapter we have presented a classification of linear 

and nonlinear integral equations and in the second section we have studied the 

existence and the uniqueness of the solution of integral equations 

       Finally in the third chapter to present various methods of numerical resolution of 

integral equations. 

         Keywords: Integral équation, Volterra integral équation, Fredholm integral équation, 

         Projection Method, Method of numerical resolution, Solutions. 


