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Introduction Générale

Les équations intégrales ont plusieurs applications en physique et en ingénierie. Ce-
pendant, les solutions analytiques d’équations intégrales n’existent pas ou sont difficiles
a trouver. C’est précisément pour cette raison que plusieurs méthodes numériques ont
été développées pour trouver des solutions d’équations intégrales. Certaines méthodes
ne s’appliquent qu’aux équations intégrales linéaires alors que d’autres s’appliquent a
des cas particuliers d’équations intégrales non linéaires pour les types généraux d’équa-
tions intégrales non linéaires de Fredholm et de Volterra. L’utilisation des ondelettes a
pris de I'importance d'une application numérique.

J. Fourier (1768-1830) est le premier mathématicien qui a découvert ce genre d’équa-
tions intégrales dii au fait qu’il a obtenu la formule de la transformation de Fourier.

La transformée de Fourier F est une opération qui transforme une fonction inté-
grable sur R en une autre fonction.

I’analyse de Fourier est adaptée a ’étude de signaux stationnaires, I’analyse par
ondelettes est adaptée aux signaux non-stationnaires.

A noter que dans I'histoire du mathématique ’analyse des ondelettes remonte au
début des années (1930) et sont actuellement utilisées dans plusieurs domaines tels
que : le traitement du signal d’image, la compression des données. Méme si peu de
gens connaissent probablement trés peu de choses sur le concept des ondelettes ils
contrastent avec son impact phénoménal dans la technologie d’aujourd’hui. Dans ces
derniéres années, de nombreuses différente fonction de base ont été utilisées pour es-
timer la solution des équations intégrales, telles que les fonctions orthogonales et des
ondelettes.

La notion d’ "Ondelettes" ou "Wavelets" a été utilisée pour la premiere fois au début
des années 80 par le géophysicien francais J. Morlet [9] pour désigner des fonctions

mathématiques utilisées dans la représentation des données séismiques. Les ondelettes
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Introduction Générale

sont des fonctions de base de variation multi-échelles, ou multi-résolutions, utilisées
dans le but de I'approximation ou de la compression des données. La théorie des onde-
lettes n’est pas en fait tout a fait nouvelle, mais le support mathématique, contenu déja
dans les recherches des années 30, a été développé considérablement dans les dernieres
20 années, apres que ces fonctions ont été utilisés dans le traitement numérique du
signal et en particulier dans I’analyse et la compression des images.

Utiliser les ondelettes pour résoudre des équations intégrales, des équations diffé-
rentielles intégrales et des équations intégrales numériques. Parmi les types les plus
importants d’ondelettes, ondelette dérivée premiere de Gaussienne et ondelette som-
brero, égale a—AG (dérivée seconde de Gaussienne), ondelette de Meyer et dans notre
travail de spécialité dans 'ondelette de Haar qui est le mois le plus commun. La mé-
thode est applicable a différents types d’équations intégrales (équations de Fredholm et
Volterra, équations intégro-différentielles, équations intégrales faiblement singuliéres).

L’objectif principal des recherches modernes sur les ondelette est de créer des fonc-
tions de base variation multi-échelles, ou multi-résolutions faciles a se transformer en
information, efficaces et utiles dans la description d’une fonction ou d’un signal, si ce-
lui ci est représenté comme une fonction du temps et si les ondelettes fournissent une
localisation efficace en terme de temps et de fréquence ou d’échelle.

Notre travail est reparti en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré en général sur les équation intégrales : nous avons
présenté quelques définitions de base de l’espace de Hilbert et la transformation de
fourier. Enfin, nous avons présenté quelques méthodes de résolution d’équations inté-
grales.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons discuté la théorie des ondelettes avec leurs
définitions et propriétés, aussi bien que I'analyse de multi-résolution et décomposition
en ondelettes orthogonales. Finalement, nous nous sommes concentrés sur 'ondelette
de Haar sur I'intervalle.

Dans le troisieme chapitre, nous avons fait une application de méthode numerique
d’ondelettes de Haar pour la résolution des équations intégrales, en utilisant la mé-
thode de collocation(l], et la méthode Galerkin [20] . Dans cette derniere, le niveau

d’approximation .J. Comparez alors ces résultats avec la solution exacte.
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Notations Générales

(,) Le produit scalaire.

Pr La projection orthogonale.

L*(R) Espace des fonctions de carré intégrable sur R, avec || f]|2, = / |f(t)]2dt < oo.
R

Ffw), )

ouTF Transformée de Fourier de f.

Ffw) Transformée de Fourier inverse de f.

A Opérateur.

k(x,t) Le noyau des équations intégrales.

T Opérateur intégral.

I'(z) Fonction gamma.

L Transformation de Laplace.

»(t) Ondelette mére.

i i(t) Ondelette discréte.

| Somme directe.

I ; Intervalle dyadique.

©jk Le systeme des fonctions d’échelle Haar.

Vi Le systeme de Haar.

E Espace mesuré

R L’ensemble des nombres réels.

N L’ensemble des nombres naturels.

C L’ensemble des nombres complexes.

Z L’ensemble d’entiers.

TOC Transformée en ondelettes continue.

TOD Transformée en ondelettes discretes.

EIFS Equation intégrale de Fredholm de deuxieme espece.

AMR Analyse multirésolution.
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Chapitre 1

Généralités sur les équations

intégrales

1.1 Préliminaire

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H sur C muni d’un

produit scalaire (.,.), tel que la norme ||z|| = (x,z)2 est compléte.

Définition 1.1.2 Soit H un espace de Hilbert. un systéme orthonormé est un sous-

ensemble & de H tel que pour tout e, y € E nous avons

1 sie =4y,

0 sie #y.

(e,y) =
Définition 1.1.3 Soit H un espace de Hilbert et soit F' C H. Le complément ortho-
gonal de F' défini par
Fr={xecH:(x,f)=0 VfecF} (1.1)

Proposition 1.1.1 Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H.
Alors on dispose d’un opérateur de projection orthogonale Pr : H — F caractérisé

par la propriété suivante : pour tout x € H, Pp(x) est l'unique y € F' tel que

VzeF, (x—y,z)=0.



1.1 Préliminaire

L’application Pr est un opérateur linéaire continu de H dans F. De plus, le sous-
espace Ker pp de H coincide avec le sous-espace F-. On en déduit alors H = F @ F'*+.
Ainsi, dans un espace de Hilbert, tout sous-espace vectoriel fermé admet un supplémen-
taire orthogonal qui est fermé.

En particulier, lorsque F est une droite de vecteur directeur u, la projection ortho-

gonale sur F' est donnée par

Voe H, Pplz) = U

= 7= Uu.
I

1.1.2 Transformation de Fourier

Définition 1.1.4 Pour f : R — R, f € L*(R), sa transformation de Fourier (TF) est

définie comme

Fiw) = Flw) = [ £ exp(-2imat)ar, (12
et sa transformation conjuguée est donnée par
Fflw) = /Rf(t) exp(2imwt)dt. (1.3)
Définition 1.1.5 (L’espace L'(R))
L'(R) = {f : R — C mesurables avec /OO |f(t)|dt < oo} ,
Définition 1.1.6 (L’espace L*(R))
L*(R) = {f : R — C mesurables avec /00 |f(#)]2dt < oo} ,

avec le produit scalaire (f,g) = / f(t)g(t)dt.

Définition 1.1.7 (Base de Riesz) Une famille {ex}rez C L*(R) est une base de
Riesz de L*(R) si :
(i) Vh € LA(R), o € *(Z) tel que h =Y _ ayey.

keZ
(44) 30 < A < B < +oo tels que Yh € L*(R), Alla|le@) < ||hl|2w) < Bllolizg) ob

1
2
lrllzz) = (Z |ak\2> :

keZ



1.2 Les équations intégrales

Définition 1.1.8 (Base hilbertienne) Soit (e,)n>0 une famille dénombrable d’un

espace de Hilbert H. On dit que la famille (e,)n>0 est une base hilbertienne si :
(i) pour tous n #m on a (en,em) =0, et ||e,|| =1 pour tout n € N,
(i1) Uespace vectoriel Vect {e, : n € N} des combinaisons linéaires

finies des vecteurs e, pour n € N, est dense dans H.

Définition 1.1.9 (Opérateur) :

Soit k une fonction de l'espace L*(]a,b[x]a,b]), alors opérateur A tel que
b
Ay(t) = [ e s)uls)ds. ¢ clab]
est bien défini, en tant qu’opérateur dans L*(]a,b|).

Proposition 1.1.2 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans
lui méme, avec |Al| < 1 et soit I Uopérateur identique dans X. Alors (I — A) admet

un opérateur inverse borné donné par la série de Neumann

(I—A) =) Ak
k=1

de plus
1

=27 < =

Théoréme 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans
lui méme, avec ||Al| < 1. Soit I lopérateur identique dans X. Alors pour tout x € X,

l'approximation successive donnée par la suite de fonctions
yneXa yn:Ayn—1+x (nZl)
converge vers une unique solution y, vérifiant

y— Ay =x.

1.2 Les équations intégrales

Définition 1.2.1 On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle ot la fonc-

tion inconnue figure sous le signe d’intégration |.

/E K(x,t,0(t))dt = h(@)p(z) + f(z), =z €FE. (1.4)

3



1.2 Les équations intégrales

ot E est un espace mesuré, f(x) une fonction mesurable donnée sur E, et K une
fonction mesurable sur E3 appelée noyau de I'équation intégrale, h(z) fonction connue

et détermine le type de l'équation intégrale, et ¢ fonction l’inconnue.

Exemple 1.2.1 soita < x <b, a <t <b les équations

o(z) = /bk;(x,t)g(t)dt, (1.5)

b
o) = f() + / Kz, )g(t)dr, (L6)

o(z) = / ke, Dlg(0))2r, (L.7)

sont des équations intégrales.

Définition 1.2.2 la fonction k(x,t) est le noyau des équations intégrales, on suppose
que le noyau k(x,t) est défini dans le carré QQ = {a < x < b,a <t < b} du plan (z,t)

et continu dans €2 ou bien présente des discontinuités telles que l'intégrale

borb
/ / | k(x,t) |? dodt < +oo.

Remarque 1.2.1

Si on prend
K(x,t,0(t)) = K(z,t)p(t),

Iéquation (T4) devient linéaire, est sinon devient équation intégrale non linéaire.

1.2.1 Classification des équation intégrales
a) Equations intégrales linéaires
Définition 1.2.3 une équation intégrale est dite linéaire si la fonction inconnue

se présente d’une maniére linéaire.

Exemple 1.2.2 les équations (I3) et (@) sont linéaires par contre I’équation

(1) ne Uest pas.

Définition 1.2.4 (Equation intégrale de Fredholm) :
On appelle équation intégrale de Fredholm une équation, d une inconnue p(x)

de la forme

h@)o(z) = F(z) + A / Kz, t)o(t)dt, (1.8)
4



1.2 Les équations intégrales

ot f(x), K(x,t) sont des fonctions connues et A est un paramétere non nul,
réel ou compleze.

La fonction h(x) détermine le type de I’équation intégrale.

i) Si h(z) =0, l’équation (I=3) s’écrit
b

f(z)+ )\/ K(z,t)p(t)dt =0, (1.9)

s’appelle équation intégrale de Fredholm de premiere espéce.
i) Si h(x) = u= constante # 0, l’équation (I3) s’écrit
b
up(o) = 1)+ [ Ka.typlt)at, (1.10)

s’appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espéce.

iii) St h(x) # 0, donc la formule (I8) est appelée équation intégrale de Fredholm

de troisieme espeéce.

Remarque 1.2.2 1. Si f(z) =0, l’équation (I=8) est dite homogéne.

2. Si f(x) #0, 'équation (I=8) est dite non homogéne.

Définition 1.2.5 (Equation intégrale de Volterra) :

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra, une équation de la forme

h(z)p(x) = f(x) + )\/I K(z,t)p(t)dt, (1.11)

i) On appelle équation intégrale de Volterra de premiére espéce, si h(x) = 0,

donc ’équation (I11) s’écrit
flz)+ /\/ K(x,t)p(t)dt =0, (1.12)

it) On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espéce, si h(x) = u =

constante # 0, donc ’équation (1) s’écrit
wp(o) = 1)+ [ Katelt)dr (1.13)

iii) Sih(z) # 0, donc la formule (IT2) est appelée équation intégrale de Volterra

de troisieme espece.



1.2 Les équations intégrales

Remarque 1.2.3
1. St f(x) =0, donc "équation (1) est dite homogéne.

2. Si f(x) # 0, donc l'équation (II32) est dite non homogeéne.

Remarque 1.2.4 L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de [’équa

tion intégrale de Fredholm, il suffit de prendre le noyou K vérifie la condition
K(xz,t) =0, pour x<t.

Définition 1.2.6 (L’équation intégrale de Wiener-Hopf) : on appelle équa-

tion intégrale de Wiener-Hopf une équation de la forme

h(x)p(x) + )\/OO k(x —t)p(t)dt = f(x). (1.14)

Définition 1.2.7 (L’équation intégrale de Renwal) : l’équation intégrale de

la forme
h(z)p(z) + )\/ k(x —t)p(t)dt = f(x), (1.15)
est appelée équation intégrale de Renwal.

b) Equations intégrales non linéaires

Définition 1.2.8 (Equation intégrale de Fredholm)

1- ’équation intégrale mon linéaire de Fredholm de premiere espece prend la

forme
b
fla)+ ) [ KGatple)d =0, (1.16)
2- ’équation intégrale de Fredholm de second espéce est de la forme

b
up(x) = f(x) +)\/ K(x,t,o(t))dt, (1.17)

ot u est une constante.

3- équation intégrale de Fredholm de troisiéme espéce est de la forme

h(z)p(x) = f(x) + /\/ K(xz,t,0(t))dt. (1.18)

Définition 1.2.9 (Equation intégrale de Volterra)

1- l’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére espece prend la

forme

f(z)+ )\/x K(z,t,0(t))dt =0, (1.19)

6



1.2 Les équations intégrales

2- l’équation intégrale de Volterra de second espece est de la forme
wp(w) = 1) 42 [ Kot p(o)i (1.20)
3- ’équation intégrale de Volterra de troisiéme espece est de la forme

h(z)p(x) = f(x) + )\/iﬂ K(z,t,o(t))dt. (1.21)

Remarque 1.2.5 1) si f(xz) =0, l’équation est dite homogéne.

2) si f(z) # 0, Uéquation est dite non homogéne.

Définition 1.2.10 (L’équation intégrale de Hammerstein- Volterra) : on

appelle équation intégrale de Hammerstein-Volterra une équation de la forme
h(z)p(x) + A / Ko P o(t)dt = f(2). (1.22)
c) Equations intégrales singuliéres
Définition 1.2.11 Considérons l’équation intégrale suivante
o(x) = f(x) —I—/TM(x,t)K(x,t)gp(t)dt, (1.23)

On dit que (I"23) est singuliére si K (x,t) admet une singularité ou le domaine

T n’est pas bornée, et M(x,t) fonction bornée.

Exemple 1.2.3 1) p(z) = f(x) —I—)\/Ooo sin(xt)p(t)dt,

2) f(x) = /Ox (I;<—x7t§)°‘(’0(t)dt’ ou H(x,t) est une fonction bornée. [11]

1) Equation intégrale d’Abel :
Définition 1.2.12 On appelle équation intégrale linéaire d’Abel une équa-

/w %dt = f(2), (1.24)

)

tion de la forme

ot « est une constante, 0 < a < 1.

2) Singularité de type Volterra et Fredholm :

On considere ’équation intégrale de deuxieme espece de la forme
o(x) = f(x) +/ M(x, t)K (z,t)p(t)dt, a<x < o0. (1.25)

7



1.2 Les équations intégrales

ou K(z,t) est faiblement singulier, en générale :

lz—t|™®, O0<a<l
K(z,t) =
log |z —1|
Alors
i) L’équation (I"23) est de Volterra.
ii) Si xz =b, "équation (I"23) est de Fredholm.
iii) Le cas ou K(x,t) =| x —t |7, 0 < a < 1 s’appelle singularité algé-
briques.
iv) Le cas on K(z,t) =log | x — t |, s’appelle singularité logarithmiques.
Définition 1.2.13 (Equation intégrale de Carleman) :

On appelle équation intégrale de Carleman une équation de la forme

a(z) = / P g L[ Cnar = pa), (1.26)

m ) t—x mJ)  t—x

ot a,b et v sont des fonctions continues. [Z1]

Définition 1.2.14 (Singularité de type de Cauchy) :
Soit D un domaine bornée et convezre dans un plan complexe, alors l'intégrale

de Cauchy donné par la formule

1 o(t)

21 Jopt —x

dt = f(z), teC. (1.27)

Définition 1.2.15 On appelle équation intégrale de Cauchy une équation de la

forme
p(t)
t—x

a(z)p(z) + b(z) /

telle que I' = OD.

dt + /FK(x,t)go(t)dt = f(2), (1.28)

1.2.2 Quelques méthodes de résolution les équations intégrales
Méthodes de résolution les équations intégrales linéaires :

1) Méthode des approximations successives :

On considere 1’équation

¢ =g+ ATy, (1.29)



1.2 Les équations intégrales

Si T un opérateur intégral

b
(To)(x) = / kz,y)o(y)dy,

alors (I”29) est une équation de Fredholm de deuxieme espece (EIFS)

b
o(r) = g(r) + A/ k(x,y)e(y)dy, (1.30)

donc

(T%) (x) =T (/:k(fv,y)w(y)dy>

-/ " ke.2) (/ bk(z,ym(y)dy) "
= /ab (/abk(w, Z)/f(%y)dZ) e(y)dy,

alors, T2 est un opérateur intégral avec le noyau est

/ k(z, y)k(z, y)dz,

de méme pour

b
(T"0) (x) = / ke, )@(y)dy,  pourn > 2,

ou le noyau k,, de 'opérateur T" est donné par

b
Fa(z,y) = / ke, E)hnr(€,9)d€,  pour n > 2,

on peut écrire aussi le noyau sous la forme

b b
k’n({lf,y):/ / ]{?(I,fn_l)k’(gn_l,fn_g)k‘(g,y)dgn_ldfn_gdg,

et par conséquent aussi 'équation intégrale (IZ30), si [A|[|T| < 1 admet une
solution unique donnée par la série de Neumann

o0

b
p(x) = g(z) + A/ [Z N, y)] 9(y)dy.

n=1
2) La méthode des substitutions successives :
Cette méthode est presque analogue a la méthode d’approximation succes-

sive, sauf qu’elle concerne la solution de I’équation intégrale sous forme de série

par I’évaluation des intégrales simples et multiples. La solution par la procédure

9



1.2 Les équations intégrales

numérique dans cette méthode est énorme par rapport a d’autres techniques.

Nous supposons que

b
u(z) = f(x) + )\/ K (z,t)u(t)dt, (1.31)

En substituant dans le second membre de ’équation (I=31), a la place de u(t),

sa valeur, telle que donnée par ’équation elle-méme, donne

u(z) = f(x) + )\/b K(z,t) f(t)dt + \? /b K(x,t) /bK(t,tl)u(tl)dtldu

Ici encore, nous substituons a wu (¢;) sa valeur comme donnée dans I’équation

(I=31). Ainsi, nous obtenons

b
u(z) = f(z) —1—)\/ K(x,t)f(t)dt
+A? /bK(:p,t) /bK(t,tl)f(tl)dtldt
—l—)\?’/bK(x,t) /bK(t,tl)/bK(tl,tQ)u(tg)dtgdtldt,

En procédant de cette maniere, nous obtenons

w(z) = f(x) —i-/\/ K(z,t)f(t)dt
+A? /bK(a:,t) /bK (t,t1) f (t1) dtydt

(1.32)
+A3 /bK(x,t) /bK(t,tl)/bK(tl,tg)f(tz)dtzdtldt

Nous notons que la solution de série donnée dans 1’équation (IZ32) converge
uniformément dans l'intervalle [a,b] si AM(b—a) < 1 ou |K(x,t)| < M. D’apres
I'équation (I=32), il est absolument clair que dans cette méthode, la fonction
inconnue u(z) est remplacée par la fonction donnée f(z) qui rend ’évaluation

des intégrales multiples simple et possible.

3) Méthode de Fredholm(méthode de déterminant) :

La solution de I’équation de Fredholm de seconde espece

u(z) — A / K(z, u(t)dt = f(z), (1.33)

est donnée par la formule
b
u(z) = f(x) + )x/ R(x,t,\)f(t)dt, (1.34)

10



1.2 Les équations intégrales

ou la fonction R(z,t,\), dite résolvante de Fredholm de I’équation (IZ33), est

définie par I'égalité
D(z,t,\)
D(x) -

sous la condition D(\) # 0. Ici D(x,t,\) et D(\) sont séries de puissances de A :

D(z,t,\) = +§:

R(x,t,\) = (1.35)

n

n' A", (1.36)
n=1
=1+ Z C A" (1.37)
avec les ceofficients ainsi définis :
k($7t> k(xatl) k(xatn)
, , k(ti,t) k(t1,t1) k(ty,t,)
Bn(:c,t):/ / k(ty, t) k(te,ty) ... k(te,t,)|dts... dty, (1.38)
a a
k(t,,t) k(tn,t1) E(t,,t,)
et
By(z,t) = k(x,t)
k(ty,t1) k(t1,t2) k(ty,t,)
, , k(ta,t1) k(te,ta) ... E(ta,t,)
C’n:/ / E(ts,ty) k(ts,ta) ... k(ts, tn)|dty... dty, (1.39)
a a
E(tn,t1) k(ta,t2) ... k(t,, t,)

Les fonctions D(\) et D(z,t, A) sont respectivement le déterminant de Fred-

holm et le mineur du déterminant de Fredholm. Si le noyau k(z,t) est borné ou

//k2xtdxdt

est finie, les séries (IZ38) et (I534) convergent quel que soit A et sont donc des

si I'intégrale

fonctions analytiques entieres de .

La résolvante
D(z,t, \)
D(\)

est une fonction analytique de A, sauf les A qui sont zéros de D()). Ces derniers

R(z,t,\) =

sont des poles de la résolvante R(z,t, \).

11



1.2 Les équations intégrales

Méthodes de résolution les équations intégrales singuliere

1) méthode d’approximation

Soit I’équation intégrale de Volterra faiblement singulier du deuxiéme espece

flz)=g(x)+ /Ox )\\/‘%dt, (1.40)

ol A est une parametre constante et le noyau k(z,t) =

! est un noyau
vV —t
singulier.

La méthode des approximations successives, ou méthode itération de Picard
fournit une systeme qui peut étre utilisé pour résoudre le probleme de valeur ini-
tiale ou équation intégrale. Cette méthode permet de résoudre tout probleme par
trouver approximations successives a la solution en commengant par une premiere
deviner, appelé le rapprochement de zéro. Comme on le verra, on rapprochement
zéro est une fonction a valeurs réelles sélectif qui sera utilisé dans une relation de
récurrence a déterminer les autres approximations.

L’application de cette méthode a I’équation (IZM) présente la relation de

récurrence
A
nt1(z) = glx) + ———f(t)dt, n>0 1.41
Fun@) = 9(@) + [ 2= hult) (1.41)
Nous commengons toujours par une estimation initiale pour fo(x), la plupart
du temps nous sélectionnons 0, 1, x, pour fy(x), et a l'aide de (IZ0), on a les
approximations successives fr, k > 1

qui serons déterminé comme
D\
fi(x) =g(x) +/ tfo(t)dt.
0, -

“
fo() =g(:c)+/0 mfl(t)dt.
A fo(t)dt.

donc la solution de I'équation (I20) est donné par

f(l’): lim fn+1(x)'

n—-—+o0o

2) Méthode de transformation de Laplace

a) Equation intégrale généralisée d’Abel

soit ’équation intégrale généralisée d’Abel de la premiere espece

g(x) = /Om ﬁf(t)dt, ounl<a<l. (1.42)
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1.2 Les équations intégrales

Prenant la transformée de Laplace de deux membres avec ’aide de théoreme

de convolution, nous obtenons

£{o ) L{f (@)} = L{glx))

_ %z{ f(@)} = L{g(x)},

Ainsi, nous avons

L) = s wlloon | (1.43)

+oo
['a) = / e "2 tdu,
0

En utilisant le théoréeme de convolution et la transformée inverse de

Avec

Laplace de I’équation (IZZ3) nous obtenons

1) = S, @0 a0

(
o el [ o]
:w{g(o) +/j%dt}, (a)1(1 = a) =

s xl-a —t)

Ceci est la solution désirée de I'équation intégrale.

sinTa’

b) Equation intégrale de Volterra faiblement singuliére
Soit I’équation intégrale de Volterra faiblement singulier du deuxiéme
espece généralisé
v t
f(z) =g(x) +/ J(0) dt, 0<a<l (1.44)
o (z—1)

le transformation de Laplace de I’équation (I24) est ’équation
L{f(x)} = L{g(2)} + L{a™YL{ f (2)},
L) = L) + o)),

L{g(x)},

1) = S )

tel que

et



Chapitre 2

Rappel sur la théorie des ondelettes

La notion d’ "Ondelettes" ou "Wavelets" a été utilisée pour la premiere fois au dé-
but des années 80 par le géophysicien francais J. Morlet [d] pour désigner des fonctions
mathématiques utilisées dans la représentation des données séismiques. Utilise les onde-
lettes pour résoudre des équations intégrales, des équations différentielles intégratrices
et des équations intégratrices numériques. Les ondelettes sont des fonctions de base de
variation multi-échelles, ou multi-résolutions, utilisées dans le but de 'approximation
ou de la compression des données. La théorie des ondelettes n’est pas en fait tout a
fait nouvelle, mais le support mathématique, contenu déja dans les recherches des an-
nées 30, a été développé considérablement dans les dernieres 20 années, apres que ces
fonctions ont été utilisés dans le traitement numérique du signal et en particulier dans

I’analyse et la compression des images.

2.1 La théorie des ondelettes

2.1.1 Qu’est ce qu’une ondelette

Définition 2.1.1 Une fonction ¢(x) € L'(R) N L?(R) est une ondelette si elle vérifie

la condition d’admissibilité :

+oo |0 2
- | P

o W]

+o00
Ce qui implique Y(x)dx = 0(équivalent si xvp intégrable).
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2.1 La théorie des ondelettes

Définition 2.1.2 Une ondelette 14y est une fonction générée par la translation et la

dilatation d’une fonction génératrice, appelée ondelette mere ¢ :

Vx € R, 1/}1171,(1') = \/1|;|¢ (‘T ; b) ’

ot a € R*" et b € R sont, respectivement, les coefficients de dilatation (échelle) et de

translation dans le temps.

Ondelette mere

Une ondelette mere est une fonction de base que l'on peut translater et dilater
pour recouvrir le plan temps-fréquences et analyser un signal. L’ondelette doit étre
une fonction de moyenne nulle, en d’autres termes, doit étre une onde! Ce qui s’écrit

mathématiquement par :
+o00

Y(t)dt = 0, (2.1)

—00

Cette condition est dite de régularité ou de moment d’ordre nul.

2.1.2 Propriétés des ondelettes

Les ondelettes sont des fonctions qui peuvent étre caractérisées par certaines pro-
priétés remarquables, ces derniéres pouvant étre incompatibles entre elles, cela implique
des choix & faire suivant I'application souhaitée. Nous donnons des propriétés usuelles

ainsi que des exemples d’ondelettes.

- Décroissance rapide : une ondelette sera dite a décroissance rapide si

Cn,
VmeN, 3C, >0 / YVt eR, |Y(t) | ————.
1+ [t
- Orthogonalité : une ondelette v est dite orthogonale si pour tout (7, 7', n,n’) €
74
<¢jn7¢j’n’> = 5jj’5rm’a (5jj’ =0 si j 7é jla(sjj’ - 1)

- Nombre de moments nuls : Les ondelettes orthogonales doivent avoir un
nombre de moments nuls, pour n € N, Une ondelette admet n moments nuls si
+o0
Vk=0,..,n—1, / thap(t)dt = 0.
- Support compact : Autant I'ondelette a moins de moments nuls autant son
support est compact, et une analyse plus exacte des hautes fréquences est pos-

sible.
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2.1 La théorie des ondelettes

2.1.3 Exemples d’ondelettes

e L’ondelette de Morlet (complexe) : i)(x) = e~ ™" l0me

On a {ﬁ\(V) = e m=5),

FIGURE 2.1 — Ondelette de Morlet

s o 2 . mn _ 2
e Les dérivées de la Gaussienne : ¢, (z) = Le™™ n > 1. (pour n = 2,

I'ondelette est appelée chapeau mexicain ).

On a P, (v) = (2imv)"e ™.

F1GURE 2.2 — Chapeau mexicain

2.1.4 Transformée en ondelettes continue(TOC )

La transformée en ondelettes continue utilise des translations et des dilatations de
la fonction ondelette meére durant tout 'intervalle du temps de maniére continue.

La transformée en ondelettes de f € L?(R) peut étre définie comme

oftat) =~ [0 () = v,

ot 1 (t) complexe conjugué de ().
Ty f(a,b) est appelée la transformée en ondelettes de f dans L?(R).

La transformée en ondelettes inverse peut étre définie [G], par la formule
ft) = C’;l/ /wa(a, b)ap (a_Q) dadb,
- Jr
N [ (w)P? p , . -
ouC, =27 o dw < oo et P(w) est la transformée de Fourier de v(¢)[19].
R w
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2.2 Analyse multirésolution (AMR)

Condition d’admissibilité d’une ondelette

Une fonction ¥(x) € LY(R) N L?(R) est appelée ondelette mére analysante si elle
vérifie la condition d’admissibilité :
Cy =27 /+OO Mdv < 00, (2.2)
—_—
Cette condition étant relativement souple, un grand nombre de fonctions ¢ peut
servir d’ondelette mere. Nous imposons, généralement, d’autres conditions telles que

la régularité, la décroissance rapide ou la compacité du support de .

Remarque 2.1.1 Si la fonction i vérifie la condition d’admissibilité (Z22), alors elle

vérifie celle dite de régularité (). (Nous avons équivalence si 1 est intégrable).

2.1.5 Transformée en ondelettes discrétes (TOD)

La transformée en ondelettes discrete( translate et dilate), selon des valeurs dis-
cretes. Ces coefficients a et b seront discrétisés de la maniere suivante :
a = aj' et b = nbyay" avec ai’ > 1 et by > 0 fixés et appartenants a Z

Les ondelettes sont alors définies de la maniere suivante :
1 t — nboal”
7vbao,bo = m¢ m g >
Vag Qg
Pour f € L*(R), on définit la transformée discréte en ondelettes de la fonction f par :

[t — nbya™
Ty f (ao,bo) = \/%/Rf(tw (tZTO%) dt,

Tel que :
af’ Facteur d’échelle.
bo Facteur de translation.
n et m des entiers.

La famille des ondelettes discretes peut étre obtenue en limitant les valeurs de a et
b & des valeurs discrétes. Mettre a = 277, b = k277, j, k sont des entiers arbitraires, on

obtient une famille d’ondelettes discretes ; (t) définis par
Uin(t) = 2% (27t — k),

Les ondelettes 1), 1 (t) forment une base orthonormale dans I'espace de Hilbert L?(RR)

et (t) est appelé ondelette mere [23], [5].
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2.2 Analyse multirésolution (AMR)

2.2 Analyse multirésolution (AMR)

L’analyse multirésolutions, introduite par Meyer et Mallat, est un outil de traite-
ment du signal qui permet de décomposer un signal a plusieurs échelles (résolutions)
et de le reconstruire a partir des éléments de cette décomposition. Une analyse multi-
résolution est un partitionnement de I'espace des fonctions d’énergie finie L?(R) par
une famille de sous-espaces vectoriels V; emboités les uns dans les autres tels que le
passage de I'un a 'autre soit le résultat d'un changement d’échelle. Ces sous-espaces
sont appelés des espaces d’approximation a ’échelle j(j € Z) et vérifient les conditions

de la définition 222.

Définition 2.2.1  Soit ¢ une fonction de L*(R). On pose p;x(t) = 229 (2t — k), j €
Z, k€.
On définit les espaces Vy = {f(t) = chcp(t — k), Z lew® < oo},
k k
et pour j € Z, V; = {h(t) = f (27t), f € Vy}.
On suppose que (Por) ey = (P(- — k))rez, k € Z est une famille orthonormale.

Dans ce cas.

pour tout j € Z, (jk),eqy est une base orthonormale de Vj. On dit alors que ¢
engendre la suite (V;), -

Définition 2.2.2 (AMR [16]) Une analyse multirésolution de L*(R) est une suite
de sous-espaces fermés (V;)jez (espaces d’approzimation) vérifiant les propriétés sui-

vantes :
1LY, k)eZ? ft) eV, f(277t—k) € V.
2.¥j€Z, Vioq CVjdonc..CV_1CVoCVC..CL*R).

9. Vi €L, f(t) € Vy & f(20) € Vi,
Jj——00

+00 +oo
4. lim Vj—_ﬂv;-—{()} etjginoovj—UV}—LQ(R).

5. 1l existe ¢ € Vy telle que la suite {¢(x — k), k € Z}, forme une base de Riesz de
Vo (cette fonction ¢ est appelée fonction d’échelle de ’AMR).

Les espaces V; sont appelés espace d’approximation. L’approximation multirésolution

de f & la résolution 277 est définie comme sa projection orthogonale sur 'espace V.
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2.3 Décomposition en ondelettes orthogonales

Quelques éclaircissements a propos de ces propriétés s’imposent :

La premiere propriété signifie que V; est invariant par toute translation propor-

tionnelle & I’échelle 27 .

La seconde caractérise le changement d’échelle d’'un sous-espace emboité a un

o . . . ,
autre : I'espace V1 contient des signaux plus grossiers que I'espace V.

La troisicme propriété garantit que la dilatation par 2 d’une fonction f de V;
(donc le grossissement par deux des détails) définit une approximation de cette

fonction & I’échelle plus grossiere 2771,

La quatrieme propriété montre que si j — —oo (de plus en plus grossier), alors
nous perdons toutes les informations nécessaires a la reconstitution du signal f

et inversement si j — +o00 alors la convergence vers f est assurée.

La cinquiéme définit 'existence d’une fonction ¢ qui permet d’approximer toute
fonction f de Vj de maniere discréte et unique : {p(z — k) }xez forment une base

orthonormale de Vj.

Toutes les propriétés énoncées ci-dessus caractérisent 'analyse multirésolution dya-

dique (on utilise un facteur 2 lors d’un passage d’un sous-espace a un autre).

Les ondelettes apparaissent naturellement comme un moyen d’écrire la différence

entre deux espaces V; et V1 consécutifs. On construit pour cela un espace de Riesz

Wy tel que :

L’espace W, est engendré par une fonction 1 :

Woz{tHZak@/J(t—k):akeR}.

keR

2.3 Décomposition en ondelettes orthogonales

2.3.1 Les bases d’ondelettes

La relation (2Z33) se transpose a toutes les échelles j :

‘/j@vvj:‘/j—i-la

et on obtient par itérations de cette relation :

VoW, @ ®Wy_y =V, sij <j,
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2.3 Décomposition en ondelettes orthogonales

En faisant tendre j" vers +oo (et éventuellement j vers —oo), on obtient deux relations :

+00
L*(R)= V; & @I/I/j/, quel que soit j € Z,

J'=j

+o00
L*R)= B W;.
j'=—00

La réunion des bases de Riesz de chacun des espaces de ces sommes directes fournit

ainsi plusieurs bases d’ondelettes :

Bi={ejx k€ ZYyU{Yyr:j >j, k €L},
B={Yjr:j€Z, kel}.

Théoréme 2.3.1 (Bases orthonormees d’ondelettes) Soit AMR une analyse mul-
tirésolution de L*(R). A partir de ( définition 222 (5)) on peut construire une fonction
d’échelle ¢ puis une ondelette 1) telles que : Vj € 7, {{Spj’k}kez’{wj»k}j,keZ,jZJ} est
une base orthonormée de L*(R) et {¥jk};rez €st une base orthonormée d’ondelettes de

L2(R).

Preuve. A partir de g et donc de {g(t — k)}rez, on construit une fonction telle que

{@(t — k) }kez soit une base orthonormée de Vj,

on déduit que {¢;x}, ., est une base orthonormée de Vj,

a partir de ¢, on construit une fonction 1 telle que {¥(t — k) }rez soit une base

orthonormée de Wy,

on déduit que {9}, , est une base orthonormée de W,

on conclut que {;x};,, est une base orthonormée de L2

2.3.2 Transformée en ondelettes

La transformée en ondelettes s’applique a des signaux échantillonnés sur une grille
discrete, et en général cet échantillonnage consiste a approcher une fonction de L?(R)

par

F=Y_2f[k)2] ¢,

keZ
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2.4 L’ondelette de Haar sur U'intervalle [0,1]

ol I'échantillon f [k/27] peut lui aussi étre estimé par :
flR/27) = f (k/27),

Le signal dont on part est donc représenté sur une base de Riesz de V;. Appliquer a
ce signal une transformation en ondelettes jusqu’a I’échelle L. € Z revient a représenter

ce signal sur une base adaptée a la somme directe :
VieWre Wi & & W1,

L’algorithme de transformation est itératif et consiste a remplacer la représen-
tation d'une composante sur Vj; par une représentation sur Vy_y @ Wy _;. On passe
ainsi successivement par des décompositions adaptées aux différentes sommes directes

suivantes :

Vici@ W,
‘/}72 @& Wj,Q @b Wj,l

VieWreWra@---eW;
2.4 L’ondelette de Haar sur l’intervalle [0,1]

2.4.1 Ondelettes de Haar sur L?*(R)

Le mathématicien hongrois Alfred Haar a introduit une fonction en 1909 dans sa

these de doctorat

Définition 2.4.1 (fonction de Haar) :

Une fonction définie sur la droite réelle R, comme

1 0<t<y,
0 st non

est connue la fonction de Haar.
La fonction de Haar 1(t) est l’exemple simple d’une ondelette de Haar. La fonction

de Haar 1(t) est une ondelette car elle remplit toutes les conditions d’ondelettes.

21



2.4 L’ondelette de Haar sur U'intervalle [0,1]

Haar Waelat

01 02 03 04 05 06 07 0B 08 1

FI1GURE 2.3 — Fonction de Haar

Exemple 2.4.1 (Ondelettes de Haar)

L’ondelette de Haar est ['un des exemples classique défini par

1 0
P(t) =9 -1 $<t<1,

IN

1
t<§,
0 St non .

L’ondelette de Haar a support compact, et clairement / Y()dt =0, et € Lz(R),
R

mais ce n'est pas une ondelettes continue, sa transformée de Fourier est donnée par

_sin? (2)

P(w) =ie T,

P, 3
/R ™ dw—16/R|w|

4
Les deux fonctions v et Q/AJ représenteé par les graphes suivants

4
sin <%)‘ dw < 0.

1 V(o)
05
2 1 U 2
05 f\hr w
0 4n 8n 16T
e

FIGURE 2.4 — Les graphiques de () et [{)(w)|
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2.4 L’ondelette de Haar sur U'intervalle [0,1]

Intervalles Dyadiques :

Soit j, k € Z, on appelle intervalle dyadique, toute intervalle semi-ouvert :

L= [k277,(k+1)277).

2.4.2 Le systeme de Haar

1- La fonction d’échelle Haar

La fonction d’échelle Haar (une ondelette pere) peut étre écrite comme

olt) = 1 te0,1],

0 sinon .

Définition 2.4.2 {gojyk(t) = 2%@ (27t — kz)} est appelé le systéeme des fonc-
jkez

tions d’échelle Haar.

2- La fonction de Haar ondelettes

Définition 2.4.3 La fonction de Haar (une ondelette mére ) peut étre écrite

comme
1 0<t<i,
b(t)=4 -1 L<t<i,
0 st non

{%,k(t) = 239 (27t — k)} est appelé le systéme de Haar sur R.
jkez

Remarque 2.4.1 [l eziste une relation (mathématique) entre les ondelettes pére

et mere :

Y(t) = ¢(2t) — p(2t = 1).

2.4.3 Orthogonalité du systéeme de Haar

Théoreme 2.4.1 Le systeme de Haar {wj,k}j wez €St un systéme orthonormal complet

sur R Nous avons le produit scalaire

(Vi Vi) —/Riﬁj,k(tﬁ/}jl,kl(t)dt.
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2.4 L’ondelette de Haar sur U'intervalle [0,1]

2.4.4 Le systéme de Haar sur [0,1]

Nous travaillerons dorénavant dans I'espace L*([0, 1])
On pose I = [0,1] et on décompose I en développement diadique en considérant

pour j € Net 0 <k <2/ —1, les intervalles

k k+1
jvk = [2_‘77 2] [7 (2.4)
Ainsi on obtient I'union disjointe
271 2711
kE k+1
I=0,1=]| 55— 1= || Ziss (2.5)
= k=0
Avec cette décomposition, on peut considérer les fonctions
pin(t) =250 (Pt —k), jEN, 0<k<2 —1. (2.6)
et
1 te0,1],
P(t) = Ligp = _ (2.7)
0 sinon .
Notons :
Vo le sous-espace vectoriel de L?([0,1]) engendré par les fonctions constantes sur [0,
1].

V1 lespace vectoriel des fonctions constantes par morceaux sur les intervalles [0, 1/2[et
[1/2,1].
V; 'espace vectoriel des fonctions constantes par morceaux sur les intervalles [;; =

(L Bl 0<k<2—1.

Théoréme 2.4.2 Il est évident que la famille {@jr, 0 < k <27 — 1} est un systéme
libre donc elle forme une base sur [’espace qu’elles engendrent, qu’on notera par la suite

V; € L*([0,1]) Nous pouvons vérifier que cette base est orthonormée.

Preuve. Vérifions les deux propriétés d’une base.

i ; 2
||90j,k<t)||2L2([0,1}) :/I|90j,k(t)|2 dt :/1 [25S0 (27t - k)} dt
7,k
ki1

2J . . 1
:/ 2di = {“ _E}:l,
& 27 27
2

Alors,
H%pjk(t) ||L2([071]) =1,
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2.4 L’ondelette de Haar sur U'intervalle [0,1]

Sik+#k etk k =0,1,...,2 —1 alors

1 .
(Vi Vi) = /0 239 (Pt — k) 259 (Pt — k1) dt = 0,

car i NI = @. O

e Des bases d’ondelettes de Haar dans I’espace L?([0, 1]).

On a vu que V; C Vj;. Cette inclusion est stricte, on peut donc considérer W, le

supplémentaire orthogonal de V; dans V4, c’est-a-dire : V;; = V; @ W, On a alors

%Z%@&BWJ. (2.8)

Comme dim (V,,11) = 2""! on a que dim (W,,) = 2" = dim (V},). On définit mainte-
nant des fonctions de 1,5, telles que

Pour j >0et 0 <k <2/ —1, on pose

Gin(t) =25 (2t — k),
%sue[ﬁk%

PYREEDY [7
I . k+% k41
—22 sit - |: 57 2—j[

ou
1 0<t<y, ' 0.1
te|0,1],
P(t) =9 -1 1<t<1, et p(t) =
0 sinon .
0 si non

Théoréme 2.4.3 La famille {¢o0, Vjx/j >0, 0<k <2 —1} est une base Hilber-
tienne de L*([0,1]), appelée base de Haar

Verifions les deux propriétés d’orthonormalité.

Preuve. On sait déja que g est de norme 1. Pour k =1,..., 2 —1lona:

1
||1/)j,k(t)”iz([o,1]) = /Wj,k(t”z dt =3 / |05126(t) — @jp12e41 ()] dt
I I

1
T2 [/ (126 = 205010265 412041 (1) + |@j 41201 (D)
I
1
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2.4 L’ondelette de Haar sur U'intervalle [0,1]

Alors,
H¢j,k(ﬂ|’i2([0,l]) =1,

Pour k # ki et k,k; =1,...,27 — 1 alors

(W Vjpe) = e@ﬁﬂ%M@Mnaﬂﬁw@%—kwﬁw@%—kgw

I35,k

=5 [1emna(® = e ®l a0 = ernann()]d
=5 /(%H 26 (1) @j41,20 (1) + ©jt1,2041 (1) @120 41 ()
I

= 0j+1,26(0)0j11.2641(E) = @j1,2541(8) Pj1,20, (1) )dE = 0,

= \/LE /cpo o(t) [Pjr1.2k: (B) — @jr1,2m 11 ()] dt
I

k

27+l 20+l i+l i+l

:%U“ 22dt—ﬁ+%22dt] ﬁ[2z(#)—22(#)]:0.
25

27

e Approximation par ondelettes de Haar

Décomposition d’une fonction 1D :

On a la famille {0, ¥jx/j >0, 0<k <2/ —1} est une base Hilbertienne de
L?([0,1]), appelée base de Haar. Alors la décomposition d'une fonction f € L%(]0, 1])

s’écrit
co 211
F(t) = aopoo(t) + Y > bistbix(t), (2.9)
=0 k=0
avec

%z%%@zéf@% et m:vwmzéf@wmm. (2.10)

Théoréme 2.4.4 Soit g une fonction de L*([0,1]), la somme partielle de la série Haar
m—12/—1

est gm(t) = appoo(t) + Z Z bikik(t), pour j = m € N fize. Ensuite, 'erreur de
=0 k=0

Uapprozimation L*(0,1) est 0 (27%).
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2.4 L’ondelette de Haar sur U'intervalle [0,1]

Preuve. L’erreur de approximation dans L?([0,1]) est

m—127—1

1f = 9gllzzqoay = ||f — aopoo(t) + Z > biatin(t)

7=0 k=0

8
[\
~

|
—_
8
[\
~
L

V]

r=m k=0 £2((0,1) r=m k=0
oo 3 !
~ ;ng—a> N2_5NW:O(2_7),

donc

w[3
~—

If = gllz2qo)) ~ Z 278~ 277 =0 (27
r=N
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Chapitre 3

Applications

Pour la solution numérique des équations intégrales linéaires, on utilise des mé-
thodes traditionnelles de formule de quadrature et des approximations de courbe. Dans
le cas de ces méthodes, les systemes d’équations linéaires doivent étre résolus. Pour les
grandes matrices, cela nécessite un grand nombre d’opérations arithmétiques et une
grande capacité de stockage. Beaucoup de temps de calcul est économisé si nous réus-
sissons a remplacer la matrice de transformation entiérement remplie par une matrice
clairsemée. Une possibilité pour cela donne la méthode de ondelette, les bases de on-

delette conduisent a une représentation de matrice clairsemée depuis
(i) les fonctions de base sont habituellement orthogonales,
(ii) la plupart des fonctions ont un petit intervalle de support.

L’objectif principal du cette application est de proposer pour la solution numérique
des équations intégrales une méthode simple basée sur les ondelettes Haar. La tech-
nologie recommandée est applicable avec des changements mineurs a Fredholm et les
équations intégrales singulieres peuvent étre traitées de la méme maniere. La méthode
est testée a 'aide deux types numériques pour lesquels la solution exacte est connue.
Les estimations d’erreurs montrent que la précision des calculs est tres élevée méme

lorsque le nombre de mode est petit.
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3.2 Equations intégrales de Fredholm

3.1 Méthode d’ondelette de Haar

On considere 'intervalle de temps ¢ € [0,1]. La famille des ondelettes Haar est

1 pourt € [n,n),

hi(t) = § =1 pour t € |1, 73), (3.1)
0 ailleurs.
Ici les notations
k k+0.5 kE+1
I=—, Tp= , T3=— (3.2)
m m m
sont introduits. L’entier m = 2/, j = 0,1,...,J, indique le niveau du ondelette, k =
0,1,...,m—1 est le parametre de translation. L’entier J détermine le niveau maximal

de résolution. L’indice 7 est calculé a partir de la formule i = m + k£ + 1, la valeur
minimale pour laquelle (B) tient est i = 2 (alors m = 1, k = 0), la valeur maximale
est i = 2M ou M = 27. L’index i = 1 correspond & la fonction de mise & 1’échelle du
Haar wavelet hy(t) = 1.

Des calculs simples montrent que

1 1/m pouri=1I,
/ ha(E) ha()dt (3.3)
0 0 pour i # [.

par conséquent, les fonctions h;(t) sont orthogonales.
Ensuite, nous discrétisons les fonctions h;(t) en divisant l'intervalle ¢ € [0, 1] en 2M

parties de longueur égale At = 1/(2M) et introduisons les points de colocalisation
ty=(10-05)/2M), [1=1,2,...,2M. (3.4)

D’apres [2], [B], on introduit la matrice des coefficients H; = h; (t;) (c’est une matrice
2M x2M). Une fonction u(t) qui est définie dans l'intervalle ¢ € [0, 1] peut étre étendue

dans la série d’ondelette de Haar :
oM

u(t) =Y ahi(t), (3.5)

=1

ou a; sont les coefficients d’ondelettes. La forme discrete de cette équation est

2M 2M
u(t;) = Zaihi (t) = Z%Hz’u
i=1 i=1

ou dans une présentation matricielle v = aH ou u et a sont des vecteurs de rangée

dimensionnels de 2M .
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3.2 Equations intégrales de Fredholm

3.2 Equations intégrales de Fredholm

Une équation intégrale de Fredholm linéaire a la forme
B
u* (%) — / K* ("t u* (t*)dt* = f* (), 2% € |a,f],

ou le noyau K* et la fonction de droite f* sont prescrits. Puisque les ondelettes de

Haar sont définis seulement pour ¢ € [0, 1], la transformation
tr=QF—-a)t+a, z"=(0—-a)r+a, (3.6)
doit étre accompli. En faisant cela, nous trouvons
1
u() — / K(a,Ou(t)dt = f(z), =€ [0,1], (3.7)
0

ot u(t) = u* (t*), u(z) = u* (z*), f(x) = f*(z*), K(z,t) = (f — a)K* (x*,t*).
La formule (B@) n’est applicable que si « et § sont finis (les cas & — —o0 ou f — oo
ne sont pas considérés dans ce mémoire).

Remplacement (B33) en (BZ7) nous trouvons

Z azhi(x) — Zaz‘Gz‘(I) = f(z), (3.8)
Gil) = / K )byt (3.9)

Ensuite, nous allons évaluer les coefficients d’ondelettes a; de deux manieres :

(i) Méthode de collocation. Satisfaisant (88) seulement aux points de collocalisa-

tion (B2) pouvons obtenir un systeme d’équations linéaires

2M
> ailhi (@) = Gi ()] = f (), 1=12,...2M. (3.10)
i=1
La forme matricielle de ce systéme est
a(H—-G)=F, (3.11)

ou

F=A{f(z)}, G=A{Gi(z)}.
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3.3 Systeme linéaire d’équations intégrales de Fredholm

(ii) Méthode de Galerkin. Pour réaliser cette approche, chaque terme de (B3) est

multiplié par h;(z) et le résultat est intégré sur x € [0, 1]. En raison de I'ortho-

gonalité condition (B33) on obtient

Icil:m1+k1+1,m1:2j1,j1:O,1,..

ay

— = a;l'y =
ma 5
=1

2M

[ s@tes

Lk =0,1,..

Fil:/o Gi(x)hy(x)dz.

.,ml—let

(3.12)

(3.13)

3.3 Systeme linéaire d’équations intégrales de Fred-

holm

Considérez le systeme d’équation intégrale de Fredholm linéaire suivant :

up(z) =y /0 ks (0, yus (t)dt = fo(z), 7

1,2,...

,n

(3.14)

ou f, € L*[0,1],k.s € L*(]0,1] x [0,1)) pour r,s = 1,2,...,n et u, sont des fonctions

inconnues.[[]

nous pouvons écrire comme suivant :

uq ()

uo ()

ouU(z)

Uz) - /0 K(z,)U(t)dt = F(x),

fi()

f2§95) K () =

fn()

Remplacement (83) en (BI4), nous trouvons

2M T

E ay,

i=1
2M

E ag,

=1

T

/1 ]{?11(1‘, t)hl<t)dt
/1 ]{?21 (l‘, t)hl(t)dt
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3.3 Systeme linéaire d’équations intégrales de Fredholm

nous pouvons écrire
2M 2M
> aphi(x) =D a,Gi(x) = F(a), (3.16)
=1 =1

ou

_ 1 1
G = / ku(z, Hhi(t)dt - Gy = / Fan(w, )hi(t)dt
0 0

1
Gor = [ k(e Oh()dt - Gy = / b (2, £) s (1)t
0

1 1
G =/ kni(z, hi(t)dt - G :/ Fon (2, £)ha(t)dt
0 0

Ensuite, nous allons évaluer les coefficients d’ondelettes a,, par méthode de collocation.
En satisfaisant (818) uniquement aux points de collocalisation (B4), nous obtenons

un systeme d’équations linéaires :
2M 2M
Zamhi () — ZamGi (v))=F(x), 1=1,2,....2M,r=1,2,...,n  (3.17)
i=1 i=1

En résolvant le systeme linéaire (BI7), nous pouvons trouver le coefficient d’onde-

lettes a,.,.

Exemple 3.3.1 Résolvons Eq. (371) pour K(x,t) = x+t, f(z) = 2% L’équation (1)
a la solution exacte
17

2
Uex = T° — DT — —,

6
En tenant compte (33) et en évaluant les intégrales (8A), nous trouvons
pourt =1 : ,
0
on a hi(t) = 1. Alors,

1 12 1
Gi(z) = / (x 4+ t)dt = {xt + 5] =z + 0.5.
0

0

pour i > 1 : d’aprés ([F1), on a

Gi() :/OIK(.r,t)h,-(t)dt:/TZ(:E%—t)dt—/Tg(:rth)dt

t+ e t—l—lt2 B 12
= |T - — |x - = ——".
2 k 2 k40.5 4m2

32



3.3 Systeme linéaire d’équations intégrales de Fredholm

Donc,

x4+ 05 pourt=1,
Gz(l’) = 1
T am?

pouri > 1.

St nous appliquons la méthode de collocation, alors le vecteur a peut étre calculé a
partir du systéme (311).

Dans le cas de la méthode de Galerkin, nous sortirons de (313).

Evaluer les intégrales (3I3) nous obtient

1 1 2 1
Iy = / Gi(x)hi(x)dx = / (x4 0.5)dx = [% + 0.537] = 1.
0 0

0

1 1
'y —/ Gl(x)hl(:c)dx—/ (x +0.5)h(z)dx
0 0
I ESTN R P L 1> 1
=3 .xi 5 .xw— T pour .
1 my 1 my
1 1 .
In = i Gi(z)hi(x)dx = _WdI:_W’ pour i > 1.
1 | B
I'; :/0 Gi(z)hi(z)dx = —/@ de—i—/kw5 de: 0, pour 1,1 > 1.
Donc,
r\=1, I'y= —ﬁ pour [ >1,
Fﬂ:—ﬁ for i>1, T'y=0 pour i,1l>1.

Il résulte de (31B) que

pourl=1:onalyy =1, pouri=1,1;=— pouri > 1 et hy(t) =1

1
4m?2?

4 2M 1
l z : 1 2
—_— — aan + D) = / T dlE,

my P 4m 0

Prendre : my; = 1

M A
-z [=1. 3.18
ey w (3.18)
pourl>1: Onaly=—1
1
T2 T3
a il :/ xdep—/ 22dx
ml 4m1 1 k+0.5 2 k+1
AN B 3]
13| 3 | kros
1 m m
_4m? (2k1 + 1),



3.3 Systeme linéaire d’équations intégrales de Fredholm

Donc

a 1
= — (2k; +1 [ >1. 3.19
“ 4my  4m? (2R +1), pour (3.19)

Remplacer a; de (313) en (BI8), on obtient

2M
1 ay 1 4
B (e Y
ZmQ( 4m 4m2( * )> 3’

=2

Alors,

. Z Z 2k + 1 16' (3.20)

Nous calculons des totaux, d’apres | egalzte t=m+k+1, >2

e Pouri=2=m=1, k=0.
e Pouri=3,4=m=2k=0,1.
e Pouri=58=m=2% k=0,3.

epouri=29,16=m=2% k=0,7.

oi=M+k+1l=m=M=2/ 0<k<2/ -1

Alors,
zMjl— e N =
— 3 8 8 64 64 64 64 237
1 1 1 1 —2-2(J+1)
:1_|_§_|_2_4_|_..._+_2W:T

40

et de la méme maniere, nous comptons
M-

2k;+1 ! k+1 2k+1
Z Z Z Z

1=2 =0 k=0

=1 1+1 I +2J1
88 64 64 64 64 237

_.|_
il découle de (T2D) que

(o) i) ¥
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3.3 Systeme linéaire d’équations intégrales de Fredholm

a1(1—®>+(1—m>2—47

a (“ﬁ) :_“ﬁ’

Donc,

5— (2M)~2
1—(2M)-2
Les coefficients a; pour | > 1 peuvent étre calculés selon (312), la fonction u(x) est

évaluée a partir de (33).

ap =

Nous calculerons des valeurs différentes de J. Puis comparer ces résultats avec la
solution exacte.

En utilisant la méthode de déterminant de Fredholm on obtient :

On a
b b
Cn :/ B, 1(s,s)ds, et B, =c,k(z,t) —n/ k(x,s)B,_1(s,t)ds,
ot :co =1 et By(x,t) = k(z,t) =x+1

1 1 1
¢ = / By (s, s)ds = / (s +s)ds = / 2sds = [32}(1) =1
0 0 0

By = cok(x,t) — /1 By(x,s)k(s,t)ds =xz+t— /1(:10 +5)(s+t)ds

! 1 ! t 1
By :cgk(a:,t)—Q/ k(x,s)Bl(s,t)dS:——(3:—|—t)—2/ (x+s) S lost—Z)ds
0 6 ; 22 3

=———=—2|z2—+r=s— —tr— s+ —+—t——t——| =0.

T t 52 t 52 T s3 52 53 52 !
6 6 4 2 2 3 6 4 3 6

0
Donc
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3.3 Systeme linéaire d’équations intégrales de Fredholm

et
cn =0, Vn >3
On a
«— (="
F(x,t) + Y ~——Bu(x,t)
D(l’,t, >‘) n=1 n
R(z,t, \) ,
D(X) X X (=1)"
+ ; ] Cn
Alors
t—2z_ ¢t t+ 1
JE R Rk B SR T Y
12
op} )
ule) = @)+ [ Rt 0 f(0de
0
1
=%+ / (=6 — 6t — 12t — 4)t3dt
0

= 2% + [~2at% — St — 3t — 41%]

=x? — br — %,
Donc,

17
Uy = T° — BT — —.

6

La précision des résultats a été estimée par la fonction d’erreur

e = max (Ju(t) e (1)), (3.21)

ou t; est défini par (334).
Nowus calculons ’erreur en utilisant la méthode de collocation :

Code Matlab pour la méthode de collocation

function err=err(J)

M=2"7J;

X=zeros(2*M,1);

for 1=1:2xM

X(1,1)=abs (uapp(J, (1-0.5) /(2*M) ) -uexact ((1-0.5)/(2*M))) ;
end

err=max (X) ;
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3.3 Systeme linéaire d’équations intégrales de Fredholm

st J =2=2M =8 (1Z32) donne la matrice de Haar

et

H(8,8)

0.5625
—0.2500
—0.0625
—0.0625
—0.0156
—0.0156
—0.0156

| —0.0156

o O O O O = = =
o O O O O = = =

0.6875
—0.2500
—0.0625
—0.0625
—0.0156
—0.0156
—0.0156
—0.0156

|
—_

—_ =
—_ =

-1

o O Rk = O
|
—_

0.8125
—0.2500
—0.0625
—0.0625
—0.0156
—0.0156
—0.0156
—0.0156

Et les coefficients Haar sont

siu(ty = 15) =
siu(ty = 3) =
st u(ts = %) =
siu(ty = 15) =
st u(ts = %) =
st u(tg = %) =
siu(ty = 12) =
st u(ty = %) =
Donc

S =R O O = O

0.9375
—0.2500
—0.0625
—0.0625
—0.0156
—0.0156
—0.0156
—0.0156

-1 -1

1.0625
—0.2500
—0.0625
—0.0625
—0.0156
—0.0156
—0.0156
—0.0156

1.1875
—0.2500
—0.0625
—0.0625
—0.0156
—0.0156
—0.0156
—0.0156

[ 0.0039
0.0352
0.0977
0.1914
0.3164
0.4727
0.6602

| 0.8789

1.3125
—0.2500
—0.0625
—0.0625
—0.0156
—0.0156
—0.0156
—0.0156

1.4375
—0.2500
—0.0625
—0.0625
—0.0156
—0.0156
—0.0156
—0.0156

a=[-5.0476 1.0119 0.5685 0.4435 0.2999 0.2686 0.2374 0.2061]

—3.1674 et u.,(t;
—3.7671 et u.,(ts
—4.3356 et Uey(ts
—4.8728 et ugy
—5.3787 et Uy (ts
—5.8534 et uey(ts
—6.2969 et U (ty
—6.7091 et ug,(ts

121

(
(
(
(
(
(
(
(

~—_— — — — — ~— ~—  —

sla Sle &2 &l sl Sle sl 5=

ea = max (|u (t;) — ez (4;)]) = 0.0672.

1<i<8
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3.4 Equation intégrale Faiblement singuliére

De la méme maniére, nous comptons d’autres erreurs.

Nowus calculons l’erreur en utilisant la méthode de galerkin :

st u(ty = 15) = —3.1776 et ue,(t1 = 15) = —3.1419 = €5 = |u(t1) — ues(t1)] = 0.0357,
siu(ty = 1) = =3.7793 €t e, (ts = 1) = —3.7356 = €3 = |u(ts) — uey(t2)| = 0.0437,
st u(ts = 15—6) = —4.3497 et ue,(t3 = 1%) = —4.2981 = ey = |u(t3) — ue(t3)| = 0.0516,
siu(ty = 1) = —4.8889 et ue,(ts = 15) = —4.8294 = €5 = |u(ty) — ues(ts)| = 0.0595,
siu(ts = 15) = —5.3968 et ue,(ts = 15) = —5.3294 = €5 = |u(ts) — ues(t5)| = 0.0674,
siu(ts = 1) = —5.8379 et ue,(ts = 13) = —5.7982 = €3 = |u(ts) — ues(t6)| = 0.0397,
siu(ty = 12) = —6.3190 et ue,(t7 = 12) = —6.2357 = €5 = |u(t7) — uey(t7)| = 0.0833,
siu(ts = 13) = —6.7331 et ue,(ts = 12) = —6.6419 = €5 = |u(ts) — Ues(ts)| = 0.0912
Donc,

ez = max (Ju(t;) — ues (t)]) = 0.0912.

De la méme maniére, nous comptons d’autres erreurs.
Les erreurs ey tant pour la collocation que pour la méthode de Galerkin sont pré-

sentées dans le tableau 1.1.

eJ
2M | Collocation | Galerkin
8 7.2E-2 1.1E-1
16 1.7E-2 2.6E-2
32 4.3E-3 6.5E-3
6/ | 1.3B-3 1.6E-3

v [ | Qo | o |

Tableau 1.1- erreurs de résolution li pour K =z +t, f(z) = 22

Cet type montre la simplicité de la solution d’ondelettes de Haar : pour évaluer
les coefficients d’ondelettes dans le cas de la méthode de collocation, un systéme de
les équations linéaires dotvent étre résolues, quant a la méthode de Galerkin puis ex-
pressions analytiques pour ces coefficients ont été obtenus. Pour obtenir la précision

nécessaire, le nombre de points de calcul est assez petit.

3.4 Equation intégrale faiblement singuliére

Dans cette section 1’équation intégrale

u(w):/j%u(t)dt—i—f@), O<a<l,0<t<zx<1, (3.22)

38



3.4 Equation intégrale Faiblement singuliére

est considéré. C’est une équation faiblement singuliere.

Exemple 3.4.1 Considérons ’équation intégrale Abel

— dt=1, 0<t<az<l1. (3.23)

|
Remplacement (133) en (1323), nous obtenons

2M
Y aGi(w) =1, I=1,...,2M, (3.24)

=1

o

La formulation matricielle de cette équation est
aG = E, (3.25)

ot Gy = G; (7)) et E est un vecteur d’unité de dimension 2M .
Evaluer les intégrales Gy = G; (x;) que nous obtenons

(i) Gi=0 pourz; <,
] 1

(ii) Gy = \/_ — 2V —t : =2V —71  pour < x; < T,
i) Go = [ / it = = [+ V1]

= —d/x; — T+ 2V — 11 pour 7o < x; < T3,
(iv) G /TQ—1 d 901—1 d 73—1 d
w) Gy = t_/ t_/ / t
n ver—t Hn VT —1 o VT —t
T2 x] T3
—[2\/$l—t]T1—|—[2 xl_t72+[2\/xl_txl

= —4Vr— T+ 2V — 1+ 2V — 13 pour T3 < x; < 1,
En utilise la transformation de Laplace pour résoudre l’équation intégrale

d’Abel de la premiére espéce (323)

L{ Om \/%u(t)dt} {1},

{at} Liu@)} = L{g())

_ @gw )} = L{g(x)},
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3.4 Equation intégrale Faiblement singuliére

Ainsi, nous avons

Cluto)} = s Lt |
Alors,
:r(é)rzl— )% (x:??g(t)%%/Ow(w—t)ég’(t)dt}

v
Donc La solution exacte de (323) est
1

-

Les calculs effectués pour l’approche des ondelettes de Haar ont montré que pres de la

uex

singularité x = 0, un grand nombre de points de collocation doivent étre prises. Cette
sttuation est démontrée a la Fig. 3.1 : seulement pour J =7 (ou 2M = 256), la préci-
sion des solutions d’ondelettes peut étre considérée comme plus ou moins satisfaisante.
St nous nous €loignons de x = 0, la convergence est de nouveau bonne. Donc, pour l’in-
tervalle 0.1 < x < 1, les estimations d’erreur (21) sont e, = 1.9FE —2, e5 = 1.3E — 3,
eg =3.4E — 4, e; = 8.8F — 5. [1]

5 I I '
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
X

FI1GURE 3.1 — Solution du type au voisinage du point singulier x = 0,1 solution exacte,

Solutions ondelettes pour J =6 et J = 7.
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Conclusion générale

L’objectif principal de ce travail est de proposer la méthode des ondelettes de Haar
pour la résolution d’équations intégrales linéaires. Une solution viable a été développée
sur deux types d’équations intégrales différentes (équation de Fredholm et équation
intégrale faiblement singuliere). Deux variantes de solution, qui sont basées sur les
techniques de collocation et de Galerkin, sont proposées. La méthode élaborée est tres
simple et - comme il découle des problemes de test - une précision élevée des résultats
peut étre obtenue avec un petit nombre de points de calcul. Nous avons constaté que
la méthode collocation est meilleure que la méthode Galerkin en termes de précision

des résultats.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons proposé la méthode d’ondelettes de Haar pour la résolution
numérique d’équations intégrales linéaires. Nous avons appliqué cette méthode a deux types
d’équations intégrales différentes (équation de Fredholm et équation intégrale faiblement
singuliere), en résolvant ces équations a 'aide de MATLAB pour calculer les coefficients de
Haar. Les résultats numériques sont comparés a la solution exacte au moyen d’une analyse
d’erreur, ce qui montre l'efficacité de cette technique.

Mots clés :

Equation intégrale, Ondelettes de Haar, Méthode Galerkin, Méthode de collocation.
Abstract

In this work, we proposed Haar wavelet method for the numerical solution of linear integral
equations. We applied this method to two different types of integral equations (Fredholm
equation and weakly singular integral equation), solving these equations using MATLAB to
compute the Haar coefficients. The numerical results are compared to the exact solution by
means of an error analysis, which shows the efficiency of this technique.

Key words :

Integral equations, Haar wavelets, Galerkin method, Collocation method.
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