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Introduction Générale

Les équations intégrales ont plusieurs applications en physique et en ingénierie. Ce-

pendant, les solutions analytiques d’équations intégrales n’existent pas ou sont difficiles

à trouver. C’est précisément pour cette raison que plusieurs méthodes numériques ont

été développées pour trouver des solutions d’équations intégrales. Certaines méthodes

ne s’appliquent qu’aux équations intégrales linéaires alors que d’autres s’appliquent à

des cas particuliers d’équations intégrales non linéaires pour les types généraux d’équa-

tions intégrales non linéaires de Fredholm et de Volterra. L’utilisation des ondelettes a

pris de l’importance d’une application numérique.

J. Fourier (1768-1830) est le premier mathématicien qui a découvert ce genre d’équa-

tions intégrales dû au fait qu’il a obtenu la formule de la transformation de Fourier.

La transformée de Fourier F est une opération qui transforme une fonction inté-

grable sur R en une autre fonction.

l’analyse de Fourier est adaptée à l’étude de signaux stationnaires, l’analyse par

ondelettes est adaptée aux signaux non-stationnaires.

A noter que dans l’histoire du mathématique l’analyse des ondelettes remonte au

début des années (1930) et sont actuellement utilisées dans plusieurs domaines tels

que : le traitement du signal d’image, la compression des données. Même si peu de

gens connaissent probablement très peu de choses sur le concept des ondelettes ils

contrastent avec son impact phénoménal dans la technologie d’aujourd’hui. Dans ces

dernières années, de nombreuses différente fonction de base ont été utilisées pour es-

timer la solution des équations intégrales, telles que les fonctions orthogonales et des

ondelettes.

La notion d’ "Ondelettes" ou "Wavelets" a été utilisée pour la première fois au début

des années 80 par le géophysicien francais J. Morlet [9] pour désigner des fonctions

mathématiques utilisées dans la représentation des données séismiques. Les ondelettes
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Introduction Générale

sont des fonctions de base de variation multi-échelles, ou multi-résolutions, utilisées

dans le but de l’approximation ou de la compression des données. La théorie des onde-

lettes n’est pas en fait tout à fait nouvelle, mais le support mathématique, contenu déjà

dans les recherches des années 30, a été développé considérablement dans les dernières

20 années, après que ces fonctions ont été utilisés dans le traitement numérique du

signal et en particulier dans l’analyse et la compression des images.

Utiliser les ondelettes pour résoudre des équations intégrales, des équations diffé-

rentielles intégrales et des équations intégrales numériques. Parmi les types les plus

importants d’ondelettes, ondelette dérivée première de Gaussienne et ondelette som-

brero, égale à−∆G (dérivée seconde de Gaussienne), ondelette de Meyer et dans notre

travail de spécialité dans l’ondelette de Haar qui est le mois le plus commun. La mé-

thode est applicable à différents types d’équations intégrales (équations de Fredholm et

Volterra, équations intégro-différentielles, équations intégrales faiblement singulières).

L’objectif principal des recherches modernes sur les ondelette est de créer des fonc-

tions de base variation multi-échelles, ou multi-résolutions faciles à se transformer en

information, efficaces et utiles dans la description d’une fonction ou d’un signal, si ce-

lui ci est représenté comme une fonction du temps et si les ondelettes fournissent une

localisation efficace en terme de temps et de fréquence ou d’échelle.

Notre travail est reparti en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré en général sur les équation intégrales : nous avons

présenté quelques définitions de base de l’espace de Hilbert et la transformation de

fourier. Enfin, nous avons présenté quelques méthodes de résolution d’équations inté-

grales.

Dans le deuxième chapitre, nous avons discuté la théorie des ondelettes avec leurs

définitions et propriétés, aussi bien que l’analyse de multi-résolution et décomposition

en ondelettes orthogonales. Finalement, nous nous sommes concentrés sur l’ondelette

de Haar sur l’intervalle.

Dans le troisième chapitre, nous avons fait une application de méthode numerique

d’ondelettes de Haar pour la résolution des équations intégrales, en utilisant la mé-

thode de collocation[1], et la méthode Galerkin [20] . Dans cette dernière, le niveau

d’approximation J . Comparez alors ces résultats avec la solution exacte.
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Notations Générales

⟨ , ⟩ Le produit scalaire.

PF La projection orthogonale.

L2(R) Espace des fonctions de carré intégrable sur R, avec ∥f∥2L2 =

∫
R
|f(t)|2dt <∞.

Ff(ω), f̂(ω)

où TF Transformée de Fourier de f .

Ff(ω) Transformée de Fourier inverse de f .

A Opérateur.

k(x, t) Le noyau des équations intégrales.

T Opérateur intégral.

Γ(x) Fonction gamma.

L Transformation de Laplace.

ψ(t) Ondelette mére.

ψi,j(t) Ondelette discréte.

⊕ Somme directe.

Ii,j Intervalle dyadique.

φj,k Le système des fonctions d’échelle Haar.

ψj,k Le système de Haar.

E Espace mesuré.

R L’ensemble des nombres réels.

N L’ensemble des nombres naturels.

C L’ensemble des nombres complexes.

Z L’ensemble d’entiers.

TOC Transformée en ondelettes continue.

TOD Transformée en ondelettes discrètes.

EIFS Equation intégrale de Fredholm de deuxième espèce.

AMR Analyse multirésolution.
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Chapitre 1

Généralités sur les équations

intégrales

1.1 Préliminaire

1.1.1 Espace de Hilbert

Définition 1.1.1 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H sur C muni d’un

produit scalaire ⟨., .⟩, tel que la norme ∥x∥ = ⟨x, x⟩ 1
2 est complète.

Définition 1.1.2 Soit H un espace de Hilbert. un système orthonormé est un sous-

ensemble E de H tel que pour tout e, y ∈ E nous avons

⟨e, y⟩ =

1 si e = y,

0 si e ̸= y.

Définition 1.1.3 Soit H un espace de Hilbert et soit F ⊂ H. Le complément ortho-

gonal de F défini par

F⊥ = {x ∈ H : ⟨x, f⟩ = 0 ∀f ∈ F}. (1.1)

Proposition 1.1.1 Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H.

Alors on dispose d’un opérateur de projection orthogonale PF : H −→ F caractérisé

par la propriété suivante : pour tout x ∈ H, PF (x) est l’unique y ∈ F tel que

∀z ∈ F, ⟨x− y, z⟩ = 0.

1



1.1 Préliminaire

L’application PF est un opérateur linéaire continu de H dans F . De plus, le sous-

espace Ker pF de H coïncide avec le sous-espace F⊥. On en déduit alors H = F
⊕

F⊥.

Ainsi, dans un espace de Hilbert, tout sous-espace vectoriel fermé admet un supplémen-

taire orthogonal qui est fermé.

En particulier, lorsque F est une droite de vecteur directeur u, la projection ortho-

gonale sur F est donnée par

∀x ∈ H, PF (x) =
⟨x, u⟩
∥u∥2

u.

1.1.2 Transformation de Fourier

Définition 1.1.4 Pour f : R → R, f ∈ L1(R), sa transformation de Fourier (TF) est

définie comme

Ff(ω) = f̂(ω) =

∫
R
f(t) exp(−2iπωt)dt, (1.2)

et sa transformation conjuguée est donnée par

Ff(ω) =
∫
R
f(t) exp(2iπωt)dt. (1.3)

Définition 1.1.5 (L’espace L1(R))

L1(R) =
{
f : R → C mesurables avec

∫ ∞

−∞
|f(t)|dt <∞

}
,

Définition 1.1.6 (L’espace L2(R))

L2(R) =
{
f : R → C mesurables avec

∫ ∞

−∞
|f(t)|2dt <∞

}
,

avec le produit scalaire ⟨f, g⟩ =
∫ ∞

−∞
f(t)g(t)dt.

Définition 1.1.7 (Base de Riesz) Une famille {ek}k∈Z ⊂ L2(R) est une base de

Riesz de L2(R) si :

(i) ∀h ∈ L2(R), ∃!α ∈ l2(Z) tel que h =
∑
k∈Z

αkek.

(ii) ∃0 < A ⩽ B < +∞ tels que ∀h ∈ L2(R), A∥α∥l2(Z) ⩽ ∥h∥L2(R) ⩽ B∥α∥l2(Z) où

∥α∥l2(Z) =

(∑
k∈Z

|αk|2
) 1

2

.

2



1.2 Les équations intégrales

Définition 1.1.8 (Base hilbertienne) Soit (en)n≥0 une famille dénombrable d’un

espace de Hilbert H. On dit que la famille (en)n≥0 est une base hilbertienne si :

(i) pour tous n ̸= m on a ⟨en, em⟩ = 0, et ∥en∥ = 1 pour tout n ∈ N,

(ii) l’espace vectoriel Vect {en : n ∈ N} des combinaisons linéaires

finies des vecteurs en, pour n ∈ N, est dense dans H.

Définition 1.1.9 (Opérateur) :

Soit k une fonction de l’espace L2(]a, b[×]a, b[), alors l’opérateur A tel que

Ay(t) =

∫ b

a

k(t, s)y(s)ds, t ∈]a, b[

est bien défini, en tant qu’opérateur dans L2(]a, b[).

Proposition 1.1.2 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans

lui même, avec ∥A∥ < 1 et soit I l’opérateur identique dans X. Alors (I − A) admet

un opérateur inverse borné donné par la série de Neumann

(I − A)−1 =
∞∑
k=1

Ak,

de plus ∥∥(I − A)−1
∥∥ < 1

1− ∥A∥
.

Théorème 1.1.1 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans

lui même, avec ∥A∥ < 1. Soit I l’opérateur identique dans X. Alors pour tout x ∈ X,

l’approximation successive donnée par la suite de fonctions

yn ∈ X, yn = Ayn−1 + x (n ≥ 1)

converge vers une unique solution y, vérifiant

y − Ay = x.

1.2 Les équations intégrales

Définition 1.2.1 On appelle équation intégrale une équation fonctionnelle où la fonc-

tion inconnue figure sous le signe d’intégration
∫

.

∫
E

K(x, t, φ(t))dt = h(x)φ(x) + f(x), x ∈ E. (1.4)

3



1.2 Les équations intégrales

où E est un espace mesuré, f(x) une fonction mesurable donnée sur E, et K une

fonction mesurable sur E3 appelée noyau de l’équation intégrale, h(x) fonction connue

et détermine le type de l’équation intégrale, et φ fonction l’inconnue.

Exemple 1.2.1 soit a ≤ x ≤ b, a ≤ t ≤ b les équations

g(x) =

∫ b

a

k(x, t)g(t)dt, (1.5)

g(x) = f(x) +

∫ b

a

k(x, t)g(t)dt, (1.6)

g(x) =

∫ b

a

k(x, t)[g(t)]2dt, (1.7)

sont des équations intégrales.

Définition 1.2.2 la fonction k(x, t) est le noyau des équations intégrales, on suppose

que le noyau k(x, t) est défini dans le carré Ω = {a ≤ x ≤ b, a ≤ t ≤ b} du plan (x, t)

et continu dans Ω ou bien présente des discontinuités telles que l’intégrale∫ b

a

∫ b

a

| k(x, t) |2 dxdt < +∞.

Remarque 1.2.1 :

Si on prend

K(x, t, φ(t)) = K(x, t)φ(t),

l’équation (1.4) devient linéaire, est sinon devient équation intégrale non linéaire.

1.2.1 Classification des équation intégrales

a) Équations intégrales linéaires

Définition 1.2.3 une équation intégrale est dite linéaire si la fonction inconnue

se présente d’une manière linéaire.

Exemple 1.2.2 les équations (1.5) et (1.6) sont linéaires par contre l’équation

(1.7) ne l’est pas.

Définition 1.2.4 (Équation intégrale de Fredholm) :

On appelle équation intégrale de Fredholm une équation, à une inconnue φ(x)

de la forme

h(x)φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)φ(t)dt, (1.8)

4



1.2 Les équations intégrales

où f(x), K(x, t) sont des fonctions connues et λ est un paramètere non nul,

réel ou complexe.

La fonction h(x) détermine le type de l’équation intégrale.

i) Si h(x) = 0, l’équation (1.8) s’écrit

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)φ(t)dt = 0, (1.9)

s’appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce.

ii) Si h(x) = u= constante ̸= 0, l’équation (1.8) s’écrit

uφ(x) = f(x) +

∫ b

a

K(x, t)φ(t)dt, (1.10)

s’appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espèce.

iii) Si h(x) ̸= 0, donc la formule (1.8) est appelée équation intégrale de Fredholm

de troisième espèce.

Remarque 1.2.2 1. Si f(x) = 0, l’équation (1.8) est dite homogène.

2. Si f(x) ̸= 0, l’équation (1.8) est dite non homogène.

Définition 1.2.5 (Équation intégrale de Volterra) :

On appelle équation intégrale linéaire de Volterra, une équation de la forme

h(x)φ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)φ(t)dt, (1.11)

i) On appelle équation intégrale de Volterra de première espèce, si h(x) = 0,

donc l’équation (1.11) s’écrit

f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)φ(t)dt = 0, (1.12)

ii) On appelle équation intégrale de Volterra de seconde espèce, si h(x) = u =

constante ̸= 0, donc l’équation (1.11) s’écrit

uφ(x) = f(x) +

∫ x

a

K(x, t)φ(t)dt, (1.13)

iii) Si h(x) ̸= 0, donc la formule (1.11) est appelée équation intégrale de Volterra

de troisième espèce.

5



1.2 Les équations intégrales

Remarque 1.2.3

1. Si f(x) = 0, donc l’équation (1.11) est dite homogène.

2. Si f(x) ̸= 0, donc l’équation (1.11) est dite non homogène.

Remarque 1.2.4 L’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l’équa-

tion intégrale de Fredholm, il suffit de prendre le noyou K vérifie la condition

K(x, t) = 0, pour x < t.

Définition 1.2.6 (L’équation intégrale de Wiener-Hopf) : on appelle équa-

tion intégrale de Wiener-Hopf une équation de la forme

h(x)φ(x) + λ

∫ ∞

a

k(x− t)φ(t)dt = f(x). (1.14)

Définition 1.2.7 (L’équation intégrale de Renwal) : l’équation intégrale de

la forme

h(x)φ(x) + λ

∫ x

a

k(x− t)φ(t)dt = f(x), (1.15)

est appelée équation intégrale de Renwal.

b) Équations intégrales non linéaires

Définition 1.2.8 (Équation intégrale de Fredholm)

1- l’équation intégrale non linéaire de Fredholm de première espèce prend la

forme

f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t, φ(t))dt = 0, (1.16)

2- l’équation intégrale de Fredholm de second espèce est de la forme

uφ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t, φ(t))dt, (1.17)

où u est une constante.

3- l’équation intégrale de Fredholm de troisième espèce est de la forme

h(x)φ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t, φ(t))dt. (1.18)

Définition 1.2.9 (Équation intégrale de Volterra)

1- l’équation intégrale non linéaire de Volterra de première espèce prend la

forme

f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t, φ(t))dt = 0, (1.19)

6



1.2 Les équations intégrales

2- l’équation intégrale de Volterra de second espèce est de la forme

uφ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t, φ(t))dt, (1.20)

3- l’équation intégrale de Volterra de troisième espèce est de la forme

h(x)φ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

K(x, t, φ(t))dt. (1.21)

Remarque 1.2.5 1) si f(x) = 0, l’équation est dite homogène.

2) si f(x) ̸= 0, l’équation est dite non homogène.

Définition 1.2.10 (L’équation intégrale de Hammerstein-Volterra) : on

appelle équation intégrale de Hammerstein-Volterra une équation de la forme

h(x)φ(x) + λ

∫ x

a

K(x, t)F (t, φ(t))dt = f(x). (1.22)

c) Équations intégrales singulières

Définition 1.2.11 Considérons l’équation intégrale suivante

φ(x) = f(x) +

∫
T

M(x, t)K(x, t)φ(t)dt, (1.23)

On dit que (1.23) est singulière si K(x, t) admet une singularité ou le domaine

T n’est pas bornée, et M(x, t) fonction bornée.

Exemple 1.2.3 1) φ(x) = f(x) + λ

∫ ∞

0

sin(xt)φ(t)dt,

2) f(x) =

∫ x

0

H(x, t)

(x− t)α
φ(t)dt, où H(x, t) est une fonction bornée.[11]

1) Équation intégrale d’Abel :

Définition 1.2.12 On appelle équation intégrale linéaire d’Abel une équa-

tion de la forme ∫ x

a

φ(t)

(x− t)α
dt = f(x), (1.24)

où α est une constante, 0 < α < 1.

2) Singularité de type Volterra et Fredholm :

On considère l’équation intégrale de deuxième espèce de la forme

φ(x) = f(x) +

∫ x

a

M(x, t)K(x, t)φ(t)dt, a ⩽ x ⩽ ∞. (1.25)
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1.2 Les équations intégrales

où K(x, t) est faiblement singulier, en générale :

K(x, t) =

| x− t |−α, 0 < α < 1

log | x− t |

Alors

i) L’équation (1.25) est de Volterra.

ii) Si x = b, l’équation (1.25) est de Fredholm.

iii) Le cas où K(x, t) =| x − t |−α, 0 < α < 1 s’appelle singularité algé-

briques.

iv) Le cas où K(x, t) = log | x− t |, s’appelle singularité logarithmiques.

Définition 1.2.13 (Équation intégrale de Carleman) :

On appelle équation intégrale de Carleman une équation de la forme

a(x)
1

πi

∫ 1

−1

φ(t)

t− x
dt+

1

πi

∫ 1

−1

b(t)

t− x
φ(t)dt = f(x), (1.26)

où a, b et φ sont des fonctions continues.[21]

Définition 1.2.14 (Singularité de type de Cauchy) :

Soit D un domaine bornée et convexe dans un plan complexe, alors l’intégrale

de Cauchy donné par la formule

1

2πi

∫
∂D

φ(t)

t− x
dt = f(x), t ∈ C. (1.27)

Définition 1.2.15 On appelle équation intégrale de Cauchy une équation de la

forme

a(x)φ(x) + b(x)

∫
Γ

φ(t)

t− x
dt+

∫
Γ

K(x, t)φ(t)dt = f(x), (1.28)

telle que Γ = ∂D.

1.2.2 Quelques méthodes de résolution les équations intégrales

Méthodes de résolution les équations intégrales linéaires :

1) Méthode des approximations successives :

On considère l’équation

φ = g + λTφ, (1.29)
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1.2 Les équations intégrales

Si T un opérateur intégral

(Tφ)(x) =

∫ b

a

k(x, y)φ(y)dy,

alors (1.29) est une équation de Fredholm de deuxième espèce (EIFS)

φ(x) = g(x) + λ

∫ b

a

k(x, y)φ(y)dy, (1.30)

donc (
T 2φ

)
(x) = T

(∫ b

a

k(x, y)φ(y)dy

)
=

∫ b

a

k(x, z)

(∫ b

a

k(z, y)φ(y)dy

)
dz

=

∫ b

a

(∫ b

a

k(x, z)k(z, y)dz

)
φ(y)dy,

alors, T 2 est un opérateur intégral avec le noyau est∫ b

a

k(x, y)k(z, y)dz,

de même pour

(T nφ) (x) =

∫ b

a

kn(x, y)φ(y)dy, pour n ≥ 2,

où le noyau kn de l’opérateur T n est donné par

kn(x, y) =

∫ b

a

k(x, ξ)kn−1(ξ, y)dξ, pour n > 2,

on peut écrire aussi le noyau sous la forme

kn(x, y) =

∫ b

a

. . .

∫ b

a

k (x, ξn−1) k (ξn−1, ξn−2) . . . k(ξ, y)dξn−1dξn−2 . . . dξ,

et par conséquent aussi l’équation intégrale (1.30), si |λ|∥T∥ < 1 admet une

solution unique donnée par la série de Neumann

φ(x) = g(x) + λ

∫ b

a

[
∞∑
n=1

λn−1kn(x, y)

]
g(y)dy.

2) La méthode des substitutions successives :

Cette méthode est presque analogue à la méthode d’approximation succes-

sive, sauf qu’elle concerne la solution de l’équation intégrale sous forme de série

par l’évaluation des intégrales simples et multiples. La solution par la procédure
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1.2 Les équations intégrales

numérique dans cette méthode est énorme par rapport à d’autres techniques.

Nous supposons que

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt, (1.31)

En substituant dans le second membre de l’équation (1.31), à la place de u(t),

sa valeur, telle que donnée par l’équation elle-même, donne

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

K(x, t)f(t)dt+ λ2
∫ b

a

K(x, t)

∫ b

a

K (t, t1)u (t1) dt1dt,

Ici encore, nous substituons à u (t1) sa valeur comme donnée dans l’équation

(1.31). Ainsi, nous obtenons

u(x) = f(x) +λ

∫ b

a

K(x, t)f(t)dt

+λ2
∫ b

a

K(x, t)

∫ b

a

K (t, t1) f (t1) dt1dt

+λ3
∫ b

a

K(x, t)

∫ b

a

K (t, t1)

∫ b

a

K (t1, t2)u (t2) dt2dt1dt,

En procédant de cette manière, nous obtenons

u(x) = f(x) +λ

∫ b

a

K(x, t)f(t)dt

+λ2
∫ b

a

K(x, t)

∫ b

a

K (t, t1) f (t1) dt1dt

+λ3
∫ b

a

K(x, t)

∫ b

a

K (t, t1)

∫ b

a

K (t1, t2) f (t2) dt2dt1dt

+ · · ·

(1.32)

Nous notons que la solution de série donnée dans l’équation (1.32) converge

uniformément dans l’intervalle [a, b] si λM(b− a) < 1 où |K(x, t)| ≤M . D’après

l’équation (1.32), il est absolument clair que dans cette méthode, la fonction

inconnue u(x) est remplacée par la fonction donnée f(x) qui rend l’évaluation

des intégrales multiples simple et possible.

3) Méthode de Fredholm(méthode de déterminant) :

La solution de l’équation de Fredholm de seconde espèce

u(x)− λ

∫ b

a

K(x, t)u(t)dt = f(x), (1.33)

est donnée par la formule

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a

R(x, t, λ)f(t)dt, (1.34)
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1.2 Les équations intégrales

où la fonction R(x, t, λ), dite résolvante de Fredholm de l’équation (1.33), est

définie par l’égalité

R(x, t, λ) =
D(x, t, λ)

D(λ)
, (1.35)

sous la condition D(λ) ̸= 0. Ici D(x, t, λ) et D(λ) sont séries de puissances de λ :

D(x, t, λ) = K(x, t) +
∞∑
n=1

(−1)n

n!
Bn(x, t)λ

n, (1.36)

D(λ) = 1 +
∞∑
n=1

(−1)n

n!
Cnλ

n, (1.37)

avec les ceofficients ainsi définis :

Bn(x, t) =

∫ b

a

. . .

∫ b

a︸ ︷︷ ︸
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k(x, t) k(x, t1) . . . k(x, tn)

k(t1, t) k(t1, t1) . . . k(t1, tn)

k(t2, t) k(t2, t1) . . . k(t2, tn)

. . . . . . . . . . . .

k(tn, t) k(tn, t1) . . . k(tn, tn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dt1 . . . dtn, (1.38)

et

B0(x, t) = k(x, t),

Cn =

∫ b

a

. . .

∫ b

a︸ ︷︷ ︸
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

k(t1, t1) k(t1, t2) . . . k(t1, tn)

k(t2, t1) k(t2, t2) . . . k(t2, tn)

k(t3, t1) k(t3, t2) . . . k(t3, tn)

. . . . . . . . . . . .

k(tn, t1) k(tn, t2) . . . k(tn, tn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dt1 . . . dtn, (1.39)

Les fonctions D(λ) et D(x, t, λ) sont respectivement le déterminant de Fred-

holm et le mineur du déterminant de Fredholm. Si le noyau k(x, t) est borné ou

si l’intégrale ∫ b

a

∫ b

a

k2(x, t)dxdt,

est finie, les séries (1.36) et (1.37) convergent quel que soit λ et sont donc des

fonctions analytiques entières de λ.

La résolvante

R(x, t, λ) =
D(x, t, λ)

D(λ)
,

est une fonction analytique de λ, sauf les λ qui sont zéros de D(λ). Ces derniers

sont des pôles de la résolvante R(x, t, λ).
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1.2 Les équations intégrales

Méthodes de résolution les équations intégrales singulière

1) méthode d’approximation

Soit l’équation intégrale de Volterra faiblement singulier du deuxième espèce

f(x) = g(x) +

∫ x

0

λ
f(t)√
x− t

dt, (1.40)

où λ est une paramètre constante et le noyau k(x, t) =
1√
x− t

est un noyau

singulier.

La méthode des approximations successives, ou méthode itération de Picard

fournit une système qui peut être utilisé pour résoudre le problème de valeur ini-

tiale ou équation intégrale. Cette méthode permet de résoudre tout problème par

trouver approximations successives à la solution en commençant par une première

deviner, appelé le rapprochement de zéro. Comme on le verra, on rapprochement

zéro est une fonction à valeurs réelles sélectif qui sera utilisé dans une relation de

récurrence à déterminer les autres approximations.

L’application de cette méthode à l’équation (1.40) présente la relation de

récurrence

fn+1(x) = g(x) +

∫ x

0

λ√
x− t

fn(t)dt, n ≥ 0 (1.41)

Nous commençons toujours par une estimation initiale pour f0(x), la plupart

du temps nous sélectionnons 0, 1, x, pour f0(x), et à l’aide de (1.40), on a les

approximations successives fk, k ≥ 1

qui serons déterminé comme

f1(x) = g(x) +

∫ x

0

λ√
x− t

f0(t)dt.

f2(x) = g(x) +

∫ x

0

λ√
x− t

f1(t)dt.

f3(x) = g(x) +

∫ x

0

λ√
x− t

f2(t)dt.

donc la solution de l’équation (1.40) est donné par

f(x) = lim
n−→+∞

fn+1(x).

2) Méthode de transformation de Laplace

a) Équation intégrale généralisée d’Abel

soit l’équation intégrale généralisée d’Abel de la première espèce

g(x) =

∫ x

0

1

(x− t)α
f(t)dt, où 0 < α < 1. (1.42)

12



1.2 Les équations intégrales

Prenant la transformée de Laplace de deux membres avec l’aide de théorème

de convolution, nous obtenons

L
{
x−α

}
L{f(x)} = L{g(x)}

=
Γ(1− α)

s1−α
L{f(x)} = L{g(x)},

Ainsi, nous avons

L{f(x)} =
1

Γ(1− α)
s

{
1

sα
L{g(x)}

}
, (1.43)

Avec

Γ(α) =

∫ +∞

0

e−xxα−1dx,

En utilisant le théorème de convolution et la transformée inverse de

Laplace de l’équation (1.43) nous obtenons

f(x) =
1

Γ(α)Γ(1− α)

d

dx

∫ x

0

(x− t)α−1g(t)dt

=
1

Γ(α)Γ(1− α)

d

dx

{
(x− t)α

−α
g (t)|x0 +

1

α

∫ x

0

(x− t)αg′(t)dt

}
=

sinπα

π

{
g(0)

x1−α
+

∫ x

0

g′(t)

(x− t)1−α
dt

}
, Γ(α)Γ(1− α) =

π

sin πα
.

Ceci est la solution désirée de l’équation intégrale.

b) Équation intégrale de Volterra faiblement singulière

Soit l’équation intégrale de Volterra faiblement singulier du deuxième

espèce généralisé

f(x) = g(x) +

∫ x

0

f(t)

(x− t)α
dt, 0 < α < 1 (1.44)

le transformation de Laplace de l’équation (1.44) est l’équation

L{f(x)} = L{g(x)}+ L{x−α}L{f(x)},

L{f(x)} = L{g(x)}+ Γ(1− α)

s1−α
L{f(x)},

L{f(x)} =
s1−α

s1−α − Γ(1− α)
L{g(x)},

f(x) = L−1

{
s1−α

s1−α − Γ(1− α)
L{g(x)}

}
.

tel que

Γ(x) =

∫ +∞

0

tx−1e−tdt.

et

L[f(x)] =
∫ +∞

0

e−sxf(x)dx.
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Chapitre 2

Rappel sur la théorie des ondelettes

La notion d’ "Ondelettes" ou "Wavelets" a été utilisée pour la première fois au dé-

but des années 80 par le géophysicien francais J. Morlet [9] pour désigner des fonctions

mathématiques utilisées dans la représentation des données séismiques. Utilise les onde-

lettes pour résoudre des équations intégrales, des équations différentielles intégratrices

et des équations intégratrices numériques. Les ondelettes sont des fonctions de base de

variation multi-échelles, ou multi-résolutions, utilisées dans le but de l’approximation

ou de la compression des données. La théorie des ondelettes n’est pas en fait tout à

fait nouvelle, mais le support mathématique, contenu déjà dans les recherches des an-

nées 30, a été développé considérablement dans les dernières 20 années, après que ces

fonctions ont été utilisés dans le traitement numérique du signal et en particulier dans

l’analyse et la compression des images.

2.1 La théorie des ondelettes

2.1.1 Qu’est ce qu’une ondelette

Définition 2.1.1 Une fonction ψ(x) ∈ L1(R) ∩ L2(R) est une ondelette si elle vérifie

la condition d’admissibilité :

Cψ =

∫ +∞

−∞

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω <∞,

Ce qui implique
∫ +∞

−∞
ψ(x)dx = 0(équivalent si xψ intégrable).
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2.1 La théorie des ondelettes

Définition 2.1.2 Une ondelette ψa,b est une fonction générée par la translation et la

dilatation d’une fonction génératrice, appelée ondelette mère ψ :

∀x ∈ R, ψa,b(x) =
1√
|a|
ψ

(
x− b

a

)
,

où a ∈ R∗+ et b ∈ R sont, respectivement, les coefficients de dilatation (échelle) et de

translation dans le temps.

Ondelette mère

Une ondelette mère est une fonction de base que l’on peut translater et dilater

pour recouvrir le plan temps-fréquences et analyser un signal. L’ondelette doit être

une fonction de moyenne nulle, en d’autres termes, doit être une onde ! Ce qui s’écrit

mathématiquement par : ∫ +∞

−∞
ψ(t)dt = 0, (2.1)

Cette condition est dite de régularité ou de moment d’ordre nul.

2.1.2 Propriétés des ondelettes

Les ondelettes sont des fonctions qui peuvent être caractérisées par certaines pro-

priétés remarquables, ces dernières pouvant être incompatibles entre elles, cela implique

des choix à faire suivant l’application souhaitée. Nous donnons des propriétés usuelles

ainsi que des exemples d’ondelettes.

- Décroissance rapide : une ondelette sera dite à décroissance rapide si

∀m ∈ N, ∃Cm > 0 / ∀t ∈ R, | ψ(t) |⩽ Cm
1 + |t|m

.

- Orthogonalité : une ondelette ψ est dite orthogonale si pour tout (j, j′, n, n′) ∈

Z4 :

⟨ψjn, ψj′n′⟩ = δjj′δnn′ , (δjj′ = 0 si j ̸= j′, δjj′ = 1).

- Nombre de moments nuls : Les ondelettes orthogonales doivent avoir un

nombre de moments nuls, pour n ∈ N, Une ondelette admet n moments nuls si

∀k = 0, ..., n− 1,

∫ +∞

−∞
tkψ(t)dt = 0.

- Support compact : Autant l’ondelette a moins de moments nuls autant son

support est compact, et une analyse plus exacte des hautes fréquences est pos-

sible.
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2.1 La théorie des ondelettes

2.1.3 Exemples d’ondelettes

• L’ondelette de Morlet (complexe) : ψ(x) = e−πx
2
e10iπx

On a ψ̂(ν) = e−π(ν−5)2 .

Figure 2.1 – Ondelette de Morlet

• Les dérivées de la Gaussienne : ψn(x) = dn

dxn
e−πx

2
, n ≥ 1. (pour n = 2,

l’ondelette est appelée chapeau mexicain ).

On a ψ̂n(ν) = (2iπν)ne−πν
2 .

Figure 2.2 – Chapeau mexicain

2.1.4 Transformée en ondelettes continue(TOC )

La transformée en ondelettes continue utilise des translations et des dilatations de

la fonction ondelette mère durant tout l’intervalle du temps de manière continue.

La transformée en ondelettes de f ∈ L2(R) peut être définie comme

Tψf(a, b) =
1√
|a|

∫
R
f(t)ψ

(
t− b

a

)
dt = ⟨f, ψa,b⟩ ,

où ψ(t) complexe conjugué de ψ(t).

Tψf(a, b) est appelée la transformée en ondelettes de f dans L2(R).

La transformée en ondelettes inverse peut être définie [6], par la formule

f(t) = C−1
ω

∫
R∗

∫
R
Tψf(a, b)ψa,b

(
a−2
)
dadb,

où Cω = 2π

∫
R

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω <∞ et ψ̂(ω) est la transformée de Fourier de ψ(t)[19].
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2.2 Analyse multirésolution (AMR)

Condition d’admissibilité d’une ondelette

Une fonction ψ(x) ∈ L1(R) ∩ L2(R) est appelée ondelette mère analysante si elle

vérifie la condition d’admissibilité :

Cψ = 2π

∫ +∞

−∞

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dν <∞, (2.2)

Cette condition étant relativement souple, un grand nombre de fonctions ψ peut

servir d’ondelette mère. Nous imposons, généralement, d’autres conditions telles que

la régularité, la décroissance rapide ou la compacité du support de ψ.

Remarque 2.1.1 Si la fonction ψ vérifie la condition d’admissibilité (2.2), alors elle

vérifie celle dite de régularité (2.1). (Nous avons équivalence si ψ est intégrable).

2.1.5 Transformée en ondelettes discrètes (TOD)

La transformée en ondelettes discrète( translate et dilate), selon des valeurs dis-

crètes. Ces coefficients a et b seront discrétisés de la manière suivante :

a = am0 et b = nb0a
m
0 avec am0 > 1 et b0 > 0 fixés et appartenants à Z

Les ondelettes sont alors définies de la manière suivante :

ψa0,b0 =
1√
am0

ψ

(
t− nb0a

m
0

am0

)
,

Pour f ∈ L2(R), on définit la transformée discréte en ondelettes de la fonction f par :

Tψf (a0, b0) =
1√
am0

∫
R
f(t)ψ

(
t− nb0a

m
0

am0

)
dt,

Tel que :

am0 Facteur d’échelle.

b0 Facteur de translation.

n et m des entiers.

La famille des ondelettes discrètes peut être obtenue en limitant les valeurs de a et

b à des valeurs discrètes. Mettre a = 2−j, b = k2−j, j, k sont des entiers arbitraires, on

obtient une famille d’ondelettes discrètes ψj,k(t) définis par

ψj,k(t) = 2j/2ψ
(
2jt− k

)
,

Les ondelettes ψj,k(t) forment une base orthonormale dans l’espace de Hilbert L2(R)

et ψ(t) est appelé ondelette mère [23], [5].
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2.2 Analyse multirésolution (AMR)

2.2 Analyse multirésolution (AMR)

L’analyse multirésolutions, introduite par Meyer et Mallat, est un outil de traite-

ment du signal qui permet de décomposer un signal à plusieurs échelles (résolutions)

et de le reconstruire à partir des éléments de cette décomposition. Une analyse multi-

résolution est un partitionnement de l’espace des fonctions d’énergie finie L2(R) par

une famille de sous-espaces vectoriels Vj emboîtés les uns dans les autres tels que le

passage de l’un à l’autre soit le résultat d’un changement d’échelle. Ces sous-espaces

sont appelés des espaces d’approximation à l’échelle j(j ∈ Z) et vérifient les conditions

de la définition 2.2.2.

Définition 2.2.1 Soit φ une fonction de L2(R). On pose φj,k(t) = 2
j
2φ (2jt− k) , j ∈

Z, k ∈ Z.

On définit les espaces V0 =

{
f(t) =

∑
k

ckφ(t− k),
∑
k

|ck|2 <∞

}
,

et pour j ∈ Z, Vj = {h(t) = f (2jt) , f ∈ V0}.

On suppose que (φ0,k)k∈Z = (φ(. − k))k∈Z, k ∈ Z est une famille orthonormale.

Dans ce cas.

pour tout j ∈ Z, (φj,k)k∈Z est une base orthonormale de Vj. On dit alors que φ

engendre la suite (Vj)j∈Z .

Définition 2.2.2 (AMR [16]) Une analyse multirésolution de L2(R) est une suite

de sous-espaces fermés (Vj)j∈Z (espaces d’approximation) vérifiant les propriétés sui-

vantes :

1. ∀(j, k) ∈ Z2, f(t) ∈ Vj ⇔ f(2−jt− k) ∈ V0.

2. ∀j ∈ Z, Vj−1 ⊂ Vj donc ...⊂ V−1 ⊂ V0 ⊂ V1 ⊂ ... ⊂ L2(R).

3. ∀j ∈ Z, f(t) ∈ Vj ⇔ f(2t) ∈ Vj+1.

4. lim
j→−∞

Vj =
+∞∩
−∞

Vj = {0} et lim
j→+∞

Vj =
+∞∪
−∞

Vj = L2(R).

5. Il existe φ ∈ V0 telle que la suite {φ(x− k), k ∈ Z}, forme une base de Riesz de

V0 (cette fonction φ est appelée fonction d’échelle de l’AMR).

Les espaces Vj sont appelés espace d’approximation. L’approximation multirésolution

de f à la résolution 2−j est définie comme sa projection orthogonale sur l’espace Vj.
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2.3 Décomposition en ondelettes orthogonales

Quelques éclaircissements à propos de ces propriétés s’imposent :

- La première propriété signifie que Vj est invariant par toute translation propor-

tionnelle à l’échelle 2j .

- La seconde caractérise le changement d’échelle d’un sous-espace emboîté à un

autre : l’espace Vj+1 contient des signaux plus grossiers que l’espace Vj.

- La troisième propriété garantit que la dilatation par 2 d’une fonction f de Vj
(donc le grossissement par deux des détails) définit une approximation de cette

fonction à l’échelle plus grossière 2−j+1.

- La quatrième propriété montre que si j −→ −∞ (de plus en plus grossier), alors

nous perdons toutes les informations nécessaires à la reconstitution du signal f

et inversement si j −→ +∞ alors la convergence vers f est assurée.

- La cinquième définit l’existence d’une fonction φ qui permet d’approximer toute

fonction f de V0 de manière discrète et unique : {φ(x− k)}k∈Z forment une base

orthonormale de V0.

Toutes les propriétés énoncées ci-dessus caractérisent l’analyse multirésolution dya-

dique (on utilise un facteur 2 lors d’un passage d’un sous-espace à un autre).

Les ondelettes apparaissent naturellement comme un moyen d’écrire la différence

entre deux espaces Vj et Vj+1 consécutifs. On construit pour cela un espace de Riesz

W0 tel que :

V0 ⊕W0 = V1, (2.3)

L’espace W0 est engendré par une fonction ψ :

W0 =

{
t 7→

∑
k∈R

akψ(t− k) : ak ∈ R

}
.

2.3 Décomposition en ondelettes orthogonales

2.3.1 Les bases d’ondelettes

La relation (2.3) se transpose à toutes les échelles j :

Vj ⊕Wj = Vj+1,

et on obtient par itérations de cette relation :

Vj ⊕Wj ⊕ · · · ⊕Wj′−1 = Vj′ , si j < j′,
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2.3 Décomposition en ondelettes orthogonales

En faisant tendre j′ vers +∞ (et éventuellement j vers −∞), on obtient deux relations :

L2(R) = Vj ⊕
+∞⊕
j′=j

Wj′ , quel que soit j ∈ Z,

L2(R) =
+∞⊕

j′=−∞

Wj′ .

La réunion des bases de Riesz de chacun des espaces de ces sommes directes fournit

ainsi plusieurs bases d’ondelettes :

Bj = {φj,k : k ∈ Z} ∪ {ψj′,k : j′ ⩾ j, k ∈ Z} ,

B = {ψj,k : j ∈ Z, k ∈ Z} .

Théorème 2.3.1 (Bases orthonormees d’ondelettes) Soit AMR une analyse mul-

tirésolution de L2(R). A partir de ( définition 2.2.2 (5)) on peut construire une fonction

d’échelle φ puis une ondelette ψ telles que : ∀j ∈ Z,
{
{φJ,k}k∈Z , {ψj,k}j,k∈Z,j≥J

}
est

une base orthonormée de L2(R) et {ψj,k}j,k∈Z est une base orthonormée d’ondelettes de

L2(R).

Preuve. À partir de g et donc de {g(t − k)}k∈Z, on construit une fonction telle que

{φ(t− k)}k∈Z soit une base orthonormée de V0,

- on déduit que {φj,k}k∈Z est une base orthonormée de Vj,

- à partir de φ, on construit une fonction ψ telle que {ψ(t − k)}k∈Z soit une base

orthonormée de W0,

- on déduit que {ψj,k}k∈Z est une base orthonormée de Wj,

- on conclut que {ψj,k}j,k∈Z est une base orthonormée de L2.

□

2.3.2 Transformée en ondelettes

La transformée en ondelettes s’applique à des signaux échantillonnés sur une grille

discrète, et en général cet échantillonnage consiste à approcher une fonction de L2(R)

par

f =
∑
k∈Z

2j/2f
[
k/2j

]
ϕjk,
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2.4 L’ondelette de Haar sur l’intervalle [0,1]

où l’échantillon f [k/2j] peut lui aussi être estimé par :

f
[
k/2j

]
≃ f

(
k/2j

)
,

Le signal dont on part est donc représenté sur une base de Riesz de Vj. Appliquer à

ce signal une transformation en ondelettes jusqu’à l’échelle L ∈ Z revient à représenter

ce signal sur une base adaptée à la somme directe :

VL ⊕WL ⊕WL+1 ⊕ · · · ⊕Wj−1.

L’algorithme de transformation est itératif et consiste à remplacer la représen-

tation d’une composante sur Vj′ par une représentation sur Vj′−1 ⊕Wj′−1. On passe

ainsi successivement par des décompositions adaptées aux différentes sommes directes

suivantes :
Vj−1 ⊕Wj−1

Vj−2 ⊕Wj−2 ⊕Wj−1

...

VL ⊕WL ⊕WL+1 ⊕ · · · ⊕Wj−1

2.4 L’ondelette de Haar sur l’intervalle [0,1]

2.4.1 Ondelettes de Haar sur L2(R)

Le mathématicien hongrois Alfred Haar a introduit une fonction en 1909 dans sa

thèse de doctorat

Définition 2.4.1 (fonction de Haar) :

Une fonction définie sur la droite réelle R, comme

ψ(t) =


1 0 ≤ t < 1

2
,

−1 1
2
≤ t < 1,

0 si non .

est connue la fonction de Haar.

La fonction de Haar ψ(t) est l’exemple simple d’une ondelette de Haar. La fonction

de Haar ψ(t) est une ondelette car elle remplit toutes les conditions d’ondelettes.
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2.4 L’ondelette de Haar sur l’intervalle [0,1]

Figure 2.3 – Fonction de Haar

Exemple 2.4.1 (Ondelettes de Haar)

L’ondelette de Haar est l’un des exemples classique défini par

ψ(t) =


1 0 ≤ t < 1

2
,

−1 1
2
≤ t < 1,

0 si non .

L’ondelette de Haar à support compact, et clairement
∫
R
ψ(t)dt = 0, et ψ ∈ L2(R),

mais ce n’est pas une ondelettes continue, sa transformée de Fourier est donnée par

ψ̂(ω) = ie
−i
2
ω sin

2
(
ω
4

)(
ω
4

) ,

où ∫
R

|ψ̂(ω)|2

|ω|
dω = 16

∫
R
|ω|−3

∣∣∣sin(ω
4

)∣∣∣4 dω <∞.

Les deux fonctions ψ et ψ̂ représenteé par les graphes suivants

Figure 2.4 – Les graphiques de ψ(t) et |ψ̂(ω)|
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2.4 L’ondelette de Haar sur l’intervalle [0,1]

Intervalles Dyadiques :

Soit j, k ∈ Z, on appelle intervalle dyadique, toute intervalle semi-ouvert :

Ij,k =
[
k2−j, (k + 1)2−j

)
.

2.4.2 Le système de Haar

1- La fonction d’échelle Haar :

La fonction d’échelle Haar (une ondelette père) peut être écrite comme

φ(t) =

 1 t ∈ [0, 1[,

0 sinon .

Définition 2.4.2
{
φj,k(t) = 2

j
2φ (2jt− k)

}
j,k∈Z

est appelé le système des fonc-

tions d’échelle Haar.

2- La fonction de Haar ondelettes :

Définition 2.4.3 La fonction de Haar (une ondelette mère ) peut être écrite

comme

ψ(t) =


1 0 ≤ t < 1

2
,

−1 1
2
≤ t < 1,

0 si non .{
ψj,k(t) = 2

j
2ψ (2jt− k)

}
j,k∈Z

est appelé le système de Haar sur R.

Remarque 2.4.1 Il existe une relation (mathématique) entre les ondelettes père

et mère :

ψ(t) = φ(2t)− φ(2t− 1).

2.4.3 Orthogonalité du système de Haar

Théorème 2.4.1 Le système de Haar {ψj,k}j,k∈Z est un système orthonormal complet

sur R Nous avons le produit scalaire

⟨ψj,k, ψj1,k1⟩ =
∫
R
ψj,k(t)ψj1,k1(t)dt.
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2.4 L’ondelette de Haar sur l’intervalle [0,1]

2.4.4 Le système de Haar sur [0,1]

Nous travaillerons dorénavant dans l’espace L2([0, 1])

On pose I = [0, 1[ et on décompose I en développement diadique en considérant

pour j ∈ N et 0 ≤ k ≤ 2j − 1, les intervalles

Ij,k = [
k

2j
,
k + 1

2j
[, (2.4)

Ainsi on obtient l’union disjointe

I = [0, 1[=
2j−1⊔
k=0

[
k

2j
,
k + 1

2j
[=

2j−1⊔
k=0

Ij,k, (2.5)

Avec cette décomposition, on peut considérer les fonctions

φj,k(t) = 2
j
2φ
(
2jt− k

)
, j ∈ N, 0 ≤ k ≤ 2j − 1. (2.6)

et

φ(t) = 1t∈[0,1] =

 1 t ∈ [0, 1[,

0 sinon .
(2.7)

Notons :

V0 le sous-espace vectoriel de L2([0, 1]) engendré par les fonctions constantes sur [0,

1[.

V1 l’espace vectoriel des fonctions constantes par morceaux sur les intervalles [0, 1/2[et

[1/2, 1].

Vj l’espace vectoriel des fonctions constantes par morceaux sur les intervalles Ij,k =[
k
2j
, k+1

2j
[, 0 ≤ k ≤ 2j − 1 .

Théorème 2.4.2 Il est évident que la famille {φj,k, 0 ≤ k ≤ 2j − 1} est un système

libre donc elle forme une base sur l’espace qu’elles engendrent, qu’on notera par la suite

Vj ∈ L2([0, 1]) Nous pouvons vérifier que cette base est orthonormée.

Preuve. Vérifions les deux propriétés d’une base.

∥φj,k(t)∥2L2([0,1]) =

∫
I

|φj,k(t)|2 dt =
∫
Ij,k

[
2

j
2φ
(
2jt− k

)]2
dt

=

∫ k+1

2j

k

2j

2jdt = 2j
[
k + 1

2j
− k

2j

]
= 1,

Alors,

∥φj,k(t)∥L2([0,1]) = 1,
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2.4 L’ondelette de Haar sur l’intervalle [0,1]

Si k ̸= k1 et k, k1 = 0, 1, . . . , 2j − 1 alors

⟨ψj,k, ψj,k1⟩ =
∫ 1

0

2
j
2ψ
(
2jt− k

)
2

j
2ψ
(
2jt− k1

)
dt = 0,

car Ij,k ∩ Ij,k1 = ∅. □

• Des bases d’ondelettes de Haar dans l’espace L2([0, 1]).

On a vu que Vj ⊂ Vj+1. Cette inclusion est stricte, on peut donc considérer Wj, le

supplémentaire orthogonal de Vj dans Vj+1, c’est-à-dire : Vj+1 = Vj ⊕Wj On a alors

Vj = V0 ⊕

(
j−1⊕
n=0

Wn

)
. (2.8)

Comme dim (Vn+1) = 2n+1, on a que dim (Wn) = 2n = dim (Vn). On définit mainte-

nant des fonctions de ψj,k telles que

Pour j ≥ 0 et 0 ≤ k ≤ 2j − 1, on pose

ψj,k(t) = 2
j
2ψ (2jt− k) ,

=

 2
j
2 si t ∈

[
k
2j
,
k+ 1

2

2j
[,

−2
j
2 si t ∈

[
k+ 1

2

2j
, k+1

2j
[.

= 1√
2
[φj+1,2k(t)− φj+1,2k+1(t)] .

où

ψ(t) =


1 0 ≤ t < 1

2
,

−1 1
2
≤ t < 1,

0 si non .

et φ(t) =

 1 t ∈ [0, 1[,

0 sinon .

Théorème 2.4.3 La famille {φ0,0, ψj,k / j ≥ 0, 0 ≤ k ≤ 2j − 1} est une base Hilber-

tienne de L2([0, 1]), appelée base de Haar

Verifions les deux propriétés d’orthonormalité.

Preuve. On sait déjà que φ0,0 est de norme 1. Pour k = 1, . . . , 2j − 1 on a :

∥ψj,k(t)∥2L2([0,1]) =

∫
I

|ψj,k(t)|2 dt =
1

2

∫
I

|φj+1,2k(t)− φj+1,2k+1(t)|2 dt

=
1

2

[∫
I

(
|φj+1,2k(t)|2 − 2φj+1,2k(t)φj+1,2k+1(t) + |φj+1,2k+1(t)|2

)
dt

]
=

1

2
(1− 0 + 1) = 1,
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2.4 L’ondelette de Haar sur l’intervalle [0,1]

Alors,

∥ψj,k(t)∥2L2([0,1]) = 1,

Pour k ̸= k1 et k, k1 = 1, . . . , 2j − 1 alors

⟨ψj,k, ψj,k1⟩ =
∫
Ij,k

ψj,k(t)ψj,k1(t)dt =

∫
I

2
j
2ψ
(
2jt− k

)
2

j
2ψ
(
2jt− k1

)
dt

=
1

2

∫
I

|φj+1,2k(t)− φj+1,2k+1(t)| |φj+1,2k1(t)− φj+1,2k1+1(t)| dt

=
1

2

∫
I

(φj+1,2k(t)φj+1,2k1(t) + φj+1,2k+1(t)φj+1,2k1+1(t)

− φj+1,2k(t)φj+1,2k1+1(t)− φj+1,2k+1(t)φj+1,2k1(t))dt = 0,

De plus pour k = 0, . . . . . . . . . , 2j − 1 on a :

⟨φ0,0, ψj,k1⟩ =

∫
I

φ0,0(t)ψj,k1(t)dt =

∫
I

φ0,0(t)2
j
2ψ
(
2jt− k1

)
dt

= 1√
2

∫
I

φ0,0(t) [φj+1,2k1(t)− φj+1,2k1+1(t)] dt

= 1√
2

[∫ k+1

2j

k
2j

2
j+1
2 dt−

∫ k+1

2j

k+1
2

2j

2
j+1
2 dt

]
= 1√

2

[
2

j+1
2

(
1

2j+1

)
− 2

j+1
2

(
1

2j+1

)]
= 0.

□

• Approximation par ondelettes de Haar

Décomposition d’une fonction 1D :

On a la famille {φ0,0, ψj,k / j ≥ 0, 0 ≤ k ≤ 2j − 1} est une base Hilbertienne de

L2([0, 1]), appelée base de Haar. Alors la décomposition d’une fonction f ∈ L2([0, 1])

s’écrit

f(t) = a0φ0,0(t) +
∞∑
j=0

2j−1∑
k=0

bj,kψj,k(t), (2.9)

avec

a0 = ⟨f, φ0,0⟩ =
∫ 1

0

f(t)dt, et bj,k = ⟨f, ψj,k⟩ =
∫ 1

0

f(t)ψj,k(t)dt. (2.10)

Théorème 2.4.4 Soit g une fonction de L2([0, 1]), la somme partielle de la série Haar

est gm(t) = a0φ0,0(t) +
m−1∑
j=0

2j−1∑
k=0

bj,kψj,k(t), pour j = m ∈ N fixe. Ensuite, l’erreur de

l’approximation L2(0, 1) est 0
(
2−

m
2

)
.
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2.4 L’ondelette de Haar sur l’intervalle [0,1]

Preuve. L’erreur de l’approximation dans L2([0, 1]) est

∥f − g∥L2([0,1]) =

∥∥∥∥∥∥f − a0φ0,0(t) +
m−1∑
j=0

2j−1∑
k=0

bj,kψj,k(t)

∥∥∥∥∥∥
L2([0,1])

=

∥∥∥∥∥∥
∞∑
r=m

2j−1∑
k=0

bj,kψj,k(t)

∥∥∥∥∥∥
L2([0,1])

≤

 ∞∑
r=m

2j−1∑
k=0

|ar|2
 1

2

∼

(
∞∑
r=m

2−j

) 1
2

∼ 2−
m
2 ∼ 1√

2m
= O

(
2−

m
2

)
,

donc

∥f − g∥L2([0,1]) ∼
∞∑
r=N

2−
r
2 ∼ 2−

m
2 = O

(
2−

m
2

)
.

□
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Chapitre 3

Applications

Pour la solution numérique des équations intégrales linéaires, on utilise des mé-

thodes traditionnelles de formule de quadrature et des approximations de courbe. Dans

le cas de ces méthodes, les systèmes d’équations linéaires doivent être résolus. Pour les

grandes matrices, cela nécessite un grand nombre d’opérations arithmétiques et une

grande capacité de stockage. Beaucoup de temps de calcul est économisé si nous réus-

sissons à remplacer la matrice de transformation entièrement remplie par une matrice

clairsemée. Une possibilité pour cela donne la méthode de ondelette, les bases de on-

delette conduisent à une représentation de matrice clairsemée depuis

(i) les fonctions de base sont habituellement orthogonales,

(ii) la plupart des fonctions ont un petit intervalle de support.

L’objectif principal du cette application est de proposer pour la solution numérique

des équations intégrales une méthode simple basée sur les ondelettes Haar. La tech-

nologie recommandée est applicable avec des changements mineurs à Fredholm et les

équations intégrales singulières peuvent être traitées de la même manière. La méthode

est testée à l’aide deux types numériques pour lesquels la solution exacte est connue.

Les estimations d’erreurs montrent que la précision des calculs est très élevée même

lorsque le nombre de mode est petit.
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3.2 Équations intégrales de Fredholm

3.1 Méthode d’ondelette de Haar

On considère l’intervalle de temps t ∈ [0, 1]. La famille des ondelettes Haar est

hi(t) =


1 pour t ∈ [τ1, τ2) ,

−1 pour t ∈ [τ2, τ3) ,

0 ailleurs.

(3.1)

Ici les notations

τ1 =
k

m
, τ2 =

k + 0.5

m
, τ3 =

k + 1

m
. (3.2)

sont introduits. L’entier m = 2j, j = 0, 1, . . . , J , indique le niveau du ondelette, k =

0, 1, . . . ,m− 1 est le paramètre de translation. L’entier J détermine le niveau maximal

de résolution. L’indice i est calculé à partir de la formule i = m + k + 1, la valeur

minimale pour laquelle (3.1) tient est i = 2 (alors m = 1, k = 0), la valeur maximale

est i = 2M où M = 2J . L’index i = 1 correspond à la fonction de mise à l’échelle du

Haar wavelet h1(t) ≡ 1.

Des calculs simples montrent que∫ 1

0

hi(t)hl(t)dt =

 1/m pour i = l,

0 pour i ̸= l.
(3.3)

par conséquent, les fonctions hi(t) sont orthogonales.

Ensuite, nous discrétisons les fonctions hi(t) en divisant l’intervalle t ∈ [0, 1] en 2M

parties de longueur égale ∆t = 1/(2M) et introduisons les points de colocalisation

tl = (l − 0.5)/(2M), l = 1, 2, . . . , 2M. (3.4)

D’après [2], [3], on introduit la matrice des coefficients Hil = hi (tl) (c’est une matrice

2M×2M). Une fonction u(t) qui est définie dans l’intervalle t ∈ [0, 1] peut être étendue

dans la série d’ondelette de Haar :

u(t) =
2M∑
i=1

aihi(t), (3.5)

où ai sont les coefficients d’ondelettes. La forme discrète de cette équation est

u (tl) =
2M∑
i=1

aihi (tl) =
2M∑
i=1

aiHil,

ou dans une présentation matricielle u = aH où u et a sont des vecteurs de rangée

dimensionnels de 2M .
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3.2 Équations intégrales de Fredholm

3.2 Équations intégrales de Fredholm

Une équation intégrale de Fredholm linéaire a la forme

u∗ (x∗)−
∫ β

α

K∗ (x∗, t∗)u∗ (t∗) dt∗ = f ∗ (x∗) , x∗ ∈ [α, β],

où le noyau K∗ et la fonction de droite f ∗ sont prescrits. Puisque les ondelettes de

Haar sont définis seulement pour t ∈ [0, 1], la transformation

t∗ = (β − α)t+ α, x∗ = (β − α)x+ α, (3.6)

doit être accompli. En faisant cela, nous trouvons

u(x)−
∫ 1

0

K(x, t)u(t)dt = f(x), x ∈ [0, 1], (3.7)

où u(t) = u∗ (t∗), u(x) = u∗ (x∗), f(x) = f ∗ (x∗), K(x, t) = (β − α)K∗ (x∗, t∗).

La formule (3.6) n’est applicable que si α et β sont finis (les cas α → −∞ ou β → ∞

ne sont pas considérés dans ce mémoire).

Remplacement (3.5) en (3.7) nous trouvons

2M∑
i=1

aihi(x)−
2M∑
i=1

aiGi(x) = f(x), (3.8)

où

Gi(x) =

∫ 1

0

K(x, t)hi(t)dt. (3.9)

Ensuite, nous allons évaluer les coefficients d’ondelettes ai de deux manières :

(i) Méthode de collocation. Satisfaisant (3.8) seulement aux points de collocalisa-

tion (3.4) pouvons obtenir un système d’équations linéaires

2M∑
i=1

ai [hi (xl)−Gi (xl)] = f (xl) , l = 1, 2, . . . , 2M. (3.10)

La forme matricielle de ce système est

a(H −G) = F, (3.11)

où

F = {f (xl)}, G = {Gi (xl)}.
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(ii) Méthode de Galerkin. Pour réaliser cette approche, chaque terme de (3.8) est

multiplié par hl(x) et le résultat est intégré sur x ∈ [0, 1]. En raison de l’ortho-

gonalité condition (3.3) on obtient

al
m1

−
2M∑
i=1

aiΓil =

∫ 1

0

f(x)hl(x)dx, (3.12)

Ici l = m1 + k1 + 1, m1 = 2j1 , j1 = 0, 1, . . . , J , k1 = 0, 1, . . . ,m1 − 1 et

Γil =

∫ 1

0

Gi(x)hl(x)dx. (3.13)

3.3 Système linéaire d’équations intégrales de Fred-

holm

Considérez le système d’équation intégrale de Fredholm linéaire suivant :

ur(x)−
n∑
s=1

∫ 1

0

krs(x, t)us(t)dt = fr(x), r = 1, 2, . . . , n (3.14)

où fr ∈ L2[0, 1], krs ∈ L2(|0, 1] × [0, 1)) pour r, s = 1, 2, . . . , n et ur sont des fonctions

inconnues.[7]

nous pouvons écrire comme suivant :

U(x)−
∫ 1

0

K(x, t)U(t)dt = F (x), (3.15)

où U(x) =


u1(x)

u2(x)
...

un(x)

 , F (x) =

f1(x)

f2(x)
...

fn(x)

 , K(x, t) =


k11(x, t) k12(x, t) . . . k1n(x, t)

k21(x, t) k22(x, t) . . . k2n(x, t)
... ... · · · ...

kn1(x, t) kn2(x, t) . . . knn(x, t)


Remplacement (3.5) en (3.14), nous trouvons



2M∑
i=1

a1ihi(x)

2M∑
i=1

a2ihi(x)

...
2M∑
i=1

ani
hi(x)


−



2M∑
i=1

a1i

2M∑
i=1

a2i

...
2M∑
i=1

ani



T 

∫ 1

0

k11(x, t)hi(t)dt . . .

∫ 1

0

k1n(x, t)hi(t)dt∫ 1

0

k21(x, t)hi(t)dt . . .

∫ 1

0

k2n(x, t)hi(t)dt

... . . . ...∫ 1

0

kn1(x, t)hi(t)dt . . .

∫ 1

0

knn(x, t)hi(t)dt


=



f1(x)

f2(x)
...
...

fn(x)


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nous pouvons écrire
2M∑
i=1

arihi(x)−
2M∑
i=1

ariGi(x) = F (x), (3.16)

où

Gi(x) =



G11 =

∫ 1

0

k11(x, t)hi(t)dt · · · G1n =

∫ 1

0

k1n(x, t)hi(t)dt

G21 =
∫ 1

0
k21(x, t)hi(t)dt · · · G2n =

∫ 1

0

k2n(x, t)hi(t)dt

... . . . ...

Gn1 =

∫ 1

0

kn1(x, t)hi(t)dt · · · Gnn =

∫ 1

0

knn(x, t)hi(t)dt


Ensuite, nous allons évaluer les coefficients d’ondelettes ari par méthode de collocation.

En satisfaisant (3.16) uniquement aux points de collocalisation (3.4), nous obtenons

un système d’équations linéaires :
2M∑
i=1

arihi (xl)−
2M∑
i=1

ariGi (xl) = F (xl) , l = 1, 2, . . . , 2M, r = 1, 2, . . . , n (3.17)

En résolvant le système linéaire (3.17), nous pouvons trouver le coefficient d’onde-

lettes ari .

Exemple 3.3.1 Résolvons Eq. (3.7) pour K(x, t) = x+ t, f(x) = x2. L’équation (3.7)

a la solution exacte

uex = x2 − 5x− 17

6
,

En tenant compte (3.1) et en évaluant les intégrales (3.9), nous trouvons

pour i = 1 :

G1(x) =

∫ 1

0

K(x, t)h1(t)dt,

on a h1(t) ≡ 1. Alors,

G1(x) =

∫ 1

0

(x+ t)dt =

[
xt+

t2

2

]1
0

= x+ 0.5.

pour i > 1 : d’après (3.1), on a

Gi(x) =

∫ 1

0

K(x, t)hi(t)dt =

∫ τ2

τ1

(x+ t)dt−
∫ τ3

τ2

(x+ t)dt

=

[
xt+

t2

2

] k+0.5
m

k
m

−
[
xt+

t2

2

] k+1
m

k+0.5
m

= − 1

4m2
.
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Donc,

Gi(x) =

 x+ 0.5 pour i = 1,

− 1
4m2 pour i > 1.

Si nous appliquons la méthode de collocation, alors le vecteur a peut être calculé à

partir du système (3.11).

Dans le cas de la méthode de Galerkin, nous sortirons de (3.12).

Évaluer les intégrales (3.13) nous obtient

Γ11 =

∫ 1

0

G1(x)h1(x)dx =

∫ 1

0

(x+ 0.5)dx =

[
x2

2
+ 0.5x

]1
0

= 1.

Γ1l =

∫ 1

0

G1(x)hl(x)dx =

∫ 1

0

(x+ 0.5)hl(x)dx

=

[
x2

2
+ 0.5x

] k+0.5
m1

k
m1

−
[
x2

2
+ 0.5x

] k+1
m1

k+0.5
m1

= − 1

4m2
1

, pour l > 1.

Γi1 =

∫ 1

0

Gi(x)h1(x)dx =

∫ 1

0

− 1

4m2
dx = − 1

4m2
, pour i > 1.

Γil =

∫ 1

0

Gi(x)hi(x)dx = −
∫ k+0.5

m

k
m

1

4m2
dx+

∫ k+1
m

k+0.5
m

1

4m2
dx = 0, pour i, l > 1.

Donc,
Γ11 = 1, Γ1l = − 1

4m2
1

pour l > 1,

Γi1 = − 1
4m2 for i > 1, Γil = 0 pour i, l > 1.

Il résulte de (3.12) que

pour l = 1 : on a Γ11 = 1, pour i = 1, Γi1 = − 1
4m2 , pour i > 1 et h1(t) = 1

al
m1

− alΓ11 +
2M∑
i=2

ai
4m2

=

∫ 1

0

x2dx,

al
m1

− al +
2M∑
i=2

ai
4m2

=
1

3
,

Prendre : m1 = 1
2M∑
i=2

ai
m2

=
4

3
, pour l = 1. (3.18)

pour l > 1 : On a Γ1l = − 1
4m2

1

al
m1

+
a1
4m2

1

=

∫ τ2

τ1

x2dx−
∫ τ3

τ2

x2dx

=

[
x3

3

] k+0.5
m

k
m

−
[
x3

3

] k+1
m

k+0.5
m

= − 1

4m3
1

(2k1 + 1),

33
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Donc

al = − a1
4m1

− 1

4m2
1

(2k1 + 1) , pour l > 1. (3.19)

Remplacer al de (3.19) en (3.18), on obtient

2M∑
i=2

1

m2

(
− a1
4m

− 1

4m2
(2k + 1)

)
=

4

3
,

Alors,

a1

2M∑
i=2

1

m3
+

2M∑
i=2

2k + 1

m4
= −16

3
. (3.20)

Nous calculons des totaux, d’après l’égalité i = m+ k + 1, i ≥ 2

• Pour i = 2 ⇒ m = 1, k = 0.

• Pour i = 3, 4 ⇒ m = 2, k = 0, 1.

• Pour i = 5, 8 ⇒ m = 22, k = 0, 3.

• pour i = 9, 16 ⇒ m = 23, k = 0, 7.

...

...

• i =M + k + 1 ⇒ m =M = 2J , 0 ≤ k ≤ 2J − 1.

Alors,

2M∑
i=2

1

m3
= 1 +

(
1

8
+

1

8

)
+

(
1

64
+

1

64
+

1

64
+

1

64

)
+ · · ·+ 2J

1

23J

= 1 +
1

22
+

1

24
+ · · ·+ 1

22J
=

1− 2−2(J+1)

1− 1
4

=
4

3

(
1− 1

(2M)2

)
,

et de la même manière, nous comptons

2M∑
i=2

2k + 1

m4
= 1 +

1∑
k=0

2k + 1

24
+

2∑
k=0

2k + 1

28
+ · · ·+

M−1∑
k=0

2k + 1

24J

= 1 +

(
1

8
+

1

8

)
+

(
1

64
+

1

64
+

1

64
+

1

64

)
+ · · ·+ 2J

1

23J

=
4

3

(
1− 1

(2M)2

)
,

il découle de (3.20) que

a1

(
4

3

(
1− 1

(2M)2

))
+

4

3

(
1− 1

(2M)2

)
= −16

3
,

34
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a1

(
1− 1

(2M)2

)
+

(
1− 1

(2M)2

)
= −4,

a1

(
1− 1

(2M)2

)
= −5 +

1

(2M)2
,

Donc,

a1 = −5− (2M)−2

1− (2M)−2
.

Les coefficients al pour l > 1 peuvent être calculés selon (3.19), la fonction u(x) est

évaluée à partir de (3.5).

Nous calculerons des valeurs différentes de J . Puis comparer ces résultats avec la

solution exacte.

En utilisant la méthode de déterminant de Fredholm on obtient :

On a

cn =

∫ b

a

Bn−1(s, s)ds, et Bn = cnk(x, t)− n

∫ b

a

k(x, s)Bn−1(s, t)ds,

où : c0 = 1 et B0(x, t) = k(x, t) = x+ t

c1 =

∫ 1

0

B0(s, s)ds =

∫ 1

0

(s+ s)ds =

∫ 1

0

2sds =
[
s2
]1
0
= 1.

B1 = c0k(x, t)−
∫ 1

0

B0(x, s)k(s, t)ds = x+ t−
∫ 1

0

(x+ s)(s+ t)ds

= x+ t−
[
x
s2

2
+ xts+

s3

3
+
s2

2
t

]1
0

=
x

2
+
t

2
− xt− 1

3
.

c2 =

∫ 1

0

B1(s, s)ds =

∫ 1

0

(
s

2
+
s

2
− s2 − 1

3

)
ds

=

[
s2

2
− s3

3
− 1

3
s

]1
0

= −1

6
.

B2 = c2k(x, t)− 2

∫ 1

0

k(x, s)B1(s, t)ds = −1

6
(x+ t)− 2

∫ 1

0

(x+ s)

(
s

2
+
t

2
− st− 1

3

)
ds

= −x
6
− t

6
− 2

[
x
s2

4
+ x

t

2
s− s2

2
tx− x

3
s+

s3

6
+
s2

4
t− s3

3
t− s2

6

]1
0

= 0.

Donc

Bn(x, t) = 0, ∀n ≥ 2.
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et

cn = 0, ∀n ≥ 3.

On a

R(x, t, λ) =
D(x, t, λ)

D(λ)
=

k(x, t) +
+∞∑
n=1

(−1)n

n!
Bn(x, t)

1 +
+∞∑
n=1

(−1)n

n!
cn

,

Alors

R(x, t, λ) =
x+ t− x

2
− t

2
+ xt+ 1

3

− 1
12

= −6x− 6t− 12xt− 4.

Où
u(x) = f(x) +

∫ 1

0

R(x, t, λ)f(t)dt

= x2 +

∫ 1

0

(−6x− 6t− 12xt− 4)t2dt

= x2 +
[
−2xt3 − 6

4
t4 − 3xt4 − 4

3
t3
]1
0

= x2 − 5x− 17
6
,

Donc,

uex = x2 − 5x− 17

6
.

La précision des résultats a été estimée par la fonction d’erreur

eJ = max
1≤l≤2M

(|u (tl)− uex (tl)|) , (3.21)

où tl est défini par (3.4).

Nous calculons l’erreur en utilisant la méthode de collocation :

Code Matlab pour la méthode de collocation

function err=err(J)

M=2^J;

X=zeros(2*M,1);

for l=1:2*M

X(l,1)=abs(uapp(J,(l-0.5)/(2*M))-uexact((l-0.5)/(2*M)));

end

err=max(X);
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si J = 2 ⇒ 2M = 8 (3.1) donne la matrice de Haar

H(8, 8) =



1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 −1 −1 −1 −1

1 1 −1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1 −1 −1

0 0 1 −1 0 0 0 0

0 0 1 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 −1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 −1



, F =



0.0039

0.0352

0.0977

0.1914

0.3164

0.4727

0.6602

0.8789



,

et

G =



0.5625 0.6875 0.8125 0.9375 1.0625 1.1875 1.3125 1.4375

−0.2500 −0.2500 −0.2500 −0.2500 −0.2500 −0.2500 −0.2500 −0.2500

−0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625

−0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625 −0.0625

−0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156

−0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156

−0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156

−0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156 −0.0156


Et les coefficients Haar sont

a = [−5.0476 1.0119 0.5685 0.4435 0.2999 0.2686 0.2374 0.2061]

si u(t1 = 1
16
) = −3.1674 et uex(t1 = 1

16
) = −3.1419 ⇒ e2 = |u(t1)− uex(t1)| = 0.0255,

si u(t2 = 3
16
) = −3.7671 et uex(t2 = 3

16
) = −3.7357 ⇒ e2 = |u(t2)− uex(t2)| = 0.0314,

si u(t3 = 5
16
) = −4.3356 et uex(t3 = 5

16
) = −4.2982 ⇒ e2 = |u(t3)− uex(t3)| = 0.0374,

si u(t4 = 7
16
) = −4.8728 et uex(t4 = 7

16
) = −4.8294 ⇒ e2 = |u(t4)− uex(t4)| = 0.0434,

si u(t5 = 9
16
) = −5.3787 et uex(t5 = 9

16
) = −5.3294 ⇒ e2 = |u(t5)− uex(t5)| = 0.0493,

si u(t6 = 11
16
) = −5.8534 et uex(t6 = 11

16
) = −5.7982 ⇒ e2 = |u(t6)− uex(t6)| = 0.0552,

si u(t7 = 13
16
) = −6.2969 et uex(t7 = 13

16
) = −6.2357 ⇒ e2 = |u(t7)− uex(t7)| = 0.0612,

si u(t8 = 15
16
) = −6.7091 et uex(t8 = 15

16
) = −6.6419 ⇒ e2 = |u(t8)− uex(t8)| = 0.0672.

Donc,

e2 = max
1≤l≤8

(|u (tl)− uex (tl)|) = 0.0672.
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De la même manière, nous comptons d’autres erreurs.

Nous calculons l’erreur en utilisant la méthode de galerkin :

si u(t1 = 1
16
) = −3.1776 et uex(t1 = 1

16
) = −3.1419 ⇒ e2 = |u(t1)− uex(t1)| = 0.0357,

si u(t2 = 3
16
) = −3.7793 et uex(t2 = 3

16
) = −3.7356 ⇒ e2 = |u(t2)− uex(t2)| = 0.0437,

si u(t3 = 5
16
) = −4.3497 et uex(t3 = 5

16
) = −4.2981 ⇒ e2 = |u(t3)− uex(t3)| = 0.0516,

si u(t4 = 7
16
) = −4.8889 et uex(t4 = 7

16
) = −4.8294 ⇒ e2 = |u(t4)− uex(t4)| = 0.0595,

si u(t5 = 9
16
) = −5.3968 et uex(t5 = 9

16
) = −5.3294 ⇒ e2 = |u(t5)− uex(t5)| = 0.0674,

si u(t6 = 11
16
) = −5.8379 et uex(t6 = 11

16
) = −5.7982 ⇒ e2 = |u(t6)− uex(t6)| = 0.0397,

si u(t7 = 13
16
) = −6.3190 et uex(t7 = 13

16
) = −6.2357 ⇒ e2 = |u(t7)− uex(t7)| = 0.0833,

si u(t8 = 15
16
) = −6.7331 et uex(t8 = 15

16
) = −6.6419 ⇒ e2 = |u(t8)− uex(t8)| = 0.0912.

Donc,

e2 = max
1≤l≤8

(|u (tl)− uex (tl)|) = 0.0912.

De la même manière, nous comptons d’autres erreurs.

Les erreurs eJ tant pour la collocation que pour la méthode de Galerkin sont pré-

sentées dans le tableau 1.1.

eJ

J 2M Collocation Galerkin

2 8 7.2E-2 1.1E-1

3 16 1.7E-2 2.6E-2

4 32 4.3E-3 6.5E-3

5 64 1.3E-3 1.6E-3

Cet type montre la simplicité de la solution d’ondelettes de Haar : pour évaluer

les coefficients d’ondelettes dans le cas de la méthode de collocation, un système de

les équations linéaires doivent être résolues, quant à la méthode de Galerkin puis ex-

pressions analytiques pour ces coefficients ont été obtenus. Pour obtenir la précision

nécessaire, le nombre de points de calcul est assez petit.

3.4 Équation intégrale faiblement singulière

Dans cette section l’équation intégrale

u(x) =

∫ x

0

K(x, t)

(x− t)α
u(t)dt+ f(x), 0 < α < 1, 0 ≤ t ≤ x ≤ 1, (3.22)
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est considéré. C’est une équation faiblement singulière.

Exemple 3.4.1 Considérons l’équation intégrale Abel∫ x

0

u(t)√
x− t

dt = 1, 0 ≤ t ≤ x ≤ 1. (3.23)

Remplacement (3.5) en (3.23), nous obtenons

2M∑
i=1

aiGi (xl) = 1, l = 1, . . . , 2M, (3.24)

où

Gi(x) =

∫ x

0

hi(t)√
x− t

dt.

La formulation matricielle de cette équation est

aG = E, (3.25)

où Gil = Gi (xl) et E est un vecteur d’unité de dimension 2M .

Évaluer les intégrales Gil = Gi (xl) que nous obtenons

(i) Gil = 0 pour xl ≤ τ1,

(ii) Gil =

∫ xl

τ1

1√
x− t

dt = −
[
2
√
xl − t

]xl
τ1
= 2

√
xl − τ1 pour τ1 ≤ xl ≤ τ2,

(iii) Gil =

∫ τ2

τ1

1√
x− t

dt−
∫ xl

τ2

1√
x− t

dt = −
[
2
√
xl − t

]τ2
τ1
+
[
2
√
xl − t

]xl
τ2

= −4
√
xl − τ2 + 2

√
xl − τ1 pour τ2 ≤ xl ≤ τ3,

(iv) Gil =

∫ τ2

τ1

1√
x− t

dt−
∫ xl

τ2

1√
x− t

dt−
∫ τ3

xl

1√
x− t

dt

= −
[
2
√
xl − t

]τ2
τ1
+
[
2
√
xl − t

]xl
τ2
+
[
2
√
xl − t

]τ3
xl

= −4
√
xl − τ2 + 2

√
xl − τ1 + 2

√
xl − τ3 pour τ3 ≤ xl ≤ 1,

En utilise la transformation de Laplace pour résoudre l’équation intégrale

d’Abel de la première espéce (3.23)

L
{∫ x

0

1√
x− t

u(t)dt

}
= L{1},

L
{
x

1
2

}
L{u(x)} = L{g(x)}

=
Γ(1− 1

2
)

s1−
1
2

L{u(x)} = L{g(x)},
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3.4 Équation intégrale Faiblement singulière

Ainsi, nous avons

L{u(x)} =
1

Γ(1− 1
2
)
s

{
1

s
1
2

L{g(x)}
}
,

Alors,

u(x) =
1

Γ(1
2
)Γ(1− 1

2
)

d

dx

∫ x

0

(x− t)
1
2
−1g(t)dt

=
1

Γ(1
2
)Γ(1− 1

2
)

d

dx

{
(x− t)

1
2

−1
2

g (t)|x0 +
1
1
2

∫ x

0

(x− t)
1
2 g′(t)dt

}

=
sin π

2

π

{
g(0)

x1−
1
2

+

∫ x

0

g′(t)

(x− t)1−
1
2

dt

}

=
sin π

2

π

{
1

x1−
1
2

}
=

1

π
√
x
.

Donc La solution exacte de (3.23) est

uex =
1

π
√
x
.

Les calculs effectués pour l’approche des ondelettes de Haar ont montré que près de la

singularité x = 0, un grand nombre de points de collocation doivent être prises. Cette

situation est démontrée à la Fig. 3.1 : seulement pour J = 7 (ou 2M = 256), la préci-

sion des solutions d’ondelettes peut être considérée comme plus ou moins satisfaisante.

Si nous nous éloignons de x = 0, la convergence est de nouveau bonne. Donc, pour l’in-

tervalle 0.1 ≤ x ≤ 1, les estimations d’erreur (3.21) sont e4 = 1.9E−2, e5 = 1.3E−3,

e6 = 3.4E − 4, e7 = 8.8E − 5.[14]

Figure 3.1 – Solution du type au voisinage du point singulier x = 0, 1 solution exacte,

Solutions ondelettes pour J = 6 et J = 7.
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Conclusion générale

L’objectif principal de ce travail est de proposer la méthode des ondelettes de Haar

pour la résolution d’équations intégrales linéaires. Une solution viable a été développée

sur deux types d’équations intégrales différentes (équation de Fredholm et équation

intégrale faiblement singulière). Deux variantes de solution, qui sont basées sur les

techniques de collocation et de Galerkin, sont proposées. La méthode élaborée est très

simple et - comme il découle des problèmes de test - une précision élevée des résultats

peut être obtenue avec un petit nombre de points de calcul. Nous avons constaté que

la méthode collocation est meilleure que la méthode Galerkin en termes de précision

des résultats.
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Résumé

Dans ce travail, nous avons proposé la méthode d’ondelettes de Haar pour la résolution

numérique d’équations intégrales linéaires. Nous avons appliqué cette méthode à deux types

d’équations intégrales différentes (équation de Fredholm et équation intégrale faiblement

singulière), en résolvant ces équations à l’aide de MATLAB pour calculer les coefficients de

Haar. Les résultats numériques sont comparés à la solution exacte au moyen d’une analyse

d’erreur, ce qui montre l’efficacité de cette technique.

Mots clés :

Equation intégrale, Ondelettes de Haar, Méthode Galerkin, Méthode de collocation.

Abstract

In this work, we proposed Haar wavelet method for the numerical solution of linear integral

equations. We applied this method to two different types of integral equations (Fredholm

equation and weakly singular integral equation), solving these equations using MATLAB to

compute the Haar coefficients. The numerical results are compared to the exact solution by

means of an error analysis, which shows the efficiency of this technique.

Key words :

Integral equations, Haar wavelets, Galerkin method, Collocation method.

مـلـخص
الخطية. التكاملية للمعادلات العددي للحل هار موجات يقة طر اقترحنا العمل، هذا في
ومعادلة فردهولم (معادلة التكاملية المعادلات من مختلفين نوعين على يقة الطر هذه طبقنا
تتم هار. معاملات لحساب متلاب باستخدام المعادلات هذه حل المفرد)، ضعيفة تكامل
هذه كفاءة على يدل مما الأخطاء، تحليل يق طر عن الدقيق بالحل العددية النتائج مقارنة

التجميع.التقنية. يقة طر غاليركين، يقة طر هار، موجات تكاملية، معادلة : الدالة الكلمات


