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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse à des applications des théorèmes de points

fixes dans les espaces généralisés au sens de Perov(métrique, normé, et de gauge). On

commence par définir ces espaces et introduire quelque propriétés et exemples.

On présente ensuite quelques versions des théorèmes de points fixes dans ces espaces.

Enfin, on donne des application aux équations inégro-différentiels et systèmes intégral.

Mots clés : Espaces généralisé, théorème de Perov, point fixe, équation

inégro-différentiels, systèmes intégral.
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Abstract

In this memory, we are interested in applications of fixed point theorems in generalized

space in the sense of Perov( metric, nomed and gauge).

We begin by defining these spaces and introducing some properties and examples. We

present some versions of fixed point theorem in space.

Fanally, applications to integro-differential equation and integral system are given.

Key words : Generalized space, Perov’s theorem, fixed point, integro-differntial

equations, integral system.
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Notations

R : Ensemble des nombres réels.

R+ : Ensemble des nombres positifs.

Rn : Espace vectoriel de dimension n constrait sur le corps de réels.

N : Ensemble des nombres naturels.

(X, τ) : Espace topologique.

(X,D) : Espace de gauge.

(X,DG) : Espace de gauge généralisé.

(X, d) : Espace métrique.

(X, dG) : Espace métrique généralisé.

Mn×n : L’ensemble des matrice carré d’ordre n .

‖ . ‖G : Norme généralisé.

‖ . ‖ : Norme (scalaire).

d(., .) : Distance.

dG(., .) : Distance généralisé.

Dλ(x, y) : Semi-distance.

DλG(x, y) : Semi-distance généralisé.

B(x0, r) : Boule ouverte.

BG(x0, r) : Boule ouverte généralisé.

b(x0, r) : Semi-boule ouverte.

bG(x0, r) : Semi-boule ouverte généralisé.



Introduction

En 1905, le mathématicien français Maurice Fréchet introduit le concept d’espaces mé-

triques, bien que le terme « métrique » est dû à Hausdorff.En 1934, le mathématicien serbe

Duro Kurepa, doctorant de Fréchet, introduit les espaces métriques dans lesquels un espace

vectoriel ordonné est utilisé comme co-domaine d’une distance au lieu de l’ensemble des

nombres réels[7].

Le principe bien connu d’application contractive de Banach joue un rôle crucial dans l’ana-

lyse fonctionnelle et assure l’existence et l’unicité d’un point fixe sur un espace métrique

complet.De nombreuses généralisations de ce principe ont été données au cours des dernières

années. Nous pouvons observer deux directions principales dans cet axe de recherche, l’une

est en trouvant une inégalité de contraction plus générale et l’autre est en modifiant la

structure de l’espace.Dans le contexte de la deuxième direction, le mathématicien russe A.

I. Perov a présenté ce principe dans des espaces métriques généralisés dont la distance est

à valeurs dans Rn. En faite, cette structure généralisé lui a permis de définir une nouvelle

classe d’applications, appelées contractions de Perov, qui satisfont un type de contraction

similaire à celui de Banach, mais avec une matriceM ∈Mn×n(R) qui tend vers zéro au lieu

d’une constante 0 < q < 1 .Ce résultat a trouvé une application principale dans le domaine

des équations différentielles ([5], [8])

D’autre part, la question de l’existence et de l’unicité des solutions d’équations et systèmes

intégrales et différentiels de divers types est d’un intérêt croissant.Récemment, l’utilisation
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Introduction

de certains principes de point fixe pour obtenir ce type de résultat pour des équations dif-

férentielles fractionnaires ou ordinaires a été largement envisagée par de nombreux auteurs

(voir [1] et les références qui y sont cités). Le thème abordé dans ce mémoire s’inscrit dans

cet axe de recherche,où nous allons envisager quelques applications du principe de contrac-

tion généralisé au sens de Perov dans le cadre d’espaces généralisés (métriques et de gauges),

à quelques systèmes et équations intégro-différentiels.

Le contenu du mémoire est composé de trois chapitres répartit comme suit :

Le premier chapitre est consacré aux rappels de quelques notions qui nous seront utiles par

la suite : quelques notions topologiques, la structure de gauge, quelques versions des théo-

rèmes de point fixe et les matrices convergentes.

Dans le deuxième chapitre, nous commençons par définir les espaces métriques (et normés )

généralisés et nous donnons quelques exemples. Ensuite, nous présentons la généralisation du

principe de Banach dans cette structure ( théorème de Perov). Enfin, nous envisageons

l’application de ce théorème au problème intégro-différentiels suivant


x′(t) = f(t, x(t), x′(t− τ)) +

∫ t

t−τ
g(t, s, x(s), x′(s))ds, t ∈ [0, b]

x(t) = ϕ(t) t ∈ [−τ, 0]

(1)

Nous allons reproduire le résultat d’existence et d’unicité des solutions de (1). établit

dans [2]. Ceci est en ajoutant quelques détails d’une part, et en divisant la preuve en plu-

sieurs étapes qui la rendent plus claire pour le lecteur non expert d’autre part.

Dans le troisième chapitre, nous considérons la généralisation des espaces dont la topologie

est engendré par une famille de semi-distances, appelés aussi espaces de gauge. Nous présen-

tons la version du théorème de Perov dans cette structure, puis nous appliquons ce théorème

2



Introduction

au système intégral avec avance dans la demi-droite réelle, suivant (considéré dans[3])


x(t) =

∫ t
t−1

f (s, x(s+ 2), y(s+ 2)) ds

y(t) =
∫ t
t−1

g (s, x(s+ 2), y(s+ 2)) ds

pour t ∈ [0,∞).

Notons que l’utilisation de ce type de version de la théorie du point fixe est très peu

dans la littérature bien qu’elles soient plus appropriées dans l’étude du comportement des

problèmes de long terme, c’est-à-dire lorsque le problème est posé pour t ∈ [t0,∞). Sous

certaines conditions suffisantes, on montre l’existence d’une solution du problème considéré.

3



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Rappel sur quelques notions topologique

Définition 1.1.1. (Topologie, ouvert)[14]

Soient X un ensemble, P(X) = {A/A ⊆ X} l’ensemble des parties de X et τ un sous

ensemble desP(X) (i.e., τ ⊂ P(X)).On dit que τ définit une topologie sur X si elle vériffie

les propriétés suivantes, applées axiomes des ouverts :

1. ∅ ∈ τet X ∈ τ

2. Toute l’intersection finie d’éléments de τ est un élément de τ i.e.,

θ1, θ2, ..., θn ∈ τ =⇒ ∩ni=1θi ∈ τ.

3. Toute réunion (finie ou infinie) d’éléments de τ est un élément de τ i.e.,

∀i ∈ I, θi ∈ τ =⇒ ∪i∈Iθi ∈ τ Les éléménts de τ sont appleés ouvret deX.

Le couple(X, τ) est appelé espace topologique.

Les éléments de τ sont appelés les ouverts, ou les parties ouvertes, de X.
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Chapitre 1 .

Définition 1.1.2. (Fermés)[14]

Soient (X, τ) un espace topologique et A ⊂ X. On dit que A est un fermé de X si son

complémentaire {XA est un ouvert de X (i.e, {XA ∈ τ).

Définition 1.1.3. (Base d’une topologie)[14]

Soient (X, τ) un espace topologique et B une partie de τ( i.e., B ⊂ τ). On dit que B est une

base de la topologie τ si tout ouvert non vide de X est réunion d’une famille d’ouverts de

B i.e.,

∀ θ ∈ τ, θ 6= ∅, ∃ B′ ⊂ B/θ = ∪B∈B′B.

Définition 1.1.4. (Sous-base d’une topologie)[9]

Soit (X, τ) un espace topologique , et soit S une famille de sous-ensemble de X. On dit que

S est une sous-base de τ si la famille des intersections finis de S forme une base de τ.

{
⋂n
i=1 : ui ∈ S} est une base de τ.

Définition 1.1.5. (Voisinage d’un point )[14]

Soient (X, τ) un espace topologique, a ∈ X et V une partie de X. V est dit voisinage de

a et on note V ∈ Vτ (a) s’il existe un ouvert θ de X tel que a ∈ θ ⊂ V. Ce qui est encore

équivalent à :

V ∈ Vτ (a)⇔ ∃ θ ∈ τ/a ∈ θ ⊂ V.

Vτ (a) est appelé ensemble des τ− voisinages ou famille des τ− voisinages de a.

Définition 1.1.6. (Voisinage d’une partie)[14]

Soient (X, τ) un espace topologique, A une partie de X et V une partie deX. V est dit

voisinage de A s’il existe un ouvert θ de X tel que A ⊂ θ ⊂ V.

Définition 1.1.7. (Espace séparé)[14]

Un espace topologique X est dit espace séparé ou un T2−espace,ou encore espace de Haus-
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Chapitre 1 .

dorff s’il vérifié l’axiome suivant :

∀ x, y ∈ X, x 6= y =⇒ ∃V ∈ Vτ (x), ∃W ∈ Vτ (y) : V ∩W = ∅.

Ce qui signifie que "deux points distincts quelconque de X peuvent être séparer par des

voisinages disjoints".

Définition 1.1.8. (Topologie engendrée par une famille d’ensemble)

Soient X un ensemble et A un ensemble de parties de X. L’intersection de toutes les topo-

logies qui contiennent A est appelée topologie engendrée par A . C’est la topologie la moins

fine sur X qui contient l’ensemble de partiesA.

En général, la description des éléments d’une topologie engendrée par un ensemble de parties

A à partir d’ éléments de A est peu commode.

1.2 Structure de gauge

On va introduire des espaces dont la topologie est définie par une famille de semi-

distances (ou semi-normes).

Définition 1.2.1. (semi-distance gauge)[11]

Soit X un ensemble une application D : X ×X → R+ est dite semi-distance si elle satisfait

les proprietes suivantes :

i) D(x, x) = 0 pour tout x ∈ X,

ii) D(x, y) = D(y, x) pour tout x, y ∈ X,

iii) D(x, y) ≤ D(x, z) +D(z, y) pour tout x, y, z ∈ X.

Remarque 1.2.1. Dans la littérature, on rencontre aussi le terme "gauge" au lieu de

semi-distance qu’on admettra par la suite.

6
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Exemples :

1. Toute distance est une semi-distance mais l’inverse n’est pas vrais.

2. Pour toute application f : X → R,

Df (x, y) =| f(x)− f(y) |

est une semi-distance sur X.

Notons que Df n’est une distance sur X que lorsque f est injective.

3. Soient Y = Y1 × ...× Yn et Di une semi-distance sur Yi(i = 1, 2, ..., n), alors D̃(x, y) =

Di(πi(x), πi(y)) est une semi-distance sur Y , oú πi est l’opérateur de projection de Y

sur Yi.

Définition 1.2.2. [11] Soit X un ensemble non vide et D = {Dλ : λ ∈ Λ,Λ 6= ∅} famille

de semi-distance sur X, D est appelée gauge sur X.

Définition 1.2.3. (semi-boule fermé et ouverte)[6]

Soit D = {Dλ : λ ∈ Λ,Λ 6= ∅} une gauge sur X.

Pour tout x ∈ X et r > 0, on défini la semi-boule ouverte(fermée respectivement) et qu’on

note par bλ(x, r)
(
b̄λ(x, r)respectivement

)
comme suit :

bλ(x, r) = {y ∈ X : Dλ(x, y) < r}

semi- boule ouverte

(
b̄λ(x, r) = {y ∈ X,Dλ(x, y) ≤ r}respectivement

)
semi-boule fermée

7
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Définition 1.2.4. (Espae de gauge séparé) [11]

Soit Dλ = {Dλ : λ ∈ Λ,Λ 6= ∅} gauge sur X. On dite que X est séparé ou que

Définition 1.2.5. (Topologie de gauge)[6]

Soit D une gauge séparante sur X.

La topologie τ(D) qui admet comme sous-base

B(D) = {bλ(x, ε), x ∈ X,λ ∈ Λ, ε > 0}

est dite la topologie de X engendré par D

Remarque 1.2.2. 1. La topologie τ(D) est séparante (X, τ(D)) est un espace de Haus-

dorff).

2. Si D contient seulement une seule semi-distance, pour que D soit séparante, il faut que

la seule semi-distance soit une distance, par la suite τ(D) est la topologie engendre par

cette distance.

Définition 1.2.6. (Espace de gauge)[6]

Une structure de gauge pour un espace topologique (X, τ) est une famille séparante de

gauges D telle que τ = τ(D).

Un espace topologique qui admet une structure de gauge est appelé espace de gauge qu’on

note par (X,D).

Définition 1.2.7. [11] Soit D = {Dλ, λ ∈ Λ,Λ 6= ∅} une gauge sur X. Une suite(xn) est

dite suite de Cauchy dans (X,D) si lim
m,n−→∞

Dλ(xm, yn) = 0 pour chaque λ ∈ Λ. Un espace

de gauge X est dit séquentiellement complet si toute séquence de Cauchy dans X converge

vers un élement de X.

Théorème 1.2.1. [6] Soit D = {Dλ, λ ∈ Λ,Λ 6= ∅} une gauge séparante de X et D+ la

8
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famille de gauge définie par

D+ = {max(Dλ1 , ..., Dλn)/{λ1, ...λn} partie finie de Λ}

Alors

B(D+) = {bλ(x, ε)/x ∈ X λ ∈ D+, ε > 0}

est une base de τ(D).

Notons que si (X,D) est un espace de gauge, toutes les notions topologique dans X tel

que : voisinage, convergence, continuité, compacité, complétude,..., s’expriment à trouver D.

Par exemple :

Si {xn}n≥1 est une suite dans X on dit que {xn}n≥1 est une suite de Cauchy si :

∀ε > 0, ∃n0 ∈ N, ∀m,n > n0 : Dλ(xn, xm) < ε, ∀ λ ∈ Λ

{xn}n≥1 converge vers x si :

Pour tout λ ∈ Λ on a :

∀ε > 0, ∃n0, ∀n ≥ n0 : Dλ(xn, x) < ε.

.

1.3 Quelques versions du théorème de Point fixe

Définition 1.3.1. (Point fixe)[4]

Soit T : X → X est dit point fixe ou point invariant de l’application T si Tx = x.

Par théorème de Point fixe, on entendra un énoncé qui affirme que sous centaines condi-

tion (sur l’application T et sur l’espace X) une application T de X en elle-même admet un

9



Chapitre 1 .

ou plusieurs point fixes.

Définition 1.3.2. [4]

Un espace topologique X est dit posséder la propriété de point fixe si toute fonction continue

de X en lui-même possède un point fixe.

Théorème 1.3.1. [4] Soient X, Y deux espaces topologiques. Si X est homéomorphe à Y

et que X a la propriété de point fixe, alors Y a la propriété de point fixe.

Théorème 1.3.2. (Schauder) [4]

Soient X un espace de Banach, D ⊂ X une partie convexe et fermé de X et T : D → D un

opérateur complètement continu (i.e, T continu et T (D) est relativement compact). Alors,

T possède au moins un point fixe.

Théorème 1.3.3. [4]. Soit K un sous ensemble non vide, compact et convexe d’un espace

normé X et soit T une application continue de K dans lui-même. Alors T admet un point

fixe dans K.

Théorème 1.3.4. [4] Soit T une application compacte et continue du espace normé X dans

lui-même et soit T (X) borné. Alors, T admet un point fixe.

Théorème 1.3.5. [4] Soit X un espace de Banach réflex, K un sous-ensemble fermé et

convexe de X et T une application faiblement continue de K dans un sous-ensemble borné

de K. Alors, T admet un point fixe.

Théorème 1.3.6. [4] Soit X un espace normé. Supposons que K est un sous ensemble non

vide, fermé et convexe de X, et T une application continue de K sur lui-même telle que

T (K) est relativement compact dans X. Alors, T admet un point fixe.

Théorème 1.3.7. (Leray-Schauder)[12]

Soient (X, ‖ . ‖X) un espace de Banach, R > 0 et T : B̄R(0;X) −→ X un opérateur

10



Chapitre 1 .

complètement continu. Si ‖ U ‖X< R pour toute solution u de l’équation u = λT (u) et tout

λ ∈ (0, 1). Alors, T admet au moins un point fixe.

Nous allons maintenant donner l’analogue du principe de contraction de Banach dans

un espace muni d’une structure de gauge.

Définition 1.3.3. [3] Soit (X,D) un espace de gauge avec D = {Dλ}λ∈Λ une application

T : F (T ) ⊂ X −→ X est contraction s’il existe une fonction ϕ : Λ −→ Λ et a ∈ RΛ
+,

a = {aλ}λ∈Λ tel que

Dλ(T (x), T (y)) ≤ aλDϕ(λ)(x, y),

et

∞∑
i=1

aλaϕ(λ)aϕ2(λ)...aϕi−1(λ)(x, y) <∞,

pour tout λ ∈ Λ et x, y ∈ F (T ). Ici ϕi : ϕi = ϕ ◦ ϕi−1.

Théorème 1.3.8. (Gheorghiu) [3]

Soit (X,D) un espace de gauge complet et soit T : X −→ X une contraction. Alors, T

possède un unique point fixe qui peut être obtenu par approximations successives à partir

de tout élément de X.

1.4 Matrice convergentes

On note Mn×n l’ensemble de toutes les matrices carré d’ordre n, par Mn×n(R+) l’en-

semble des matrices n × n à entrées non négatives, on note 0n la matrice n × n nulle et I

pour la matrice unitaire et plus loin on identifie vecteur ligne et vecteur colonne dans Rn.

Définition 1.4.1. [7] Une matrice carréeMn×n(R) avec des éléments non négatifs est dite

11
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convergente vers zéro si

Mk −→ 0, comme k −→∞.

Propriété 1.4.1. [7]

Soit M ∈ Mn×n(R) à éléments non négatifs. Alors, les asserssions suivantes sont équiva-

lentes :

(i) M est convergente vers zéro.

(ii) (I −M) est non singulier et : (I −M)−1 = I +M +M2 + ...+Mk + ...+ .... tel que I

représente la matrice unitaire de même ordre que M.

(iii) |λ| < 1 pour tout λ ∈ C tel que d(M − λI) = 0.

(iv) (I −M) est non singulier et (I −M)−1 a des éléments non négatifs.

Définition 1.4.2. [13] Une matrice définie positive M sera toute matrice n × n tel que

x.Mx > 0 pour tout x ∈ Rn.

Propriété 1.4.2. [13]

Nous utiliserons les propriétés suivantes d’une matrice définie positive M :

(i) det M > 0.

(ii) Tous les mineures principaux de M sont définis positifs.

(iii) Si tous les éléments de M sont définis positifs. Alors, M−1 non négatif.

(iv) Si M > 0 alors
∞∑
n=0

Mn converge si et seulement si pour certains m, I −Mm est défini

positif au quel cas

(I −M)−1 =
∞∑
n=0

Mn,

12



Chapitre 1 .

Lemme 1.4.1. [12] Soit M ∈ Mn×n(R+), la matrice M est convergente vers zéro si et

seulement si I −M est non singulier et

(I −M)−1 = I +M +M2 + .... =
∞∑
k=0

Mk, (1.1)

Preuve. Supposons d’abord queM convergente vers zéro. Pour montrer que I−M est non

singulier, il suffit de montrer que le système linéaire (I−M)Z = 0 n’a que la solution nulle.

Supposons que Z ∈ Rn soit un solution de ce système, alors :

Z = MZ = M2Z = M3Z = ... = MkZ = ...

et en laissant k −→∞ on en déduit Z = 0. Donc, I −M est non singulier.

De plus, (1.1) découle de l’identité

I − (I −M)(I +M +M2 + ...+Mk) = Mk+1.

Inversement, si I −M est non singulier et que (1.1) est vérifiée, alors de la convergence de

la série
∞∑
k=0

Mk nous concluons que

Mk −→ 0 comme k −→∞.

Lemme 1.4.2. [7] Soit M ∈ Mn×n(R+) être convergente vers zéro, puis Z < (I −M)−1Z

pour tout Z ∈ Rn
+.

Preuve. De puis M ∈ Mn×n(R+) est convergente vers zéro, puis de Proposition 1.4.1

(I −M)−1 ∈Mn×n(R+) et (I −M)−1 = I +M +M2 + ...

13
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Ainsi pour chaque Z ∈ Rn
+, nous avons

(I −M)−1Z =
∞∑
i=0

M iZ ⇒ Z ≤ (I −M)−1Z.

Définition 1.4.3. [7] On dit matrice non singulière

A = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn×n(R)

possède la propriété de valeur absolue si A−1 | A |≤ I comme

| A |= (| aij |)1≤i,j≤n ∈Mn×n(R+)

Lemme 1.4.3. [7] Soit M = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn×n(R+) est une matrice triangulaire avec

max{| aii |, i = 1, ..., n} < 1

2
.

Ensuite la matrice A = (I −M)−1M est convergente vers zéro.

Preuve. Suppose

M =


a11 · · · a1n

0 · · · ann

 ∈Mn×n(R+),

alors les valeurs propres de M sont λi =
aii

1− aii
pour i = 1, ..., n. Puisque toutes les

valeurs propres de M sont dans boule d’unité ouvert, la conclusion découle du Proposition

1.4.1.

Voila quelques exemples de matrice convergentes vers zéro.

14
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Exemple 1.4.1.

A =


a 0

0 b

 ,

comme a, b ∈ R+ et max(a, b) < 1.

Exemple 1.4.2.

A =


a − c

0 b

 ,

comme a, b, c ∈ R+ et a+ b < 1, c < 1

Exemple 1.4.3.

A =


a − a

b − b

 ,

comme a, b, c ∈ R+ et | a− b |< 1, a > 1, b > 0.
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Théorème de Perov dans les espaces

généralisés ( métrique et normé ) et

application

2.1 Espace généralisé (métrique et normé)

Dans cette section, nous allons définir l’espace métrique généralisé (ou les espaces mé-

triques vectoriels ) et prouvons certaines propriétés.

Si x, y ∈ Rn, x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn)

Par x ≤ y Nous voulons dire xi < yi pour tout i = 1, ..., n. Ainsi | x |= (| x1 |, ..., | xn |) et

max(x, y) = max (max(x1, y1), ...,max(xn, yn)).

Si c ∈ R, puis x ≤ c alors xi ≤ c pour chaque i = 1, ..., n, pour x ∈ Rn, (x)i = xi, i = 1, ..., n.

Définition 2.1.1. [7] Soit X un ensemble (non vide). Une distance généralisée pour X est

une application dG : X ×X → Rn telle que :

a) dG(x, y) = dG(y, x),
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b) dG(x, y) ≥ On et dG(x, y) = On si et seulement si x = y où On = (0, ..., 0) ∈ Rn,

c) dG(x, y) ≤ dG(x, z) + dG(z, y) pour tout x, y, z dans X.

Notez que pour tout i ∈ {1, ..., n} (d(x, y))i = di(x, y) est un espace métrique dans X.

On appelle le couple (X, dG) un espace métrique généralisé.

Pour r = (r1, r2, ..., rn) ∈ Rn
+ Nous notons par

BG(x0, r) = {x ∈ X, : dG(x0, x) < r}

La boule ouverte de centre x0 et un rayon r.

et

B̄G(x0, r) = {x ∈ X, : dG(x0, x) ≤ r}.

La boule fermé de centre x0 et un rayon r,comme r = (r1, r2, ..., rn) > 0 , ri > 0,

i = 1, ..., n.

Définition 2.1.2. [7] Soit (X, dG) être un espace métrique généralisé, un sous-ensemble

A ⊆ X est dit ouvert si pour toute x0 ∈ A, il existe r ∈ Rn
+ avec r > 0 tel que BG(x0, r) ⊆ A.

Toute boule ouverte est un ensemble ouvert et la collection de toutes les boules ouvertes de

X généré la topologie métrique généralisée

Théorème 2.1.1. [7] Pour l’espace métrique généralisé (X, dG) les hypothèses suivantes

sont valables :

1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.
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3. Si une suite de Cauchy (xp) a une sous-suite (xpk) tel que

xpk → x, comme pk →∞,

alors

xp → x, comme p→∞.

Preuve. (1) Soit (xp)p∈N une suite convergente dans X. Pour chaque ε ∈ Rn
+ il existe

p0(ε) ∈ N tel que dG(xp, x) ≤ ε

2
pour toute p ≥ p0(ε). Alors pour chaque p.q ≥ p0(ε)

Nous avons

dG(xp, xq) ≤ dG(xp, x) + dG(xq, x)⇒ dG(xp, xq) ≤ ε.

Ainsi (xp)p∈N est une suite de Cauchy dans X.

(2) Soit (xp)p∈N une suite de Cauchy.

On fixe ε ∈ Rn
+. Il existe p0(ε) ∈ N tel que

dG(xp, xq) ≤ ε, pour toute p.q ≥ p0(ε).

Ainsi pour chaque p ∈ N, on a

xp ∈ B(xp0(ε) , ε+ r), r = max
1≤i,j≤p0(ε)−1

dG(xi, xj)

cela implique que (xp)p∈N limité dans X.

(3) Soit (xp)p∈N une suite de Cauchy et soit (xpk)pk∈N une sous-suite de (xp)p∈N tel que

lim
pk→∞

xpk = x. Pour chaque ε ∈ Rn
+ il existe p∗(ε), q∗(ε) ∈ N tel que

dG(xp, xq) ≤
ε

2
, pour toute p.q ≥ p∗(ε).

18
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et

dG(xpk , x) <
ε

2
, pour toute pk ≥ q∗(ε).

Alors

dG(xp, x) ≤ dG(xp, xpk) + dG(xpk , x) < ε,

pour tout p ≥ max(q∗(ε), p∗(ε)).

Ainsi

xp → x comme p→∞.

Théorème 2.1.2. [7] Tout espace métrique généralisé complet est un espace de Baire.

Définition 2.1.3. ( espace normé généralisé ) [13]

Soit X un espace vectoriel réel. Un espace normé généralisée pour X est une application :

‖ . ‖G: X −→ R dénoté par ‖ x ‖G= (a1(x), ..., an(x)) tel que

1. ‖ x ‖G≥ 0; c’est-à-dire, ai(x) ≥ 0 pour tout i,

2. ‖ x ‖G= 0 si et seulement si x = 0 c’est-à-dire,ai(x) = 0 pour tout i, si et seulement si

x = 0,

3. ‖ λx ‖G=| λ |‖ x ‖G; c’est-à-dire, ai(λx) =| λ | ai(x),

4. ‖ x+ y ‖G≤‖ x ‖G + ‖ y ‖G, c’est-à-dire,

ai(x+ y) ≤ ai(x) + ai(y).

Définition 2.1.4. ( Espace normé généralisé )[13]

Soit X un espace vectoriel réel,et ‖.‖G Une normé généralisée sur X.

B = {Bε(x) : ε ∈ Rn, ε > 0, x ∈ X}
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comme

Bε(x) = [y ∈ X : ‖ y − x ‖G< ε] .

X muni de la topologie qui admet B comme base est dit espace normé généralisé.

Proposition 2.1.1. Soint (Xi, ‖.‖i) un espace normé, alors : X = X1 × ...×Xn,

et‖.‖X : X → Rn

(x1, ..., xn)→ (‖x1‖1, ..., ‖xn‖n)

est une normé généralisé.

Preuve. 1. ∀x = (x1, ..., xn) ∈ X; ‖x‖X = (‖x1‖1, ..., ‖xn‖n) = 0,

⇐⇒ ‖xi‖i = 0 ∀i = 1, n

puisque ‖.‖i est normé alors xi = 0,∀i = 1, n

donc

x = (0, ..., 0) = 0X

2. ∀x = (x1, ..., xn) ∈ X;∀λ ∈ R,

‖λx‖X = ‖(λx1, ..., λxn)‖X = (‖λx1‖1, ..., ‖λxn‖n)

puisque pour tout i = 1, n, ‖λxi‖i = |λ|‖xi‖i, on a :

‖λx‖X = (λ‖x1‖1, ..., λ‖xn‖n) = λ(‖x1‖1, ..., ‖xn‖n) = λ‖x‖X

3. ∀x, y ∈ X :

‖x+ y‖X = ‖(x1 + y1, ..., xn + yn‖X = (‖x1 + y1‖1, ..., ‖xn + yn‖n)
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puisque, pour tout i = 1, n, ‖xi + yi‖i 6 ‖xi‖i + ‖yi‖i, on a alors

‖x+ y‖X 6 (‖x1‖1 + ‖y1‖1, ..., ‖xn‖n + ‖yn‖n)

= (‖x1‖1, ..., ‖xn‖n) + (‖y1‖1, ..., ‖xn + yn‖n)

= ‖x‖X + ‖y‖Y

d’où le resultat.

L’exemple suivant est une conséquence imédiate rapide de la proposition précédente.

Exemple 2.1.1. Soit X = (C[−τ, b]× C[−τ, b],R), dG : X ×X −→ R2 défini par de :

dG ((x1, y1) , (x2, y2)) = (‖x1 − x2‖G , ‖y1 − y2‖G)

oú ‖.‖G est la norme de type Bielecki défini par :

‖u‖G = max{|u(t)| · e−θ(t+τ) : t ∈ [−τ, b]}, ∀ u ∈ C[−τ, b], avec θ > 0.

est une distance généralisé sur X. On peut méme verifier que (X, dG) est un espace

métrique généralisé complet.

2.2 Théoréme de Perov dans les espaces généralisés (mé-

trique et normé)

Le mathématicien russe A.I Pervo a défini l’espace canonique généralisé en introduisant

une métrique à valeurs dans Rn. En suite, ce concept d’espace métrique lui a permis de
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définir une nouvelle classe d’applications appelées contractions de Pervo qui satisfesaient une

condition contractive similaire à celle de Banach, mais avec une matrice M ∈ Mn×n(R+) (

avec des entrées non négatives) au lieu d’une constante q.[10]

Définition 2.2.1. [12] Soit (X, dG) un espace métrique généralisé. Une application T : X →

X est dite contractive s’il existe une matrice M ∈Mn×n(R) convergente vers zéro.

et

dG(T (u), T (v)) 6MdG(u, v),∀u, v ∈ X.

Théorème 2.2.1. (Pervo) [12]

Soit (X, dG) un espace métrique généralisé complet et T : X −→ X une application contrac-

tive avec les matrice de Lipschitz M, alors T possède un unique point fixe u∗ , et pour tout

u0 ∈ X on a :

dG(T k(u0), u∗) ≤Mk(I −M)−1dG(u0, T (u0)), (2.1)

pour tout k ∈ N.

Preuve. Soit u0 un élément quelconque de X. Définissons une suite (uk) par

uk+1 = T (uk), k ∈ N (2.2)

dG(T (u), T (v)) ≤MdG(u, v)

, pour tout u, v ∈ X, une matrice M convergente vers zéro. Alors,

dG(uk, uk+1) ≤MkdG(u0, u1)
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, et par conséquent

dG(uk, uk+m) ≤ (Mk +Mk+1 + ...+Mk+m−1)dG(u0, u1).

En utilisant
∞∑
k=0

Mk, on déduit que

dG(uk, uk+m) ≤Mk(I −M)−1dG(u0, u1). (2.3)

Donc, (uk) est une suite de Cauchy, soit u∗ sa limite alors à partir de (2.2) on a

u∗ = T (u∗),

tandis qu’à partir (2.3) et en laissant m −→∞ on obtient (2.1).

Par l’unicité : Soit u1, u2 deux points fixes de T alors

dG(u1, u2) = dG(T k(u1), T k(u2) ≤MkdG(u1, u2)

Puisque

Ak −→ 0 comme k −→∞,

cela implique dG(u1, u2) = 0 donc u1 = u2.

Corollaire 2.2.1. [13] Soit X un espace métrique généralisé complet et soit T : X −→ X

tel que

dG(T (x), T (y)) ≤MdG(x, y)

où M est une matrice positive. S’il existe un x0 ∈ X tel que
∞∑
n=0

MndG(T (x0), x0), converge,

alors T a un point fixe x∗ tel que x∗ = lim
n−→∞

T n(x0).
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2.3 Application aux équations Intégro-différentielles

Dans cette partie, nous allons etudié le problème intégro-différentielles suivant :


x′(t) = f(t, x(t), x′(t− τ)) +

∫ t

t−τ
g(t, s, x(s), x′(s))ds, t ∈ [0, b]

x(t) = ϕ(t) t ∈ [−τ, 0]

(2.4)

Après avoir fait une lecture détailliée de [2], nous allons dans ce qui suit reproduire ce ré-

sultat concernant l’existence et l’unicité des solution de (2.4).

Ceci est en ajoutant quelques détails d’une part, et en divisant la preuve en plusieurs étapes

qui la rendent plus claire pour le lecteur non expert d’autre part.

La preuve de ce résultat est basé sur le Théorème 2.2.1.

On considère X = C[−τ, b]×C[−τ, b], muni de la distence généralisé défini dans Exemple

2.1.1 :

dG ((x1, y1) , (x2, y2)) = (‖x1 − x2‖G , ‖y1 − y2‖G) (2.5)

Oú

‖u‖G = max{|u(t)| · e−θ(t+τ) : t ∈ [−τ, b]}, ∀ u ∈ C[−τ, b]. (2.6)

Hypothèse :On considére les hypothèse suivantes :

(H1) Conditions de continuite :

f ∈ C([0, b]× R× R), g ∈ C([0, b]× [−τ, b]× R× R)
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ϕ ∈ C1[−τ, 0]

(H2) Conditions de bornitude :

∃M,K > 0 telque |f(t, u, v)| 6 M, ∀(t, u, v) ∈ [0, b] × R × R et |g(t, s, u, v)| 6

k, ∀(t, s, u, v) ∈ [0, b]× [−τ, b]× R× R

(H3) Condition de compatibilite :

ϕ′(0) = f (0, ϕ(0), ϕ′(−τ)) +

∫ 0

−τ
g (0, s, ϕ(s), ϕ′(s)) ds.

(H4) Condition de Lipschitz : ∃α, β > 0 et ∃L1, L2 > 0 tel que

|f (t, u1, v1)− f (t, u2, v2) | < α|u1 − u2|+ β|v1 − v2|.

∀t ∈ [0, b], ∀u1, u2, v1, v2 ∈ R

et |g(t, s, u1, v1)− g(t, s, u2, v2)| 6 L1|u1 − u2|+ L2|v1 − v2|

∀(t, s) ∈ [0, b]× [−τ, b], ∀u1, u2, v1, v2 ∈ R.

Lemme 2.3.1. On suppose que (H3) est vérifié. Alors x ∈ C1([−τ, b]) est solution de

l’équation intégro-différentielle (2.4)si et seulement si (x, x′) est solution du système inté-

grale suivant :



 x(t)

y(t)

 =


ϕ(0) +

∫ t

0

f(s, x(s), y(s− τ))ds+∫ t

0

(∫ η

η−τ
g(η, s, x(s), y(s))ds

)
dη

(f(t, x(t), y(t− τ)) +

∫ t

t−τ
g(t, s, x(s), y(s))ds


, pour t ∈ [0, b]

(x(t), y(t)) = (ϕ(t), ϕ′(t)) pour t ∈ [−τ, 0]

(2.7)

Preuve. On suppose que x ∈ C1([−τ, b]) est solution de l’équation intégro-différentielle

(2.4). En integrant les deux cotes de la première equation de (2.4), et en dérivant la deuxième
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equation on trouve



∫ t

0

x′(s)ds =

∫ t

0

f(s, x(s), x′(s− τ))ds+

∫ t

0

(∫ η

η−τ
g(η, s, x(s), x′(s))ds

)
dη,

x′(t) = ϕ′(t)

Ainsi :
x(t)− x(0) =

∫ t

0

f(s, x(s), x′(s− τ))ds+

∫ t

0

(∫ η

η−τ
g(η, s, x(s), x′(s))ds

)
dη,

x′(t) = ϕ′(t)

Donc


x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s, x(s), x′(s− τ))ds+

∫ t

0

(∫ η

η−τ
g(η, s, x(s), x′(s))ds

)
dη,

x′(t) = ϕ′(t)

On pose : (x)′ = y et en tenant compte que x(0) = ϕ(0), on arrive à (2.7).

On suppose maintenant que (2.7) est satifait. Notons que la deuxième equation de (2.4) est

vérifié, il suffit donc de prouve la premiére equation

x(t) = ϕ(0) +

∫ t

0

f(s, x(s), y(s− τ))ds+

∫ t

0

(∫ η

η−τ
g (η, s, x(s), y(s)) ds

)
dη (2.8)

et

y(t) = f (t, x(t), y(t− τ)) +

∫ t

t−τ
g (t, s, x(s), y(s)) ds ∀t ∈ [−τ, 0] (2.9)

En derivant en t de , on obtient
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(x)′ (t) = f(t, x(t), x′(t−τ))−f(0, x(0), x′(−τ))+

∫ t

t−τ
g(t, s, x(s), x′(s))ds−

∫ 0

−τ
g(0, s, x(0), x′(0))ds

D’aprés (H3)

(x)′ (t) = f(t, x(t), x′(t− τ)) +

∫ t

t−τ
g(t, s, x(s), x′(s))ds (2.10)

Maintenant, en comparant (2.10) et la deuxième equation de (2.9) on déduit que (x)′ = y

et ainsi x′ ∈ C1([−τ, b]) et devient la premiére equation de (2.4).

On défini l’opérateur A : X → X par A = (A1, A2) avec

(A1(x(t), y(t)), A2(x(t), y(t)) = (ϕ(t), ϕ′(t)) ∀t ∈ [−τ, 0]. (2.11)

A1(x(t), y(t)) = ϕ(0)+

∫ t

0

f(s, x(s), y(s− τ))ds+

∫ t

0

(∫ η

η−τ
g(η, s, x(s), y(s))ds

)
dη (2.12)

A2(x(t), y(t)) = f(t, x(t), y(t− τ))ds+

∫ t

t−τ
g(t, s, x(s), y(s))ds,∀t ∈ [0, b] (2.13)

Proposition 2.3.1. On suppose que les hypothéses (H1)-(H4) sont vérifié.Alors les opéra-

teurs A1 et A2 définient respectivement par (2.12) et (2.13) ,vérifié pour tout (x1, y1), (x2, y2) ∈

X les inégalités suivantes :

‖ A1 (x1, y1)− A1 (x2, y2) ‖G≤
(
α

θ
+
L1

θ2

)
‖ x1 − x2 ‖G +

(
β

θ
e−θτ +

L2

θ2

)
‖ y1 − y2 ‖G

(2.14)

et

‖ A2 (x1, y1)−A2 (x2, y2) ‖G≤
(
α +

L1

θ

)
‖ x1−x2 ‖G +

(
βe−θτ +

L2

θ

)
‖ y1−y2 ‖G (2.15)
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Preuve. Pour t ∈ [−τ, 0] on a

|A1 (x1, y1) (t)− A1 (x2, y2) (t)| = 0 (2.16)

et

|A2 (x1, y1) (t)− A2 (x2, y2) (t)| = 0 (2.17)

pour t ∈ [0, b] on obtient

|A1 (x1, y1) (t)− A1 (x2, y2) (t)| = |ϕ(0) +

∫ t

0

f(s, x1(s), y(s− τ))ds

+

∫ t

0

(∫ η

η−τ
g(η, s, x1(s), y1(s))ds

)
dη

− ϕ(0)−
∫ t

0

f(s, x2(s), y2(s− τ))ds

−
∫ t

0

(∫ η

η−τ
g(η, s, x2(s), y2(s))ds

)
dη|

6 |
∫ t

0

(f(s, x1(s), y1(s− τ))− f(s, x2(s), y2(s− τ))) ds

+

∫ t

0

(∫ η

η−τ
(g(η, s, x1(s), y1(s))− g(η, s, x2(s), y2(s))ds

)
dη |

6 |
∫ t

0

(f(s, x1(s), y1(s− τ))− f(s, x2(s), y2(s− τ))) | ds

+ |
∫ t

0

(∫ η

η−τ
(g(η, s, x1(s), y1(s))− g(η, s, x2(s), y2(s))ds

)
dη |

6
∫ t

0

|f(s, x1(s), y1(s− τ))− f(s, x2(s), y2(s− τ)) | ds

+

∫ t

0

(∫ η

η−τ
| g(η, s, x1(s), y1(s))− g(η, s, x2(s), y2(s)) | ds

)
dη
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En utilisant (H4) trouver

|A1 (x1, y1) (t)− A1 (x2, y2) (t)| 6
∫ t

0

[α | x1(s)− x2(s) | +β | y1(s− τ)− y2(s− τ) |] ds

+

∫ t

0

(∫ η

η−τ
[L1 | x1(s)− x2(s) | +L2 | y1(s)− y2(s) |] ds

)
dη

6
∫ t

0

[α | x1(s)− x2(s) | e−θ(s+τ).eθ(s+τ)

+ β | y1(s− τ)− y2(s− τ) | e−θ(s)eθ(s)e−θ(τ)eθ(τ)]ds

+

∫ t

0

(

∫ η

η−τ
[L1 | x1(s)− x2(s) | e−θ(s+τ)eθ(s+τ)

+ L2 | y1(s)− y2(s) | e−θ(s+τ)eθ(s+τ)]ds)dη

En utilisant (2.6), on trouve

|A1 (x1, y1) (t)− A1 (x2, y2) (t)| 6
∫ t

0

[
α ‖ x1 − x2 ‖G eθ(s+τ) + β ‖ y1 − y2 ‖G eθ(s+τ)e−τ

]
ds

+

∫ t

0

(∫ η

η−τ

[
L1 ‖ x1 − x2 ‖G eθ(s+τ) + L2 ‖ y1 − y2 ‖G eθ(s+τ)

]
ds

)
dη

6
θ

θ
×
∫ t

0

[
α ‖ x1 − x2 ‖G +β ‖ y1 − y2 ‖G e−θτ

]
eτ(s+τ)ds

+
θ

θ
×
∫ t

0

(∫ η

η−τ
[L1 ‖ x1 − x2 ‖G +L2 ‖ y1 − y2 ‖G] eθ(s+τ)ds

)
dη

6

[
α

θ
‖ x1 − x2 ‖G +

β

θ
‖ y1 − y2 ‖G e−θ(τ)

] ∫ t

0

θeθ(s+τ)ds

+

[
L1

θ
‖ x1 − x2 ‖G +

L2

θ
‖ y1 − y2 ‖G

] ∫ t

0

(∫ η

η−τ
θeθ(s+τ)ds

)
dη
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Par intégration, on trouve

|A1 (x1, y1) (t)− A1 (x2, y2) (t)| 6
[
α

θ
‖ x1 − x2 ‖G +

β

θ
‖ y1 − y2 ‖G e−θ(τ)

]
.
[
θeθ(t+τ)

]
+

[
L1

θ
‖ x1 − x2 ‖G +

L2

θ
‖ y1 − y2 ‖G

] ∫ t

0

[
eθ(s+τ)

]η
η−τ dη

≤
[
α

θ
‖ x1 − x2 ‖G +

β

θ
‖ y1 − y2 ‖G e−θ(τ)

]
eθ(s+τ)

+

[
L1

θ
‖ x1 − x2 ‖G +

L2

θ
‖ y1 − y2 ‖G

] [
1

θ
eθ(η+τ) − 1

θ
eθη
]t

0

6

[
α

θ
‖ x1 − x2 ‖G +

β

θ
‖ y1 − y2 ‖G e−θ(τ)

]
eθ(s+τ)

+

[
L1

θ2
‖ x1 − x2 ‖G +

L2

θ2
‖ y1 − y2 ‖G

] [
eθ(t+τ) − eθη − (eθt − 1)

]
6

[(
α

θ
+
L1

θ2

)
‖ x1 − x2 ‖G +

(
β

θ
.e−θτ +

L2

θ2

)
‖ y1 − y2 ‖G

]
.eθ(t+τ).

∀t ∈ [0, b].

d’où (2.14) est satisfaite.

De méme, on trouve (2.15).

Proposition 2.3.2. Soient α, β, L1, L2 et θ des nombres réels positifs et soit M la matrices

carré rélle définie par :

M =


α

θ
+
L1

θ2

β

θ
· e−θτ +

L2

θ2

α +
L1

θ
β · e−θτ +

L2

θ

 (2.18)

pour tout α, β, L1etL2, il existe θ∗ tel que pour tout θ > θ∗, valeurs propres de M appar-

tiennent à ]−1, 1[ .

Preuve. Calculons les valeurs propre de la matrice donné par (2.18) :

det(M − λI) = 0.
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det(M − λI) =


α

θ
+
L1

θ2
− λ β

θ
· e−θτ +

L2

θ2

α +
L1

θ
β · e−θτ +

L2

θ
− λ


=

(
α

θ
+
L1

θ
− λ
)(

βe−θτ +
L2

θ
− λ
)
−
(
β

θ
e−θτ +

L2

θ2

)(
α +

L1

θ

)
= λ2 − λ

(
α

θ
+
L1

θ2
+ βe−θτ +

L2

θ

)
= λ

(
λ−

(
α

θ
+
L1

θ2
+ βe−θτ +

L2

θ

))
= 0.

Alors :

λ1 = 0 et

λ2 =

(
α

θ
+
L1

θ2

+ βe−θτ +
L2

θ

)
> 0.

Nous avons
0 < λ2 < 1⇔ 0 <

α

θ
+
L1

θ2
+ βe−θτ +

L2

θ
< 1

⇔ θα + L1 + θ2βe−θτ + θL2 < θ2

⇔ −θ2 + θ (α + L2) + L1 < −θ2βe−θτ

⇔ θ2 − θ (α + L2)− L1 > θ2βe−θτ .

Soit h(θ) = θ2 − θ(α + L2)− L1 . Etudions l’équation h(θ) = 0.

∆ = (α + L2)2 + 4L1 > 0

alors :

θ1 =
α + L2 −

√
∆

2
< 0

et

θ2 =
α + L2 +

√
∆

2
> 0

Donc h admet un extermun en V
(
α + L2

2
,−∆

4

)
.
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Si on représente géométriquement les graphes des fonctions h(θ) et

u(θ) = θ2βe−θτ alors on voit qu’il existe un unique point θ∗ > θ2 tel que

h (θ∗) = u (θ∗) et h(θ) > θ2β · e−θτ , ∀ θ > θ∗.

D’autre part, ceci découle des propriétés :

h(θ) < 0, ∀θ ∈ [0, θ2) , u(θ) > 0, ∀θ > 0

lim
θ→∞

h(θ) =∞, lim
θ→∞

θ2 · βe−θτ = 0.

et parce que la fonction u(θ) = θ2 ·β · e−θτ admet en θ = 0 un minumun globale et en θ =
2

τ

un maximun local.

Exemples : (Logiciel qui itulisé GeoGebra)

Graphique 1 : ( τ = 1.5, β = 11, L1 = 1, L2 = 1, α = 1.5)
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Graphique 2 :(τ = 1, β = 1, L1 = 1, L2 = 1, α = 1)

Graphique 3 :(τ = 1, β = 11, L1 = 1, L2 = 1, α = 1.5)
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Expliquant maintenant comment peut on obtenir θ
∗ :

h(θ) = θ2βe−θτ

⇔ θ2 − θ (α + L2)− L1 = θ2βe−θτ

⇔ θ2 = θ2βe−θτ + θ (α + L2) + L1

⇔ θ = α + L2 +
L1

θ
+ θβe−θτ

⇔ θ = H(θ) = α + L2 +
L1

θ
+ θβe−θτ

Si θ′ un point fixe de H, de plus

H ′(θ) 6 0

⇔ −L1

θ2

+ βe−θτ − τθβe−θτ < 0

⇔ −L1

θ2
+ βe−θτ (1− τθ) < 0

-Si θ >
1

τ
puis H ′(θ) < 0 et H ′

(
1

τ

)
= −τ 2L1 < 0 alors,

H ′(θ) < 0 ∀θ > 1

τ
.

-Si
1

τ
< θ2 nous pouvons prendre θ̄ = H (θ2) > θ∗ et pour toute θ > θ̄ nous avons o < λ2 < 1.

-Si
1

τ
> θ2 Nous avons alors deux possibilités :

1. Si h
(

1

τ

)
<

1

τ 2
βe−1 puis en prendre θ̄ = H

(
1

τ

)
> θ∗ et pour toute θ > θ̄ Nous

0 < λ2 < 1.

2. Si h
(

1

τ

)
>

1

τ 2
·βe−1 alors il est clair que

1

τ
> θ∗ et pour tout θ > 1

τ
en aura o < λ2 < 1.

Par conséquent dans les conditions d’énonciation, on peut choisir θ̄(qui peut être h(θ2),

ou h(
1

τ
), ou (

1

τ
)) tel que : 0 < λ2 < 1 , ∀θ > θ̄.
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Théorème 2.3.1. Sous les hypothèses (H1)− (H4), le problème (2.4) admet une solution

unique dans C1([−τ, b]).

Preuve. D’après le Lemme 2.3.1, il suffit d’obtenir une solution de (2.7).

Comme conséquence de Proposition 2.3.1, on a :

(x1, y1), (x2, y2) ∈ X

dG (A (x1, y1) , A (x2, y2)) 6


α

θ
+
L1

θ2

β

θ
· e−θτ +

L2

θ

α +
L1

θ
β · e−θτ +

L2

θ

 .dG ((x1, y1) , (x2, y2))

= M.dG ((x1, y1) , (x2, y2))

où M est la matrice donné par (2.18).

Maintenait, choisissant θ dans (2.6) tel que θ > θ∗ où θ∗ est donné par la Proposition 2.3.2.

Ainsi, d’après Proposition 2.3.2 , et Lemme 2.3.1, M converge vers zéro. Ainsi le Théorème

2.2.1 implique l’existence d’une seule solution de

A(x, y) = (x, y)

où A est par donné par (2.11) qui n’est autre que la de solution (2.7).
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Théorème de Perov dans les espaces de

gauge généralisés et application

3.1 Espace de gauge généralisé

Dans cette section, nous introduisons les notions de semi-distance a valeurs vectoriels

d’espaces de gauge généralisé et de contraction généralisé.

Définition 3.1.1. [3] Soit X un ensemble, une application vectorielle DG : X ×X −→ Rn

est dite une semi-distance ou une gauge vectorielle sur X, si elle a les conditions suivantes :

i) DG(u, u) = 0 pour tout u ∈ X,

ii) DG(u, v) = DG(v, u) pour tout u, v ∈ X,

iii) DG(u, v) ≤ DG(u, z) +DG(z, v) pour tout u, v, z ∈ X.

Là encore, si u = (u1, u2, ..., un), v = (v1, v2, ..., vn) ∈ Rn alors par u ≤ v on entend ui ≤ vi

pour i = 1, 2, ..., n.

Définition 3.1.2. Un famille DG = {DλG : λ ∈ Λ,Λ 6= ∅} un semi-distance vectorielle sur

X ( ou une structure de gauge généralisé sur X ) est dite séparante si pour chaque couple

de points (u, v) ∈ X avec u 6= v, il existe un DλG ∈ G tel que DλG(u, v) 6= 0.
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Définition 3.1.3. Un couple (X,DG) d’un ensemble non vide X muni d’une structure de

gauge généralisé séparatrice DG sur X est appelé espace de gauge généralisé.

Remarque 3.1.1. Pour les espaces de gauge généralisés, les notions de suites de Cauchy

et de complétude sont similaires à celles des espaces de gauge usuels.

3.2 Théorème de Perov dans l’espace de gauge généralisé

Définition 3.2.1. [3] Soit (X,DG) un espace de gauge généralisé , une application T :

DG(T ) ⊂ X −→ X est une contraction généralisé s’il existe une fonction ϕ : Λ −→ Λ et

M ∈Mn×n(R+)Λ, M = {Mλ}λ∈Λ tels que

DλG(T (u), T (v)) ≤MλDϕ(x)G(u, v) (3.1)

pour tout λ ∈ Λ et u, v ∈ DG(T ).

∞∑
i=1

MλMϕ(λ)Mϕ2(λ)....Mϕi−1(λ)Dϕi(λ)G(u, v) <∞, (3.2)

pour tout λ ∈ Λ et u, v ∈ DG(T ).

Maintenant, l’analogue de type Pervo pour les contractions généralisés du théorème de

point fixe de Gheorghui se lit comme suite.

Théorème 3.2.1. [3] Soit (X,DG) un espace de gauge généralisé complet et soit T : X −→

X une contraction généralisé. Alors, T possède un unique point fixe qui peut être obtenu

par approximations successives à partir de n’importe quel élément de X.

Preuve. Soit u0 un élément arbitraire de X. Définissons une suite (uk) par

uk+1 = T (uk), k ∈ N, (3.3)
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puis en utilisant (3.1) nous avons

DλG(uk, uk+1) = DλG(T (uk−1), T (uk))

≤MλDϕ(λ)G(uk−1, uk)

= MλDϕ(λ)G(T (uk−2), T (uk−1))

≤MλMϕ(λ)Dϕ(λ)GDϕ2(λ)G(uk−2, uk−1)

...

≤MλMϕ(λ)....Mϕk−1(λ)Dϕk(λ)G(u0, u1)

pour tout λ ∈ Λ et k = 1, 2, ...., comme conséquence nous avons

DλG(uk, uk+m) = DλG(uk, uk+1) + ...+DλG(uk+m−1, uk+m)

≤
m−1∑
n=0

MλMϕ(λ)Mϕ2(λ)...Mϕk+n−1(λ)Dϕk+n(λ)G(u0, u1)

=
i=k∑

k+m−1

MλMϕ(λ)Mϕ2(λ)...Mϕi−1(λ)Dϕi(λ)G(u0, u1).

Ainsi, d’après (3.2), (uk) est une suite de Cauchy.

Soit u∗ = T (u∗).

Pour l’unicité : Supposons que u1, u2 sont deux points fixes de T , alors

DλG(u1, u2) = DλG(T (u1), T (u2))

≤MλDϕ(λ)G(u1, u2)

≤MλMϕ(λ)Dϕ2(λ)G(u1, u2)

...

≤MλMϕ(λ)Mϕ2(λ)....Mϕk−1(λ)Dϕk(λ)G(u1, u2)
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et en utilisant (3.2) on obtient que DλG(u1, u2) = 0 pour tout λ ∈ Λ. Puisque la famille DG

est séparante on en déduit que u1 = u2.

Corollaire 3.2.1. De la démonstration du théorème déjà prouvée on obtient immédiatement

le résultat suivant garantissant l’existence d’un point fixe comme limite de la séquence

d’approximation successive qui part d’un élément dans l’espace.

Théorème 3.2.2. [3] Soit (X,DG) un espace de gauge généralisé complet avec DG =

{DλG}λ∈Λ et soit T : X −→ X une application. Supposons qu’il existe u0 ∈ X, C >

0, ϕ : Λ −→ Λ et M ∈ Mn×n(R+)Λ, M = {Mλ}λ∈Λ de sorte que les conditions suivantes

soient satisfaites :

DλG(T (u), T (v)) ≤MλDϕ(λ)G(u, v)

pour tout λ ∈ Λ et u, v ∈ X.

∞∑
i=1

MλMϕ(λ)Mϕ2(λ)....Mϕi−1(λ) <∞, (3.4)

pour tout λ ∈ Λ.

DλG(u0, T (u0) 6 C pour tout λ ∈ Λ.

Alors, T possède au moins point fixe qui peut être obtenu par approximations successives à

partir de u0.

Corollaire 3.2.2. Voici quelques utilises :

1. S’il existe un entier p > 2 avec ϕp = ϕ, alors le condition (3.2) et (3.4) se réduisent à

l’hypothèse qui Mϕ(λ)...Mϕp−1(λ) est convergente vers zéro pour tout λ ∈ Λ.

2. Ainsi, si p = 2, c’est-à-dire ϕ2 = ϕ (situation de Marinescu) alors (3.2) et (3.4) sont

valables si Mϕ(λ) est convergente vers zéro pour tout λ ∈ Λ
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3. En particulier, si p = 1Λ (situation de Trafdar) alors (3.2) et (3.4) sont satisfaites à

condition que M soit convergente vers zéro pour tout λ ∈ Λ.

Pour résoudre système opérateur semi-linéaire


A(x, y) = x

B(x, y) = y

(3.5)

dans un espace de gauge complet X (espace doté d’une famille de semi-distance), ici A,B :

X2 → X sont donnés des opérateurs non linéaires.

Supposons que le système (3.5) peut être vu comme un problème de point fixe T (x) = x.

On suppose que X est un espace de gauge complet avec la famille de semi-distance D =

{Dλ}λ∈Λ

On note Z := X2 , T := (A,B) et DG = {DλG}λ∈Λ oú

DλG (u, v) =


Dλ(x, x1)

Dλ(y, y1)


pour tout u := (x, y) et v := (x1, y1) ∈ X2 et λ ∈ Λ alors (Z,DG) est un espace de gauge

généralisé complet.

Théorème 3.2.3. [3] S’il existe u0 = (x0, y0) ∈ X2 et C > 0 tel que

DλG(u0, Tu0) ≤ C (3.6)
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et
∞∑
i=1

MλMϕ(λ)Mϕ2(λ)....Mϕi−1(λ) <∞, (3.7)

pour tout λ ∈ Λ, alors le système (3.5) a au moins une solution qui est la limite de la suite

uk(xk, yk), xk+1 = A(xk, yk), yk+1 = B(xk, yk) k = 0, 1, ... (3.8)

à partir de u0.

3.3 Application à un système intégral

On considère le système intégral à avec arguments avancés suivant :


x(t) =

∫ t
t−1

f (s, x(s+ 2), y(s+ 2)) ds

y(t) =
∫ t
t−1

g (s, x(s+ 2), y(s+ 2)) ds

(3.9)

pour t ∈ [0,∞).

Supposons que


| f(t, x, y)− f(t, x1, y1) |≤ K1(t) | x− x1 | +K2(t) | y − y1 |

| g(t, x, y)− g(t, x1, y1) |≤ K3(t) | x− x1 | +K4(t) | y − y1 |

(3.10)

pour tout x, x1, y, y1 ∈ R et t ∈ [−1,+∞) avec Ki ∈ L1([−1,+∞),R+), i = 1, 2, 3, 4.

Pour chaque λ ∈ N, on pose

aλ =

∫ 2λ+1

λ−1

K1d(t), bλ =

∫ 2λ+1

λ−1

K2d(t)
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āλ =

∫ 2λ+1

λ−1

K3d(t), b̄λ =

∫ 2λ+1

λ−1

K4d(t)

On considère la matrice

Mλ =


aλ bλ

āλ b̄λ


On défini aussi la matrice M∞ par

M∞ =


‖K1‖L1 ‖K2‖L1

‖K3‖L1 ‖K4‖L1


Calculons les valeurs propre de cette matrice

det(M∞ − λI) = 0

det(M∞ − λI) = (‖K1‖L1 − λ)(‖K4‖L1 − λ)− ‖K2‖L1 × ‖K3‖L1

= λ2 − λ(‖K1‖L1 + ‖K4‖L1) + ‖K1‖L1 × ‖K4‖L1

− ‖K2‖L1 × ‖K3‖L1

Alors :

∆ = (‖K1‖L1 + ‖K4‖L1)2 − 4(‖K1‖L1 × ‖K4‖L1 − ‖K2‖L1 × ‖K3‖L1)

On trouve

λ1 =
(‖K1‖L1 + ‖K4‖L1)−

√
∆

2
λ2 =

(‖K1‖L1 + ‖K4‖L1) +
√

∆

2
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Si |λi| < 1; i = 1; 2. Alors la matrice M∞ est convergente vers zero.

Théorème 3.3.1. [3] Soient f, g : [−1,∞) × R → R deux fonctions continues et suppo-

sons que la condition (3.10) est satisfaite supposons en plus qu’il existe u0 = (x0, y0) ∈

C([0,∞),R2) et C > 0 tel que

| T (u0)(t)− u0(t) |≤ C, pour tout t ∈ [0,∞) (3.11)

oú

T = (A,B) (3.12)

est donné ci-dessous si la matrice M∞ est convergente vers zéro.

Alors le système (3.9) admet au moins solution (x, y) ∈ C([0,∞),R2).

Preuve. Nous utiliserons Théorème 3.2.3 ici , Λ = N et pour X = (C([0,∞[),R) λ ∈ N,

DλG : X ×X → R2
+ est donné par

DλG (u, v) =


Dλ(x, x1)

Dλ(y, y1)

 (3.13)

Où Dλ est définie pour x, y ∈ X par

Dλ(x, y) = max
t∈[λ,2λ+1]

| x(t)− y(t) |

Soit A,B : X ×X → X être défini par

A(x, y)(t) =

∫ t

t−1

| f(s, x(s+ 2), y(s+ 2))ds (3.14)

B(x, y)(t) =

∫ t

t−1

| g(s, x(s+ 2), y(s+ 2))ds (3.15)
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On prouve d’abord la condition de Lipschitz (3.16) ϕ : N→ N donné par ϕ(λ) = λ+ 1.

Soit t ∈ [λ, 2λ+ 1] nous avons t− 1 ∈ [λ− 1, 2λ] et lorsque s ∈ [t− 1, t], puis

| A(x, y)(t)− A(x1, y1)(t) |≤
∫ 2λ+1

λ−1

| f(s, x(s+ 2), y(s+ 2))− f(s, x1(s+ 2), y1(s+ 2)) | ds

Selon (3.10), on trouve

| A(x, y)(t)− A(x1, y1)(t) | ≤
∫ 2λ+1

λ−1

K1(s) | x(s+ 2)− x1(s+ 2) | ds

+

∫ 2λ+1

λ−1

K2(s) | y(s+ 2)− y1(s+ 2) | ds

≤ max
s∈[λ−1,2λ+1]

| x(s+ 2)− x1(s+ 2) |
∫ 2λ+1

λ−1

K1(s)ds

+ max
s∈[λ−1,2λ+1]

| y(s+ 2)− y1(s+ 2) |
∫ 2λ+1

λ−1

K2(s)ds

= max
τ∈[λ+1,2λ+3]

| x(τ)− x1(τ) |
∫ 2λ+1

λ−1

K1(s)ds

+ max
τ∈[λ−1,2λ+1]

| y(τ)− y1(τ) |
∫ 2λ+1

λ−1

K2(s)ds

= aλDλ+1(x, x1) + bλDλ+1(y, y1).

Prenant le maximun sur [λ, 2λ+ 1]

Dλ (A(x, y), A(x1, y1)) ≤ aλDλ+1(x, x1) + bλDλ+1(y, y1).

Pour chaque (x, y), (x1, y1) ∈ X2, de même pour B. Prenant le maximaun sur [λ, 2λ+ 1]

Dλ(B(x, y), B(x1, y1)) ≤ āλDλ+1(x, x1) + b̄λDλ+1(y, y1).

pour tout (x, y), (x1, y1) ∈ X2. Donc et selon Théoréme 3.2.2,
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aλ, bλ, āλ, b̄λ sont des constantes positive


Dλ (A(x, y), A(x1, y1)) ≤ aλDϕ(λ)(x, x1) + bλDϕ(λ)(y, y1)

Dλ (B(x, y), B(x1, y1)) ≤ āλDϕ(λ)(x, x1) + b̄λDϕ(λ)(y, y1)

(3.16)

pour tout x, x1, y, y1 ∈ X et λ ∈ Λ, soit

Mλ :=


aλ bλ

āλ b̄λ


Si

∞∑
i=1

MλMϕ(λ)Mϕ2(λ)....Mϕi−1(λ)Dϕi(λ)G(u, v) <∞, (3.17)

pour tout u, v ∈ X2 et λ ∈ Λ, alors le système (3.9) a un solution unique approximation

(3.8) à partir de tout couple initiale (x0, y0) ∈ X2. tel que (3.16) De plut, la condition (3.6)

est garantie par l’hypothèse (3.11) . De plus, pour tout λ ∈ N , Mλ < M∞ et donc la série

(3.7) par
∞∑
k=0

MK
∞ qui est convergente vers zero. Donc, (3.7) est satisfaite. Par conséquent,

le Théorème 3.2.3 peut être appliqué.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous nous intéressons à des applications de théorèmes de points

fixes dans les espaces généralisés au sens de Perov(métrique, normé, et de gauge). nous avons

commencé par définir ces espaces et introduire quelque propriétés et exemples.

Puis nous avons donné quelques versions de théorèmes de points fixes dans ces espaces.

Enfin,nous avons présenté des applications aux équations inégro-différentiels et systèmes

intégral.
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