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Introduction

Il est bien connu qu’une matrice sur un corps a une inverse si elle est carrée de déterminant
non nul. Cependant, dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées on a besoin

de quelques types d’inverses partielles d’'une matrice singuliére, ou méme rectangulaires.

Par exemple, les solutions d’'un systéme linéaire peuvent exister méme si la matrice défi-
nissant ce systéme est singuliére. Ce qui conduit a l'inverse ainsi nommé généralisée d’une

matrice.

L’inversibilité des matrices ou des opérateurs est I'une des disciplines les plus répandues
en mathématique, beaucoup de problémes sont interprétés par une équation du type
Ax =y, ol A est une transformation linéaire donnée, qui est dans notre situation une
matrice de type m x n sur K (un opérateur linéaire défini d’un espace vectoriel E dans
un autre F de dimensions respective n et m) : comme 1’analyse numérique, Poptimisation,
la statistique et les modéles linéaires, ce probléme est aussi manipulé via le concept d’une

inverse généralisée d’une matrice (ou d’un opérateur linéaire).

Devant des questions de ce type on cherche un opérateur ayant le maximum de propriétés
dont l'inverse usuel réjouit, et d’une maniére que cet inverse existe pour une classe aussi

large d’opérateurs linéaires.

Parmi la terminologie existante, citons par exemple : inverse partielle, inverse intérieure,
inverse extérieure, quasi inverse, pseudo inverse, inverse généralisée,.... D’autres inverses
portent les noms de leurs fondateurs, par exemple : I'inverse de Moore, I'inverse de Moore-

Penrose, I'inverse de Drazin, de Duffin,...

La majorité des propriétés de I'inverse généralisée ont été traitées dans le livre de A. Ben

Israel [11] et T. N. E. Greville [20], et aussi dans le livre du Z. Nashed [27].

Ce mémoire se compose de troix chapitres. On commence tout d’abord au premier cha-
pitre par présenter brefiévement certaines notions et rappels sur la théorie des opérateurs

utilisées tout le long de ce mémoire.

Le deuxiéme chapitre traite quelque théoréemes sur l'inversibilité d’un opérateur au sens

usuel et ses propriétés, aussi quelque méthodes pour calculer I'inverse d’une matrice carrée.



Le troisiéme chapitre est consacré a 1'é¢tude des quelques types d’inverse généralisées :
I'inverse de Moore-Penrose AT, le groupe inverse A%, et inverse de Drazin A”, en citant

quelques propriétés algébriques et applications.



Chapitre 1

Notions et préliminaires

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Produit scalaire

On rappelle dans ce chapitre quelques définitions et propriétés utiles.

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels.
Un produit scalaire sur E est une application f . E X E — R, définie sur le produit
cartésien ' X E & valeurs dans l'ensemble R des nombres réels que l’on note (,) ou (.| .)

et qui vérife les cing propriétés :

1.Yue EsNve ENwe E: f(u+v,w) = flu,w)+ f(v,w) (additivité par rapport
d la premiére variable, la seconde étant fizée quelconque).

2. Yu € E;Yv € EXVA € R: f(Au,v) = A\f(u,v) (homogénénéité par rapport a la
premiére variable étant fizée quelconque).

3. Yu e ENveE: f(u,v) = f(v,u) (symétrie).

4. Yue ENve E: f(u,v) >0 (positivité).

5. f(u,u) = 0 = u = 0 (séparation, mais on dit plutot que f est définie). Pour
u € E,v € E donnés le nombre réel f(u,v) s’appelle le produit scalaire de u et v

(ou bien de u par v).

Définition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel réel et soit (. | .) un produit scalaire sur E.

On associe au produit scalaire une norme (dite associée) en posant

3



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

Vu e E || ull=+/{u]|u).

Remarque 1.1.1 Si E un espace vectoriel compleze, la condition 3 est remplacée par la

condition Yu € E : h(u,v) = h(u,v) conjugué compleze (symétrie hermitienne).

Définition 1.1.3 Soit E un espase vectoriel sur un corps K, une forme sesquilinéaire sur
E est une application (, ) de E x E dans K quelque soient o et 5 dans K et z, y, z dans
E qui vérifie :

1. (ax+ By, 2) = a(z,2) + B(y, 2).

2. (v,ay + B2) = alx,y) + B(x,2). On dit que (, ) est hermitienne si elle vérifie de

plus
3. (z,y) = (y,x),VYz,y € E.
4. (x,x) >0,Vx € E.

Quelques propriétées
Théoréme 1.1.1 [26] Soit H un espase de Hilbert.
Toute forme bilinéaire symetrique (, ) vérifie :
Az,y) = (r+y,z+y) — (v —y,x —y),Vo,y € H.
Toute forme sesquilinéaire (, ) (hermitienne ou non) vérifie :
Az,y) = (x+y,z+y) — (@ —y,z—y) +ilz+iy,z +iy) —i(z + iy, z + iy).

Théoréme 1.1.2 [26] Soit H un espase de Hilbert, et soit (, ) une forme hermitienne
sur I si (x,y) > 0,Ve,y € H alors elle vérifie les propriétés fondamentales suivantes :
i) L’inégalité de Cauchy-Schwartz :

| (@) <l lly |-
i) L'inégalité de Minkowski :

SIS
SIS

(@ +y,z+y)? < (2,2)2(y,y)2.

iii) L’inégalité du triangle
lz+yl<llzl+Iyl.

Preuve. Pour la preuve voir . m

Définition 1.1.4 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K qui est complet

pour la norme || x —y [|= v/ {(x,y).



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

1.2 Opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

Définition 1.2.1 Une application T définie d’un espace de Hilbert H dans K est dit

Opérateur linéaire si T satisfait les deux propriétés suivantes :
1. Ve,ye HT(x+vy) =T(x)+ T(y). (Additivité)

2. Vo € HVa € K : T(azx) = o1 (z).(Homogénité)
Notations
o L opérateur identité I est défini par Ix = x pour tout x € H.

o L’opérateur nul 0 est défini par 0x = 0, pour tout x € H.

e Le noyau de T notée ker(T') et l'image de T, notée R(T) sont définis par :
Soit T : H

Ker(T)={x € H/Tx =0} et R(T) ={Tz,z € H}.

Définition 1.2.2 Soit X un espace vectoriel sur le corps C et X € C, Uapplication

T\ : H— H définie pour x € H par :
T)\(:C) = )\.T,

est un opérateur linéaire.

En effet, pour x1,20 € H et a € C on a

Ty(axy + x) = AMaxy + x2)
= a(Ary) + (Axg)

= oT\(z1) + Ta(x).
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(1.2)

Cet opérateur est appelé une homothétie de rapport A de l’espace linéarre H ou opérateur

de multiplication.

Définition 1.2.3 L’opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H est dit borné s’il

existe un nombre positif c tel que :
| Tz ||[<c| x|, pour tout x € H.

Définition 1.2.4 On définit la norme de opérateur linéaire borné T par

1T = inf{c>0 [Tz | <cl|a],vreH}

Théoréme 1.2.1 [21] Soit A,B € B(H) et A € K, alors
LoPAA = A AL
2. A+ Bl<[| Al +[B]
3. M AB <[ Al B -

4o AP A" vr e N.

Théoréme 1.2.2 Soit T € B(H), la norme de T est donnée par
| T [|= sup{[| Tz ||,z € H, || « [|=1}.

Preuve.

On a les inégalités dans le deux sens.

1. Posons

a=sup{|| Tz ||,z € H,|| z ||= 1},

si 'opérateur T est borné, alors :
[Tz | < T [[=] = [T pour |z =1

donc a <|| T' || d’aprés la définition de || T" || .

6



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

2. Pour tout vecteur x € H on a :

xZ

[Tl = 1T = | 7—) I = [T

X
Il

)Tl <alfz]

[Ea

d’oul

1Tl < a = sup{l| Tz |,x € H,| =1}

En combinant les deux inégalités dans 1) et 2) on obtient 'égalité d’ésirée.

Théoréme 1.2.3 [21] Pour tout opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H, les asser-
tions sutvantes sont equivalentes :

— T est borné.

— T est continu sur 'espace H.

— T est continu en un point xy (zo est un vecteur) de l’espace H.

Théoréme 1.2.4 [21] Soit H un espace de Hilbert, et f est une forme linéaire continue

sur H. Il existe un vecteur a € H et un seul, tel que :

Ve e H, f(z) =<a,z>.

Espace vectoriel normé

Définition 1.2.5 Soit E un espace vectoriel sur un corps R ou C. Une norme sur FE
et une application N : E — RT, définie sur E o valeurs dans RT vérifiant les quatre

propriétés sutvantes :
1. Yu € E: N(u) > 0 (positivité).
2. N(u) =0 < u=0 (sparation).
3. Yue ENNAek: N(Au) =| A | N(u) (homogénéité).
4. Yu e ENveE: Nu+wv) < N(u)+ N(v) (inégalité triangulaire).

Pour w € E donné, le nombre réel positif N (u) est appelé norme de u .

Définition 1.2.6 Un espace vectoriel normé réel (resp.compleze) est un couple constitué

par un espace vectoriel F réel (resp.compleze) et par une norme || . || sur lespace vectoriel
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E.
Il ne faut pas qu’il y ait la moindre ambiguité sur le corps des scalaires de E. Si l'on
ne précise pas le corps, cela signifie que les résultats concernent ausst bien un e.v.n. réel

qu’un e.v.n. complexe.

Définition 1.2.7 On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet, sur

le corps K des réels ou des complezes.

Par exemple R™ et C", avec leurs normes usuelles sont des Banach.

L’adjoint d’un opérateur

Théoréme 1.2.5 Soit T € B(H), il existe un unique opérateur T* € B(H), pour tout

x,y € H, on ait
(Tz,y) = (z,T"y).

Preuve. Soit y donné dans H, l'application x — (T'z,y) est une forme linéaire continue
sur H, il suit qu’il existe un unique z € H tel que, pour tout = € H, on ait (T'z,y) = (z, 2).
On note z = T™y.

T* est bien défini, et ce de maniére unique, en tant qu’application de H dans H car pour
y donné, on définit z, 'image de y par T, de fagon unique.

Montrons que T est linéaire :

(o, T*(ays + Bya)) = (Tx, oy + Bys)
= (Tz,ay) + (Tz, Bys)
= a(Tz,y) + B(Tx, )
= alw, T"y) + Bla, T*ye)

= <SU, OéT*Z/l + BT*ZJ2>7

d’ou Vx € H Vo, € C
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(z, T (ayr + By2)) = (x, aT™y1 + BT"ya).
Montrons maintenant que 7™ est borné.
1Ty o= Ty, T*y) = (TTy,y) <N TTy [l y [I<I T I Ty Iy
donc
Ty 1<l Ty Il
alor, T est borné et de plus
T <[ T
il s’en suit que 7* € B(H). =
Définition 1.2.8 L’opérateur T™ définit ci-dessus est appelé lopérateur adjoint de T.
Exemple 1.2.1 On considére Uopérateur shift S : 1?(C) — 1?(C) défini par :
S(xq, 2, ...) = (0,21, 29, ...).

Soit (x,) et (y,) dans I*(C). Alors

(S*Tn,yn) = (T, SYn)
= ((x1,29,...),(0,y1, Y2, ...))

= Z’QE% $3%+

= ((x2,73,...), (Y1, Yo, ).

Alors S est défini par :
S*($1,l’2, ) = ([L‘27$3, )

Théoréme 1.2.6 Soit T,S € B(H),VYa € K et T*,5* leurs adjoints (respectivement),

alors on a les propriétés suivantes :
1. (T*)=T.
2. (T+9) =T+ 5",

3. (aT)* =aT*. Vae K
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4T =T
5. (TS)" = ST
Preuve.

1. soit x,y € H

d’ou :

2. soit x,y € H

(., (T+S)y) = (T'+9)zy)
Tz, y) + (Sz,y)

x, Ty) + (x, S™y)

o~ o~~~

z, (T 4+ S™)y)

d’ou :
(T +S8) =T+ S*.
3. soit z,y € Ha € C

(aTz,y) = a(Tx,y) = alz, T*y) = (x,aT*y)

d’oi :
(oT)* = aT™.
4. Ona
| A*(@) 2 = (A%(z),A%(2))
= (AA%(z),x)
< | AA% (@) (|| = ||

< [ ATNEA™) Il = |

10
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et pour conséquence

I A(@) I Al |

comine
|4 1= suplt
donc on a
A () I<[l Al

On a aussi (A*)* = A, donc
A =[] (A <A™ |-
D’ou I’égalité
A=l A
. pour vérifie que (T'S)* = S*T™* il suffit de montre que
(TS)a,y) = (ST x,y)
on a par définition de ’adjoint
(TS)x,y) = (x,(TS)y) = (T"x, Sy) = (5*T"x,y),
donc,
(TS)* = S*T™.
u

Corollaire 1.2.1 Pour T € B(H) on a :
L TT = T°T =) T |?
2.T"T'=0&1T=0.

Preuve.

on a

T <i T T =T |
| T ||*=| (T, Tx) |= (, T*Ta) |<|| @ [ T*T || = [|<[| 7T ||| = ||,

11
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e 111
| Tz [|<[| 7T ||z « [,

passon
1T <) 7T |2
| T [[o<|| T*T |
d’ou
| =T [|=) T ||

La deuxiéme égalité il suffit de changer T par T™.

On montre si 7*T = 0 alors T = 0,

| T*T |=0 < (T"Tx,z)=0VzeH
& (Tz,Tz)=0,Vee H

& Te=0,Vre H

Réciproquement, si 7' = 0 alors TT™* = 0,

T=0Txr=0,Ver e H
(Tx,Tx) =0,Yx € H
(I'"'Tz,z) =0, Vo € H.
7T = 0.
n

Théoréme 1.2.7 Soit H un opérateur de Hilbert compleze et T € B(H), si (Txz,x) =0

alors T est identique nule pour tout x € C.

Preuve. Comme

12
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(T(x+y),r+y)=0

on voit que

(Tz,y) + (T'y,x) =0, Va,y € H. (1.3)

On remplace y par 7y en 1.3 , le rsultat est
—i(Tx,y) +i(Ty,z) =0 (1.4)
Multiplions 1.4 par ¢ et additionne & 1.3 on trouve :
(Tz,y) =0 (1.5)
on pose
y="Tz
1.5 donne || Tz [|o= 0, alors

Tz =0,Vz € H

donc

1.2.2 Quelques classes d’opérateurs

Définition 1.2.9 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est positif et on note

T >0, si et seulement si

(Tx,x) > 0,Vo € H .

Définition 1.2.10 Soit T € B(H), on dit que T est isométrie : si et seulement si

T = Iy.

Exemple 1.2.2 L’opéateur de décalage S ( shift) est un opérateur isométrique, car on a

13



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

S(z1, 9, ...) = (0,21, 29, ...)
S*(xq, x9, ...) = (29, T3, ...)
on a :
S*S(xq,x9,...) = 50,21, 29, ...) = (1, T2, ...).
Alors,
S*S = Iy.

Définition 1.2.11 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est unitaire : si et

seulement si
™7 =TT = Iy.
Exemple 1.2.3 Soit H = Ly[0, 1] définissons un opérateur U sur H par
(O)]x(t)] = x(1 — 1)
(Uz,z) = (x(1 —t),2) = (z,(1 —t) ) = (z,U*x)
done,
UUu*=U0*U =1y
d’ou, U est unitaire.

Définition 1.2.12 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est normal : si et

seulement si
T*T =TT*.

Exemple 1.2.4 La mutiplication T, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opéra-

teur normal sur Ly([0,1]), car

T, : Ly([0,1]) = Lo(]0, 1)), telque ¢ € C(]0,1])
(Tof)() = () f(2)-

14
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On a

donc

d’otu

Alors,

(T,f,9) = (f,T3g) Vf, g € L([0, 1])

T:T, = 15T, = T, = T,T.

Donc T, est un opérateur normal.

Définition 1.2.13 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est idempotente ou

projection : si T? =T

Définition 1.2.14 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est projection ortho-
gonale : si T> =T et T* =T.

Opérateur auto-adjoint

Définition 1.2.15 Un opérateur T est dit auto-adjoint s1 T =T, i.e.

(Tx,y) = (x,Ty), Yo,y € H.

Exemple 1.2.5 1. Considérons l'opérateur T défini sur Lo(R) par

(Ta)(t) = exp (1)

T est un opérateur borné auto-adjoint. En effet,

+oo -
(Az,y) = / exp““w(t)y(t)dt

o

= [ T

o0

= (x, Ay).

15



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

. L’opérateur identité Iy est un opérateur auto-adjoint car : Iy, = Iy

<[Hx>y> = <$a[;ﬁ[y>7 Vl’,y € H.

Proposition 1.2.1 Soit T' € B(H) alors T est auto-adjoint si et seulement si le produit

scalaire
(Tz,x) e R,Vx € H
Preuve. Soit T est un opérateur auto-adjoint dans B(H) (i.e : T* =1T)
si T auto-adjoint alors (T'z,z) € R,Vx € H.
(Tx,z) = (x,T*x) = (x,Tz) = (Tz,z)
donc,
(Tx,x) € R,Vo € H.

Réciproquement, si (T'xz,z) € R alors T est auto-adjoint.

Soit (Tx,z) € R

(Tx,z) = (Tx,z) = (x,Tx) = (T*x, x)

Ve € H, T* =T. Donc T est auto-adjoint.

1.2.3 Spectre d’un opérateur

Soit T' € B(F) avec E un K-espace vectoriel, K = C .

La valeur propre d’un opérateur

Définition 1.2.16 Le nombre complexe \ est dite valeur propre de T' s’il existe un vecteur

z dans H (s’appelle vecteur propre associé a \) tel que
(T — Mpy)x =0, Te = \z.

Remarque 1.2.1

1. = n’est pas unique car tout vecteur ax, a € C — {0} vérifie

16
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T(azx) = aTr = alz = Aax)

ax est un vecteur propre associé aussi @ .
2. Pour un vecteur x # 0 fixé : X\ est unique, en effet :

st A1 # Ao valeur propre associé G x
Tr =Mz, Tx = Mx = Mz = \aox.
Done A\ = .

Théoréme 1.2.8 Pour T' € B(H), H est un Hilbert si T est auto-adjoint, alors toutes

les valeurs propres de T sont réelles.

Preuve. Soit T un opérateur auto-adjoint dans B(H) et A un valeur propre de T (

ie. To = Az, x # 0)
Mz, 2) = Mz, 2) = (Tz,2) = (2, T*7) = (,Tx) = (2, \1) = Nz, 2),

r#£0=A=A=>)\eR

Résolvante et spectre d’un opérateur

Définition 1.2.17 On appelle spectre de T, on note sp(T') ou o(T) l’ensemble des valeurs
spectrales de T.

Définition 1.2.18 On appelle valeur propre de T tout scalaire X € C tel que T — NI n’est
pas injectif (une valeur propre est donc une valeur spectrale), on note VP(T) = o,(T)

l’ensemble des valeurs propres de T.

Remarque 1.2.2 On dit parfois que les valeurs propres forment le spectre ponctuel (d’ot

la notation).

Définition 1.2.19 On appelle espace propre associé a la veleur propre X € VP(T) le

sous-espace vectoriel
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Chapitre 1 : Notions et préliminaires

Ker(T — X ) = N(T — XI) # {0}.
Définition 1.2.20 On appelle spectre continu de T, on note o.(T) l'ensemble :
0o(T) = {\ € C, (T — XI) injectif et Im(T — \I) # Im(T — \I) = E}.
Définition 1.2.21 On appelle spectre résiduel de T, on note o,.(T) l’ensemble :
o.(T) = {\ € C,(T — M) injectif et Im(T — \I) # E}.
Définition 1.2.22 On appelle point régulier de T si T — A\l est bijective.

Définition 1.2.23 On appelle la résolvante de T 'ensemble des points régulier de T et
on note par p(T), d’ou

p(T) ={A € C:T — A\ est bijective }.
Définition 1.2.24 On définit Uapplication résolvante de T par :
Ry\(T) = (T — MX)71, VA € p(T).
Remarque 1.2.3 On «a
o(T)Up(T) =C
a(T)Np(T) =@
o(T) = op(T) U oe(T) U o, (T).
Exemple 1.2.6 Soit T': 1, — 1, (1 < P < 00) tel que
T(x1, 29, ) = (Maxy, \oxa, -+ ) , A € C.
Les valeurs propres sont :
0p(T) = {An,n € N*}
Le spectre de T est :

o(T) = { A, € N'}.
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Chapitre 2

Inversibilité d’un opérateur au sens

usuel

2.1 L’inverse d’un opérateur

Définition 2.1.1 Soit T € B(H) on dit que T est inversible s’il existe un opérateur
S € B(H), qui vérifie

T.5=858T=1y.

Un tel opérateur S (lorsqu’il existe) est unique. On Uappelle opérateur inverse de T et on

le note S :=T71.

4 2 5 3 =5
Exemple 2.1.1 Soit T' = , et S = . Alors
1 3 -1 2
2 5 3 =5 6—-5 —10+10 10
TS = = = =1y.
1 3 -1 2 3—3 —5+4+6 0 1
3 =5 2 5 6—-5 —10+10 10
ST = = = =1y.
-1 2 1 3 3—3 —5+6 0 1
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Chapitre 2 : Inversibilité d’un opérateur au sens usuel

Alors, A et B sont inversibles et chacun est l'inverse de [’autre.

2.1.1 Quelques propriétés sur ’inversibilité des opérateurs

Proposition 2.1.1
1 Soit By et By sont deux opérateurs inverses du méme opérateur A, alors By et By
sont identiquement égau.
2 Si deux matrices A et B sont inversibles alors leur produit est inversible et ['inverse
du produit est le produit des inverses effectué dans l’ordre inverse
(AB)™' = B7tA™L.
3 Soitent Ay, Ao, ..., A, des matrices carrée inversibles, alors leur produit est inver-

sible et linverse du produit est le produit des inverses effectué dans l’ordre inverse
(AjAy. . AV = A ASTATE

Preuve.
(AB)(B'A™) = A(BB)A ' = ATA™' = AA' = I
(B-'A"Y)(AB) = B"Y(A"'A)B =B 'IB=B"'B=1.

On montre par récurence :

Pourn=2o0n a
(AlAQ)_l - A;lAfl

On suppose que la relation est vrai pour n et on montre la vrai pour n + 1, donc on a :

(A1A2 . AnAn_H)il = [(AlAQ . An)(An_H)]_l
= A;il(AlAg e An)il

-1 —1 41
1Ay CASTAT
u

Remarque 2.1.1 Si A inversible alors kA est inversible pour k # 0 et leur inverse est

k1AL
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2.1.2 Quelques propriétés sur les matrices

Proposition 2.1.2

1
det|A] "

1 Déterminant de l'inverse d’une matrice det | A7' |=
2 Une matrice carrée n’admettant pas d’inverse est dit singuliére.

3 Une matrice carrée admettant une inverse est dite inversible ou réguliére.
4 ATTA = AAT = Iy,

5 (A )1 = A.

6 (AT)—l — (A—l)T.

Théoréme 2.1.1 L’opérateur inverse d’un opérateur A € (E, F') est aussi lineaire.

Preuve.
Soit A: E — F est lineaire.
1) On va montre A~ (z +y) = A~ (z) + A (y) Vz,y € F
reF =32 eF:x=Ax (ie:2/ = A 'z)
yeF=3y ek :y=Ay (ie:y = Aly)
ona A (z+y)=A" (A + AY) = AN A +9)) =2 +y =Aa+ Ay
2) On va montre A~'(\x) = MA™(z) Vo € F VA
ona A'(\x) = A7Y(\A") = ATTAO\) = Ao = MNA M.

]
Remarque 2.1.2 L’inverse d’un opérateur borné n’est pas forcément borné.
Exemple 2.1.2 Soit dans l5(C) lopérateur A définie par :

Az, z,...) = (21, 2, ..., 52, 000).

Soit X = (x1,29,...), donc

211 1
I Az [|=|| (21, %, 5 = (;1‘?2‘ )2 < (2 [ M)z =l [l -
> >
Dot | Az ||<|| x ||, donc A est borné et son inverse est doné par :
AN xy, w9, ..) = (21,229, ..., nTp, .. .)

cependant A~' est non borné.
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Chapitre 2 : Inversibilité d’un opérateur au sens usuel

En effet si e, = (0,...,1,0,...), on a
lenll=1, et || Alen =10
d’ott A=t n'est pas borné.

Théoréme 2.1.2 Soit A et B deuxr matrices sont inversibles telque 0 < A,0 < B, st

A< B, alors B7' < A™!.
Preuve.
La condition
A<B& BT AB7 <1
on a de pluse
B'<A'eI<B:A'B7
si X = B3 AB %1, alors nous devons montrer que
X<I=X1'>1I

la condtion X < [ signifie que toutes les valeurs propres de X sont dans l'intervale ]0, 1].

Cela implique que toutes les valeurs propres de X ! sont dans [1,00[. m
Théoréme 2.1.3 Si T est inversible, alors le spectre de linverse de T est :

o(T YY) ={5:: Xea(l)}.

>

Preuve.
Soit A € o(T1).

Comme T~ ! est inversible, nécessairement \ # 0. Comme

T~' — Ay est non inversible, et 7' — Xy = AT~} (51y —T) 7,
Popérateur (31 — T')~* est non inversible, i.e.+ € o(T).
On a donc montré que

o(T Y)Y Cco(l)t:={3:Nea(T)}

>
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Chapitre 2 : Inversibilité d’un opérateur au sens usuel

En échangeant le role de T et T—! on obtient 'inclusion réciproque
o(T)"tCo(T™),

ce qui achéve la preuve de la premiére assertion.
]
Théoréme 2.1.4 St dimH < 400, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. T est inversible.
2. T est injectif.
3. T est surjectif.
4. T admet une inverse a droite (i.e. il existe U € L(H) tel que T o U = Iy).

5. T admet une inverse a gauche (i.e. il existe V € L(H) tel que Vo T = Ig).

Remarque et contre-exemple

Attention si dimH = +o00, les propriétés équivalentes du théoréme précédent ne sont

plus vraies.
Soit H = Iy, I'espace des suites de nombres complexes de carré sommable, muni de sa
? 7

norme

+oo oy 1
|| Z ||12: (Z | z ‘ )57 telque x = ($n)n21-
n=1

Considérons I'application S : Iy — Iy définie pour tout = (z,)n>1 par Sz =y = (Yn)n>1

ol
=0,y =21, ,Yp = Tpy1, (n >1).

Autrement dit Sz est la suite qui commence par 0 et qui ensuite est composée des mémes
termes que la suite x mais décalés d’un rang. L’application S est linéaire de [, dans lui

méme et c’est une isométrie puisque || Sz ||,,=|| = ||i,-

Donc S € L(ly). On appelle S 'opérateur de décalage dans [5. On voit alors facilement

que :
1. S est injective (car isométrique).

2. S n’est pas surjective.
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3. S admet une inverse a gauche
T:x= (ﬁn)nZI — Tx = (In+1)n21

c’est 'opérateur qui «efface» la premiére coordonnée donc on a clairement 170 .S =

L,.

4. L’opérateur T n’est pas inverse a droite de 'opérateur S.

2.1.3 quelque méthode pour calculer I’'inverse d’'une matrice car-
rée

Adjoint d’une matrice

Définition 2.1.2

Soit A une matrice carrée n x n et (i,7) un couple d’entiers entre 1 et n.

On appelle mineur de A;; de déterminant de la matrice (n — 1) x (n — 1) obtenue en

supprimant la i éme ligne et la j éme colonne de A.
On note Af} le mineur de A;j.
On appelle cofacteur de Ay le scalaire (—1)™ AL

On appelle comatrice de A notée com(A) la matrice des cofacteurs de A.

Théoréme 2.1.5 Soit A une matrice carrée n X n alors :
AT .com(A) = com(A).A = (detA).Iy.

Ce théoreme montre que A est inversible si et seulement si son déterminant est inversible

c’est-a-dire non nul pour des matrices o coefficients dans un corps commutatif et

A—l = #WcomT (A) .

Exemple 2.1.3 Soit

A=15 -1 =2

On calcule det(A).
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Si det(A) = 0 la matrice A n’est pas inversible.

Si det(A) # 0 la matrice A est inversible et 'on peut commencer le calcul de la matrice

uerse.

Pour notre ezemple det(A) = —3, et A est inversible.

!

On commence a remplir la " coquille " de la matrice inverse avec les signes alternés,

[inverse du déterminant sans oublier la transposition

T

+3  —(=3) +6 ! (-1 3 1
Al=2L1 1 +0 ~1 =1(-1) 0 3
+H=T) =9 H(-1) (-2) 5 ¥

Matrices élémentaire ( pivot de gauss)

(Gauss a inventé une technique algorithmique sur les matrices Jordan a affiné de detter-

miner 'inverse d’une matrice carrée.

Cette méthode consiste par différentes manipulations sur les lignes formant la matrice,
telque les termes de la diagonale principale sont tous égale a un et les autres termes sont
tous nuls, et de faire subir en méme temps le méme processus de transformation sur la

matrice identité.

Ainsi on passe de la matrice A & la matrice identité Iy et de la matrice Iy a la matrice

que 'on cherche A1,

Pour ce la, il a méme inventé une notation particuliére, la voici : L; + aL; — L; signifie
qu’on multiplie la ligne L, par le coefficient a, qu’on l'additionne a la ligne L; et on

réinjecte le tout dans L;.

On a aussi al; — L; qui multiplie la ligne L; par « et le réinjecte dans L;, on peut aussi
permuter deux lignes ainsi : L; <+ L; : ce la peut paraitre inutile mais vous allez voir qu’il

est nécessaire d’opérer ainsi pour toujours avoir un pivot non nul.
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Exemple 2.1.4 Cherchons si elle existe 'inverse de
11 2
A=11 2 1
2 11
Pour cela on adopte la notation swivante, dans la quelle on associe dans une méme
simili-matrice la matice A a gauche et la matrice identité Iy a droite
11 2 1 00

1 21 010
211 0 01

FEtape 1 :
LQ—Ll%LQ
L3—2L1—>L3
1 1 2 1 00
0o 1 -1 -1 1 0
0 -1 -3 -2 0 1
FEtape 2 :
Ls+ Ly — Ls
1 1 2 1 00
01 -1 -1 1 0
0 0 —4 -3 11
FEtape 3 :
%L3—>L3

11 2 1 0 0
01 —1 -1 1 0
00 1 8 =44
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FEtape 4 :
Ly —2Ls — 14
Lo+ Ly — Lo
110\ (3 35 3
ool 2 3
001 § 2 4
FEtape 5 :
Ly — Ly — Ly
1 oo\ (5 F 3
o1o||5 3 F
00 1) \2 2
La matrice inverse est donc
-1 -1 3
Al=2-1 3 -1
3 -1 -1

2.1.4 Autre théorémes sur l’inversibilité d’opérateur

Remarque 2.1.3 On peut utiliser linversibilité d’un opérateur T pour résoudre les pro-
blémes : équation ou systéme. Soit ’equation : AX = B, ou A et B sont deux opéra-
teurs donnés et X inconnu, si A est inversible, alors : 'equation A~'AX = A™'B, d’ou
IX = A™'B, donc X = A™'B.

Pour résoudre le systéme :

a1T + asy = ¢
bll' + bgy = C9
Les a; et b; sont donnés et le couple (x,y) est inconnu.

Le systeme 2.1 sera sous la forme
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a1 Q9 T C1
b by Y Ca
St On pose
a; Qo X C1
A= X = ,C =
b1 by Y Ca

alors AX = C < si A inversible = X = A~1C.
Exemple 2.1.5 Soit h € C|0,1] et soit Ty, € B(l2]0,1]) definit par
(Th)(t) = h(t)g(t)
si f € C0,1] definit par f(t) = 1+t, alors Ty est inversible.
Soit k(t) = 7, alors k € C[0,1] et
(TkTg)(t) = (T fo)(t) = k() f(t)g(t) = 9(1),
vt € [0,1] alors (T} Ty)g = g, Vg € 15]0, 1],
T,y =1, et TyTy = I
alors, Ty est inversible Tf_1 =T;.
Lemme 2.1.1 Soit T € B(H) est inversible alors

Vo e H, | Te |2 T [I7H] 2 |l -

Preuve. Vo € H on a

Il =11 T=H(Ta) <) T T |

alors
e <N T |
donc
[T 2 |<]| T || -
]
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Théoréme 2.1.6 Un opérateur T € B(H) est inversible si et seulement si T* est inver-

sible, et alors on a

(T*)—l — (T—l)*.
Preuve. Si T € B(H) est inversible alors, on a

T inversible & T7'T =TT~! = Iy,
on passe a l'adjoint
(T T = (1T = I}, = I,
THT-V)* = (T-'T)* = Iy

d’ott T* € B(H) est inversible et

(T*)fl — (T*l)*.
Réciproquement, si T* € B(H) est inversible alors 1’étape précédente montre que
(T*)* =T € B(H) est inversible. m

Lemme 2.1.2 Soit T € B(E) avec | T — Iy ||< 1. Alors T est inversible et on a la

formule suivante (dite série de Neumann) :

T = S (I — T)-.
k=0
Preuve.
On pose S = Iy — T, et soit r:=|| S| ,onar < 1.
Puisque || S* ||<]| S ||F= r*, la série i | S* || converge et donc la série R := iS"
converge. = =
On a
(Ig+S+S%+.. +S)(Iy—9S) = (Ig+S+...+5")—(S+S52+...+8") = [ — S+t
Comme || S"™! || = 0, on a R(Ig — S) = Ig.

De méme, on a (I — S)R = Iy. Ainsi T = Iy — S est inversible et 77! = R.

Corollaire 2.1.1 Soit Ty un opérateur inversible. Si un opérateur T vérifie
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1T = To <[ 75 17,
alors T est inversible.
Preuve. On a
I T T~ In =T (T-To) IS T - 1 T-To [< L.
Par le lemme précédent, T}, T est inversible. m

Théoréme 2.1.7 L’ensemble GLB(H) des éléments inversibles de B(H) est ouvert (pour
la topologie induite par la norme opérateur). De plus, l'application T — T~ est continue

de GLB(H) dans GLB(H).

Preuve.

Soit T € GLB(H) et soit n =|| T~ ||7'. On a GLB(H) est ouvert si
|T—-S||<n=95€GLB(H).
Soit || T'— S ||< 7, alors
| (T = $YT =) In — ST I T = S I T 7<) T |7 T |= 1.
d’ou Iy — (T — S)T~! est inversible par théoréme 2.1.8, donc
Iy — (T — S)T~' = Iy — (I — ST~') = ST,

S = ST™'T est inversible par conséquent par propriétés 2 de 2.1.1, alors S € GLB(H).
Montrons d’abord que T'— T~ ! est continue en [j.

Soit (7},) une suite convergeant vers [y. Soit 0 < § < 1 et supposons que
| T — I [[< 6.
Par le lemme précédent,

Tt = (g — (g = T) " = > (I — T)* = I + 3 (In — To)*

k=0 k=1

et donc
|70t =T =0 X (I = TM IS 32 1 T = T 1S 5
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Cette quantité peut étre rendue inférieure & n’importe quel ¢ > 0 fixé en choisissant

assez petit.

Alors
| T In < 6 =) T = I <
ce qui prouve la continuité voulue.
Soit (1,,),T € GLB(H). Si
(T,,) converge vers T, alors (T~'T,,) converge vers Iy.
Par ce qui procédent on a,
(T;7'T) = ((T7'T,)™") converge vers Iy,
et en multipliant & droite par 7! on obtient que
(T,,)~! converge vers T
]
Remarque 2.1.4 Si A et B des opérateur sont inversibles alors, A+ B n’est pas nécessaire
wnverible.
Contre exemple

Si on prend B = (—1)A, donc A+ B = 0y n’est pas inversible.

Théoreme 2.1.8
i) Soit T € B(E) tel que | T || ps)< 1, alors Iy —T est inversible, et (Iy—T)" = > T*.
k=0

i) Si T est inversible alors T 4+ S est inversible pour tout S tel que
I SI<I T 7" et ona
o0

(T+S) =S (T 1)1,

k=0

(T+S)t=ST"1*5* i S et T commutent.
k=0

Preuve.

31



Chapitre 2 : Inversibilité d’un opérateur au sens usuel

(i) On a
(Ig—T)Ig+T+...4T)=Uy+T+...+T Iy —T) =1y —T""
On passe a la limite n — 1 en remarquant que
Sp=Iyg+T+...+1"
est une suite de Cauchy donc converge vers un opérateur S, et on obtient
(Ig—T)S=SUy—-T)=1g.
(ii) On écrit T+ S =TIy +T715).
Comme || TXS ||| T ||| S ||< 1, on peut appliquer (i) a T~'S ce qui montre que
Iy +T71S est inversible et donc également T + S.

Corollaire 2.1.2 Soit T; € B(H) pour tout i > 1. Si T; est inversible alors (> T; + )

i>1
est inversible pour tout S tel que || S ||<|| (O°T:) 7' || 7!, et on a

(ST+5)" = i (1) SHET) .

Preuve. Tout d’abord, afin de prouver pour deux opérateurs :

Soit T, P € B(H). Si T, P est inversible, alors, (T + P+ S) est inversible pour tout S tel

que

IS N<IH(T+P)~ 17 et (| P <l 77117
et on a

(T+P+8)" = li[(T + P)LS]H(T + P).,
En effet, on pose

Y =—(T+P)'S,

alors,

1Y = (T+P)S < (T+P) Il Sl<1
donc

T+ P)7 S <1,
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et si (T + P)~'S € B(H), alors, par théoréeme 2.1.8 i), on a :
(I = (T+ P)7'S)
est inversible, et on a

[ — (T + P)~1S]"L = S (T + P)-1S].

On écrit -
(T+P+S)=(T+P)[I+(T+P)'S],

alors

(T+P+S)'=[(T+P)+(T+P)'s]!
donc

[+ (T +P) S| (T + P)' = é[(T + Py ST + P)!

alors, 7

(T+P+$*:§¥T+PV%WT+H*.

En second lieu, afin de prouver pour trois opérateurs :

soit T,P,QQ € B(H). Si T, P,Q est inversible, alors, (I'+ P+ S + Q) est inversible pour

tout S tel que
I S<I(T+P+@Q)~" |
et on a

(T+P+Q+8)" = ST+ P+Q) ST +P+Q)"
En effet, on pose 7
Y=—(T+P+Q)'S,
alors,
| Y =1 (T + P+ Q) 'S I (T+ P+ Q) I S < 1

donc
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(T+P+Q) 'S <1,
et si (T + P+ Q)~'S € B(H), alors, par théoréme 2.1.8 i), on a :
(I—(T+P+Q)9)

est inversible, et on a

o0

- (T+P+Q) 'St = k;)[(T + P+ Q) S
On écrit
(T+P+Q+S)=(T+P+Q)+(T+P+Q)~'9],
alors
(T+P+Q+S) ' =[(T+P+QU+(T+P+Q) 'S
donc
I+ (T+P+Q) 'S (T+P+Q) "= li[(T +P+Q)'SIMT+P+Q)™!
alors,

(T+P+Q+8) " =S [(T+P+Q " 'SHT+P+Q) "

k=0
Donc sur ce dernier on pose
— -1
i>1

alors

1Y (=1 QT S I< CT) I S < 1
i>1 i>1

donc
| (TS < L,
i>1

et si (>.T;)"'S € B(H), alors, par théoréme 2.1.8 i),0n a :

i>1

(I - (XT)7'9)

i>1

est inversible, et on a
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1= (ST = S (2 T) s
On a _ _
(RTi+8) = LTl + (;Ti)*SL

alors ) _ _

<;ﬂ +9)7 = [;:n[l + <;ﬂ>‘15]]‘1
donc 7 7 7

1+ ()78 () = SIST) ST

alors, 7 7 7 7

(ET+9)" = TS SHEm ™
.

Lemme 2.1.3 Soit T € B(H), si T est infrieurment borné alors, son image Im(T) est

fermé.

Preuve.
Soit T € B(H), tel que 3k >0 : || Tz ||> k|| z || ;Vx € H.
Soit y, € Im(T) yp, = Tx,, tel que y, — Yo.
| Ym = n =N T2 — T ||=[| T(@m — 20) |2 K || 2 — 20 || -
{yn} est de cauchy = {x,} Uest auss.

{z,} est de cauchy dans un Hilbert donc elle est convergente vers un o € H on a

lvo—Txo || = ||yo—Txp+Ta, —Tao ||

< N Txn—yo |l + || Ton =T |

IA

Fyn =y [+ 1 T Hll} 20 =20 [ — 0

donc
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yo = Txog = yo € Im(T)
donc Im(T) est fermé, i.e Im(T) =Im(T). m
Théoréme 2.1.9 Soit T € B(H), H est Hilbert, T est inversible si et seulement si

i) T est inferieurement borné, (i.e. 3a >0 || Tz [|> o || z || Vx € H).

ii) Im(T) est dense dans H i.e(Im(T) = H).

Preuve.

On montre que

T est inversible = Im(T) = H,

soit
y € H= 3z € H, tel que x =T 1y,
alors
H=T=1Im(T),
donc

On montre que

T est inversible = T est inferieurement borné,

On a
r=T'"Te=|x|=|T'Tz |, Ve e H
alors
fz <) 771l Tz |
d’ou
e e 1<) T |
alors
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I >0 (k= k) | T |2k | x|, Vo e H

Donc T est inferieurement borné.

Réciproquement, si T est inversible au lieu, on a

H=1Im(T)C Im(T) C H.

Donc

Im(T)=1Im(T) =H,

(Im(T) est fermé dans H), ce qui donne le résultat.

Si Txqy = Txq, alors
0=||Tw, —Txy ||=| T(x1 —22) |> k|| 21 — 22 ||
donc
T = To.

Alors : Vy € H, il existe unique x € H : y = T'x, il existe une transformation : S : H - H

tel que Sy =x. On a

Iy = Tz [|= ¢l [|>0

alors
lyl=cll Syll=l Sy <z lyll
d’ou
IS <<
et on a
STe=Tr=yVye H
d’ou,

TS =8T =1y
donc, T est inversible et son inverse S.

37



Chapitre 3

Inverse généralisée

Dans tout le contenu, K désigne le corps des nombres réels ou complexes et les coeffi-

cients de nos opérateurs appartiennent a ce corps.

3.1 Existence de G*-inverses

Définition 3.1.1 Si A est un opérateur linéaire défini d’un espace vectoriel E dans un
autre F' de dimensions respectivement n et m, considérons Ay, un opérateur linéaire véri-

fiant

AAA=A
(1.2) -inverse de A.
AgAAy = Ay

alors Ag s’appelle G'-inverse est dit aussi g-inverse réflexif ou une (1,2)-inverse de A.

ces propriétés, qui sont celles de 'inverse ordinaire, rendent A, aussi proche de 'inverse de
A, ou autrement dit on est proche d’obtenir AgA = I, I'identité dans E. Les opérateurs
les plus proches de I'identité du point de vue propriétés, sont les projecteurs (I’application

identique est une projection dont I'image est ’espace tout entier).
pour cela, cherchons Ag vérifiant I'une ou les deux équations :
AgA = Pg
AAy = Pr
ou Pg et Pr sont des projecteurs vérifiant de plus PrA = A et (ou) PrAg = Ay.
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Définition 3.1.2 Soit A une matrice de type m x n et k un entier positif. Un G*-inverse

de A est une matrice Ay de type m X n satisfaisant les deux équations :

(AAg)FA = A

GF-inverse de A.

(AoA)kAO = Ao

Définition 3.1.3 On dit que Ay est 1'-inverse de A et dit aussi g-inverse ou (1)-inverse

de A, s’il vérifie
AAA=A
Définition 3.1.4 On dit que Ay est 1*-inverse de A s’il vérifie
(AAg)FA = A
Remarque 3.1.1 Soit Ay un 1*-inverse de A, alors
(AAg)*" = (AAg)*, (AgA)? = (ArA)*
En effet, comme A = (AA)FA = A(AgA)*, on a
(AAQ)* = ((AAQ)*A)Ag(AA)Ft = AAG(AA)Ft = (AAy)*
(AgA)?* = (AgA)F T Ag(A(AgA)*) = (AgA)F—1AgA = (AgA)F.
Lemme 3.1.1 Toute matrice posséde un G*-inverse, qui en général, n'est pas unique.

Preuve. Soient P et () deux matrices inversibles telles que

T

A=Q P.avec r le rang de A.
0
Si on prend
S 0
AO — P_l Q_l,
0 0

avec S* = I, alors Ay est un G*-inverse de A.

Prenons

, L[S SX .
Ay =P Q,
Y YX
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avec X et Y des matrices non nulles, alors on obtient

AV I X -1
(AAO) Q Q )
0 O
on multiplie par A & droit on obtient
(AADFA = A
I, 0
(AgA) = P
Yy Skl 0

et
(ALAKAL = Al

ce qui montre que, A} est un autre G*-inverse de A. m

3.2 Quelques exemples sur les inverses généralisées

A0
1. Soit M = une matrice par blocs, alors My =

0 0

Ay X .
est une (1)-inverse
Y Z

de M, avec Aj une (1)-inverse de A et X, Y et Z sont arbitraires.

En effet, soit My une (1)-inverse de M i.e il vérifie M = M MyM, alors,

A0 Ay X A0

MMyM = =
0 0 Y Z 0 0

AAA 0 A

0 0 0

o O

Ady AX\ [A 0
0 0 0 0

=M

2. Si A est une matrice inversible, alors Ay = A™! est le seule (1)-inverse de A.

Cependant les G*-inverse de A sont de la forme SA~! et A~1S qui sont vérifiant

(AA71S) A = A

= SFA = A

(SATIS)FA = A

oll S est une k-racine de 'unité.
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3. Etant donné une matrice symétrique A = P? " P, avec P orthogonal, et r =

0 0
r(A), le rang de A.

T

Y YX
différentes, (Ap)* est une (1.2)-inverse de A.

On voit aisément que Ay = P* P, est une (1.2)-inverse de A. Pour X et Y

4. Pour une matrice inversible a droite (resp. & gauche) A, une inverse a droite (resp. a

gauche) est une {1, 2}-inverse de A.

5. Soient A et Ay satisfaisant AA, = —I. Alors Ay est un G*-inverse de A.

6. Considérons les matrices A et Ay telles que AAy = S ol S une racine de 'unité d’ordre

k, alors Ay est un G*-inverse de A.

7. Une racine de l'unité d’ordre k est un G*-inverse de l'identité.

Remarque 3.2.1 1. Une (1)-inverse ( resp. (1.2)-inverse) est un 1*-inverse

En effet, soit Ay une (1)-inverse de A. Alors

A= AAgA = (A4 A, (AAy) = (AAy)?

et une simple récurrence montre que (AAg)*A = A pour tout k > 2

2. Si Ay est un GF-inverse de A, alors (Ag)' ( resp. (Ag)* ) est un GF-inverse de A® (
resp. A* ).
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En particulier, si A est symétrique (resp. auto- adjointe) et Ay est un G*-inverse de
A, on a (Ag)t ( resp.(Ap)* ) est un G*-inverse de A qui, en général est différent de
Ap.

3.3 Quelques types d’inverses généralisées

3.3.1 L’inverse de Moore-Penrose

Définition 3.3.1 On appele rang de la matrice A le nombre des vecteurs linéaires inde-

pendantes soit les colonnes ot lignes, et l’on note r(A).

L’inverse de Moore-Penrose de la matrice A, noté AY, est l'unique matrice X satisfaisant

les équations :

(
AXA = A (1)

XAX = X (2)
(1. 2.8.4 ) A partir de (1.2.3.4) , on déduit que :
(AX)" = AX (3)

\ (XA) = XA (4)
1. Les valeurs propres \* de la matrice A* sont difinit par :
0F =0 et AT =5, pour A #0,
2. (AN)T = A,
3. Si A est inversible alors A™' est 'inverse de Moore-Penrose de A,
4. AAT est une projection orthogonale sur R(A), de noyau N(A™),

5. AT A une projection orthogonale sur R(A™Y) , de noyau N(A).

Propriétés algébriques de I’inverse de Moore-Penrose.

1. L’existence et l'unicité :
Etant donné une matrice rectangulaire A. Alors AT existe et unique.

L’existence : lexistence de AT est assurée par la condition du lemme suivant, puisque

K est le corps réel ou le domaine complexe.
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Lemme 3.3.1 Pour toute matrice A de type m X n de rang r, il existe une matrice
inversible & gauche B et une matrice inversible a droite C, de rang r telles que A = BC.

De plus, BB et CC" sont inversibles. Alors,
Ag = CHCCH™1S(B'B) 1B,
ou S* = I, est un G*-inverse de A.

Preuve. Soit {By,---,B,} une base de R(A). Si on pose B = [By,--- , B,| une matrice

colonne de type m X r de rang r, alors,
dci; tels que Aj = c;B1 + ...+ ¢;B,,

d’ot, il existe une matrice unique C constituée de c;; qui est de type r x n telle que

A = BC, et du fait que
min(r,n) > r(C) > r(BC)=r(A) =r,
on déduit que r(C) = r. Soit B,C des matrice tels que :
N(B) = N(B'B),
d’o,
r(B) =r(B'B),

En effet,

st Bx = 0 pour un certain z, alors B'Bx = 0.

Inversement, si B'Bx = 0, alors 2'B'Bx = 0, ce qui donne Bx = 0.
(La méme chose pour la matrice C ).

En outre, on a B'B et CC" sont des matrices carrées d’ordre r de rang r, donc inversibles.

Posons,

Ay = CHOCY) ' S(B!B) B,
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ot S¥ = I, nous obtenons :

(AA))FA = BCOCHCCYH)™'S(B'B)™'B... BCCY(CCY)\S(B!B)'B'BC,
kfa;;urs

= BS*C = BC = A,
(AgA)e A, = CYooH)™'S(B'B)'B'BC...CY(CCY)*S(B'B) B

TV
kfacteurs

= cl(cohHts(B'B) B

Ainsi Ay est un GF-inverse de A.

lunicité : on suppose qu'on a Af, Ay deuz inverses de Moore-Penrose de A. On a

At = ATAAT et la partie 2 de la remarque 3.2.1, on obtient

AT = ATAAT = AT(AAT) = AT(AT) A" = AT (A A*(Af)" A

= AT (AAT)(AAD) = AT (AAT)(AAS) = AT AAS = ATAAS AAS

= (ATA) (A3 A AT = AM(AT) A" (Ag) Ay = A"(A])" Ay

= (AJA) A7 = (AJA)AT = A].

2. ATA et AAT auto-adjoints (orthoprojecteurs) :

Les projecteurs ATA et AAT sont auto-adjoints par définition de A*.

En effet,

ATA = (ATA)* = (AAT (AT A))* = (AT A)*(AA*T)* = AT A(AAY) = AA*,
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3.La régle de +-simplification :

Pour toutes matrices X et Y, si ATAX = ATAY, alors,
AATAX = AATAY = AX = AY.

4.L’inversibilité de ATA + ol,,, ATA+ «al,, pour a >0 :

Comme AT A (resp. AA™) est un projecteur, alors, ses valeurs propres sont 0 ou 1.

D’autre part,
det(ATA+al,) =0 a=—1o0u0.
Par conséquent,
Va > 0,det(ATA+ al,) # 0,

ce qui signifie que AT A + al, (resp. AT A + al,,) est inversible.

Toutefois, si A est une matrice carrée, on a
AAT — ATA £ T, sinon, AAT = ATA+1T

est inversible.

D’autre part, AAT est un projecteur, se qui implique AA*T = I, AT est 'inverse a droite
de la matrice carrée A, ce qui exige d’étre de rang maximum, et que AAT =1 = ATA.

Par conséquent, nous avons [ = 2/, ce qui est impossible.

5.Puissance d’une inverse de Moore-Penrose :

Soit AT l'inverse de Moore-Penrose de A. L’égalité suivante n’est pas vrai pour toutes les

matrices
pour k > 0 (AT)F = (4%,
contre exemple : On considére

1 -1
A= , alors, A? = A,
0 0
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et on a,

NI

alors,
(A%)* = A", tandis que (A")? = 14T,

6.L’adjoint de I’inverse de Moore-Penrose :

D’aprés la définition de AT, on obtient :
(A")F = (A")".
Preuve. On a

(AT) A (AT)" = (ATAAT)" = (A7),

AF (A A = (AATA)* = A,

(A*(AF)*)* = ATA = (ATA)* = A*(A+)",
et

((AF)*A*)* = AAT = (AAT)* = (AF)*A*.

Donc, (AT)* est I'inverse de Moore-Penrose de A*.

Relation entre ’adjoint et 1’inverse de Moore-Penrose d’une matrice.

Nous pouvons utiliser I'inverse de Moore-Penrose d’une matrice symétrique pour cal-
culer I'inverse de Moore-Penrose d’une matrice quelconque. En outre, nous avons le lemme

suivant :

Lemme 3.3.2 FEtant donné une matrice A de type m x n. Alors
(A*A)TA* = AT = A*(AA*)™T.

Preuve. Pour toute matrice A, on a
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A*A((A*A) T A*) A = A*A(A*A)F (A*A) = A*A

Appliquons la régle de x-simplfication, nous obtenons A((A*A)*A*)A = A. En revanche,

((A*A)F A A((A"A)F A7) = ((A*A)F (A" A) (A" A)F)A* = (A*A)F A",
(A(A*A)FA*)* = A((A*A)T)*A* = A((A*A)*)FA* = A(A*A)F A,

De méme,

(A*A)TA*A)* = A*A(A*A)T = (A*A(A*A)T)* = (A*A)TA*A.
Par conséquent, nous obtenons (A*A)TA* = AT. De la méme maniére, nous pouvons
prouver que AT = A*(AA*)*. =
Application 1

Soit A une matrice de forme normale de Jordan.

Le calcul de I'inverse généralisée de la matrice A est en se servant de la matrice (A*A)7 il

existe alors, une matrice unitaire U telle que
A*A = U*rdiag(A, ..., \p)U.
du lemme précédent on a

(A*A)*t A* = A+,

alors,
(A*A)TA* = (U*diag(Aq, ..., A\p)U)TA*.
Donc
Urdiag(\, ..., \)) UA* = AT,
ou
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A7 s\ 0
N= pour i =1,...,n.

En revanche, cela n’est pas vrai pour d’autres matrices. c. a. d. la forme normale de Jordan

d’une matrice n’est pas conservé.

Exemple 3.3.1 Soit

1 -1 1 -1
A= ,etAJr:% ;
0 0 0 0

en remarque que les valeurs propres de A sont 0 et 1, tandis que celles de AT sont 0 et %

Application 2
Dans [20] T. N. E. Greville a démontré que (AB)" = BT AT, si et seulement si,
R(A*AB) C R(B) et R(BB*A*) C R(A").
Si 'une des ces conditions n’est pas satisfaite, alors, ne peuvent pas obtenir le résultat.

Exemple 3.3.2 Soient

11 01
A= ,B =
0 1 0 1
Alors,
. 1 -1 B 00 |
0 1 11
1 0
A* = ,
11
1
A*AB = ,BB*A*— :
0 3 2 1

nous avons
R(A*AB) = vect{(2,3)} € vect{(1,1)} = R(B).
En particulier,
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— BT AT,

N[

tandis que,

]
]

(AB)* = | | #BtA*.

(&
ol

Théoréme 3.3.1 Soit A une matrice de dimension m X n et de rang r.

Si {v1,v9,...,0,.} est une base de R(A*) et {wy,wa,..., w,_} est une base de N(A¥),

alors
_ -1
AT = vy, v9,...,0,.,0,...,0][Avy, Avg, ..., Avp wy, we, . . Wy ]

Preuve. En utilisons la définition de AT, nous trouvons

AT[Avy, Avy, ..o Avp wy, o, - w,,] = [ATAvy, o AT Av, AT wy, AT, L Ay, ]
= [v1,v2,...,0,,0,...,0]
(3.2)
Autre part,
{Avy, Avg, ..., Avp,wy, we, . Wy }

est une base de C", donc

+_
AT = vy, v9, ..., 0,0, ., 0][Avy, Avg, .o Avp wy, W, ey Wy

Application 3

Exemple 3.3.3 Calcul de A™. Soit

1 0 1

2 1 3
A —

1 0 1

0 -1 -1
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telque {(2,1,3);(0,—1,—1)} est une base de R(A*)

2 -1
2 0
—4
All1] = et Al -1 | =
2 —1
3 —1
1 2
donc,
2 -1
2 0
5 _
AT =11 et AT = | -1
2 -1
3 —1
1 2

Nous devons maintenant calculer la base de R(A)*. On remarque que
R(A)t = N(A%).

On résout le systéeme A*x = x, nous obtenons

1 0
_1 _1
Tr=1I 2 + T2 2
0 1
_1 _1
2 2
done,
1 0
_1 _1
At 2l =0eat| *|=0.
0 1
_1 _1
2 2
Donc,
2 -1 1 0
2 0 00
5 —4 -1 _1
A* > 2l=11 -10 0
2 -1 0 1
3 =1 0 0
12 )

Nous avons, C* = R(A) ® R(A)*. Donc
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29 -1 1 0
2 0 00 © 41
At=11 -1 0 0 22
2 -1 0 1

3 2100
SEERE

3.3.2 Le groupe inverse

Définition 3.3.2 Etant donné une matrice carrée A d’ordre n. Le groupe inverse de A

notée A” est la matrice carrée X, du méme ordre satisfaisant les équations suivantes :

(

AXA=A
XAX =X
AX = XA
\

Remarque 3.3.1 Le systeme précédent est équivalent @

(

A2X = A
X?A=X
AX = XA
\

Remarque 3.3.2 De la troisieme équation, nous obtenons :

R(A) = R(A#) et N(A) = N(A#),

Existence et unicité

Lemme 3.3.3 FEtant donné une matrice carrée A. Les conditions sutvantes sont équiva-

lentes :

1. r(A) = r(A?).

2. R(A) = R(A?) et N(A) = N(A?)

3. RLA)P N(A) = K™ (R(A) et N(A) sont supplémentaires ).

4. A7 existe et il est unique.

Preuve.
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Evidemment, les assertions 1 et 2 sont équivalentes.

2 & 3) Partons du fait que
r(A) + dimN(A) = n,
et que
N(A) C N(A4?%),
il suffit de montrer que
N(A)N R(A) = {0}.
En raison des dimensions, si
r(A) = r(A?),alors N(A) = N(A?).
Pour tout x € N(A) N R(A), il existe y telle que Ay =z € N(A), d’on,
A%y = Az =0, ce qui donne y € N(A?%) = N(A).
Par conséquent,
x=Ay =0.
Inversement, on suppose que N(A) N R(A) = {0}, alors,
siz € R(A) avec Az =0 =z =0.

Il en résulte que, la restriction de A & R(A) (comme endomorphisme) est un automor-

phisme. Donc
R(A?) = A(R(A)) = R(A).

2 < 4 L’existence : Supposons que

alors,

3 une matrice X telle que A = A2X.
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Soit A = BC' la factorisation préservant le rang de A, et B; et C,. les inverses a gauche et

& droite de B et C respectivement, on obtient
A=BC=BCBCX, et
(B,B)(CC,)=1=(CB)CXC,

ce qui montre que (C'B) est inversible. On pose

X = B(CB)2C.
On a
AXA = BCB(CB)2CBC = BC = A,
XAX = B((CB)™2CBCB)(CB)™*C = B(CB)™*C = X,
et

AX = BCB(CB)™2C = B(CB)™'C = X A.

Il s’ensuit que X = A%, Inversement, si A" existe, alors
A’X = A< R(A) = R(A?).
Unicité : Supposons que G et G5 sont deux groupe inverses de A, on obtient :
G = G2A = G} (A%G,) = G1(G1A%)Gy = G1AG,

= G1(A%Gy)Gy = (G1AY)GE = AGS = Gs.
]
Remarque 3.3.3 Si A est idempotente, alors A = A%,
En effet, A = A? implique existence de A7,
Tout d’abord de la remarque 3.3.1, on a

(A7)2A = A% | et AAT = AT A,
donc si A est idempotente, alors
A# = (A#)2A = (A7)2A%2 = (A7 A)? = (AA#)? = A2X2 = A(A#)?,
A* = (A#)2A = A(A#)?,
nous obtenons
A= A2A% = AA*" = A(A(A7)?) = A2(A%)? = A(A#)? = AF.
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Quand At = A#?

Définition 3.3.3 Soit A € B(H). On dit que A est EP opérateur ou opérateur a projec-

tion égales si
ATA=AAT.
Remarque 3.3.4 Soit A € B(H). Alors A est un EP opérateur si et seulement si

A# existe et A¥ = AT,

3.3.3 L’inverse de Drazin

Définition 3.3.4

On appele indice de la matrice carrée A et on note ind(A), le plus petit entier p non
négatif pour lequel R(AP) = R(AP™), ( R(A) c’est l’espace image de la matrice A).

Remarque 3.3.5 Siind(A) = p, alors ind(AP) = 1, donc (AP)# existe.

Définition 3.3.5 Soit A une matrice carrée d’indice p : L’inverse de Drazin de A est

une matrice carrée notée AP, qui satisfait les équations suivantes :

¢

AP AAP — AP
APA = AAP
APHLAD — gp

Corollaire 3.3.1 1. AP A est un projecteur sur R(AP).
2. R(AP) = R(AP) et N(AP) = N(Ar).
3. Si A est inversible, alors AP = A"

4. Siind(A) =1, alors AP = A#.

Preuve.

1. L’égalite AAP = AP A, entraine (APA)? = APAAPA = AP A, donc AP A est un
projecteur sur R(AP).

2. On a R(AP) C R(AP). De ce qui précédent, on a :
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AP(APYPFL = (AAPYPAD = AP AAP = AP,

ce qui signifie que

R(AP) C R(AP).
D’ou,

R(AP) = R(AP).
Maintenant, les équations :

APTIAD — AP et (AP)PHIAP = AP

entrainent N(AP) = N(AP).

3. Si A est inversible, nous avons

D’o1,
APA=1=AAP = AP = AL,

4. Nous avons vu que si ind(A) = 1, alors, A% existe. Ainsi, a partir des définitions du
groupe inverse et I'inverse de Drazin, il suffit de prouver que AAPA = A. D’aprés les

deux derniéres équations de la définition 3.3.5 , nous avons
A=APA?2 = APAA = AAPA.
Proposition 3.3.1 AP est un inverse de A, ind(A) = p alors
AP(APYPH1 = AD.
Preuve. On a
AP(APYPHL = AP(APYP AP = (AAP)PAP = AAPAP = APAAP = AP,
m L’inverse de Drazin a une représentation simple en termes de forme de Jordan :

Théoréme 3.3.2 Soit A € C"™™ une matrice de forme de Jordan

J 0
A=xJxt=x[" X1
0 J
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ot Jy et Jy sont les parties de J correspondant a des valeurs propres zéro et non nulles.

Alors,

Preuve. Soit A le singulier de l'indice p (c’est-a-dire le plus grand blocK de la sous-
matrice Jy est p X p). Ensuite, la matrice donnée par 3.3 est un inverse de Drazin de A

satisfaisant les équations :

APAP A = AP
APAAP = AP
\AAD = AP A,
|
Exemple 3.3.4 Calcul de AP.Soit
0 -2 0 -5 2
0 -1 0 -2 0
0 0 0 2 0
0 1 0 2 0
-2 -2 1 -8 4
a la forme de Jordan
1
Ji(1) 2 1
A=X J5(2) X't=X 0 2 X!
J2(0) 0 1

done,
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(A (1)~
AP =X (J2(2))7
13 3§
0 -1 0 -2 0
=0 2 0 4 0
01 0 2 0
12 -1 4 0
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/ Résumé \

Dans ce mémoire, on s'interesse aux opérateurs inverses.
J'ai commencé par la présentation de quelques préliminaires sur
la théorie des opérateurs, puis, j'ai traité quelque théoremes sur
I'inversibilité d'un opérateur au sens usuel et ses propriétes.
Enfin, j'ai étudié des quelques types d'inverses généralisées:
I'inverse de Moore-Penrose, le groupe inverse , et I'inverse de
\ Drazin, et j'ai cité quelques propriétes algebriques.
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In this mémory, | interested in the inverse operator.
| began by presenting some preliminaries on the theory of
operators, also, I treated some theorems on the invertability of
operators in the usual sense and its properties.
Finally, | have studied some generalized inverse types: the
inverse of Moore-Penrose, the inverse group, and the inverse of
Drazin, and | have cited some of its algebraic properties.
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