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Notations

K le corps des nombres réels ou complexes,

H Espace de Hilbert,

B(H) L'espace des opérateurs linéaires bornée sur un espace de Hilbert H,

〈., .〉 Produit scalaire,

‖.‖ La norme,

A L'opérateur linéaire,

IH L'opérateur identité,

OH L'opérateur nul,

At L'opérateur transposée de A,

A∗ L'opérateur adjoint de A,

A−1 L'inverse d'un opérateur A,

σ(A) Le spectre de A,

ρ(A) La résolvante de A,

σp(A) Le spectre ponctuel de A,

σc(A) Le spectre continu de A,
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A0 ou A− L'inverse généralisée de A,

rang(A) Le rang de A,

N(A) Le noyau de A,

R(A) L'espace image de A,

ind(A) L'indice de A,

⊕
La somme directe ,

A+ L'inverse de Moore-Penrose de A,

A# Le groupe inverse de A,

AD L'inverse de Drazin de A.
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Introduction

Il est bien connu qu'une matrice sur un corps a une inverse si elle est carrée de déterminant

non nul. Cependant, dans plusieurs domaines des mathématiques appliquées on a besoin

de quelques types d'inverses partielles d'une matrice singulière, ou même rectangulaires.

Par exemple, les solutions d'un système linéaire peuvent exister même si la matrice dé�-

nissant ce système est singulière. Ce qui conduit à l'inverse ainsi nommé généralisée d'une

matrice.

L'inversibilité des matrices ou des opérateurs est l'une des disciplines les plus répandues

en mathématique, beaucoup de problèmes sont interprétés par une équation du type

Ax = y , où A est une transformation linéaire donnée, qui est dans notre situation une

matrice de type m × n sur K (un opérateur linéaire dé�ni d'un espace vectoriel E dans

un autre F de dimensions respective n et m) : comme l'analyse numérique, l'optimisation,

la statistique et les modèles linéaires, ce problème est aussi manipulé via le concept d'une

inverse généralisée d'une matrice (ou d'un opérateur linéaire).

Devant des questions de ce type on cherche un opérateur ayant le maximum de propriétés

dont l'inverse usuel réjouit, et d'une manière que cet inverse existe pour une classe aussi

large d'opérateurs linéaires.

Parmi la terminologie existante, citons par exemple : inverse partielle, inverse intérieure,

inverse extérieure, quasi inverse, pseudo inverse, inverse généralisée,.... D'autres inverses

portent les noms de leurs fondateurs, par exemple : l'inverse de Moore, l'inverse de Moore-

Penrose, l'inverse de Drazin, de Du�n,...

La majorité des propriétés de l'inverse généralisée ont été traitées dans le livre de A. Ben

Israel [11] et T. N. E. Greville [20], et aussi dans le livre du Z. Nashed [27].

Ce mémoire se compose de troix chapitres. On commence tout d'abord au premier cha-

pitre par présenter bre�èvement certaines notions et rappels sur la théorie des opérateurs

utilisées tout le long de ce mémoire.

Le deuxième chapitre traite quelque théorèmes sur l'inversibilité d'un opérateur au sens

usuel et ses propriétés, aussi quelque méthodes pour calculer l'inverse d'une matrice carrée.
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Le troisième chapitre est consacré à l'étude des quelques types d'inverse généralisées :

l'inverse de Moore-Penrose A+, le groupe inverse A#, et l'inverse de Drazin AD, en citant

quelques propriétés algébriques et applications.
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Chapitre 1

Notions et préliminaires

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Produit scalaire

On rappelle dans ce chapitre quelques dé�nitions et propriétés utiles.

Dé�nition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps des nombres réels.

Un produit scalaire sur E est une application f : E × E −→ R, dé�nie sur le produit

cartésien E ×E à valeurs dans l'ensemble R des nombres réels que l'on note 〈, 〉 ou 〈. | .〉

et qui vérife les cinq propriétés :

1. ∀u ∈ E,∀v ∈ E,∀w ∈ E : f(u + v, w) = f(u,w) + f(v, w) (additivité par rapport

á la premiére variable, la seconde étant �xée quelconque).

2. ∀u ∈ E,∀v ∈ E,∀λ ∈ R : f(λu, v) = λf(u, v) (homogénénéité par rapport à la

premiére variable étant �xée quelconque).

3. ∀u ∈ E,∀v ∈ E : f(u, v) = f(v, u) (symétrie).

4. ∀u ∈ E,∀v ∈ E : f(u, v) ≥ 0 (positivité).

5. f(u, u) = 0 =⇒ u = 0 (séparation, mais on dit plutot que f est dé�nie). Pour

u ∈ E, v ∈ E donnés le nombre réel f(u, v) s'appelle le produit scalaire de u et v

(ou bien de u par v).

Dé�nition 1.1.2 Soit E un espace vectoriel réel et soit 〈. | .〉 un produit scalaire sur E.

On associe au produit scalaire une norme (dite associée) en posant

3



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

∀u ∈ E :‖ u ‖=
√
〈u | u〉.

Remarque 1.1.1 Si E un espace vectoriel complexe, la condition 3 est remplacée par la

condition ∀u ∈ E : h(u, v) = h(u, v) conjugué complexe (symétrie hermitienne).

Dé�nition 1.1.3 Soit E un espase vectoriel sur un corps K, une forme sesquilinéaire sur

E est une application ( , ) de E×E dans K quelque soient α et β dans K et x, y, z dans

E qui véri�e :

1. (αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z).

2. (x, αy + βz) = α(x, y) + β(x, z). On dit que ( , ) est hermitienne si elle véri�e de

plus

3. (x, y) = (y, x),∀x, y ∈ E.

4. (x, x) ≥ 0, ∀x ∈ E.

Quelques propriétées

Théorème 1.1.1 [26] Soit H un espase de Hilbert.

Toute forme bilinéaire symetrique ( , ) véri�e :

4(x, y) = (x+ y, x+ y)− (x− y, x− y),∀x, y ∈ H.

Toute forme sesquilinéaire ( , ) (hermitienne ou non) véri�e :

4(x, y) = (x+ y, x+ y)− (x− y, x− y) + i(x+ iy, x+ iy)− i(x+ iy, x+ iy).

Théorème 1.1.2 [26] Soit H un espase de Hilbert, et soit ( , ) une forme hermitienne

sur E si (x, y) ≥ 0,∀x, y ∈ H alors elle véri�e les propriétés fondamentales suivantes :

i) L'inégalité de Cauchy-Schwartz :

| (x, y) |≤‖ x ‖‖ y ‖ .

ii) L'inégalité de Minkowski :

(x+ y, x+ y)
1
2 ≤ (x, x)

1
2 (y, y)

1
2 .

iii) L'inégalité du triangle

‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ .

Preuve. Pour la preuve voir .

Dé�nition 1.1.4 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien sur K qui est complet

pour la norme ‖ x− y ‖=
√
〈x, y〉.
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Chapitre 1 : Notions et préliminaires

1.2 Opérateurs linéaires bornés

1.2.1 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

Dé�nition 1.2.1 Une application T dé�nie d'un espace de Hilbert H dans K est dit

Opérateur linéaire si T satisfait les deux propriétés suivantes :

1. ∀x, y ∈ H,T (x+ y) = T (x) + T (y). (Additivité)

2. ∀x ∈ H,∀α ∈ K : T (αx) = αT (x).(Homogénité)

Notations

• L'opérateur identité I est dé�ni par Ix = x pour tout x ∈ H.

• L'opérateur nul 0 est dé�ni par 0x = 0, pour tout x ∈ H.

• Le noyau de T notée ker(T ) et l'image de T, notée R(T) sont dé�nis par :

Soit T : H

Ker(T ) = {x ∈ H,Tx = 0} et R(T ) = {Tx, x ∈ H}.

Dé�nition 1.2.2 Soit X un espace vectoriel sur le corps C et λ ∈ C, l'application

Tλ : H −→ H dé�nie pour x ∈ H par :

Tλ(x) = λx,

est un opérateur linéaire.

En e�et, pour x1, x2 ∈ H et α ∈ C on a

Tλ(αx1 + x2) = λ(αx1 + x2)

= α(λx1) + (λx2)

= αTλ(x1) + Tλ(x2).
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Chapitre 1 : Notions et préliminaires

(1.2)

Cet opérateur est appelé une homothétie de rapport λ de l'espace linéaire H ou opérateur

de multiplication.

Dé�nition 1.2.3 L'opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H est dit borné s'il

existe un nombre positif c tel que :

‖ Tx ‖≤ c ‖ x ‖, pour tout x ∈ H.

Dé�nition 1.2.4 On dé�nit la norme de l'opérateur linéaire borné T par

‖ T ‖ = inf{c > 0 : ‖ Tx ‖ ≤ c ‖ x ‖,∀x ∈ H}.

Théorème 1.2.1 [21] Soit A,B ∈ B(H) et λ ∈ K, alors

1. ‖ λA ‖=| λ |‖ A ‖.

2. ‖ A+B ‖≤‖ A ‖ + ‖ B ‖.

3. ‖ AB ‖≤‖ A ‖‖ B ‖.

4. ‖ An ‖≤‖ A ‖n ∀n ∈ N.

Théorème 1.2.2 Soit T ∈ B(H), la norme de T est donnée par

‖ Tx ‖= sup{‖ Tx ‖, x ∈ H, ‖ x ‖= 1}.

Preuve.

On a les inégalités dans le deux sens.

1. Posons

a = sup{‖ Tx ‖, x ∈ H, ‖ x ‖= 1},

si l'opérateur T est borné, alors :

‖ Tx ‖ ≤ ‖ T ‖ ‖ x ‖ = ‖ T ‖ pour ‖ x ‖= 1

donc a ≤‖ T ‖ d'aprés la dé�nition de ‖ T ‖ .

6



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

2. Pour tout vecteur x ∈ H on a :

‖ Tx ‖ = ‖ T (‖ x ‖ x

‖ x ‖
) ‖ = ‖ T ( x

‖ x ‖
) ‖ ‖ x ‖ ≤ a ‖ x ‖

d'où

‖ T ‖ ≤ a = sup{‖ Tx ‖, x ∈ H, ‖ x ‖= 1}.

En combinant les deux inégalités dans 1) et 2) on obtient l'égalité d'ésirée.

Théorème 1.2.3 [21] Pour tout opérateur linéaire sur un espace de Hilbert H, les asser-

tions suivantes sont equivalentes :

� T est borné.

� T est continu sur l'espace H.

� T est continu en un point x0 (x0 est un vecteur) de l'espace H.

Théorème 1.2.4 [21] Soit H un espace de Hilbert, et f est une forme linéaire continue

sur H. Il existe un vecteur a ∈ H et un seul, tel que :

∀x ∈ H, f(x) =< a, x > .

Espace vectoriel normé

Dé�nition 1.2.5 Soit E un espace vectoriel sur un corps R ou C. Une norme sur E

et une application N : E −→ R+, dé�nie sur E à valeurs dans R+ véri�ant les quatre

propriétés suivantes :

1. ∀u ∈ E : N(u) ≥ 0 (positivité).

2. N(u) = 0⇔ u = 0 (s�paration).

3. ∀u ∈ E,∀λ ∈ k : N(λu) =| λ | N(u) (homogénéité).

4. ∀u ∈ E,∀v ∈ E : N(u+ v) ≤ N(u) +N(v) (inégalité triangulaire).

Pour u ∈ E donné, le nombre réel positif N (u) est appelé norme de u .

Dé�nition 1.2.6 Un espace vectoriel normé réel (resp.complexe) est un couple constitué

par un espace vectoriel E réel (resp.complexe) et par une norme ‖ . ‖ sur l'espace vectoriel

7



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

E.

Il ne faut pas qu'il y ait la moindre ambiguité sur le corps des scalaires de E. Si l'on

ne précise pas le corps, cela signi�e que les résultats concernent aussi bien un e.v.n. réel

qu'un e.v.n. complexe.

Dé�nition 1.2.7 On appelle espace de Banach un espace vectoriel normé complet, sur

le corps K des réels ou des complexes.

Par exemple Rn et Cn, avec leurs normes usuelles sont des Banach.

L'adjoint d'un opérateur

Théorème 1.2.5 Soit T ∈ B(H), il existe un unique opérateur T ∗ ∈ B(H), pour tout

x, y ∈ H, on ait

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉.

Preuve. Soit y donné dans H, l'application x 7→ 〈Tx, y〉 est une forme linéaire continue

sur H, il suit qu'il existe un unique z ∈ H tel que, pour tout x ∈ H, on ait 〈Tx, y〉 = 〈x, z〉.

On note z = T ∗y.

T ∗ est bien dé�ni, et ce de manière unique, en tant qu'application de H dans H car pour

y donné, on dé�nit z, l'image de y par T ∗, de façon unique.

Montrons que T ∗ est linéaire :

〈x, T ∗(αy1 + βy2)〉 = 〈Tx, αy1 + βy2〉

= 〈Tx, αy1〉+ 〈Tx, βy2〉

= α〈Tx, y1〉+ β〈Tx, y2〉

= α〈x, T ∗y1〉+ β〈x, T ∗y2〉

= 〈x, αT ∗y1 + βT ∗y2〉,

d'où ∀x ∈ H,∀α, β ∈ C

8



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

〈x, T ∗(αy1 + βy2)〉 = 〈x, αT ∗y1 + βT ∗y2〉.

Montrons maintenant que T ∗ est borné.

‖ T ∗y ‖2= 〈T ∗y, T ∗y〉 = 〈TT ∗y, y〉 ≤‖ TT ∗y ‖‖ y ‖≤‖ T ‖‖ T ∗y ‖‖ y ‖

donc

‖ T ∗y ‖≤‖ T ‖‖ y ‖,

alor, T ∗ est borné et de plus

‖ T ∗ ‖≤‖ T ‖

il s'en suit que T ∗ ∈ B(H).

Dé�nition 1.2.8 L'opérateur T ∗ dé�nit ci-dessus est appelé l'opérateur adjoint de T.

Exemple 1.2.1 On considère l'opérateur shift S : l2(C)→ l2(C) dé�ni par :

S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...).

Soit (xn) et (yn) dans l2(C). Alors

〈S∗xn, yn〉 = 〈xn, Syn〉

= 〈(x1, x2, ...), (0, y1, y2, ...)〉

= x2y1 + x3y2 + ...

= 〈(x2, x3, ...), (y1, y2, ...)〉.

Alors S∗ est dé�ni par :

S∗(x1, x2, ...) = (x2, x3, ...).

Théorème 1.2.6 Soit T, S ∈ B(H),∀α ∈ K et T ∗, S∗ leurs adjoints (respectivement),

alors on a les propriétés suivantes :

1. (T ∗)∗ = T .

2. (T + S)∗ = T ∗ + S∗.

3. (αT )∗ = αT ∗. ∀α ∈ K

9



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

4. ‖ T ∗ ‖=‖ T ‖.

5. (TS)∗ = S∗T ∗.

Preuve.

1. soit x, y ∈ H

〈x, (T ∗)∗y〉 = 〈T ∗x, y〉 = 〈y, T ∗x〉 = 〈Ty, x〉 = 〈x, Ty〉,

d'où :

(T ∗)∗ = T .

2. soit x, y ∈ H

〈x, (T + S)∗y〉 = 〈(T + S)x, y〉

= 〈Tx, y〉+ 〈Sx, y〉

= 〈x, T ∗y〉+ 〈x, S∗y〉

= 〈x, (T ∗ + S∗)y〉

d'où :

(T + S)∗ = T ∗ + S∗.

3. soit x, y ∈ H,α ∈ C

〈αTx, y〉 = α〈Tx, y〉 = α〈x, T ∗y〉 = 〈x, αT ∗y〉

d'où :

(αT )∗ = αT ∗.

4. On a

‖ A∗(x) ‖2 = 〈A∗(x), A∗(x)〉

= 〈AA∗(x), x〉

≤ ‖ AA∗(x) ‖‖ x ‖

≤ ‖ A ‖‖ A∗(x) ‖‖ x ‖

10



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

et pour conséquence

‖ A∗(x) ‖≤‖ A ‖‖ x ‖

comme

‖ A∗ ‖= sup
x6=0

‖A∗(x)‖
‖x‖

donc on a

‖ A∗(x) ‖≤‖ A ‖

On a aussi (A∗)∗ = A, donc

‖ A ‖=‖ (A∗)∗ ‖≤‖ A∗ ‖ .

D'ou l'égalité

‖ A ‖=‖ A∗ ‖ .

5. pour véri�e que (TS)∗ = S∗T ∗ il su�t de montre que

〈(TS)∗x, y〉 = 〈S∗T ∗x, y〉

on a par dé�nition de l'adjoint

〈(TS)∗x, y〉 = 〈x, (TS)y〉 = 〈T ∗x, Sy〉 = 〈S∗T ∗x, y〉,

donc,

(TS)∗ = S∗T ∗.

Corollaire 1.2.1 Pour T ∈ B(H) on a :

1. ‖ TT ∗ ‖=‖ T ∗T ‖=‖ T ‖2

2. T ∗T = 0⇔ T = 0.

Preuve.

on a

‖ T ∗T ‖≤‖ T ∗ ‖‖ T ‖=‖ T ‖2

‖ Tx ‖2=| 〈Tx, Tx〉 |= 〈x, T ∗Tx〉 |≤‖ x ‖‖ T ∗T ‖‖ x ‖≤‖ T ∗T ‖‖ x ‖2,

11



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

‖ Tx ‖≤‖ T ∗T ‖ 1
2‖ x ‖,

passon

‖ T ‖≤‖ T ∗T ‖ 1
2

‖ T ‖2≤‖ T ∗T ‖

d'où

‖ T ∗T ‖=‖ T ‖2.

La deuxième égalité il su�t de changer T par T ∗.

On montre si T ∗T = 0 alors T = 0,

‖ T ∗T ‖= 0 ⇔ 〈T ∗Tx, x〉 = 0,∀x ∈ H

⇔ 〈Tx, Tx〉 = 0,∀x ∈ H

⇔ Tx = 0,∀x ∈ H

.

Réciproquement, si T = 0 alors TT ∗ = 0,

T = 0⇔ Tx = 0, ∀x ∈ H

〈Tx, Tx〉 = 0, ∀x ∈ H

〈T ∗Tx, x〉 = 0, ∀x ∈ H.

T ∗T = 0.

Théorème 1.2.7 Soit H un opérateur de Hilbert complexe et T ∈ B(H), si 〈Tx, x〉 = 0

alors T est identique nule pour tout x ∈ C.

Preuve. Comme
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Chapitre 1 : Notions et préliminaires

〈T (x+ y), x+ y〉 = 0

on voit que

〈Tx, y〉+ 〈Ty, x〉 = 0, ∀x, y ∈ H. (1.3)

On remplace y par iy en 1.3 , le rsultat est

−i〈Tx, y〉+ i〈Ty, x〉 = 0 (1.4)

Multiplions 1.4 par i et additionne à 1.3 on trouve :

〈Tx, y〉 = 0 (1.5)

on pose

y = Tx

1.5 donne ‖ Tx ‖2= 0, alors

Tx = 0, ∀x ∈ H

donc

T = 0.

1.2.2 Quelques classes d'opérateurs

Dé�nition 1.2.9 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est positif et on note

T ≥ 0, si et seulement si

〈Tx, x〉 ≥ 0,∀x ∈ H .

Dé�nition 1.2.10 Soit T ∈ B(H), on dit que T est isométrie : si et seulement si

T ∗T = IH .

Exemple 1.2.2 L'opéateur de décalage S ( shift) est un opérateur isométrique, car on a

13



Chapitre 1 : Notions et préliminaires

S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...)

S∗(x1, x2, ...) = (x2, x3, ...)

on a :

S∗S(x1, x2, ...) = S∗(0, x1, x2, ...) = (x1, x2, ...).

Alors,

S∗S = IH .

Dé�nition 1.2.11 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est unitaire : si et

seulement si

T ∗T = TT ∗ = IH .

Exemple 1.2.3 Soit H = L2[0, 1] dé�nissons un opérateur U sur H par

(U)[x(t)] = x(1− t)

〈Ux, x〉 = 〈x(1− t), x〉 = 〈x, (1− t)−1x〉 = 〈x, U∗x〉

donc,

UU∗ = U∗U = IH

d'où, U est unitaire.

Dé�nition 1.2.12 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est normal : si et

seulement si

T ∗T = TT ∗.

Exemple 1.2.4 La mutiplication Tϕ par une fonction mesurable bornée ϕ est un opéra-

teur normal sur L2([0, 1]), car

Tϕ : L2([0, 1])→ L2([0, 1]), telque ϕ ∈ C([0, 1])

(Tϕf)(t) = ϕ(t)f(t).

14
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On a

〈Tϕf, g〉 = 〈f, T ∗ϕg〉 ∀f, g ∈ L2([0, 1])

〈ϕ(t)f(t), g(t)〉 = 〈f(t), ϕ(t)g(t)〉

donc

(T ∗ϕg)(t) = ϕ(t)g(t)

d'où

T ∗ϕ = Tϕ.

Alors,

T ∗ϕTϕ = TϕTϕ = TϕTϕ = TϕT
∗
ϕ.

Donc Tϕ est un opérateur normal.

Dé�nition 1.2.13 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est idempotente ou

projection : si T 2 = T

Dé�nition 1.2.14 Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est projection ortho-

gonale : si T 2 = T et T ∗ = T .

Opérateur auto-adjoint

Dé�nition 1.2.15 Un opérateur T est dit auto-adjoint si T = T ∗, i.e.

〈Tx, y〉 = 〈x, Ty〉, ∀x, y ∈ H.

Exemple 1.2.5 1. Considérons l'opérateur T dé�ni sur L2(R) par

(Tx)(t) = exp−|t| x(t)

T est un opérateur borné auto-adjoint. En e�et,

〈Ax, y〉 =

∫ +∞

−∞
exp−|t| x(t)y(t)dt

=

∫ +∞

−∞
x(t)[exp−|t| y(t)]dt

= 〈x,Ay〉.

15
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2. L'opérateur identité IH est un opérateur auto-adjoint car : I∗H = IH

〈IHx, y〉 = 〈x, I∗Hy〉, ∀x, y ∈ H.

Proposition 1.2.1 Soit T ∈ B(H) alors T est auto-adjoint si et seulement si le produit

scalaire

〈Tx, x〉 ∈ R, ∀x ∈ H

Preuve. Soit T est un opérateur auto-adjoint dans B(H) (i.e : T ∗ = T )

si T auto-adjoint alors 〈Tx, x〉 ∈ R,∀x ∈ H.

〈Tx, x〉 = 〈x, T ∗x〉 = 〈x, Tx〉 = 〈Tx, x〉

donc,

〈Tx, x〉 ∈ R,∀x ∈ H.

Réciproquement, si 〈Tx, x〉 ∈ R alors T est auto-adjoint.

Soit 〈Tx, x〉 ∈ R

〈Tx, x〉 = 〈Tx, x〉 = 〈x, Tx〉 = 〈T ∗x, x〉

∀x ∈ H, T ∗ = T . Donc T est auto-adjoint.

1.2.3 Spectre d'un opérateur

Soit T ∈ B(E) avec E un K-espace vectoriel, K = C .

La valeur propre d'un opérateur

Dé�nition 1.2.16 Le nombre complexe λ est dite valeur propre de T s'il existe un vecteur

x dans H (s'appelle vecteur propre associé à λ) tel que

(T − λIH)x = 0, Tx = λx.

Remarque 1.2.1

1. x n'est pas unique car tout vecteur αx, α ∈ C− {0} véri�e
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Chapitre 1 : Notions et préliminaires

T (αx) = αTx = αλx = λ(αx)

αx est un vecteur propre associé aussi à λ.

2. Pour un vecteur x 6= 0 �xé : λ est unique, en e�et :

si λ1 6= λ2 valeur propre associé à x

Tx = λ1x, Tx = λ2x⇒ λ1x = λ2x.

Donc λ1 = λ2.

Théorème 1.2.8 Pour T ∈ B(H), H est un Hilbert si T est auto-adjoint, alors toutes

les valeurs propres de T sont réelles.

Preuve. Soit T un opérateur auto-adjoint dans B(H) et λ un valeur propre de T (

i.e. Tx = λx, x 6= 0)

λ(x, x) = (λx, x) = (Tx, x) = (x, T ∗x) = (x, Tx) = (x, λx) = λ(x, x),

mais

x 6= 0⇒ λ = λ⇒ λ ∈ R.

Résolvante et spectre d'un opérateur

Dé�nition 1.2.17 On appelle spectre de T , on note sp(T ) ou σ(T ) l'ensemble des valeurs

spectrales de T .

Dé�nition 1.2.18 On appelle valeur propre de T tout scalaire λ ∈ C tel que T −λI n'est

pas injectif (une valeur propre est donc une valeur spectrale), on note V P (T ) = σp(T )

l'ensemble des valeurs propres de T.

Remarque 1.2.2 On dit parfois que les valeurs propres forment le spectre ponctuel (d'où

la notation).

Dé�nition 1.2.19 On appelle espace propre associé à la veleur propre λ ∈ V P (T ) le

sous-espace vectoriel
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Ker(T − λI) = N(T − λI) 6= {0}.

Dé�nition 1.2.20 On appelle spectre continu de T, on note σc(T ) l'ensemble :

σc(T ) = {λ ∈ C, (T − λI) injectif et Im(T − λI) 6= Im(T − λI) = E}.

Dé�nition 1.2.21 On appelle spectre résiduel de T, on note σr(T ) l'ensemble :

σr(T ) = {λ ∈ C, (T − λI) injectif et Im(T − λI) 6= E}.

Dé�nition 1.2.22 On appelle point régulier de T si T − λI est bijective.

Dé�nition 1.2.23 On appelle la résolvante de T l'ensemble des points régulier de T et

on note par ρ(T ), d'ou

ρ(T ) = {λ ∈ C : T − λI est bijective }.

Dé�nition 1.2.24 On dé�nit l'application résolvante de T par :

Rλ(T ) = (T − λI)−1, ∀λ ∈ ρ(T ).

Remarque 1.2.3 On a

σ(T )
⋃
ρ(T ) = C

σ(T )
⋂
ρ(T ) = ∅

σ(T ) = σp(T )
⋃
σc(T )

⋃
σr(T ).

Exemple 1.2.6 Soit T : lp 7−→ lp (1 ≤ P <∞) tel que

T (x1, x2, · · · ) = (λ1x1, λ2x2, · · · ) , λn ∈ C.

Les valeurs propres sont :

σp(T ) = {λn, n ∈ N∗}

Le spectre de T est :

σ(T ) = {λn, n ∈ N∗}.
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Chapitre 2

Inversibilité d'un opérateur au sens

usuel

2.1 L'inverse d'un opérateur

Dé�nition 2.1.1 Soit T ∈ B(H) on dit que T est inversible s'il existe un opérateur

S ∈ B(H), qui véri�e

T.S = S.T = IH .

Un tel opérateur S (lorsqu'il existe) est unique. On l'appelle opérateur inverse de T et on

le note S := T−1.

Exemple 2.1.1 Soit T =

2 5

1 3

 , et S =

 3 −5

−1 2

. Alors

TS =

2 5

1 3

 3 −5

−1 2

 =

6− 5 −10 + 10

3− 3 −5 + 6

 =

1 0

0 1

 = IH .

ST =

 3 −5

−1 2

2 5

1 3

 =

6− 5 −10 + 10

3− 3 −5 + 6

 =

1 0

0 1

 = IH .
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Chapitre 2 : Inversibilité d'un opérateur au sens usuel

Alors, A et B sont inversibles et chacun est l'inverse de l'autre.

2.1.1 Quelques propriétés sur l'inversibilité des opérateurs

Proposition 2.1.1

1 Soit B1 et B2 sont deux opérateurs inverses du même opérateur A, alors B1 et B2

sont identiquement égaux.

2 Si deux matrices A et B sont inversibles alors leur produit est inversible et l'inverse

du produit est le produit des inverses e�ectué dans l'ordre inverse

(AB)−1 = B−1A−1.

3 Soitent A1, A2, . . . , An des matrices carrée inversibles, alors leur produit est inver-

sible et l'inverse du produit est le produit des inverses e�ectué dans l'ordre inverse

(A1A2 . . . An)
−1 = A−1n . . . A−12 A−11 .

Preuve.

(AB)(B−1A−1) = A(BB−1)A−1 = AIA−1 = AA−1 = I.

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I.

On montre par récurence :

Pour n = 2 on a

(A1A2)
−1 = A−12 A−11 .

On suppose que la relation est vrai pour n et on montre la vrai pour n+ 1, donc on a :

(A1A2 . . . AnAn+1)
−1 = [(A1A2 . . . An)(An+1)]

−1

= A−1n+1(A1A2 . . . An)
−1

= A−1n+1A
−1
n . . . A−12 A−11 .

Remarque 2.1.1 Si A inversible alors kA est inversible pour k 6= 0 et leur inverse est

k−1A−1.
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2.1.2 Quelques propriétés sur les matrices

Proposition 2.1.2

1 Déterminant de l'inverse d'une matrice det | A−1 |= 1
det|A| .

2 Une matrice carrée n'admettant pas d'inverse est dit singulière.

3 Une matrice carrée admettant une inverse est dite inversible ou régulière.

4 A−1A = AA−1 = IH .

5 (A−1)−1 = A.

6 (AT )−1 = (A−1)T .

7 (A∗)−1 = (A−1)∗.

Théorème 2.1.1 L'opérateur inverse d'un opérateur A ∈ (E,F ) est aussi lineaire.

Preuve.

Soit A : E → F est lineaire.

1) On va montre A−1(x+ y) = A−1(x) + A−1(y) ∀x, y ∈ F

x ∈ F ⇒ ∃!x′ ∈ E : x = Ax′ (i.e : x′ = A−1x)

y ∈ F ⇒ ∃!y′ ∈ E : y = Ay′ (i.e : y′ = A−1y)

on a A−1(x+ y) = A−1(Ax′ + Ay′) = A−1(A(x′ + y′)) = x′ + y′ = A−1x+ A−1y

2) On va montre A−1(λx) = λA−1(x) ∀x ∈ F ∀λ

on a A−1(λx) = A−1(λAx′) = A−1A(λx′) = λx′ = λA−1x.

Remarque 2.1.2 L'inverse d'un opérateur borné n'est pas forcément borné.

Exemple 2.1.2 Soit dans l2(C) l'opérateur A dé�nie par :

A(x1, x2, . . .) = (x1,
x2
2
, . . . , xn

n
, . . .).

Soit X = (x1, x2, . . .), donc

‖ Ax ‖=‖ (x1, x22 , . . . ,
xn
n
, . . .) ‖= (

∑
i≥1

|xi|2
i2

)
1
2 ≤ (

∑
i≥1
| xi |2)

1
2 =‖ x ‖l2 .

D'où ‖ Ax ‖≤‖ x ‖, donc A est borné et son inverse est doné par :

A−1(x1, x2, . . .) = (x1, 2x2, . . . , nxn, . . .)

cependant A−1 est non borné.
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En e�et si en = (0, . . . , 1, 0, . . .), on a

‖ en ‖= 1, et ‖ A−1en ‖= n

d'où A−1 n'est pas borné.

Théorème 2.1.2 Soit A et B deux matrices sont inversibles telque 0 < A, 0 < B, si

A ≤ B, alors B−1 ≤ A−1.

Preuve.

La condition

A ≤ B ⇔ B
−1
2 AB

−1
2 ≤ I

on a de pluse

B−1 ≤ A−1 ⇔ I ≤ B
1
2A−1B

−1
2

si X = B
−1
2 AB

−1
2 , alors nous devons montrer que

X ≤ I ⇒ X−1 ≥ I

la condtion X ≤ I signi�e que toutes les valeurs propres de X sont dans l'intervale ]0, 1].

Cela implique que toutes les valeurs propres de X−1 sont dans [1,∞[.

Théorème 2.1.3 Si T est inversible, alors le spectre de l'inverse de T est :

σ(T−1) = { 1
λ
: λ ∈ σ(T )}.

Preuve.

Soit λ ∈ σ(T−1).

Comme T−1 est inversible, nécessairement λ 6= 0. Comme

T−1 − λIH est non inversible, et T−1 − λIH = λT−1( 1
λ
IH − T )−1,

l'opérateur ( 1
λ
IH − T )−1 est non inversible, i.e. 1

λ
∈ σ(T ).

On a donc montré que

σ(T−1) ⊂ σ(T )−1 := { 1
λ
: λ ∈ σ(T )}.
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En échangeant le rôle de T et T−1 on obtient l'inclusion réciproque

σ(T )−1 ⊂ σ(T−1),

ce qui achève la preuve de la première assertion.

Théorème 2.1.4 Si dimH < +∞, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. T est inversible.

2. T est injectif.

3. T est surjectif.

4. T admet une inverse à droite (i.e. il existe U ∈ L(H) tel que T ◦ U = IH).

5. T admet une inverse à gauche (i.e. il existe V ∈ L(H) tel que V ◦ T = IH).

Remarque et contre-exemple

Attention si dimH = +∞, les propriétés équivalentes du théorème précédent ne sont

plus vraies.

Soit H = l2, l'espace des suites de nombres complexes de carré sommable, muni de sa

norme

‖ x ‖l2= (
+∞∑
n=1

| x |2) 1
2 , telque x = (xn)n≥1.

Considérons l'application S : l2 → l2 dé�nie pour tout x = (xn)n≥1 par Sx = y = (yn)n≥1

où

y1 = 0, y2 = x1, · · · , yn = xn+1, (n ≥ 1).

Autrement dit Sx est la suite qui commence par 0 et qui ensuite est composée des mêmes

termes que la suite x mais décalés d'un rang. L'application S est linéaire de l2 dans lui

même et c'est une isométrie puisque ‖ Sx ‖l2=‖ x ‖l2 .

Donc S ∈ L(l2). On appelle S l'opérateur de décalage dans l2. On voit alors facilement

que :

1. S est injective (car isométrique).

2. S n'est pas surjective.
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3. S admet une inverse à gauche

T : x = (xn)n≥1 7→ Tx = (xn+1)n≥1

c'est l'opérateur qui �e�ace� la première coordonnée donc on a clairement T ◦S =

Il2 .

4. L'opérateur T n'est pas inverse à droite de l'opérateur S.

2.1.3 quelque méthode pour calculer l'inverse d'une matrice car-

rée

Adjoint d'une matrice

Dé�nition 2.1.2

Soit A une matrice carrée n× n et (i, j) un couple d'entiers entre 1 et n.

On appelle mineur de Aij de déterminant de la matrice (n − 1) × (n − 1) obtenue en

supprimant la i éme ligne et la j éme colonne de A.

On note 4A
ij le mineur de Aij.

On appelle cofacteur de Aij le scalaire (−1)i+j4A
ij.

On appelle comatrice de A notée com(A) la matrice des cofacteurs de A.

Théorème 2.1.5 Soit A une matrice carrée n× n alors :

AT .com(A) = com(A).A = (detA).IH .

Ce théorème montre que A est inversible si et seulement si son déterminant est inversible

c'est-à-dire non nul pour des matrices à coe�cients dans un corps commutatif et

A−1 = 1
det(A)

comT (A).

Exemple 2.1.3 Soit

A =


3 2 −3

5 −1 −2

1 1 −1

 .

On calcule det(A).
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Si det(A) = 0 la matrice A n'est pas inversible.

Si det(A) 6= 0 la matrice A est inversible et l'on peut commencer le calcul de la matrice

inverse.

Pour notre exemple det(A) = −3, et A est inversible.

On commence à remplir la " coquille " de la matrice inverse avec les signes alternés,

l'inverse du déterminant sans oublier la transposition

1
−3


+ − +

− + −

+ − +


T

.

On compléte avec les mineurs pour obtenir l'inverse :

A−1 = 1
−3


+3 −(−3) +6

−1 +0 −1

+(−7) −9 +(−13)


T

=


(−1) 1

3
7
3

(−1) 0 3

(−2) 1
3

13
3

 .

Matrices élémentaire ( pivot de gauss)

Gauss a inventé une technique algorithmique sur les matrices Jordan a a�né de detter-

miner l'inverse d'une matrice carrée.

Cette méthode consiste par di�érentes manipulations sur les lignes formant la matrice,

telque les termes de la diagonale principale sont tous égale à un et les autres termes sont

tous nuls, et de faire subir en même temps le même processus de transformation sur la

matrice identité.

Ainsi on passe de la matrice A à la matrice identité IH et de la matrice IH à la matrice

que l'on cherche A−1.

Pour ce la, il a même inventé une notation particuliére, la voici : Li + αLj → Li signi�e

qu'on multiplie la ligne Lj par le coe�cient α, qu'on l'additionne à la ligne Li et on

réinjecte le tout dans Li.

On a aussi αLi → Li qui multiplie la ligne Li par α et le réinjecte dans Li, on peut aussi

permuter deux lignes ainsi : Li ↔ Lj : ce la peut paraitre inutile mais vous allez voir qu'il

est nécessaire d'opérer ainsi pour toujours avoir un pivot non nul.
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Exemple 2.1.4 Cherchons si elle existe l'inverse de

A =


1 1 2

1 2 1

2 1 1

.

Pour celà on adopte la notation suivante, dans la quelle on associe dans une même

simili-matrice la matice A à gauche et la matrice identité IH à droite
1 1 2

1 2 1

2 1 1



1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

Etape 1 :

L2 − L1 → L2

L3 − 2L1 → L3


1 1 2

0 1 −1

0 −1 −3




1 0 0

−1 1 0

−2 0 1

 .

Etape 2 :

L3 + L1 → L3


1 1 2

0 1 −1

0 0 −4




1 0 0

−1 1 0

−3 1 1

 .

Etape 3 :

−1
4
L3 → L3


1 1 2

0 1 −1

0 0 1




1 0 0

−1 1 0

3
4

−1
4

−1
4

 .
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Etape 4 :

L1 − 2L3 → L1

L2 + L3 → L2


1 1 0

0 1 0

0 0 1



−1
2

1
2

1
2

−1
4

3
4

−1
4

3
4

−1
4

−1
4

 .

Etape 5 :

L1 − L2 → L1


1 0 0

0 1 0

0 0 1



−1
4

−1
4

3
4

−1
4

3
4

−1
4

3
4

−1
4

−1
4


La matrice inverse est donc

A−1 = 1
4


−1 −1 3

−1 3 −1

3 −1 −1

 .

2.1.4 Autre théorèmes sur l'inversibilité d'opérateur

Remarque 2.1.3 On peut utiliser l'inversibilité d'un opérateur T pour résoudre les pro-

blèmes : équation ou système. Soit l'equation : AX = B, où A et B sont deux opéra-

teurs donnés et X inconnu, si A est inversible, alors : l'equation A−1AX = A−1B, d'où

IX = A−1B, donc X = A−1B.

Pour résoudre le système :

a1x+ a2y = c1

b1x+ b2y = c2

(2.1)

Les ai et bi sont donnés et le couple (x, y) est inconnu.

Le système 2.1 sera sous la forme
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a1 a2

b1 b2

x
y

 =

c1
c2


si on pose

A =

a1 a2

b1 b2

 , X =

x
y

 , C =

c1
c2


alors AX = C ⇔ si A inversible ⇒ X = A−1C.

Exemple 2.1.5 Soit h ∈ C[0, 1] et soit Th ∈ B(l2[0, 1]) de�nit par

(Th)(t) = h(t)g(t)

si f ∈ C[0, 1] de�nit par f(t) = 1 + t, alors Tf est inversible.

Soit k(t) = 1
1+t

, alors k ∈ C[0, 1] et

(TkTfg)(t) = (Tkfg)(t) = k(t)f(t)g(t) = g(t),

∀t ∈ [0, 1] alors (TkTf )g = g, ∀g ∈ l2[0, 1],

TkTf = I, et TfTk = I

alors, Tf est inversible T−1f = Tk.

Lemme 2.1.1 Soit T ∈ B(H) est inversible alors

∀x ∈ H, ‖ Tx ‖≥‖ T−1 ‖−1‖ x ‖ .

Preuve. ∀x ∈ H on a

‖ x ‖=‖ T−1(Tx) ‖≤‖ T−1 ‖‖ Tx ‖

alors

‖x‖
‖T−1‖ ≤‖ Tx ‖

donc

‖ T−1 ‖−1‖ x ‖≤‖ Tx ‖ .
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Théorème 2.1.6 Un opérateur T ∈ B(H) est inversible si et seulement si T ∗ est inver-

sible, et alors on a

(T ∗)−1 = (T−1)∗.

Preuve. Si T ∈ B(H) est inversible alors, on a

T inversible ⇔ T−1T = TT−1 = IH ,

on passe à l'adjoint

(T−1)∗T ∗ = (TT−1)∗ = I∗H = IH ,

T ∗(T−1)∗ = (T−1T )∗ = IH

d'où T ∗ ∈ B(H) est inversible et

(T ∗)−1 = (T−1)∗.

Réciproquement, si T ∗ ∈ B(H) est inversible alors l'étape précédente montre que

(T ∗)∗ = T ∈ B(H) est inversible.

Lemme 2.1.2 Soit T ∈ B(E) avec ‖ T − IH ‖< 1. Alors T est inversible et on a la

formule suivante (dite série de Neumann) :

T−1 =
∞∑
k=0

(IH − T )k.

Preuve.

On pose S = IH − T, et soit r :=‖ S ‖ , on a r < 1.

Puisque ‖ Sk ‖≤‖ S ‖k= rk, la série
∞∑
k=0

‖ Sk ‖ converge et donc la série R :=
∞∑
k=0

Sn

converge.

On a

(IH+S+S
2+. . .+Sn)(IH−S) = (IH+S+. . .+S

n)−(S+S2+. . .+Sn+1) = IH−Sn+1.

Comme ‖ Sn+1 ‖→ 0, on a R(IH − S) = IH .

De même, on a (IH − S)R = IH . Ainsi T = IH − S est inversible et T−1 = R.

Corollaire 2.1.1 Soit T0 un opérateur inversible. Si un opérateur T véri�e
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‖ T − T0 ‖<‖ T−10 ‖−1,

alors T est inversible.

Preuve. On a

‖ T−10 T − IH ‖= T−10 (T − T0) ‖≤‖ T−10 ‖ . ‖ T − T0 ‖< 1.

Par le lemme précédent, T−10 T est inversible.

Théorème 2.1.7 L'ensemble GLB(H) des éléments inversibles de B(H) est ouvert (pour

la topologie induite par la norme opérateur). De plus, l'application T → T−1 est continue

de GLB(H) dans GLB(H).

Preuve.

Soit T ∈ GLB(H) et soit η =‖ T−1 ‖−1. On a GLB(H) est ouvert si

‖ T − S ‖< η ⇒ S ∈ GLB(H).

Soit ‖ T − S ‖< η, alors

‖ (T − S)T−1 ‖=‖ IH − ST−1 ‖≤‖ T − S ‖‖ T ‖−1<‖ T−1 ‖−1‖ T−1 ‖= 1.

d'où IH − (T − S)T−1 est inversible par théorème 2.1.8, donc

IH − (T − S)T−1 = IH − (IH − ST−1) = ST−1.

S = ST−1T est inversible par conséquent par propriétés 2 de 2.1.1, alors S ∈ GLB(H).

Montrons d'abord que T → T−1 est continue en IH .

Soit (Tn) une suite convergeant vers IH . Soit 0 < δ < 1 et supposons que

‖ Tn − IH ‖≤ δ.

Par le lemme précédent,

T−1n = (IH − (IH − Tn))−1 =
∞∑
k=0

(IH − Tn)k = IH +
∞∑
k=1

(IH − Tn)k

et donc

‖ T−1n − IH ‖=‖
∞∑
k=1

(IH − Tn)k ‖≤
∞∑
k=1

‖ IH − Tn ‖k≤ δ
(1−δ) .
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Cette quantité peut être rendue inférieure à n'importe quel ε > 0 �xé en choisissant δ

assez petit.

Alors

‖ Tn − IH ‖< δ ⇒‖ T−1n − IH ‖≤ ε

ce qui prouve la continuité voulue.

Soit (Tn), T ∈ GLB(H). Si

(Tn) converge vers T , alors (T−1Tn) converge vers IH .

Par ce qui procèdent on a,

(T−1n T ) = ((T−1Tn)
−1) converge vers IH ,

et en multipliant à droite par T−1 on obtient que

(Tn)
−1 converge vers T−1.

Remarque 2.1.4 Si A et B des opérateur sont inversibles alors, A+B n'est pas nécessaire

inverible.

Contre exemple

Si on prend B = (−1)A, donc A+B = 0H n'est pas inversible.

Théorème 2.1.8

i) Soit T ∈ B(E) tel que ‖ T ‖B(E)< 1, alors IH−T est inversible, et (IH−T )−1 =
∞∑
k=0

T k.

ii) Si T est inversible alors T + S est inversible pour tout S tel que

‖ S ‖<‖ T−1 ‖−1, et on a

(T + S)−1 =
∞∑
k=0

(T−1S)kT−1,

(T + S)−1 =
∞∑
k=0

T−1−kSk si S et T commutent.

Preuve.
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(i) On a

(IH − T )(IH + T + . . .+ T n) = (IH + T + . . .+ T n)(IH − T ) = IH − T n+1.

On passe à la limite n→ 1 en remarquant que

Sn = IH + T + . . .+ T n

est une suite de Cauchy donc converge vers un opérateur S, et on obtient

(IH − T )S = S(IH − T ) = IH .

(ii) On écrit T + S = T (IH + T−1S).

Comme ‖ T−1S ‖≤‖ T−1 ‖‖ S ‖< 1, on peut appliquer (i) à T−1S ce qui montre que

IH + T−1S est inversible et donc également T + S.

Corollaire 2.1.2 Soit Ti ∈ B(H) pour tout i ≥ 1. Si Ti est inversible alors (
∑
i≥1
Ti + S)

est inversible pour tout S tel que ‖ S ‖<‖ (
∑
i≥1
Ti)
−1 ‖−1, et on a

(
∑
i≥1
Ti + S)−1 =

∞∑
k=0

[(
∑
i≥1
Ti)
−1S]k(

∑
i≥1
Ti)
−1.

Preuve. Tout d'abord, a�n de prouver pour deux opérateurs :

Soit T, P ∈ B(H). Si T, P est inversible, alors, (T +P + S) est inversible pour tout S tel

que

‖ S ‖<‖ (T + P )−1 ‖−1, et ‖ P ‖<‖ T−1 ‖−1,

et on a

(T + P + S)−1 =
∞∑
k=0

[(T + P )−1S]k(T + P )−1.

En e�et, on pose

Y = −(T + P )−1S,

alors,

‖ Y ‖=‖ (T + P )−1S ‖≤‖ (T + P )−1 ‖‖ S ‖< 1

donc

‖ (T + P )−1S ‖< 1,
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et si (T + P )−1S ∈ B(H), alors, par théorème 2.1.8 i), on a :

(I − (T + P )−1S)

est inversible, et on a

[I − (T + P )−1S]−1 =
∞∑
k=0

[(T + P )−1S]k.

On écrit

(T + P + S) = (T + P )[I + (T + P )−1S],

alors

(T + P + S)−1 = [(T + P )[I + (T + P )−1S]]−1

donc

[I + (T + P )−1S]−1(T + P )−1 =
∞∑
k=0

[(T + P )−1S]k(T + P )−1

alors,

(T + P + S)−1 =
∞∑
k=0

[(T + P )−1S]k(T + P )−1.

En second lieu, a�n de prouver pour trois opérateurs :

soit T, P,Q ∈ B(H). Si T, P,Q est inversible, alors, (T + P + S +Q) est inversible pour

tout S tel que

‖ S ‖<‖ (T + P +Q)−1 ‖−1,

et on a

(T + P +Q+ S)−1 =
∞∑
k=0

[(T + P +Q)−1S]k(T + P +Q)−1.

En e�et, on pose

Y = −(T + P +Q)−1S,

alors,

‖ Y ‖=‖ (T + P +Q)−1S ‖≤‖ (T + P +Q)−1 ‖‖ S ‖< 1

donc
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‖ (T + P +Q)−1S ‖< 1,

et si (T + P +Q)−1S ∈ B(H), alors, par théorème 2.1.8 i), on a :

(I − (T + P +Q)−1S)

est inversible, et on a

[I − (T + P +Q)−1S]−1 =
∞∑
k=0

[(T + P +Q)−1S]k.

On écrit

(T + P +Q+ S) = (T + P +Q)[I + (T + P +Q)−1S],

alors

(T + P +Q+ S)−1 = [(T + P +Q)[I + (T + P +Q)−1S]]−1

donc

[I + (T + P +Q)−1S]−1(T + P +Q)−1 =
∞∑
k=0

[(T + P +Q)−1S]k(T + P +Q)−1

alors,

(T + P +Q+ S)−1 =
∞∑
k=0

[(T + P +Q)−1S]k(T + P +Q)−1.

Donc sur ce dernier on pose

Y = −(
∑
i≥1
Ti)
−1S,

alors

‖ Y ‖=‖ (
∑
i≥1
Ti)
−1S ‖≤‖ (

∑
i≥1
Ti)
−1 ‖‖ S ‖< 1

donc

‖ (
∑
i≥1
Ti)
−1S ‖< 1,

et si (
∑
i≥1
Ti)
−1S ∈ B(H), alors, par théorème 2.1.8 i),on a :

(I − (
∑
i≥1
Ti)
−1S)

est inversible, et on a
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[I − (
∑
i≥1
Ti)
−1S]−1 =

∞∑
k=0

[(
∑
i≥1
Ti)
−1S]k.

On a

(
∑
i≥1
Ti + S) =

∑
i≥1
Ti[I + (

∑
i≥1
Ti)
−1S],

alors

(
∑
i≥1
Ti + S)−1 = [

∑
i≥1
Ti[I + (

∑
i≥1
Ti)
−1S]]−1

donc

[I + (
∑
i≥1
Ti)
−1S]−1(

∑
i≥1
Ti)
−1 =

∞∑
k=0

[(
∑
i≥1
Ti)
−1S]k(

∑
i≥1
Ti)
−1

alors,

(
∑
i≥1
Ti + S)−1 =

∞∑
k=0

[(
∑
i≥1
Ti)
−1S]k(

∑
i≥1
Ti)
−1.

Lemme 2.1.3 Soit T ∈ B(H), si T est infrieurment borné alors, son image Im(T ) est

fermé.

Preuve.

Soit T ∈ B(H), tel que ∃k > 0 : ‖ Tx ‖≥ k ‖ x ‖ ;∀x ∈ H.

Soit yn ∈ Im(T ) yn = Txn, tel que yn → y0.

‖ ym − yn ‖=‖ Txm − Txn ‖=‖ T (xm − xn) ‖≥ k ‖ xm − xn ‖ .

{yn} est de cauchy ⇒ {xn} l'est aussi.

{xn} est de cauchy dans un Hilbert donc elle est convergente vers un x0 ∈ H on a

‖ y0 − Tx0 ‖ = ‖ y0 − Txn + Txn − Tx0 ‖

≤ ‖ Txn − y0 ‖ + ‖ Txn − Tx0 ‖

≤ ‖ yn − y0 ‖ + ‖ T ‖‖ xn − x0 ‖ →
n→+∞

0

donc
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y0 = Tx0 ⇒ y0 ∈ Im(T )

donc Im(T ) est fermé, i.e Im(T ) = Im(T ).

Théorème 2.1.9 Soit T ∈ B(H), H est Hilbert, T est inversible si et seulement si

i) T est inferieurement borné, (i.e. ∃α > 0 ‖ Tx ‖≥ α ‖ x ‖ ∀x ∈ H).

ii) Im(T ) est dense dans H i.e(Im(T ) = H).

Preuve.

On montre que

T est inversible ⇒ Im(T ) = H,

soit

y ∈ H ⇒ ∃x ∈ H, tel que x = T−1y,

alors

H = T = Im(T ),

donc

Im(T ) = Im(T ).

On montre que

T est inversible ⇒ T est inferieurement borné,

On a

x = T−1Tx⇒‖ x ‖=‖ T−1Tx ‖, ∀x ∈ H

alors

‖ x ‖≤‖ T−1 ‖‖ Tx ‖

d'où

1
‖T−1‖ ‖ x ‖≤‖ Tx ‖

alors
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∃k > 0 (k = 1
‖T−1‖) : ‖ Tx ‖≥ k ‖ x ‖, ∀x ∈ H

Donc T est inferieurement borné.

Réciproquement, si T est inversible au lieu, on a

H = Im(T ) ⊂ Im(T ) ⊂ H.

Donc

Im(T ) = Im(T ) = H,

(Im(T ) est fermé dans H), ce qui donne le résultat.

Si Tx1 = Tx2, alors

0 =‖ Tx1 − Tx2 ‖=‖ T (x1 − x2) ‖≥ k ‖ x1 − x2 ‖

donc

x1 = x2.

Alors : ∀y ∈ H, il existe unique x ∈ H : y = Tx, il existe une transformation : S : H → H

tel que Sy = x. On a

‖ y ‖=‖ Tx ‖≥ c ‖ x ‖> 0

alors

‖ y ‖≥ c ‖ Sy ‖⇒‖ Sy ‖≤ 1
c
‖ y ‖

d'où

‖ S ‖≤ 1
c

et on a

STx = Tx = y ∀y ∈ H

d'où,

TS = ST = IH

donc, T est inversible et son inverse S.
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Inverse généralisée

Dans tout le contenu, K désigne le corps des nombres réels ou complexes et les coe�-

cients de nos opérateurs appartiennent à ce corps.

3.1 Existence de Gk-inverses

Dé�nition 3.1.1 Si A est un opérateur linéaire dé�ni d'un espace vectoriel E dans un

autre F de dimensions respectivement n et m, considérons A0, un opérateur linéaire véri-

�ant AA0A = A

A0AA0 = A0

(1.2 ) -inverse de A.

alors A0 s'appelle G1-inverse est dit aussi g-inverse ré�exif ou une (1, 2)-inverse de A.

ces propriétés, qui sont celles de l'inverse ordinaire, rendent A0 aussi proche de l'inverse de

A, ou autrement dit on est proche d'obtenir A0A = In, l'identité dans E. Les opérateurs

les plus proches de l'identité du point de vue propriétés, sont les projecteurs (l'application

identique est une projection dont l'image est l'espace tout entier).

pour cela, cherchons A0 véri�ant l'une ou les deux équations :A0A = PE

AA0 = PF

où PE et PF sont des projecteurs véri�ant de plus PFA = A et (ou) PEA0 = A0.
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Dé�nition 3.1.2 Soit A une matrice de type m×n et k un entier positif. Un Gk-inverse

de A est une matrice A0 de type m× n satisfaisant les deux équations :(AA0)
kA = A

(A0A)
kA0 = A0

Gk-inverse de A.

Dé�nition 3.1.3 On dit que A0 est 11-inverse de A et dit aussi g-inverse ou (1)-inverse

de A, s'il véri�e

AA0A = A

Dé�nition 3.1.4 On dit que A0 est 1k-inverse de A s'il véri�e

(AA0)
kA = A

Remarque 3.1.1 Soit A0 un 1k-inverse de A, alors

(AA0)
2k = (AA0)

k, (A0A)
2k = (A0A)

k

En e�et, comme A = (AA0)
kA = A(A0A)

k, on a

(AA0)
2k = ((AA0)

kA)A0(AA0)
k−1 = AA0(AA0)

k−1 = (AA0)
k

(A0A)
2k = (A0A)

k−1A0(A(A0A)
k) = (A0A)

k−1A0A = (A0A)
k.

Lemme 3.1.1 Toute matrice possède un Gk-inverse, qui en général, n'est pas unique.

Preuve. Soient P et Q deux matrices inversibles telles que

A = Q

Ir 0

0 0

P ,avec r le rang de A.

Si on prend

A0 = P−1

S 0

0 0

Q−1,

avec Sk = Ir, alors A0 est un Gk-inverse de A.

Prenons

A′0 = P−1

S SX

Y Y X

Q−1,
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avec X et Y des matrices non nulles, alors on obtient

(AA′0)
k = Q

Ir X

0 0

Q−1,

on multiplie par A à droit on obtient

(AA′0)
kA = A

(A′0A)
k = P−1

 Ir 0

Y Sk−1 0

P,

et

(A′0A)
kA′0 = A′0.

ce qui montre que, A′0 est un autre Gk-inverse de A.

3.2 Quelques exemples sur les inverses généralisées

1. Soit M =

A 0

0 0

 une matrice par blocs, alors M0 =

A0 X

Y Z

 est une (1)-inverse

de M, avec A0 une (1)-inverse de A et X, Y et Z sont arbitraires.

En e�et, soit M0 une (1)-inverse de M i.e il véri�e M =MM0M , alors,

MM0M =

A 0

0 0

A0 X

Y Z

A 0

0 0

 =

AA0 AX

0 0

A 0

0 0


=

AA0A 0

0 0

 =

A 0

0 0

 =M

2. Si A est une matrice inversible, alors A0 = A−1 est le seule (1)-inverse de A.

Cependant les Gk-inverse de A sont de la forme SA−1 et A−1S qui sont véri�ant(AA−1S)kA = A

(SA−1S)kA = A

⇒ SkA = A.

où S est une k-racine de l'unité.
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3. Étant donné une matrice symétrique A = P t

Ir 0

0 0

P , avec P orthogonal, et r =

r(A), le rang de A.

On voit aisément que A0 = P t

Ir X

Y Y X

 P, est une (1.2)-inverse de A. Pour X et Y

di�érentes, (A0)
t est une (1.2)-inverse de A.

4. Pour une matrice inversible à droite (resp. à gauche) A, une inverse à droite (resp. à

gauche) est une {1, 2}-inverse de A.

5. Soient A et A0 satisfaisant AA0 = −I. Alors A0 est un G2-inverse de A.

6. Considérons les matrices A et A0 telles que AA0 = S où S une racine de l'unité d'ordre

k, alors A0 est un Gk-inverse de A.

7. Une racine de l'unité d'ordre k est un Gk-inverse de l'identité.

Remarque 3.2.1 1. Une (1)-inverse ( resp. (1.2)-inverse) est un 1k-inverse

En e�et, soit A0 une (1)-inverse de A. Alors

A = AA0A = (AA0)A, (AA0) = (AA0)
2

et une simple récurrence montre que (AA0)
kA = A pour tout k ≥ 2

2. Si A0 est un Gk-inverse de A, alors (A0)
t ( resp. (A0)

∗ ) est un Gk-inverse de At (

resp. A∗ ).
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En particulier, si A est symétrique (resp. auto- adjointe) et A0 est un Gk-inverse de

A, on a (A0)
t ( resp.(A0)

∗ ) est un Gk-inverse de A qui, en général est di�érent de

A0.

3.3 Quelques types d'inverses généralisées

3.3.1 L'inverse de Moore-Penrose

Dé�nition 3.3.1 On appele rang de la matrice A le nombre des vecteurs linéaires inde-

pendantes soit les colonnes où lignes, et l'on note r(A).

L'inverse de Moore-Penrose de la matrice A, noté A+, est l'unique matrice X satisfaisant

les équations :

AXA = A (1)

XAX = X (2)

(AX)∗ = AX (3)

(XA)∗ = XA (4)

( 1. 2.3.4 ) A partir de (1.2.3.4) , on déduit que :

1. Les valeurs propres λ+ de la matrice A+ sont di�nit par :

0+ = 0 et λ+ = 1
λ
, pour λ 6= 0,

2. (A+)+ = A,

3. Si A est inversible alors A−1 est l'inverse de Moore-Penrose de A,

4. AA+ est une projection orthogonale sur R(A), de noyau N(A+),

5. A+A une projection orthogonale sur R(A+) , de noyau N(A).

Propriétés algébriques de l'inverse de Moore-Penrose.

1. L'existence et l'unicité :

Étant donné une matrice rectangulaire A. Alors A+ existe et unique.

L'existence : l'existence de A+ est assurée par la condition du lemme suivant, puisque

K est le corps réel ou le domaine complexe.
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Lemme 3.3.1 Pour toute matrice A de type m × n de rang r, il existe une matrice

inversible à gauche B et une matrice inversible à droite C, de rang r telles que A = BC.

De plus, BtB et CCt sont inversibles. Alors,

A0 = Ct(CCt)−1S(BtB)−1Bt,

où Sk = I, est un Gk-inverse de A.

Preuve. Soit {B1, · · · , Br} une base de R(A). Si on pose B = [B1, · · · , Br] une matrice

colonne de type m× r de rang r, alors,

∃cij tels que Aj = c1jB1 + . . .+ crjBr,

d'où, il existe une matrice unique C constituée de cij qui est de type r × n telle que

A = BC, et du fait que

min(r, n) ≥ r(C) ≥ r(BC) = r(A) = r,

on déduit que r(C) = r. Soit B,C des matrice tels que :

N(B) = N(BtB),

d'où,

r(B) = r(BtB),

En e�et,

si Bx = 0 pour un certain x, alors BtBx = 0.

Inversement, si BtBx = 0, alors xtBtBx = 0, ce qui donne Bx = 0.

(La même chose pour la matrice C ).

En outre, on a BtB et CCt sont des matrices carrées d'ordre r de rang r, donc inversibles.

Posons,

A0 = Ct(CCt)−1S(BtB)−1Bt,
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où Sk = I, nous obtenons :

(AA0)
kA = BCCt(CCt)−1S(BtB)−1Bt . . . BCCt(CCt)−1S(BtB)−1Bt︸ ︷︷ ︸

kfacteurs

BC,

= BSkC = BC = A,

(A0A)
kA0 = Ct(CCt)−1S(BtB)−1BtBC . . .︸ ︷︷ ︸

kfacteurs

Ct(CCt)−1S(BtB)−1Bt

= Ct(CCt)−1S(BtB)−1Bt

= A0

.

Ainsi A0 est un Gk-inverse de A.

l'unicité : on suppose qu'on a A+
1 , A

+
2 deux inverses de Moore-Penrose de A. On a

A+ = A+AA+ et la partie 2 de la remarque 3.2.1, on obtient

A+
1 = A+

1 AA
+
1 = A+

1 (AA
+
1 )
∗ = A+

1 (A
+
1 )
∗A∗ = A+

1 (A
+
1 )
∗A∗(A+

2 )
∗A∗

= A+
1 (AA

+
1 )
∗(AA+

2 )
∗ = A+

1 (AA
+
1 )(AA

+
2 ) = A+

1 AA
+
2 = A+

1 AA
+
2 AA

+
2

= (A+
1 A)

∗(A+
2 A)

∗A+
2 = A∗(A+

1 )
∗A∗(A+

2 )
∗A+

2 = A∗(A+
2 )
∗A+

2

= (A+
2 A)

∗A+
2 = (A+

2 A)A
+
2 = A+

2 .

2. A+A et AA+ auto-adjoints (orthoprojecteurs) :

Les projecteurs A+A et AA+ sont auto-adjoints par dé�nition de A+.

En e�et,

A+A = (A+A)∗ = (AA+(A+A))∗ = (A+A)∗(AA+)∗ = A+A(AA+) = AA+.
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3.La régle de +-simpli�cation :

Pour toutes matrices X et Y, si A+AX = A+AY , alors,

AA+AX = AA+AY = AX = AY.

4.L'inversibilité de A+A+ αIn, A
+A+ αIm pour α > 0 :

Comme A+A (resp. AA+) est un projecteur, alors, ses valeurs propres sont 0 ou 1.

D'autre part,

det(A+A+ αIn) = 0⇔ α = −1 ou 0.

Par conséquent,

∀α > 0, det(A+A+ αIn) 6= 0,

ce qui signi�e que A+A+ αIn (resp. A+A+ αIm) est inversible.

Toutefois, si A est une matrice carrée, on a

AA+ − A+A 6= I, sinon, AA+ = A+A+ I

est inversible.

D'autre part, AA+ est un projecteur, se qui implique AA+ = I, A+ est l'inverse à droite

de la matrice carrée A, ce qui exige d'être de rang maximum, et que AA+ = I = A+A.

Par conséquent, nous avons I = 2I, ce qui est impossible.

5.Puissance d'une inverse de Moore-Penrose :

Soit A+ l'inverse de Moore-Penrose de A. L'égalité suivante n'est pas vrai pour toutes les

matrices

pour k > 0 (A+)k = (Ak)+,

contre exemple : On considère

A =

1 −1

0 0

, alors, A2 = A,
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et on a,

A+ = 1
2

 1 0

−1 0

, et (A+)2 =

 1
4

0

−1
4

0

 ,

alors,

(A2)+ = A+. tandis que (A+)2 = 1
2
A+.

6.L'adjoint de l'inverse de Moore-Penrose :

D'aprés la dé�nition de A+, on obtient :

(A∗)+ = (A+)∗.

Preuve. On a

(A+)∗A∗(A+)∗ = (A+AA+)∗ = (A+)∗,

A∗(A+)∗A∗ = (AA+A)∗ = A∗,

(A∗(A+)∗)∗ = A+A = (A+A)∗ = A∗(A+)∗,

et

((A+)∗A∗)∗ = AA+ = (AA+)∗ = (A+)∗A∗.

Donc, (A+)∗ est l'inverse de Moore-Penrose de A∗.

Relation entre l'adjoint et l'inverse de Moore-Penrose d'une matrice.

Nous pouvons utiliser l'inverse de Moore-Penrose d'une matrice symétrique pour cal-

culer l'inverse de Moore-Penrose d'une matrice quelconque. En outre, nous avons le lemme

suivant :

Lemme 3.3.2 Étant donné une matrice A de type m× n. Alors

(A∗A)+A∗ = A+ = A∗(AA∗)+.

Preuve. Pour toute matrice A, on a
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A∗A((A∗A)+A∗)A = A∗A(A∗A)+(A∗A) = A∗A

Appliquons la régle de ∗-simpl�cation, nous obtenons A((A∗A)+A∗)A = A. En revanche,

((A∗A)+A∗)A((A∗A)+A∗) = ((A∗A)+(A∗A)(A∗A)+)A∗ = (A∗A)+A∗,

(A(A∗A)+A∗)∗ = A((A∗A)+)∗A∗ = A((A∗A)∗)+A∗ = A(A∗A)+A∗.

De même,

((A∗A)+A∗A)∗ = A∗A(A∗A)+ = (A∗A(A∗A)+)∗ = (A∗A)+A∗A.

Par conséquent, nous obtenons (A∗A)+A∗ = A+. De la même manière, nous pouvons

prouver que A+ = A∗(AA∗)+.

Application 1

Soit A une matrice de forme normale de Jordan.

Le calcul de l'inverse généralisée de la matrice A est en se servant de la matrice (A∗A)+,il

existe alors, une matrice unitaire U telle que

A∗A = U∗diag(λ1, ..., λn)U .

du lemme précédent on a

(A∗A)+A∗ = A+,

alors,

(A∗A)+A∗ = (U∗diag(λ1, ..., λn)U)
+A∗.

Donc

U∗diag(λ+1 , ..., λ
+
n )UA

∗ = A+,

où
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λ+i =

λ
−1
i si λi 6= 0

0 si λi = 0

pour i = 1, ..., n.

En revanche, cela n'est pas vrai pour d'autres matrices. c. à. d. la forme normale de Jordan

d'une matrice n'est pas conservé.

Exemple 3.3.1 Soit

A =

1 −1

0 0

, et A+ = 1
2

1 −1

0 0

 ,

en remarque que les valeurs propres de A sont 0 et 1, tandis que celles de A+ sont 0 et 1
2
.

Application 2

Dans [20] T. N. E. Greville a démontré que (AB)+ = B+A+, si et seulement si,

R(A∗AB) ⊂ R(B) et R(BB∗A∗) ⊂ R(A∗).

Si l'une des ces conditions n'est pas satisfaite, alors, ne peuvent pas obtenir le résultat.

Exemple 3.3.2 Soient

A =

1 1

0 1

 , B =

0 1

0 1

 .

Alors,

A+ = A−1 =

1 −1

0 1

, B+ =

0 0

1 1

 ,

A∗ =

1 0

1 1

 ,

A∗AB =

0 2

0 3

, BB∗A∗ =

2 1

2 1

 ,

nous avons

R(A∗AB) = vect{(2, 3)} * vect{(1, 1)} = R(B).

En particulier,
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0 0

1
2

0

 = B+A+,

tandis que,

(AB)+ =

0 0

2
5

1
5

 6= B+A+.

Théorème 3.3.1 Soit A une matrice de dimension m× n et de rang r.

Si {v1, v2, . . . , vr} est une base de R(A∗) et {w1, w2, . . . , wn−r} est une base de N(A∗),

alors

A+ = [v1, v2, . . . , vr, 0, . . . , 0][Av1, Av2, . . . , Avr, w1, w2, . . . , wn−r]
−1

Preuve. En utilisons la dé�nition de A+, nous trouvons

A+[Av1, Av2, . . . , Avr, w1, w2, . . . , wn−r] = [A+Av1, . . . , A
+Avr, A

+w1, A
+w2, . . . , A

+wn−r]

= [v1, v2, . . . , vr, 0, . . . , 0]

(3.2)

Autre part,

{Av1, Av2, . . . , Avr, w1, w2, . . . , wn−r}

est une base de Cn, donc

A+ = [v1, v2, . . . , vr, 0, . . . , 0][Av1, Av2, . . . , Avr, w1, w2, . . . , wn−r]
−1.

Application 3

Exemple 3.3.3 Calcul de A+. Soit

A =


1 0 1

2 1 3

1 0 1

0 −1 −1


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telque {(2, 1, 3); (0,−1,−1)} est une base de R(A∗)

A


2

1

3

 =


2

5

2

−1

 et A


0

−1

−1

 =


−1

−4

−1

2


donc,

A+


2

5

2

−1

 =


2

1

3

 et A+


−1

−4

−1

2

 =


0

−1

−1


Nous devons maintenant calculer la base de R(A)⊥. On remarque que

R(A)⊥ = N(A∗).

On résout le système A∗x = x, nous obtenons

x = x1


1

−1
2

0

−1
2

+ x2


0

−1
2

1

−1
2


donc,

A+


1

−1
2

0

−1
2

 = 0 et A+


0

−1
2

1

−1
2

 = 0.

Donc,

A+


2 −1 1 0

5 −4 −1
2
−1

2

2 −1 0 1

−1 2 −1
2
−1

2

 =


2 0 0 0

1 −1 0 0

3 −1 0 0


Nous avons, C4 = R(A)⊕R(A)⊥. Donc,
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A+ =


2 0 0 0

1 −1 0 0

3 −1 0 0




2 −1 1 0

5 −4 −1
2
−1

2

2 −1 0 1

−1 2 −1
2
−1

2



−1

.

3.3.2 Le groupe inverse

Dé�nition 3.3.2 Étant donné une matrice carrée A d'ordre n. Le groupe inverse de A

notée A# est la matrice carrée X, du même ordre satisfaisant les équations suivantes :
AXA = A

XAX = X

AX = XA

Remarque 3.3.1 Le système précédent est équivalent à
A2X = A

X2A = X

AX = XA

.

Remarque 3.3.2 De la troisième équation, nous obtenons :

R(A) = R(A#) et N(A) = N(A#).

Existence et unicité

Lemme 3.3.3 Étant donné une matrice carrée A. Les conditions suivantes sont équiva-

lentes :

1. r(A) = r(A2).

2. R(A) = R(A2) et N(A) = N(A2)

3. R(A)
⊕

N(A) = Kn (R(A) et N(A) sont supplémentaires ).

4. A# existe et il est unique.

Preuve.
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Évidemment, les assertions 1 et 2 sont équivalentes.

2⇔ 3) Partons du fait que

r(A) + dimN(A) = n,

et que

N(A) ⊂ N(A2),

il su�t de montrer que

N(A) ∩R(A) = {0}.

En raison des dimensions, si

r(A) = r(A2),alors N(A) = N(A2).

Pour tout x ∈ N(A) ∩R(A), il existe y telle que Ay = x ∈ N(A), d'où,

A2y = Ax = 0, ce qui donne y ∈ N(A2) = N(A).

Par conséquent,

x = Ay = 0.

Inversement, on suppose que N(A) ∩R(A) = {0}, alors,

si x ∈ R(A) avec Ax = 0⇒ x = 0.

Il en résulte que, la restriction de A à R(A) (comme endomorphisme) est un automor-

phisme. Donc

R(A2) = A(R(A)) = R(A).

2⇔ 4 L'existence : Supposons que

R(A) = R(A2),

alors,

∃ une matrice X telle que A = A2X.
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Soit A = BC la factorisation préservant le rang de A, et Bl et Cr les inverses à gauche et

à droite de B et C respectivement, on obtient

A = BC = BCBCX, et

(BlB)(CCr) = I = (CB)CXCr

ce qui montre que (CB) est inversible. On pose

X = B(CB)−2C.

On a

AXA = BCB(CB)−2CBC = BC = A,

XAX = B((CB)−2CBCB)(CB)−2C = B(CB)−2C = X,

et

AX = BCB(CB)−2C = B(CB)−1C = XA.

Il s'ensuit que X = A#. Inversement, si A# existe, alors

A2X = A⇔ R(A) = R(A2).

Unicité : Supposons que G1 et G2 sont deux groupe inverses de A, on obtient :

G1 = G2
1A = G2

1(A
2G2) = G1(G1A

2)G2 = G1AG2

= G1(A
2G2)G2 = (G1A

2)G2
2 = AG2

2 = G2.

Remarque 3.3.3 Si A est idempotente, alors A = A#.

En e�et, A = A2 implique l'existence de A#.

Tout d'abord de la remarque 3.3.1, on a

(A#)2A = A#, et AA# = A#A,

donc si A est idempotente, alors

A# = (A#)2A = (A#)2A2 = (A#A)2 = (AA#)2 = A2X2 = A(A#)2,

A# = (A#)2A = A(A#)2,

nous obtenons

A = A2A# = AA# = A(A(A#)2) = A2(A#)2 = A(A#)2 = A#.
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Quand A+ = A#?

Dé�nition 3.3.3 Soit A ∈ B(H). On dit que A est EP opérateur ou opérateur à projec-

tion égales si

A+A = AA+.

Remarque 3.3.4 Soit A ∈ B(H). Alors A est un EP opérateur si et seulement si

A# existe et A# = A+.

3.3.3 L'inverse de Drazin

Dé�nition 3.3.4

On appele indice de la matrice carrée A et on note ind(A), le plus petit entier p non

négatif pour lequel R(Ap) = R(Ap+1), ( R(A) c'est l'espace image de la matrice A).

Remarque 3.3.5 Si ind(A) = p, alors ind(Ap) = 1, donc (Ap)# existe.

Dé�nition 3.3.5 Soit A une matrice carrée d'indice p : L'inverse de Drazin de A est

une matrice carrée notée AD, qui satisfait les équations suivantes :
ADAAD = AD

ADA = AAD

Ap+1AD = Ap

Corollaire 3.3.1 1. ADA est un projecteur sur R(AD).

2. R(AD) = R(Ap) et N(AD) = N(Ap).

3. Si A est inversible, alors AD = A−1.

4. Si ind(A) = 1, alors AD = A#.

Preuve.

1. L'égalité AAD = ADA, entraîne (ADA)2 = ADAADA = ADA, donc ADA est un

projecteur sur R(AD).

2. On a R(Ap) ⊂ R(AD). De ce qui précédent, on a :
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Ap(AD)p+1 = (AAD)pAD = ADAAD = AD,

ce qui signi�e que

R(AD) ⊂ R(Ap).

D'où,

R(AD) = R(Ap).

Maintenant, les équations :

Ap+1AD = Ap, et (AD)p+1Ap = AD

entraînent N(AD) = N(Ap).

3. Si A est inversible, nous avons

R(A) = R(A0) = R(I).

D'où,

ADA = I = AAD ⇒ AD = A−1.

4. Nous avons vu que si ind(A) = 1, alors, A# existe. Ainsi, à partir des dé�nitions du

groupe inverse et l'inverse de Drazin, il su�t de prouver que AADA = A. D'aprés les

deux dernières équations de la dé�nition 3.3.5 , nous avons

A = ADA2 = ADAA = AADA.

Proposition 3.3.1 AD est un inverse de A, ind(A) = p alors

Ap(AD)p+1 = AD.

Preuve. On a

Ap(AD)p+1 = Ap(AD)pAD = (AAD)pAD = AADAD = ADAAD = AD.

L'inverse de Drazin a une représentation simple en termes de forme de Jordan :

Théorème 3.3.2 Soit A ∈ Cn×n une matrice de forme de Jordan

A = XJX−1 = X

J1 0

0 J0

X−1
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où J0 et J1 sont les parties de J correspondant à des valeurs propres zéro et non nulles.

Alors,

AD = X

J−11 0

0 0

X−1. (3.3)

Preuve. Soit A le singulier de l'indice p (c'est-à-dire le plus grand blocK de la sous-

matrice J0 est p × p). Ensuite, la matrice donnée par 3.3 est un inverse de Drazin de A

satisfaisant les équations : 
ApADA = Ap

ADAAD = AD

AAD = ADA.

Exemple 3.3.4 Calcul de AD.Soit

0 −2 0 −5 2

0 −1 0 −2 0

0 0 0 2 0

0 1 0 2 0

−2 −2 1 −8 4


a la forme de Jordan

A = X


J1(1)

J2(2)

J2(0)

X−1 = X



1

2 1

0 2

0 1

0 0


X−1

donc,
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AD = X


(J1(1))

−1

(J2(2))
−1

0

X−1 = X



1

1
2
−1

4

0 1
2

0 0

0 0


X−1

=



1 3
2
−1

2
7
2
−1

2

0 −1 0 −2 0

0 2 0 4 0

0 1 0 2 0

1
2

2 −1
4

4 0


.
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Résumé 

Dans ce mémoire, on s'interesse aux opérateurs inverses. 

J'ai commencé par la présentation de quelques préliminaires sur 

la théorie des opérateurs, puis, j'ai traité quelque théorèmes sur 

l'inversibilité d'un opérateur au sens usuel et ses propriétés. 

Enfin, j'ai étudié des quelques types d'inverses généralisées: 

l'inverse de Moore-Penrose, le groupe inverse , et l'inverse de 

Drazin, et j'ai cité quelques propriétés algébriques. 

 ملخص
.ىم  هقلىب هؤثزإلى هفه نافً هذه الوذكزج تطزق  

التً تثنى علٍها الوؤثزاخ  تالوفاهٍن الأولٍح و الوثزهناخ استهلنا

فً حالح إلى هفهىم هقلىب هؤثز  ثن تطزقنا أهن خصائصها وأدرجنا

.الوحذد ٌختلف عن الصفز  

 يوتذراسح تعض أشثاه الوقالٍة فً حالح الوحذد هسا وفً الختام قونا

تعض الأهثلح و التطثٍقاخ اعطٍنا للصفز هن حٍث الخصائص الجثزٌح و

. 

Abstract 

In this mémory, I interested in the inverse operator. 

I began by presenting some preliminaries on the theory of 

operators, also, I treated some theorems on the invertability of  

operators in the usual sense and its properties. 

Finally, I have studied some generalized inverse types: the 

inverse of Moore-Penrose, the inverse group, and the inverse of 

Drazin, and I have cited some of its algebraic properties. 


