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شكر و عرفان
ونسلّم على ، وكان فضل االله عظیما، ما لم یعلمالإنسانعلّم ، الحمد الله الذي علّم بالقلم

.خاتم الأنبیاء والمرسلین" صلّى االله علیه وسلّم"سیدنا محمد 

7:الآیةإبراهیم"یدْ دِ شَ ي لَ ابِ ذَ عَ نَّ إِ مْ تُ رْ فَ كَ نْ ئِ لَ وَ مْ كُ نَ یدَ زِ لأََ مْ تُ رْ كَ شَ نْ ئِ وَ إِذْ تَأَذّنَ رَبُكُمْ لَ : "قال تعالى

".من لم یشكر الناس لم یشكر االله:"و قال علیه الصلاة والسلام

.لهذا البحث المتواضع راجین منه أن یكلّل بالنجاح والتوفیقإتمامنانشكر االله ونحمده على ـــ 

، في انجاز هذا البحثكما نتقدم بأسمى عبارات الشكر والتقدیر والامتنان إلى من ساهم معنا 
على نصائحه و توجیهاته دون " محمد السعیدإبراهیمتواتي :"المشرفالأستاذونخص بالذكر 

.تقصیر

انا الانطلاقة الأولى للبدء یأعطناّ لنا ید العون واللذاكما نتقدم بجزیل الشكر والعرفان إلى من مد
".ـــ حنكة أحمدحنكة خلیفة"في عملنا هذا 

.اللتان لم تبخلا علینا بشيء" بوعافیة خدیجة ـــ خنوفة إیمان"شكر الزمیلتین كما لا ننسى 

كما نشكر كل من ساعدنا على البحث والكتابة من قریب و بعید في إخراج ثمرة هذا المجهود 
".عطاءاالله ثریا"المتواضع ونخص بالذكر 

سعاد ـــ عقيلة ـــ مروة
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المقدمة العامة

وتنظمها البنوك ، 17قرن ارتبط ظهور نظریة الاحتمالات بألعاب الحظ التي كانت سائدة بكثرة في أوربا في ال
وذلك لقیاس " التوزیع الطبیعي"وهي ، برزت إحدى أهم عناصر نظریة الاحتمالات19وفي القرن ، بشكل خاص
.في مجال الحسابات الفلكیةنسبة الخطأ 

ینهما علاقة بولدت، للریاضیات والاحتمالات بصفة خاصةف  العلوم التطبیقیة وكثرة المجالات المستخدمة باختلا
حیث سعى الریاضیون لسنوات عدیدة للإجابة ، الریاضیات على الجانب الاقتصاديعلى سبیل المثال تطبیق علم  

:ومن أهم هذه الانشغالات، عن التساؤلات المطروحة في عالم المالیة
.هل یمكن التفكیر في البورصة كنموذج احتمالي؟ ولماذا یعد النموذج الاحتمالي دراسة مثالیة لوضعیة السوق؟

حملت دراسة " Théorie de la spéculation"مذكرة بعنوان " Louis Bachelier"م قدم 1901ففي سنة 
وبلا أدنى شك لكن ،تشكیل نموذج قیاسيثم عمل الكثیر من المنشغلین بالاحتمالات على ، حول هذا الموضوع

فقد قدم كل من هؤلاء الثلاثة في ، میرتون هي أهم إجابة للتساؤلات المطروحة آنفاتعتبر أعمال بلاك ـــ سكولز ـــ 
هذه العلاقة ذات استعمال عملي ، م  العلاقة المعروفة الیوم بأسمائهم من اجل تسعیر الخیار الأوربي1973سنة 

.ة في الخیارات ذات المدى القصیر ومعدلات الفائدة الثابتةواسع جدا خاص
وتجدر الإشارة أن میرتون وسكولز نالا جائزة نوبل ، ویعتبر النموذج الریاضي الدال عن السوق المالي بسیط وفعال

.م1995في حین توفي بلاك سنة ، م1997للاقتصاد في عام 
قیاسیا لتسعیر الخیار الأوربي وهو النموذج الأشهر والأبسط من بین میرتون نموذجا یعد نموذج بلاك ـــ سكولز ـــ 

.النماذج المالیة المقترحة للأسواق المالیة
:تجیب مذكرتنا على التساؤل المهم

.سكولز؟ وما أهم فرضیاته ومجالات استخدامه؟ما هو نموذج بلاك ـــ 
وع رغم كل الصعوبات التي واجهتنا والمتمثلة أولا و ولقد حاولنا الإحاطة بجمیع المعلومات الممكنة عن الموض

وعدم دراستنا ، أهمها في عدم توفر المراجع باللغة العربیة مما زاد صعوبة الترجمة العربیة الریاضیة الصحیحة
وقلة الأساتذة الدارسین ، للسلاسل الزمنیة في أعوامنا السابقة التي یرتكز علیها الفصل الثاني من هذه المذكرة

الموضوع وبصفة عامة ، دراسة التطبیقیةللــــبورصةـــوعدم توفر سوق مالي في الجزائر ـ، الملمین بالموضوعو 
بل یمكن ، بحیث أوضح لنا بأن الریاضیات لیست علما مجردا فقط، هو جد شیقبأكمله صعب ورغم كل هذا ف

.ح الموضوع باللغة العربیةولقد سرنا بأن تكون لنا الأسبقیة لطر ، تطبیقها في الحیاة العملیة
:فصول كالآتي3ولقد جزأنا بحثنا هذا إلى 
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، وكذلك نظریة النهایة المركزیة، ينظریة الاحتمالات وبعض القیم العددیة لمتغیر عشوائقدمنا فیه :الفصــل الأول
.والتقاربات وخصائصها

Itoذا النموذج المطروح وهي عملیة شمل هذا الفصل إحدى أهم العملیات المستعملة في ه:الفصــل الثاني

.ولعبة السوق المسماة بالمارتینغال والمعادلات التفاضلیة العشوائیة الجزئیة، وكذلك حركة براون، وأشكاله الثلاث
وكذلك ، سكولزم لمذكرتنا ألا وهو نموذج بلاك ـــ لعنوان الأساسي والمهتعرضنا في هذا الفصل ل:الفصــل الثالث

.یاته ومثال بسیط عن كیفیة تطبیقهخصائصه وفرض
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:تمهید
لتحویل عناصر إن الطریقة المستخدمة ، من بین علوم الریاضیات تعتبر الاحتمالات من بین أهم العلوم التطبیقیة

تتحكم فیه عدة قوانین ، وهي ما یسمى بالمتغیر العشوائيفضاء العینة للتجربة العشوائیة إلى قیم عددیة حقیقیة 
.وخصائص وهو ما تطرقنا إلیه في هذا الفصل

ـ تعاریفــ:
ـــ تعریف الفضاء الاحتمالي1ـ:

نسمي فضاء احتمالیا الثلاثیة , ,Pحیث :
 :مجموعة.
 : عشیرة من أجزاء.
P: قیاس موجب على 1:بحیث)=(.P
ـــ الاحتمال الشرطي2ـ:

 , ,P،فضاء احتمالAحدث بحیث  0P A إذا علم أنA قد وقع فیمكن عندئذ الحصول على فضاء
احتمالي جدید , A, Pحیث:

   
   , P 1.1A

p A B
B B

P A
  



وعموما   AP B P B

1.   0.AP  

2.   1.Ap  

3.  
n

B   .متناقصة مثنى مثنى  .nB

 

 
 

n n
n n

A n
n

p A B p A B

P B
p A p A

 



    
            

 

   


 
   n

A n
n n

p A B
p B

p A
  

Ap

.قد وقعAویسمى الاحتمال الشرطي علما أنBهو احتمال
ــــ تعریف المتغیر العشوائي الحقیقي3ـ:

لیكن  , ,Pفضاء احتمال ونعتبر التطبیق:
 : , ,X P  ( ,B )

:بحیث 1X B  
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:تطبیق قابل للقیاس یحققXإذا كان
 1:B B X B   

.غیرا عشوائیا حقیقیامتXفیسمى عندئذ
أنواع المتغیر العشوائي الحقیقيــــ4ـ:

ــ المتغیر العشوائي النقطي1ـ4ـ:
.المتغیر العشوائي الذي یأخذ عددا منتهیا أو قابلا للعد من القیم

ــــ المتغیر العشوائي المستمر2ـ4ـ:
.لمتغیر الذي یمكن أن یأخذ كل قیم مجال محدود أو غیر محدودا

ـــ استقلال المتغیرات العشوائیة5ـ:
AوBحدثین عشوائیین مستقلین إذا كان:     P A B P A P B

مستقلتان إذاYوXتكون المتغیرتان العشوائیتان 
,X Yمتقطعتان:

:مستمرتان ,X Y

دالة الكثافةـــ6ـ:
f:لیكن  تطبیقا یحقق:  1f t dt






.ككثافة احتمال لمتغیر عشوائي مستمر مطلقادئذ اعتبار یمكن عن

دالة التوزیعـــ 7ـ:
متغیر عشوائي على Xلیكن  , ,Pمن أجل كلtمننضع:

        , t 1.4X XF t p X t p   

0:       جدفن 1F 

       , , ,XP a b p b a   

     , ,p b p a   

:یمكن التأكد من أنXFالموافق للتابع) ستیلجیس- لوبیغ(إذا هو قیاسا Pxفیكون
XFتزایدتابع  م.
XFمستمر من البیان.

 lim 0X
x

F t


  ، lim 1X
x

F t




       , y 1.3X Yf x f x f y

       , 1.2P X x Y y p X x p Y y    
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العددیة لمتغیر عشوائيالقیمـــ 8ـ:
ـــ التوقع الریاضي1ـ8ـ:

متغیر عشوائي حقیقي على Xلیكن , ,P:
   : , ,P , , XX B P  

 

 
 1.5

k

xf x dx xمســـــــــــــتمر

kf k xمتقطــــــــــــــــع












:خواص
     
   

E X Y E X E Y

E aX b aE X b

  

  

ـــ التباین2ـ8ـ:
متغیرا عشوائیا معرفا علىXلیكن , ,P نسمي تباین المتغیر العشوائي ،X                   المقدار الموجب الذي

var(Xنرمز له بـ :، والمعرف كما یلي(
      2

1.6Var X E X E X 

:                         خواص
   
     

2

2 2

.

.

Var aX b a Var X

Var X E X E X

 

 

ــ الدالة الممیزة9ـ:
:معرفة كما یليXالدالة الممیزة لمتغیر عشوائي

 : ixt
Xt t E e      

   
 

 
 1.7

ixt

ixt

X ikt

k

e f x dx xمســــــــــــــــــــتمر
t E e

e f k xنقطـــــــــــــــــــي





  








:والتي تحقق
1 .. (0) 1X 

2 . . 1t 

3 . . lim 0x
x

t




4 . x t مستمرة على   .

 E X xdp


 
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:خواص
X,إذا كانت كل من Y فإنمستقلتان:

     .X Y X Yt t t   

إذا كان    X Yt t فإنXوYیتبعان نفس القانون.
ـــ قوانین المتغیر العشوائي المتقطع10ـ:

الممیزات العددیةالقانونالتوزیع

التوزیع 
)الثنائي , p)x B n

  x x n x
np X x C p q  

0,...,k n

 
 

   
var

nit
x

E X np

X npq

t pe q





 

الهندسي 
 

1

1,...,

xp X x q p

n

 

 

 

  2

1

1
var

E X
p

X
p





بواسون
 X P 

 0

 

 
 
 

x!

0

1 1

0,...,

x e
p X x

p X e

p X e

x







 





 

 

  

 

 
 

   1
var

ite

X

E x

x

t e














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ـــ  خصائص التوزیعات الاحتمالیة المستمرة11ـ:

دالة الكثافة ، التوقع والتباینالتوزیع

التوزیع الطبیعي المعیاري
 0,1X N

 

   

2

2
1

2

0, 1

z

f z e
n

E Z Var Z


     

 

التوزیع الأسي
 X  

 

 

, 0

0

1

1
x

e
f

t
it

 






 
 



  
 

توزیع قاما
 ,X  

   

   

1

0, 0

0f

0 0

1

x

x

x e
Xx

X

t i t


 



 

 

 





 


   




 

العشوائیةـــ تعریف المتتالیة12ـ:
نقول أن  

1n n
X


عشوائیة حقیقیة علىمتتالیة  , , p إذا كان كلnX  متغیرا عشوائیا حقیقیا , ,P

.nوللتابع الممیز بـnFولتابع التوزیع بـnfبـ nXنرمز لقانون احتمال 
ـــ متباینة بنیامي تشیبتشیف13ـ :

التوقــع  (هــي قــانون یخــص المتغیــرات العشــوائیة المتصــلة والغیــر المتصــلة علــى الســواء، التــي تكــون لهــا متوســط 
قیــــــاس الأقصــــــى لاحتمــــــال المفــــــردات التــــــي المســــــافة بینهمــــــا والتبــــــاین محــــــدود یســــــتخدم هــــــذا القــــــانون ل) الریاضــــــي

تزید عن مقدارها) التوقع الریاضي(mوبین  p X m     أو بعبارة أخرى :

 
2

2
0 p X m


 


    
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:ــ أنواع التقاربات14ـ 

ـــ التقارب بالاحتمال1ـ14ـ :Convergence En Probabilité""
: تعریف

نقـول أن المتتالیــة ذات المتغیــر العشـوائى n n
X

تتقــارب بالاحتمــال نحــو المتغیـر العشــوائيX إذا كــان مــن
0كل أجل  لدینا:

   lim 0 1.7p
n n

n
X X P X X 


       

   0 lim 0n n
n

P X X أو P X X 


     

شرط كاف في التقارب بالاحتمال
   lim lim 0 P

n n n
n n

E X C et Var X X C
 

   

:البرهان
     

 
2

2 2

4
1

n n n n

n

P X C P X E X P E X C

Var X

 




             
   

 

  0
2nE X C


   

] 3[:خواص
: 1ـ1ـ14ـ1الخاصیة

لتكن n n
X

متتالیة المتغیرات العشوائیة وX0هو متغیر عشوائي، إذا كان من أجل كلa لدینا :
a

nE X X    

0
a p

n nn n
E X X X X 
     

: 2ـ1ـ14ـ1الخاصیة
لیكن  n n

X
متغیرات عشوائیة ومتتالیةX هو متغیر عشوائي من أجل كل دالة مستمرةh ،

: لدینا
   P P

n nn n
X X h X h X   

: 3ـ1ـ14ـ1الخاصیة
ن لیك n n

X
 متغیرات عشوائیة ومتتالیة n n

X
،هو متغیر عشوائي n n

Y
 عشوائيمتغیرمتتالیة

XوYهو متغیر عشوائي من أجل كل دالة عددیة مستمرةh2منلدینا :

(X ,Y ) H(X,Y)

p
n n

p
n n n

p
n n

X X

et H

Y Y







 


 
 
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ـــ التقارب بالقانون2ـ14ـ :Converge En loi" "
X)نقول أن المتتالیة:تعریف )n n متقاربة بالقانون من أجل كل نقاط الاستمراریةt لـ( )xF tلدینا:

 lim ( ) ( ) 1.8n
n

F t F t




:ونكتب
p loi

n nn n
X X أو X X  

lim ( ) ( )loi
n nn n

X X F t F t 
  

Paulنظریة بول لیفي  lévy:]12 [
     ; lim 1.9n

n
n

X X X X X 


   

]Portmanteau :]12نظریة 
.loi

nX X g continue et bornee 

       lim 1.10
n

E g x E g x




]12[:خواص
:                      3نظریة

   
;

, Y ,C

loi loi
n n

loi
n n

C X X et Y C

X X

   

 



: Slutskyنظریة
:إذا كان

; loi loi
n nC X X et Y C   

: فإن
1.

2. X.C

3. ; 0

loi
n n

loi
n n

loin

n

X Y X C

X Y

X X CY C

  



 

:   ملاحظة
loi loi loi

n n n nX X et Y Y X Y X Y     

ـــ التقارب شبه مؤكد3ـ14ـ :"Convergence presque sure"
:تعریف

نقول أن  n n
X

وائیة متقاربة بالتقارب شبه  المؤكد نحومتتالیة المتغیرات العشXإذا كان:
       ; lim 1 1.11n

n
P X X  


  

:                    ونكتب أیضا . lim 1
n

P S
n

n
X X P X X


   
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: ویعرف بطریقة أخرى أیضا
  . ; lim ( )p s

n n
n

X X X X   


    

ا كانتقریبا أینم
: شرط كفایة للتقارب شبه مؤكد

     .

1

0; 1.12p s
n n

n

P X X converge X X 




     

:خواص
] Borel-contelli"]:1"نظریة 

 n n
X

متتالیة متغیرات عشوائیة:
.0; p s

n n n
n

P X X X X  


         


]canclry"]:"1نظریة 
 n n
X

متتالیة متغیرات عشوائیة متقاربة تقارب شبه مؤكد على إذا كان
 0; sup 0 1.13p n p n n

P X X  
        

ـــ التقارب النظیمي من الرتبة 4ـ14ـr":rordreConvergence En moyenne d'"
لیكن: تعریف  1n n

X


نفرض أنdیة المتغیرات العشوائیة على متتال r

nE x  من أجل كل :
  1

r
E X et n  

إذا نقول أن  1n n
X


:ونكتبrذات الرتبة أو بالتقارب النظیميrLفيxمتقاربة نحو

 lim 0
r r rL L

n n n
n

X X أو X X E X X


    

:حالة خاصة
1d: إذا كان ،  1n n

X


:هي متتالیة  متغیرات عشوائیة حقیقیة إذا

0

rL r
n

r

n

X X si E X

E X X

   
   


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2: [بین أنواع التقارباتةـــ العلاق15ـ[

ـــ القانون الضعیف للأعداد الكبرى16ـ:
لتكن n n

X
 متتالیة متغیرات عشوائیة مستقلة متوسطها المشتركm.

1 nx x
Y

n

  


.إلىnعندما یؤول mمتقاربة بالإحتمال نحو 
ـــ القانون القوي للأعداد الكبرى17ـ:

لتكن n n
X

 متتالیة متغیرات عشوائیة مستقلة لها نفس المتوسطm2ونفس التباینحینئذ:
 P.1 2 1.14Snx x x

m
n

   


لتكن n n
X

متتالیة متغیرات عشوائیة مستقلة لها نفس التوزیع متوسطهاm2وتباینها.

التقارب 
m qالنظیمي

التقارب 
Lبالقانون 

التقارب 
Pبالاحتمال

شبھ التقارب 
P Sمؤكد ال
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3[:هایة المركزیةننظریة الـــ 18ـ [

 
 

1

n

n i
i

n n
n

n

S x

S E s
Y

Var s










حینئذ      0,1Y N

:البرهان
nXتابع الممیز لـ اللیكن mوnالتابع الممیز لـnYو

   
2

;n nVar s E s mn
n


 

 n

t
t

n
 


   
 

لكن    0nE X m 

:          دنج2عند القیام بالنشر المحدود من الرتبة 

:من جهة أخرى لدینا

lim 1
n

nn

n

x
e

n

   
 

limإذا كان  n
n

X X


وبالتالي فإن:

 
2

lim exp
2n

n

t
t



 
  

 

:ملاحظة
لضرورة طبیعیا فإن المتغیرة     لكن لیس با2وتباینmإذا كان المجتمع الذي نسحب منه العینة ذو متوسط 

Xأيmالمعیاریة لـ  m
Z

n


تؤول إلى التوزیع الطبیعي المعیاري عندما یكونnكبیر ونكتب: 0,1Z N

لها نفس المتوسط والتباین حتى ولو    1Xفي الحقیقة فإن النظریة محققة عندما تكون المتغیرات العشوائیة المستقلة 
حیث لا نشترط أن یكون   ، لم یكن لها بالضرورة نفس التوزیع مع العلم أنه توجد صیغ أخرى  لهذه النظریة

.للمتغیرات نفس التوزیع الاحتمالي ولا تكون مستقلة

1
1 0

2

t t

n nn



           
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: تمهید
،مالیة،إذ یمكن نمذجة عدة ظواهر ایكولوجیة، عد المعادلات التفاضلیة الاحتمالیة أداة فعالة عند الریاضیینت

الحركة ، في هذا الفصل نتناول التكامل الاحتمالي. وإعطاء حلول لتلك النماذج، تأمینات وغیرها وفق هذه العلاقة
.البراونیة والمعادلات التفاضلیة العشوائیة

IIمفاهیم أولیةـ ـ1ـ:

IIیحتعریف الترشـــ 1ـ1ـ:"Filtration"

A) جبر-F)(.)الأسرةلتكن   كانإذاما (.) إلىبالنسبة ترشیح ھي:

( ) ( )F t F s 0جل كل أمنt s .
( ) ( )F t W t 0جل كل أمنt .

( )F t هي مستقلة عن( )W t 0كل أجلمنt .

IIالأمل الریاضي الشرطيـــ 2ـ1ـ :"Espérance conditionnel"
)ونرمز له بـ Fبالنسبة لـXشرطیا لــــاتوقعـــ ـنسمي أملا )FE X

)أو / )E X Fالعمودي لـالإسقاطX2علىLأي  :
( / ) ( . )E X F Y p s

,X)في حالة  )Y أننقطي نجد:
1

2

( / ) ( / )

(2.1)
( / ) ( / )

i

j

E X Y j i f i j

E X Y i j f j i

  



 






:في حالة الاستمرار فإن
1

2

( / ) ( / )
(2.2)

( / ) ( / )dY

E X Y Xf X Y dX

E Y X Y f Y X

 







: ملاحظة
( ) ( ( / F))E X E E X

IIالمارتینغالــ 2ـ:"Martingale"
التقید ع للتنبؤ الجید بزیادة ورفع فرص الفوز انطلاقا من قیم ماضیة وحاضرة معملیة تكاملیةهوالمارتینغال
.ةبقوانین اللعب
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ـــ تعاریف1ـ2ـ:
:1فتعری

X عملیة ذات متغیرات عشوائیة  0t t
F


إذاكان ) الترتیبعلى سفليمارتینغال،مارتینغال علوي(مارتینغال 

0tجل كل أمن  :
,t tF Xقابلان للقیاس.
tX أيقابلة للتكامل :tE X   .
 من اجل,E(X / F ) X ;0t s s s t   )( / ) ; ( / )t s s t s sE X F X E X F X  ، على الترتیب(.

:2ریفتع
العملیة   0t t

M


)مارتینغال سفلي على الترتیب(مارتینغال
0tكل أجلمن :

tM إلىقابلة للقیاس بالنسبةtF.
 tE M أي:tMقابلة للتكامل.

E(M / F ) :t s sM جل كل أمنs t )( / F )t s sE M M ، على الترتیب(.
]10[: 2.1نظریة

كان  إذا  1k k
x




:إذامارتینغال جزئي 

1

1
(max ) (2.3)t

k n
k n

p X E X
 
    

n.........1من اجل كل    ،0t .
:كان إذا  1k k

X



:إذامارتینغال

1
max ( ) (2.4)

1
p pp

k n
k n

p
E x E X

p 
       

IIتقطعالمارتینغال المــــ 2ـ2ـ  :
:تعریف
لیكن   1t k

X



: ائیة حیثمتتالیة ذات متغیرات عشو 

iE X    

/1: كان إذا ....... ;k j kX E X x x ps j k    

أننقول   1k k
X




.مارتینغال متقطع 

: الحالة المتقطعة
)1المتزایدة nFنعطي ترشیحا أي عائلة من العشائر الجزئیة  )n nF F ، 0العشیرةFتحوي كل المهملات.
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: خاصیة
(X / ) ; ; (2.5)n p n nE F X n p      

:مثال
1كانإذا 2 .........n nX Y Y Y   حیثiY إذًامستقلة ممركزةnXمارتینغال.

IIالمارتینغال المستمرـــ 3ـ2ـ:
:تعریف
:عملیة ذات متغیرات عشوائیة بحیثX(.)لیكن

X( )E t    

tجل كلأمن   .
:كانإذا

( ) X( ) / F ( ) ; 0xX s E t s ps s t     

.مارتینغالهيx(.)أننقول 
: إذا كان

( ) X( ) / F ( ) ; 0xX s E t s ps s t     

. هي مارتینغال جزئيx(.)نقول أن 
:الحالة المستمرة

s;: المتزایدة بحیثnFنعطي ترشیحا أي عائلة من العشائر الجزئیة tF F s t  .
: تعریف

متتالیة المتغیرات العشوائیة  ( ; 0, )tX t  لنسبة للترشیح مارتینغال با( )tFإذا:
tX هيtF جل كلأقابلة للقیاس وقابلة للمكاملة من.t

:خواص
)0: مارتینغال فإنXكان إذا ) ( ); ttE X E x .

)كان إذا ; t T)X ین مارتینغال یعtX تماما بالقیمة النهائیة أي( / F )t t nX E X وهذه الخاصیة كثیرة
.لاستعمال في المالیة ا

: حالة خاصة
:لدینا   0tE M E M.

ومارتینغالtMكانإذا   t sE M E Mجلأمنt s.
:نلأهي مارتینغال" وینر"لــ علوي فإن العملیة الاحتمالیةمارتینغالtMكانإذا

:SFإلىقابل للقیاس بالنسبة Yجل كلأمن 
   ( ) ( ) ( ) (2.6)t s t s sE B Y E B Y E B B Y E B Y   
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:مثـال
)لتكن  )n nX  متتالیة متغیرات عشوائیة.

' ( / )n t n nX E X F

:لأن
1 ( 1) 1 1 1 1

1

( ) , ( / ) ( ( / )) ( E(X / ) / F )

( / ) (2.7)

n n n T n n T n n T n
T n

T n n n
T n T n

E X E X F E E X F E F X

E X F X X

      
 



 

    

  



 

 


IIالحركة البراونیةـــ 3ـ":Mouvement Brownien"
:نبذة تاریخیة

حلول حركة عصیات الماء المتحركة على سطح ساكن ومع''Robert Browen''لاحظ العالم1828في سنة 
حركة إلى عملیة نمذج ال''Louis Bachelier''  ما أحركةشرحا ریاضیا لهذه ال"Delsowx"أعطى 1877

دراسة '' وینر''قدم1923أخیرا في عام ؛1900سنة " نظریة المؤثرات" عشوائیة مستقلة وطبیعیة في بحثه المعنون
. كاملة عن الحركة البراونیة

:تعریف
0tمن أجل كلtWون قیاسیة  انقول أن حركة بر  داخل فضاء احتمالي ةملیة العشوائیة محتواذا كانت العإ

( , , , P)F fبحیث:
0: ( ) 0W   .

0 ... kt t    : المتغیرات العشوائیة
1 1 0
,...,

k kt t t t   


 هي متغیرات مستقلة.
, kt s t بحیث:s tلمتغیرات العشوائیة فإن اt s 0هي القانون الطبیعي متوسطة یساوي

Varو تباینه هو  t s .
   :  المسار( )tt W مستمر.
:1مثال

.كل حركة براون هي مارتینغال
: 2لمثا

:إذاحركة براونWإذا كان 

 
2

2

0
0

exp( ( ))
2t tt

t

s t
W t et s w




 
  

 

.هي مارتینغال
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IIلاأشكـــ 4ـITô:
IIالشكل الأول لـ ــــ 1ـ4ـITô :

: بحیث2Cدالة منfنفترض أن 
    ' '' 2

0 0

1
( ) ( ) (2.8)

2

t t

t s s s sf X f x f X dX f X dS   

:محدودة فإن العملیةدة وقابلة للاشتقاق ودالة محدو fكان إذا
' '' 2

0 0

1
( ) ( ) ( ) (2.9)

2

t t

t s s s sf X f X b dS f X dS  

:ویكتب على الشكل، هي مارتینغال
' '' 21

( ) ( ) ( ) (2.10)
2t t t t tdf X f X dX f X dt 

:یستعمل الترمیز التالي
' ''1
( ) ( ) (2.11)

2t t t t tdf X f X dX f X dX 

:لیكن جدول الضرب التالي 
tdBdt

00dt
dt0tdB

:حالة خاصة
tt:  إذا كان لدینا f X ، وكان لدینا عملیة لـITÔ

'' 2

0

1
( (x ) b ( ) )dS

2

t

s s s sf f x 

: والمارتینغال الجزئي
'

0

( )
t

s s sf X dB

:وكانت المشتقات محدودة فإن
:مارتینغال حقیقي ونستنتج Itôلـالأولالتكامل الاحتمالي في الشكل 

IIالشكل الثاني لـ ـــ 2ـ4ـITÔ:
دالة معرفة على  fلتكن     1من الصنفC  بالنسبة لـt 2ومن الصنفC بالنسبة لـx.

''' ' 2
0

0 0

1
( , ) (0, ) ( , ) ( , ) ( , ) (2.12)

2

t b

s s x s s s sf t X f X f s X dS f s X dX f s X dS     
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:نستطیع كتابة هذا الشكل على الشكل التفاضلي التالي
         2 ' ' ' ''

' ' '' 2 '

1 1
, x , , , , ( , ) dx ( , )

2 2
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (2.13)
2

t t t xx t t t t t x t t xx t t

t x t t s x t t t

df t f t x f t x dt f t x dX f t x f t x f t x d x

f t x f t x f t x dt f t x dB



 

      

   

IIلشكل الثالث لـ اـــ 3ـ4ـITÔ:
1لیكن 2,X Xلـ تینعملیITÔ:

1تعطى 2,X X  1على الترتیب معاملي الاشتقاق 2,b b 1و على الترتیب والمعاملین 2,  على الترتیب
1خاضعین على الترتیب لعملیة براون   2,B B مرتبطتین بمعامل.

,أن نفرض  ,
iB i i

tF b–adeptés -
.بمشتقات محدودة 2Cمن الصنف نحو 2دالة منfلیكن 
:لدینا

1 2 1 2 1 ' 1 2 2
1 2 1 2

0 0

1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2
11 12 22

0

( ,X ) ( , ) ( , ) ( , )dX

1
( ( , )( ) 2 ( , ) ( , )( ) ) (2.14)

2

t t

t t s s s s s s

t

s s s s s s s s s s

f X f x x f X X dX f X X

f X X f X X f X X dS    



  

  

  

 



if إلى المشتق  یرمزix.
''

ijf یرمز إلى المشتق الثاني بالنسبة لـjx ثمix.
:شكل التكامل الجزئي

1 2 2 2 1 1 2
1 2

0 0

t t
t

t t s s s s s sX X x x X dX X dX dS       
1 2 1 2( , )t t t td X X X dX X 

IIتقسیم دوبــــ 5ـ:"Mayer Doob"
.هي العملیة الوحیدة المستمرة المتزایدةMمارتینغال مستمر مربع قابل للمكاملة إذاMإذا كان
2M:  بحیث Mمارتینغال .

IIالتكامل العشوائيـــ 6ـ:"L'intégrale stochastique"
:مدخل

)يیكن الفضاء الاحتمالل , , )F P وB حركة براون لهذا الفضاء ونرمز بـ
( ,s t) (2.15)t sF B 

.للترشیح الطبیعي لحركة براون
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IIیةالعملیة العشوائـــ 7ـ:"La processus stochastique"
:تعریف

)نعرف عملیة عشوائیة على فضاء , A, P) هي متتالیة متغیرات عشوائیة)(w), ttx (الفضاء بقیم في
).,(القیاسي الاحتمالي

)عشوائي یمكن اعتبار العملیة كمتغیر , )X t wمعرفة على فضاء الجداء ،تتمتع بعشیرة الجداء.
IIالتكامل الاحتماليـــ 8ـ:

:تعریف
nیكنل  نضعnM M هي مارتینغال في زمن متقطع معرف على فضاء احتمال( , , , )F f P

nx,المتوقعة fمن أجل كل العملیات X n  التكامل الاحتمالي نعرف"X " بالنسبة لـMبـ:
       1

1

, :
n

m m m m m
m

n N X dM X M    


     
:التفسیر

تي هي مارتینغال تمثل التطور الحالي لسهم مطروح في البورصة ولنفترض أن عدد الأسهم الMننفترض أ
امل كخلافا لتnة الحالیة لثروة المستثمر في وقتالذي یمثل القیمXل لحظة متغیر عشوائيتطرح في ك

mالذي یمثل قیمة ثابتة  دائما، أما ) ستیلجیس( mX dM

عشوائيفهو متغیر.

نرید تعمیم التكامل وتعریف 
0

t

s sd من أجل العملیات العشوائیة.

:حالة العملیات الدرجیة -)أ
:  بحیث jtالحقیقیة الأعدادهي درجیة إذا وجدت سلسلة من نقول أن العملیة 

00 ............ nt t  

.ائیةوسلسلة من المتغیرات العشو  j

لیكن 
jtF 2قابلة للقیاس في ( )L  و أنt j  ، نعرف إذا:

1

1
0

(B(t ) ( )) (2.16)
n

s s j j j
j

dB B t 





 
:  ولدینا

2

0 0

( ( )) 0 (2.17)s s s sdB E ds E dB  
 

    

:نحصل على

1

0

( ( ) ( )) (2.18)s s j j jdB B t t B t t 


   
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: الحالة العامة- )ب
عملیة جیدة یوجد إذا كان  , 0n n  بحیث)أو متتالیة المعادلات الدرجیة(متتالیة العملیات الدرجیة :

2

0

( ( ) ) 0
t

n
s sE ds  

: نضع ، إلى nلما یؤول 
0

( )
t

t s sI dB   0جل كل   أمنt .

:التكامل العشوائيواصخ
2ـــ 

0

. ( ( )) 0, var(I ( )) ( )
t

t t sE I E ds    

1: الخطیةـــ  2 1 2
1 2 1 2. ( ) ( ) ( )t t tI a a a I a I     

: خاصیة المارتینغال
العملیة من ،ة معرفة جیدامن اجل كل عملی B

tFمارتینغال مستمر.
]7[:خاصیة

0tجل كل أمن  لدینا :
21

(2.19)
2s s tB dB B t 

: البرهان
:ریفلدینا بالتع

1 1

0

lim ( )
i i

t

s s t t tB dB B B B


 

:یة لدینا المساواة التال

1 1 1

2 2 2

0 0 0

2 ( ) ( ) ( )
j i i i i i i

n n n

t t t t t t t
i i i

B B B B B B B
  

  

      

1

2 2 21 1
lim ( ) ( )

2 2i is s t t t tB dB B B B B t


 
      
 


] 8[: توطئة

Tفي ظل القیاس 
  العملیة

0

: :
t

t sw t w ds t T  حركة براونیة.

]Girsanove]7:نظریة
احتمالیین متكافئین معرفین على فضاء الترشیح  قیاسین ولیكن  ;tF t T ، لكأننفرضFمارتینغال

: مارتینغال مستمر حیثL ،Fیوجد إذا عند ر  مستم  ( /2): : ( )t tL L
tt T F E e  

    

:فإن العملیة مارتینغال محلي مستمر فيMفوق ذلك إذا كان  , tM t M M t     مارتینغال  محلي
.مستمر في 
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IIعملیةـــ 9ـITÔ: "La processus d'Itô"
: تعریف
: تكتب من الشكل ةعشوائیكل عملیة ITÔعملیةنسمي

0 0

(2.20)
t t

t s s sx b ds dB    

:بحیثadapteهي عملیة 
تقریب أكید  

0

t

sb ds 

أكیدالوجود تقریب : أي بمعنى
0

t

sb ds من اجل كل.t

العملیة 
0

t

st dB  هي مارتینغال جزئي لـ:x حیثمعامل محلي.

:تقبل معادلة من الشكلxهي وحیدة في حال أن xللعملیة (2.20)المعادلة 

0 0

t t

t s sX x b ds dB    

bإذا b  و  .
0bهي مارتینغال محلي إذا وفقط إذا كان (2.20)من الشكل Xوفي حالة خاصة إذا  .

: مثال
2أنبرهن 

tB هي عملیةIto ، 2: أنإضافة إلى 2t t tdB B dB dt 

)1: نضع  ) ( , )(s) ( , )
jt j j n

j

B w t t s w  

:إذا
1

2 2 2
1 1 0

0

1
( ) ( ) ( ) ( ) 0

2

j

j j

tt

n s j s j j j j t
j j jt t

E B ds E B B ds t s t ds t t


   

  
          
    
    

: إذانستنتج 

10
lim ( )

j j jt t t
t

B B B
 

    0
0 0

lim
t t

s s n s
t

B dB dB
 
 

:بصورة ابسط أو
2وبالمرور للنهایة في  ( )L  نجد:

2

0

1 1

2 2

t

s s tB dB B t 
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IIالمعادلات التفاضلیة العشوائیةــ 10ـ:"Equations différentielles stochastiques"
: تعریف

: عشوائیة كل معادلة من الشكل معادلة تفاضلیةأنهانقول عن معادلة 
 

0

( ) ( ) , 0,
(2.21)t t t tdX b t X dt t X dB t T

X Z

      




: حلها یكون من الشكل الآتي 

0 0

( ) ( )
t t

t s s sX x b s X ds s X dB     
.عدد حقیقي موجب تماماTبحیث 

و
0

( )
t

t ss X dB  و خلال فترة زمنیة الأسهم) تغیر(یمثل حركة
0

( )
t

sb s X ds یمثل حركة السندات خلال فترة

.زمنیة
),b  هما دالتین قابلتین للقیاس وZ كیفي"هو متغیر عشوائي لا على التعیین(".



 

 

 

 

 

 انفصـــــــم انثـــــــانث

سكونــز –نموذج بلاك   
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:تمهید
وضع قوانین لهذه لذا كان مستوجبا، یعتبر السوق المركز الأساسي لتبادل السلع وإجراء معاملات البیع والشراء

المعاملات والإجراءات ویعتبر شراء أو بیع عقود الخیار من أهم المعاملات المتداولة في السوق وتطرح بنوعین 
وللخروج بأقل خسارة من میدان السوق أو ، والفرق بینهماسنتطرق لشرح كل منها في هذا الفصل، أسهم وسندات

سكولز الذي اخترناه كنموذج - رفع نسبة الأرباح وضعت عدة نماذج لإتباعها من أهمها وأبسطها نموذج بلاك 
.لدراسته في هذا الفصل

IIIأساسیةمفاهیمـــ1ـ:
IIIالسوقـــ1ـ1ـ :

ركون في الاحتیاجات أو الرغبات المحددة ولدیهم الرغبة في دفع هو مجموعة من الزبائن المحتملین الذین یشا
.النقود لتلبیة هذه الاحتیاجات أو الرغبات

IIIالسوق الماليـــ 2ـ1ـ:
سواء كان ،هو المكان الجغرافي الذي یلتقي فیه البائع والمشتري لأصول مالیة من خلال إجراءات قانونیة وإداریة

بحیث یحقق بینهما وسیط یساعد على تحویل المدخرات القدیمة بأصول ،مدخرمستثمر أوأو المشتريالبائع 
وكذلك نمط العلاقة بین العرض والطلب على الماليیتحكم في هذا النظام العرف السائد في السوق واستثماریة

ت ذات العجز من انتقال الأموال من الوحدات ذات الفائض إلى وحداالمالیة تساعد علىلذا فإن الأسواق،الأموال
. خلال المنشآت المالیة

IIIالمشتقات المالیةـــ 3ـ1ـ :
مقایضات أسعار الفائدة حیث تقدم كل من هذه و )العملات أسعار ، السندات، الأسهم(عقود الخیارات وتضم 

.الأدوات تغطیة مختلفة للسوق وللمخاطر المحتملة
IIIمحفظة التحوطـــ 4ـ1ـ:

دم سیاسات وأدوات استثماریة متطورة لجني عائد السوق أو معیار ربحي معین یستخيهي صندوق استثمار 
.بدون تحمل نفس مستوى المخاطر

أما أمثلة عن ،العقود الآجلة والمقایضات، من الأدوات التي تستخدمها المحافظ الوقائیة هي المشتقات المالیة
.لمكشوفاع بیالفع المالي و السیاسات الاستثماریة المستخدمة فهي الر 

IIIعقود الخیارات العادیةـــ 5ـ1ـ:
سلعیة في خیار شراء أو بیع أوراق مالیة أو أصول نقدیة أو) مشتري الخیار(وهي عبارة عن عقد یعطي لحامله 

ویسمى بسعر التنفیذ مقابل علاوة نقدیة تحصل علیها جهة ،بسعر یتم تحدیثه وقت التعاقدمستقبلاتاریخ محدد 
:بائع ونمیز نوعانالإصدار أو ال
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IIIالخیار الأمریكيـــ 1ـ5ـ1ـ :
.یتم ممارسة حق تنفیذ الخیار في أي فترة أثناء فترة التعاقد

IIIالخیار الأوروبيـــ 2ـ5ـ1ـ:
.تاریخ العقدانتهاءإلا عند لا یسمح لصاحبه ممارسة حق البیع أو الشراء 

.وخیار البیعخیار الشراء :خیاراتالك نوعان رئیسیان من عقود هنا
:خیار الشراء/أ

لمشتري صاحب الخیار الحق ولیس الالتزام في شراء الأصل في التاریخ لهو عقد الخیار الذي یعطي
.المحدد أو قبله وبالسعر المحدد

:البیعرخیا/ ب
ه  أو قبلفي التاریخ المحددالأصلفي بیع هو عقد خیار یعطي لمشتري صاحب الخیار الحق ولیس الالتزام

.وبالسعر المحدد
IIIالأسهمـــ 6ـ1ـ:

السهم هو سند مساهمة بشركة أموال والذي یمنح لصاحبه صفة المساهمة ویعطیه حق نسبي في تسییر مؤسسة 
.في الأرباح المحققة

IIIأنواع الأسهمـــ 1ـ6ـ1ـ:
:الأسهم العادیة/أ

ة وقیم سوقیة فالقیمة الاسمیة تتمثل في القیمة السهم العادي صك ملكیة وله ثلاث قیم اسمیة وقیم دفتری
حقوق المدونة على قسیمة السهم وعادة ما یكون منصوصا علیه في عقد التأسیس والقیمة الدفتریة تعادل قیمة 

أما القیمة ، مقسوما على عدد الأسهم العادیة المصدرة) الأرباح المحتجزة والأسهم العادیة، الاحتیاطات( الملكیة 
سوقیة فهي القیمة التي یباع بها السهم في سوق رأس المال وقد تكون هذه القیمة أكثر أو أقل من القیمة الاسمیة ال

.أو الدفتریة
القیمة السوقیة للسهم تعتبر هي التقییم الحقیقي للسهم العادي و هي تتوقف على العائد المتوقع تولده نتیجة و

.یحصل علیها المستثمرالأرباح الرأس مالیة والتوزیعات التي 
:وتنقسم الأسهم العادیة إلى

الأسهم العادیة للأقسام الإنتاجیة :
الأصل أن المنشأة الواحدة مجموعة واحدة من الأسهم العادیة ترتبط فیها توزیعات الأرباح التي تحققها 

یرتبط كل ، م الإنتاجیةالمنشأة ككل ولكن بعض الشركات الأمریكیة أصدرت في الثمانینات أنواع أخرى من الأسه
.نوع منها بالأرباح التي یحققها قسم معین من الأقسام المنتجة للشركة
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الأسهم العادیة ذات التوزیعات المخصوصة:
الأصل أن التوزیعات التي یحصل علیها حملة الأسهم العادیة لا تعتبر من الأعباء التي تخصم قبل احتساب 

.الضریبة
ةالأسهم العادیة المضمون:

لة حاوذلك فيالأصل في السهم العادي انه لیس لحامله الحق في الرجوع على المنشأة التي أصدرت
م لأول مرة أسهما عادیة تعطي 1984إلا أنه ظهر في الولایات المتحدة الأمریكیة عام ، انخفاض قیمته السوقیة

للسهم إلى حد معین خلال فترة محددة لحاملها الحق في مطالبة المنشأة بالتعویض إذا انخفضت القیمة السوقیة
.عقب الإصدار

:الأسهم الممتازة/ ب
وتشبه ، الأسهم الممتازة هي أداة مالیة بین الأسهم العادیة والسندات لحصولها على عائد محدد یسمى التوزیعات

، حامل السهم الممتازالأسهم العادیة من حیث عدم المطالبة القانونیة بالتوزیعات إذا لم تحقق ولكنها لا تمنع على
وإنما یحصل علیها في السنوات القادمة عند تحقیق الأرباح حیث لا تستطیع الشركة إجراء التوزیعات لحملة الأسهم 

.العادیة إلا بعد إعطاء حملة الأسهم  الممتازة أرباحهم المستحقة
:خصائص الأسهم العادیة

:من الأوراق المالیة من أهمهایتمتع السهم بمجموعة من الخصائص تمیزه عن غیره
:القابلیة للتداول 

ة تجاریالتنازل عنها بطرقتوفر هذه الخاصیة للسهم المرونة الكبیرة في سوق الأوراق المالیة تجعل بإمكان
. كالأسهم الاسمیةكالمداولة من ید لأخرى كما هو الحال بالنسبة للسهم الحامل لها أو المقیدة في سجل شركة 

IIIالسنداتـــ 7ـ1ـ:
بأنه یمثل جزء من قرض طویل الأجل عادة وتصدر الشركات السندات في شكل شهادة اسمیة ندیعرف الس

وتمثل السندات من ذات الإصدار حقوقا متساویة لحاملها في مواجهة الشركة وتعتبر ، بقیمة موحدة قابلة للتداول
المكتسب للسندات وهو ني هوالسندات وطرف المدین والثاالأول هو مصدر، السندات علاقة مدیونیة بین طرفین

ویترتب على ذلك حقوق والتزامات أهمها تعهد المقترض بدفعها دون النظر إلى نتیجة النشاط سواء ، الطرف الدائن
: إذ أن هذه السندات تتمتع بعدة خصائص أهمها، ربحا أو خسارة

.)قیمة السند(أجل محدد لسداد أصل الدین صكوك الدیون وذات معدل فائدة ثابتة وأنها ذات 
IIIأنواع السنداتـــ 1ـ7ـ1ـ :

سندات العینات المحلیة.ها عادة لتمویل المیزانیة العامةوفقا للجهة المصدرة نجد سندات الدولة تصدر 
، قة السدادوفقا لطری، قوفقا لآجال الاستحقا:درها بهدف زیادة مواردها المالیةكالبلدیات والسندات الشركات تص

.وفقا لعنصر الفائدةو 
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IIIالفرق ما بین الأسهم والسنداتـــ 2ـ7ـ1ـ:
وأما السند فتمثل جزءا من قرض على الشركة أوالحكومة، السهم یمثل جزءا من رأس مال الشركة.
حامله حقحامل السهم فیعتبر مالكا لجزء من الشركة فإن السهم یعطيحامل السند یعتبر مقرضا أما

.التدخل في الشركة
 غیر قیمتهتتالسهم.
بعد تصفیة الشركةللسند وقت محدد لسداده أما السهم فلا یسدد إلا.
أما السهم فبأخذ مالكه نصیبه بعد سداد الدیون، السند عند الإفلاس یوزع بالحصص.

IIIزنموذج بلاك سكولـــ 2ـ:Black -Scholes
:تمهید

:ولز في مجالین متقاربینمصطلح بلاك سكیستعمل 
.نمذجة ریاضیة للسوق من أجل الأسهم حیث یعتبر سعر السهم عملیة عشوائیة في الزمن المستمرـــــ 
.المعادلة التفاضلیة الجزئیة التي تثمن المشتقات المالیةــــ 

IIIنموذجالفروض ـــ1ـ2ـ:
وفرضیات النموذج .الوقتلاستمراریةنه نموذج الیة من الوقت أي أتاللحظة المخرجاتیستند النموذج على 

:تتكون من
 معلوم وثابت) خالي من المخاطرة(معدل الفائدة القصیرة الأجل.
 الوقتداول الأصل یتم بصورة مستمرة عبرالمستمر أي تالانتشارأسعار الأسهم تتبع طریقة.
عقدالمعیاري خلال عمرنحرافالاأي عدم تغیر أثناء الخیار، لا یدفع السهم أي توزیعات نقدیة

).مخرجات محفظة المكررة هو نفسها مخرجات الخیار(الخیار
ویساوي معدل الفائدة الخالي من المخاطرة)إقراضأواقتراض(معدل الفائدة ثابت.
رائبضتوجد لاأسهم عادیة ولا توجد تكالیف شراء أو بیع خیارات أو.
ر أوروبياأسلوب الخی.

IIIالسوقتطویرـــ 2ـ2ـ :
:ز نموذج للسوق في الزمن المتواصل ویتكون السوق من عاملین سكول–یعتبر نموذج بلاك 

 عامل بدون خطرB) التزامات، سندات (
 عامل خطرS"مخزون"

"ویفترض أن یكون العاملین "Bو" "S لات التفاضلیةدة المحتملة بالمعاكیتطوران حسب الحر.

( )
t t

t t t

dB rB dt

dS S dt dW 


   
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یعبران عن میل وسیولة و ن  أفي حین ، Bعینة للسندات میمثل النسبة الrحركة براونیة فالمعیار Wمع
.Sالعامل 

.tSو tBویمكن تقدیم صیغة واضحة للقیم 
:حلها هو یتبع المعادلة التفاضلیة العادیةBوتطویر 

0 (3.2)rt
tB B e 

:هيtفي الزمن Sوكنتیجة فقیمة العامل ضلیة العشوائیة للحركة البراونیةیتبع المعادلة التفاSوالتطور لـ
2

( ( ) t)
2

0 (3.3)
tW

tS S e


  
 

:هيtلومات المتوفرة في الزمن أخیرا المع
( , ) ( , ) (3.4)tF S t W t        

:1.3ةـتوطئ
]7["خصائص مجموع الأوراق المالیة الممولة ذاتیا"

tXمجموع الأوراق المالیة تسمى ممولة ذاتیا إذا وفقط إذا كانت قیمتها المتجددة   تحقق:
(3.5)t t tY ds dx   

rt(3.6)مع 
te st S  

:البرهان
حسب الصیغة 

rt rt rt
t t t tdX re X dt e X dt e dX        

.فمجموع الأوراق هو إذا ممول ذاتیا إذا وفقط
(B ) ( )rt rt rt

t t t t t t t t tdX r e B Y e S dt e B dB Y dS       

0

( ) ( )

t

rt rt rt
t t t t t t

dS

B e rB dt dB Y re S dt e dS  

 

     


 

]6[:2ـ3توطئة
:یعرف بـ P*احتمال 

   
2

* 1 , exp
2T A T T

r r T
P A E Z avec Z W

 
 

                 

ولزسك- احتمال خطر حیادي للنموذج بلاكوهي عبارة عن
]6[:3ـ3توطئة

)القیمة المتجددة  )t t TX 


 مالیة للتغطیة الممولة ذاتیا وتكون مارتینغال جزئي أوراقهي مجموع*P.
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ولزسك- معادلات نموذج بلاكــــ 3ـ2ـ:
S)للدالةTلزمن الاستحقاقالأوربيثمن الخیار إن )tgهي:

*
0( ( )) (0, ) (3.7)rt

Tc E e g S G S  

: بـGأي تعرف الدالة 

   
2

2
( ) ( /2)( )( , ) ( ) exp (3.8)

2 2
r T t r T t y y dy

G t x e g xe
T t T t

 




    



 
     



:بـ *المالیة الأوراقونعرف مجموع 

     
*

* * ,
,S 3.9t t t

t t t
t

G t S SG
t et

x B


 


  



: هيtوقیمتها في الزمن Cللتغطیة الممولة ذاتیا بقیمة ابتدائیة ) المالیةالأوراقموع مج(وهي حقیقة 
* ( ) *( ( ) / F ) ( , )r T t

t T t tX e E g S G t S     

:یتبع الخیار العملیة التالیة
(3.11)ds sdt sdZ   

:یتبعfنللبرهنة أItoˆسعر الخیار تطبق توطئة fكان إذا
2

2 2
2

1
( s ) (3.12)

2

f f f f
df s dt dZ

s t s s
  

   
    

   

: وهو معادلات یتبع الطابع المتقطع لل
s s t s z

f
f s s t s z

s

 

  

    


      


. رعملیة وینzحیث
:على الشكل زسكولـبلاكوتكتب المعادلة التفاضلیة ل

( , , ) ( , , ) (Y , ) (3.13)t t t t t t tdX X Y t dt X Y t t dW    

]6[:3ـ1قضیة
:وهkوسعر التنفیذTولز لزمن الاستحقاق  سك- لنموذج بلاكالأوربيار سعر الشراء للخی

0 1 2( ) ( ) (3.14)rTC S N d Ke N d  
2

2(x) (3.15)
2

x t dt
N e







 

مع                                           
 

2

0

1

2 1

ln S / K
2

T r

d
T

d d T و







 
  

 

 

.عدل الفائدة الخالي من المخاطرةمr، سعر السهم 0Sو
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IIIولزسك- معلمات نموذج بلاكــــ 4ـ2ـ:
IIIالمعلمة ـــ 1ـ4ـ2ـ:

علاوات الخیار لم تتحركأنبما و الموجود الأصلمدى حساسیة سعر الخیار من التغیر في سعر تصف 
في حالة(قد تكون موجبة أنهامع ،مطلقةالقیمة الب1اقل من فتكون،)العقود الآجلة(الأصولأسعاركثیر كتحرك 
)النقود بعمقخارجللخیارات (%0بنسب مئویة من أحیاناتمثل ) في حالة خیار البیع(سالبة أو)خیار الشراء

نسبة أیضاتسمى %50الخیارات التي عند النقود تكون عادة بالنسبة لـ ) للخیارات في النفوذ بعمق(100%إلى 
لا .الآجلظریة لتغیر سعر الخیار من تغیر بسیط لسعر العقد الخیار في توقع النسبة النتساعد قیمة ،التحوط 

.عند كل تغیر في سعر العقد الآجلوقد تتغیرتبقى 

 

1

1

(d )

(d ) 1 3.16

C
c N

F
P

p N
F


  




   


IIIالمعلمة ـــ 2ـ4ـ2ـ:
. أیضاتتغیر المعلمة فـ،رسعر العقد الآجل یتغیأنبما ، اء وخیارات البیع لیست ثابتةالشر خیارات نظریا 

:كمثالالمتعلق بالتغیر في سعر العقد الآجل یسمى بـ التغیر في قیمة 
,0خیار كانت إذا ,0إلىدولار ترتفع 1ارتفع سعر العقد الآجل بـ إذا، 0,05و 4 0,4یعني 45 0,05

ما مدى صعوبة مركز الخیار للتحوط في سوق إلىالإشارةمركز خیار تعطي ،الخیارتقوس أیضاوتسمى 
.السلع الآجلة 

2
12

2 2
2

( 2 T) (3.17)
dp

cv e F
F

  


   


IIIالمعلمة ـــ 3ـ4ـ2ـ:
وتحدد وتتوقع ،الزمنبإهلاكأیضاتسمى ، غیر زمن الانقضاء لیومالمتعلق بتهي مقدار تغیر علاوة الخیار 

، وتكون رقما سالبا عرفیا،یع یعبر عنها بقیمة دولاربأوللقیمة الزمنیة لخیار شراء الإهلاكالمعدل النظري لزمن 
.یزید كلما اقترب الانقضاءلأنهالزمن لیس عملیة خطیة إهلاكمعدل 

2
1

2
(d) (3.18)

2 2
P

d

R N
F

c
c

T

p e
R Ee

T

















  

IIIلمعلمة ــــ ا4ـ4ـ2ـ:
وهو التغیر في علاوة الخیار المربوط بتغیر ، هي مقدار حساسیة أسعار الخیارات من مدى التقلب في السوق

.من مدى تقلب سعر العقود الآجلة 1%
المتبقي كلما كان الزمن، أداة زمنیةأیضاوتعتبر ، مراكز البیع سالبةموجبة بینما مراكز الشراء تكون 

.رأصغكانت ، أكبر و بالمقابل كلما قصر زمن الانقضاءللانقضاء طویلا كانت 
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
(3.19)

p
cv 


 




.نسبة التقلب بمعنى الموجود
:مثال

في المستحق اء لهذا السهم یم خیار الشر قیوالمطلوب ت،دج415سعر السهم في شركة خاصة هو أننفرض 
الفائدة ومعدل %25الانحراف المعیاري على السهم أنعلما دج400وذلك بالنسبة لسعر التنفیذ تبلغ ،سبتمبر

.یوما45التي تسبق الاستحقاق الأیاموعدد %7الخالي من المخاطرة هو 
:الحل

2

1

415 1 45
ln( ) (0,0676 ) (0,29)

400 2 365 0,558
45

0,25
365

d
   

 

,71: الطبیعي القیاسي نجد التوزیعبقراءة الجدول 2%

2 1

45
0,558 0,25 0,470

365
d d t    

%68,1: أنفنجد 

ز سكول- حسب معادلة بلاك
45

0,0766
365(415 0,712) 400( )0,681 25,21c e

 
   

.دج25,2القیمة أنأي 



الخاتمة

الخاتمة

ي للمستثمر أو المساهم في أي طلقد استخلصنا من هذه المذكرة أهمیة وضع قوانین ونماذج للسوق بحیث تع
سكولز في ـــ ه بلاك اجسدما وهذا ،وما هي إمكانیة مخاطرته،ه أو خسارتهحشركة رؤیة مسبقة لمدى احتمال رب

وهذا النموذج یعتبر ،یر عشوائي أي أن حركته غیر ثابتةالسهم ما هو إلا عبارة عن متغأن ما حیث رأیاهینموذج
ویعطي ، )العقود قصیرة المدة(بيالخیار الأور أنه مطبق في جمیع الأسواق الغربیة وهو یستعمل إذ ، الأحسن

على محفظة التحوط التي تعد المنقذ في الأزماتكذلك تعرفنا . الخسارةللمستثمر إیحاءات وتنبؤات للربح أو
یستطیع إعطاء قیمة محددة لتباین لكن كغیره من النماذج یبقى لدیه بعض النقائص حیث أنه لا، الاقتصادیة

.ویستعمل في العقود قصیرة الأجلوتشتت سعر السهم
أثناء بحثنا هذا ازددنا شوقا للغوص في الموضوع أكثر وقد طرأ في تفكیرنا أن نواصل عنه في رسالة الماستر 

.كان في العمر بقیةمستقبلا إن
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الملخص
تناولنا في مذكرتنا هذه العملیات العشوائیة والمعادلات التفاضلیة العشوائیة الجزئیة و تطبیقها 

ویعد نموذجا لتسعیر ، لاك ـ سكولزحیث درسنا نموذج هام وبسیط ألا وهو نموذج ب، على السوق
.وتطرقنا إلى أهم ممیزاته وخصائصه، الخیارات الأوربیة ذات المدى القصیر

عملیة ، العملیة العشوائیة، محفظة التحوط، مارتینغال، بلاك ـ سكولز:الكلمات المفتاحیة
Itô.

Abstract
We had in this memory the random processes and stochastic partial

differential equations and applied to the market, where we studied the
model is simple and important: the Black-Scholes model, and is a model
for pricing options with the European short-term, and we dealt with the
most important features and characteristics.

Keywords: Black Scholes, martingal, portfolio hedging, random
process, the process of Itô.

résumé
Nous avons  présenté dans notre mémoire des processus aléatoires et

équations aux dérivées partielles stochastiques et appliqué au marché,
où nous avons étudié le modèle le plus simple et important: le modèle
de Black-Scholes, qui est un modèle pour des options européen, et nous
avons discuté avec des fonctionnalités et des caractéristiques les plus
importantes.

Mots-clés: Black Scholes, martingal, portefeuille de couverture,
processus aléatoire, le processus de Itô.
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