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Introduction générale

Le théorème de l�application contractante prouvé par Banach en 1922; dit qu�une con-

traction d�un espace métrique complet dans lui-même admet un point �xe unique. De plus, il

fournit un algorithme d�approximation du point �xe comme limite d�une suite itérée. Mais

d�une part, montrer que la fonction est contractante peut entraîner de laborieux calculs,

d�autre part, les conditions sur la fonction et l�espace étudiés restreignent le nombre de cas

auxquels on peut appliquer le théorème.

Le théorème du point �xe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous

sa forme la plus simple, ce théorème exige uniquement la continuité de l�application d�un

intervalle fermé borné dans lui-même. Et de façon plus générale, l�application continue doit

être dé�nie dans un convexe compact d�un espace euclidien dans lui-même.

Le théorème du point �xe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du théorème

du point �xe de Brouwer et a¢ rme qu�une application continue sur un convexe compact

admet un point �xe, qui n�est pas nécessairement unique. Il n�est donc pas nécessaire

d�établir des estimées sur la fonction, mais simplement sa continuité. Ceci nous donne la

possibilité de traiter plus de cas qu�avec le théorème de Banach (par exemple, l�identité).

En 1955, et pour la première fois, Krasnoselskii a élaboré son théorème du point �xe

qui a¢ rme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d�une

somme de deux applications dont l�une est contractane et l�autre compacte admet un point

�xe.

En 1955,Darbo est avéré une propriété de point �xe pour la contraction de l�� -ensemble

sur un sous-ensemble fermé, borné et convexe des espaces de Banach en termes de mesure

de non compacté. Qui a d�abord été dé�ni par Kuratowski. Le théorème du point �xe de

Darbo est signi�catif extension du théorème du point �xe de Schauder, et joue également

un rôle clé en non linéaire pour prouver l�existence de solutions pour beaucoup de classes

de non-linéaire équations.

Dans ce mémoire, on étudie le théorème du point �xe de Darbo, et quelques-unes de leurs

applications. Etant donnés un ensemble et une application: T : M ! M , on s�intéresse à

donner des conditions su¢ santes sur T et pour que ait un point �xe. Ces résultats théoriques

1
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nous permettent de prouver des solutions pour un classe des équations intégrales non linéaire

d�ordre fractionnel dans des espaces de Banach sans les déterminer explicitement.

Dans le premier chapitre Nous avons traité quelque dé�nitions: espaces métriques, espace

de Banach, la compacité, la convexité et le mesure de non compacité (Kuratowski, Hausdor¤ ,

de non équicontinuité) dans l�espace de Banach.

Le deuxième chapitre, on présente le théorème de Brouwer, Schauder et Darbo et quelque

généralisations.

Dans la troisiéme chapitre nous avons appliqué la théorie Darbo pour prouver l�existence

des solutions pour un classe des équations intégrales non linéaires d�ordre fractionnel dans

l�espace de Banach.
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Notations générales

Certainses notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous lisons ci-

dessous:
R : ensemble des nombres réels.

Rn : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.

j:j : valeur absolue ou module.

k:k : norme sur Rn:

kxk : norme euclidienne de x.

conv
 : l�enveloppe convexe de l�ensemble 
:

L(E;F ) : l�espace des applications linéaire continus de E dans F:

3



Chapitre 1

Mesure de non compacité

1.1 Espaces métriques

Dé�nition 1.1.1 Soit E un ensemble non vide. Une distance (x; y) sur E est une applica-

tion d : E � E ! R+ véri�ant les conditions suivantes:

1) d(x; y) = 0 si et seulement si x = y, (i.e d est séparation),

2) pour tout (x; y) 2 E2, on a d(x; y) = d(y; x); (i.e. d est symétrique),

3) pour tout (x; y; z) 2 E3; on a d(x; z) � d(x; y) + d(y; z), (i.e. d véri�e l�inégalité

triangulaire).

Le couple (d;E) est appellé un espace métrique.

Exemple 1.1.1

d(x; y) =j x� y j est une distance sur R, car pour tout x; y 2 R on a

1. d(x; y) = 0,j x� y j= 0, x = y:

2. d(x; y) =j x� y j=j �1 jj y � x j=j y � x j= d(y; x):

3. pour tout (x; y; z) 2 R3;

d(x; z) = j x� z j= jx� z + y � yj

� jx� yj+ jy � zj

= d(x; y) + d(y; z):

4



1.1. Espaces métriques

Remarque 1.1.1 L�espace C([0; 1];R) est dit métrique, lorsqu�il est muni d�une des dis-

tances suivantes

1. d1(f; g) =
R 1
0
jf(t)� g(t)jdt:

2. d2(f; g) =
qR 1

0
[f(t)� g(t)]2dt:

3. d1(f; g) = max
t�[0;1]

jf(t)� g(t)j:

Dé�nition 1.1.2 Soit (E; d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que A est

bornée si et seulement si il existe M 2 R+ tel que 8(x; y) 2 A2; on a d(x; y) �M .

1.1.1 Les suites dans les espaces métriques

Dé�nition 1.1.3 (Convergence)

Soit (E; d) un espace métrique, (xn)n2N une suite des points de E, et x 2 E. On dit que
(xn)n2N converge vers x et on note lim

n!+1
(xn) = x si:

8" > 0; 9N 2 N; 8n 2 N : n � N ) d(xn; x) � ":

Dé�nition 1.1.4

1) On dit que la suite (xn) est convergente s�il existe x 2 E tel que lim
n!+1

(xn) = x:

2) On dit que la suite (xn) est divergente s�il n�existe aucun x 2 E tel que lim
n!+1

(xn) = x:

1.1.2 Suites de Cauchy

Dé�nition 1.1.5 (Suite de Cauchy)

Soit (E; d) un espace métrique et (xn)n2N une suite des points de E, (xn)n�0 est dite

suite de Cauchy si:

8" > 0; 9n" 2 N; 8(p; q) 2 N2 : p; q � n" ) d(xp; xq) < ":

Cette dé�nition est équivalente la dé�nition suivante:

8" > 0; 9n" 2 N; 8(n; h) 2 N2 : n � n" ) d(xn+h; xn) � ":

5



1.1. Espaces métriques

Exemple 1.1.2 On munit l�espace C([0; 1];R) par la distance fondamentale d1 et on con-

sidère les suites ffngn2N dé�nies par:

fn(x) = min(n; (
1p
x
)) =

8<: n; 0 � x � 1
n2
;

1p
x
; 1

n2
� x � 1:

Soit " > 0, pour tout p et q de N�; avec p > q, on a:

d1(fp; fq) =
R 1
0
jfp(x)� fq(x)jdx

=

Z 1
p2

0

(p� q)dx+

Z 1
q2

1
p2

(
1p
x
� q)dx+

Z 1

1
q2

(
1p
x
� 1p

x
)dx

= (
1

p
)� ( q

p2
) + 2(

1

q
� 1
p
)� q(

1

q2
� 1

p2
)

=
1

q
� 1
p

<
1

q
:

Donc, en prenant n" = [1" ] + 1; on trouve que

p > q � n" ) d(fp; fq) < ":

Propriétés 1.1.1

1) Toute suite convergente est de Cauchy.

2) Toute suite Cauchy est bornée.

Dé�nition 1.1.6 (Diamètre)

Soit A une partie non vide et bornée de E. On appelle diamètre de A le nombre �(A)

tel que

�(A) = sup
(x;y)2A2

d(x; y):

Remarque 1.1.2

�(;) = 0

1.1.3 La continuité dans les espaces métrique

Dé�nition 1.1.7 (La continuité)
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1.2. Espaces de Banach

Soit (E; d) et (F; d0) deux espaces métriques et f : E ! F . On dit que f est continue si

et seulement s�il pour tout " > 0, il existe � > 0, tel que pour tout (x; y) 2 E2; si d(x; y) < �;

alors d0(f(x); f(y)) < ":

Dé�nition 1.1.8 (Uniformément continue)

Soit (E; d) et (F; d0) deux espaces métriques et f : E ! F . On dit que f est Uniformé-

ment continue si elle véri�e:

8" > 0; 9�" > 0; 8x; y 2 E; d(x; y) � �" ) d0(f(x); f(y)) � ":

Dé�nition 1.1.9 (Équicontinuité)

Soit E un espace topologique et (F; d) un espace métrique. Soit F une famille d�applications
de E dans F:

1. F est dite équicontinue en un point a 2 E si et si et seulement si:

8" > 0; 9Ua 2 V(a) : x 2 Ua ) d(f(x); f(a)) � "; 8f 2 F :

2. On dit de F qu�elle est équicontinue sur E si et seulement si elle l�est en tout point

de E:

Dé�nition 1.1.10 (Applications Lipschitziennes)

Soit (E; d) et (F; d0) deux espaces métriques et f : E ! F . On dit que f est K �
Lipschitzienne si et seulement si il existe K > 0 tel que (d0(f(x); f(y)) � Kd(x; y) pour

tout (x; y) 2 E2:
En partculier, une isométrie est un Lipschitzienne.

1.2 Espaces de Banach

Dé�nition 1.2.1 (La norme)

Une norme est un application dé�nie sur V à valeurs dans R+, notée k:kv, est satisfaisant
les trois propriétés suivantes:

(i) kxkE = 0, x = 0;

(ii) 8� 2 R; 8x 2 E; k�xkE = j�j kxkE ; (homogénéité)
(iii) 8x; y 2 E; kx+ ykE � kxkE + kykE : (inégalité triangulaire)

7



1.2. Espaces de Banach

1.2.1 Topologie des espaces vectoriels normés

Quelques rappels

Dé�nition 1.2.2 (Ouvert)

Un ensemble O � E est ouverte dans E si pour tout x 2 O; il existe " > 0 tel que

B(x; ") � O avec B(x; ") = fy 2 E; kx� yk < "g boule ouverte de centre x et de rayon ":

Dé�nition 1.2.3 (Fermé)

Un ensemble A � E est fermé dans E si EnA est ouvert dans E:

Dé�nition 1.2.4 (Convergence)

Soit (xn)n2N une suite de E, on dit que (xn)n2N converge vers l 2 E si

8" > 0; 9n 2 N; 8n � N kxn � lkE � ":

Dé�nition 1.2.5 (Espace complet)

R espace vectoriel, E est dit complet pour la norme k:kE si toute suite de Cauchy (pour
cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace est aussi appelé espace de

Banach.

Proposition 1.2.1 Tout espace vectoriel sur R normé de dimension �nie est complet.

Exemple 1.2.1 E = C([a; b];R); kfk = max
a�t�b

jf j est un espace de Banach.

La Continuité

Dé�nition 1.2.6 (Continuité d�une fonction)

Soient E et F deux espaces vectoriels munis respectivement des normes k:kE et k:kF , et
f est une fonction de E dans F .

Proposition 1.2.2 Les propositions suivantes sont équivalentes:

1) f est continue de E dans F ,

2) 8x0 2 E; 8" > 0, 9� > 0; 8x 2 E; kx� x0kE � � ) kf(x)� f(x0)kF � ";

8



1.3. La compacité

3) pour tout x 2 E, pour toute suite (xn)n2N convergente vers x dans E, f(xn) converge
vers f(x) dans F ,

4) Pour tout ouvert OF de F , l�image réciproque de OF par f , f�1(OF ), est un ouverte

de E,

5) Pour tout fermé AF de F , l�image réciproque de AF par f , f�1(AF ), est un fermé de

E.

Dé�nition 1.2.7 Soit A un fermé de E . Si (xn)n2N � A une suite convergente vers l,

alors l 2 A.

1.3 La compacité

1.3.1 Les parties compactes

Dé�nition 1.3.1 Un ensemble A � E est compact si de toute suite d�élements de A, on

peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de A.

Proposition 1.3.1

1) Si A est compact, alors A est fermé et borné.

2) Si E est de dimension �nie, alors A est compact si et seulement si A est fermé et

borné.

1.3.2 Les parties relativement compactes

Dé�nition 1.3.2 Soit A � E une partie d�un espace métrique (E; d). On dit que A est

relativement compact si sa fermeture �A est compacte pour la distance induite d:

1.3.3 Les applications compactes

Dé�nition 1.3.3 Soient E et F deux espaces normés sur K = R ou C et f 2 L(E;F ). On
dit que f est un application compact si et seulement si une des trois propositions équivalentes

suivantes sont véri�ée:

1. toute image d�un borné de E est relativement compact dans F:

9



1.4. La convexité

2. f(BE(0; 1))est relativement compact dans F:

3. de toute suite bornée (xn)n2N de F on peut extraire une sous suite telle que (xnk)k2N

converge dans F quand k !1:

L�ensemble des applications compacts est noté par K(E;F ):

1.4 La convexité

Dé�nition 1.4.1 Un sous-ensemble S de R est dit convexe si pour tout x; y 2 S et pour

tout � 2 [0; 1], on a
�x+ (1� �)y 2 S:

Dé�nition 1.4.2 (La fonction convexe)

Soit f une fonction de R dans R dé�nie sur un intervalle I de R.

On dit que f est convexe sur I si, pour tout x et y de I et tout � dans [0; 1] ;

f(�x+ (1� �)y) � �f(x) + (1� �)f(y)

Exemple 1.4.1 La fonction f(x) =j x j est convexe sur R car si � 2 [0; 1], alors

f(�x+ (1� �)y) =j �x+ (1� �)y j

6j �x j + j (1� �)y j

= � j x j +(1� �) j y j

= �f(x) + (1� �)f(y):

1.5 Mesures de non compacité

Dé�nition 1.5.1 Soit E un espace Banach et B la famille des ensembles bornés non vide
de E. Une fonction � dé�nie de B dans [0;+1[ est appelée mesure de non compacité sur
E si elle véri�e (pour 
 2 B) les propriétés suivante:
1) �(
) = 0 si et seulement si 
 est relativement compact,

10



1.5. Mesures de non compacité

2) 
1 � 
2 ) �(
1) � �(
2);

3) �(
) = �(�
) = �(conv
); 8
 2 B;
4) �(�
1 + (1� �)
2) � ��(
1) + (1� �)�(
2) pour � 2 [0; 1] ;
5) Si (
n)n2N est une suite de sous-ensemble fermée, bornée, non vide et décroissante de

E telle que lim
n!+1

�(
n) = 0, alors
1
\
n=1

n = 
1 6= ;; et 
1 compact.

Exemple 1.5.1 La fonction: � : B ! [0;+1[ dé�nie par:

�(
) =

8<: 0; si 
 est relativement compact,

1; sinon,

est une mesure de non compacité car:

1) �(
) = 0() 
 relativement compact par dé�nition.

2) Pour 
1 � 
2 on a deux cas:
1�erecas: Si 
2 est relativement compact ) 
1 est relativement compact

�(
1) = �(
2) = 0) �(
1) � �(
2)

2�emecas: Si 
2 n�est pas relativement compact

-Si 
1 est relativement compact alors: �(
1) = 0 � 1 = �(
2)) �(
1) � �(
2)

-Si 
1 n�est pas relativement compact alors: �(
1) = �(
2) = 1) �(
1) � �(
2)

3) �(
) = �(�
) car 
 relativement compact() �
 relativement compact.

et d�après 2) on a

�(
) � �(conv
) � �(
);

donc si 
 est relativement compact alors

0 = �(
) � �(conv
) � �(
) = 0;

ce qui implique

�(
) = �(conv
) = �(
):

de même argument si 
 n�est pas relativement compact, on trouve que

�(
) = �(conv
) = �(
) = 1:

4) Si l�ensemble �
1 + (1� �)
2 est relativement compact, alors 
1 ou 
2 est relativement
compact et l�inégalité est evidente, car

0 = �(�
1 + (1� �)
2) � ��(
1) + (1� �)�(
2):

11



1.5. Mesures de non compacité

Par ailleur si l�ensemble �
1 + (1� �)
2 n�est pas relativement compact, alors 
1 et 
2 ne
sont pas relativement compact, donc

1 = ��
1 + (1� �)
2) � ��(
1) + (1� �)�(
2) = 1:

5) Soit (
n) une suites décroissante par rapport l�unclusion des sous ensembles bornés,

fermés et non vides, on a


1 � ::: � 
2 � 
1

et comme touts les ensembles non vides alors

1
\
n=1

n = 
1

est non vide.

D�autre part comme lim
n!+1

�(
n) = 0, alors 
1 est relativement compact, donc 
1 = 
1

est compact.

12



1.5. Mesures de non compacité

Les exemples les plus connus de mesure de non compacité sont les suivantes:

1.5.1 Mesure de non compacité de Kuratowski

Dé�nition 1.5.2 Soit (E; d) un espace métrique et A un sous-ensemble borné de E.

La mesure de non compacité de Kuratowski de A est dé�nie par:

�(A) = inf f" > 0 : A admet un recouvrement �ni par des ensembles de diamètre � "g ;

c�est-à-dire:

�(A) = inf
n
" > 0 : 9A1; A2; :::; An; A �

n
[
i=1
Ai et �(Ai) � "; 8i = 1; 2; :::; n

o
:

Remarque 1.5.1

1. 0 � �(A) � �(A) <1:

2. A �ni ) �(A) = 0:

Propriétés 1.5.1

Soit (E; k:k) un espace de Banach. La mesure de non compacité de Kuratowski � possède
les propriétés suivante:

1. �(A) = 0, �A est compact.

2. A � B ) �(A) � �(B) (� est croissante).

3. �(A) = �( �A) (� est invariante par passage à la fermeture).

4. �(A [B) = max f�(A); �(B)g :

5. �(A \B) � min f�(A); �(B)g :

6. �(�A) � j�j�(A); 8� 2 R (� est semi-homogène).

7. �(A+B) � �(A) + �(B) (� est sous-additive).

8. �(A+ x) = �(A); 8x 2 E (� est invariante par translation).

13



1.5. Mesures de non compacité

9. �(conv(A)) = �(A) (� est invariante par passage à l�enveloppe convexe).

10. � est Lipschitizienne, ie:

9k > 0 : j�(A1)� �(A2)j � kHd(A1; A2)

où

Hd(A1; A2) = inf
�
" > 0; A1 � A2 + " �B et A2 � A1 + " �B

	
est la distance de Hausdor¤ entre les ensembles A et B:

11. � est uniformement continue.

1.5.2 Mesure de non compacité de Hausdor¤

Dé�nition 1.5.3 ("� r�eseau)
Soit (E; d) un espace métrique et A � E une partie non vide. Alors A est admet un

"� r�eseau s�il existe un ensemble �ni S = fx1; x2; :::; xng tel que

A �
n
[
i=1
B(xi; ") (*)

i.e

8x 2 A; d(x; S) < "

Cas particulier: si (E; k:k) est un espace normé, alors (*) s�écrit

A � S + "B(0; 1)

Dé�nition 1.5.4 Soit E un espace de Banach de dimension in�nie et A une partie bornée

de E. La mesure de non compacitée de Hausdor¤ est dé�nie par:

�(A) = inf f" > 0 : A admet un recouvrement �ni par des boules de rayon � "g�i.e�

�(A) = inf f" > 0 : A � B(xi�ri)�xi 2 E et ri � "�8i = 1�...�ng :

Proposition 1.5.1

�(A) = inf f" > 0 : A admet un "� réseaug :
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1.5. Mesures de non compacité

Preuve. En e¤et�soit " > 0 tel qu�il existe une suite fBi(xi�ri)gni=1 : A �
n
[
i=1
B(xi; ri)

et ri � "�8i = 1�...�n: Alors

A �
n
[
i=1
fxi + riBi(0; 1)g ; et ri � "; 8i 2 [1; n]

, A �
n
[
i=1
fxig+

n
[
i=1
friBi(0; 1)gni=1 ; et ri � "; 8i 2 [1; n]

, A � S + "B

i.e. A admet un "�réseau. Donc �(A) = inf f" > 0 : A admet un "� réseaug ; où S =
n
[
i=1
fxig : Cette mesure veri�e les propriétés (1)�(9) de la mesure de Kuratowski.

Théorème 1.5.1 Les mesures de non compacité de Kuratowski et de Hausdor¤ sont reliées

par l�inégalité suivante

�(A) � �(A) � 2�(A); 8A 2 E:

Preuve. En e¤et si fx1; x2; :::; xng est un "� r�eseau de A, alors fA \ (xk + "B)nk=1g est
un recouvrement de A par des ensembles de diamètre 2" et donc

�(A) � 2�(A):

Si fAkgmk=1 est un recouvrement de A tel que diam(Ak) � d; alors il faut prendre xk 2 Ak;
donc fx1; x2; :::; xng est un d� r�eseau de A, donc

�(A) � �(A)

1.5.3 Mesure de non compacité de non équicontinuité

Laissez-nous �xer quelques notations qui seront utilisées (3�eme chapitre). Nous désignons

par C([a; T ] ;R) L�ensemble des réelles continus fonctions dé�nies dans [a; T ] : Cet ensemble

est un espace de Banach par rapport à la norme

kzk = max fjz(t)j : t 2 [a; T ] ; z 2 C([a; T ] ;R)g :
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1.5. Mesures de non compacité

Nous désignons par P(C([a; T ] ;R)) l�ensemble de tous les sous-ensembles non vide borné
de C([a; T ] ;R):

Soit W 2 P(C([a; T ] ;R)): Pour w 2 W et � � 0; on dé�nie l�application ! par

!(w; �) = sup fjw(t)� w(s)j : t; s 2 [a; T ] ; jt� sj � �g

On dé�nit la�application 
 : P(C([a; T ] ;R))� [0;1)! [0;1) par


(W ; �) = sup f!(w; �) : w 2 Wg ; (W ; �) 2 P(C([a; T ] ;R))� [0;1) :

Il a été prouvé en [5] que l�application � : P(C([a; T ] ;R))! [0;1) dé�ni par

�(W) = lim
�!0+


(W ; �); W 2 P(C([a; T ] ;R));

est un mesure de non compacité dans espace de Banach C([a; T ] ;R):

1.5.4 Applications �-contractions

Dé�nition 1.5.5 (Le point �xe)

Soit E un espace métrique et f : E ! E une application , x 2 E est dit point �xe pour

l�application f si f(x) = x:

Exemple 1.5.2 Soit f application telle que f : R! R dé�nie par f(x) = x2:

f(x) = x, x2 = x, x = 0 ou x = 1:

Donc les points �xes de f sont 0 et 1:

Dé�nition 1.5.6 (Application �-lipshitziennes)

Soient E et F deux espaces métriques et f : E ! F une application continue.

1) On dit que f est une �-lipshitziennes d�ensemble s�il existe k > 0, tel que

�(f(
)) � k�(
), 8
 borné de E:

Dé�nition 1.5.7 (�-contraction)

Soient E et F deux espaces métriques et f : E ! F une application continue.

1) On dit que f est une �� contraction d�ensemble s�il existe k 2 [0; 1] tel que

�(f(
)) � k�(
), 8
 borné de E:

2) Elle est appellée �� contraction d�ensemble stricte si 0 � k < 1:
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Chapitre 2

Théorème de Darbo et ses

généralisation

Ce chapitre a consacré de présenter le théorème de Darbo qui est basée sur le théorème de

Schauder dans sa démonstration, ainsi que quelques généralisations de type intégrale pour

le théorème de Darbo.

Théorème 2.0.2 (Brouwer 1912)

Soit 
 � Rn un compact, convexe, non vide et T : 
 ! 
 une application continue,

alors T admet au moins un point �xe dans 
:

Preuve. voir [11]

2.0.5 Théorème de Darbo

Premier théorème de Schauder

Théorème 2.0.3 (Schauder 1930)

Soit E un espace de Banach, 
 � E un compact, convexe, et non vide. T : 
 ! 
 est

un fonction continue , alors T admet au moins un point �xe dans 
:

Preuve. Soit T : 
 ! 
 une application continue. Comme 
 est compact, T est

uniformément continue; donc, si on �xe " > 0; il existe � > 0 tel que, pour tout x; y 2 
;
on ait kT (x)� T (y)k � "; dés que kx� yk � �:
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2. Théorème de Darbo et ses généralisation

De plus, il existe un ensemble �ni des points fx1; x2; :::; xpg � 
 tel que les boules

ouvertes de rayon � centrées aux xi recouvrement 
 : 
 � [
1�j�p

B(xj; �): Si on note L :=

V ect(T (xj))1�j�p, alors L est dimension �nie, et 
� := 
 \ L est compact, convexe de

dimension �nie.

Pour 1 � j � p, on dé�nit la fonction continue  j : E ! R par

 j =

8<: 0; si kx� xjk � �;

1� kx�xjk
�
; sinon,

et on voit que  j est strictement positive sur B(xj; �) et nulle à l�extérieur.

On a donc, pour tout x 2 
;
pP
j=1

 j(x) > 0; et donc on peut dé�nir sur 
 les fonctions

continues positives 'j par:

'j(x) =
 j(x)
pP
k=1

 k(x)

pour les quelles on a
pP
j=1

'j(x) = 1; pour tout x 2 
:

On pose alors, pour x 2 
; S(x) :=
pP
j=1

'j(x)T (xj): La fonction S est continue (car elle est

somme de fonction continues), et prend ses valeurs dans 
� (car S(x) est un barycentre des

T (xj)): Donc, si on considère la restriction S j
� : 
� ! 
� ; par le théorème de Brouwer,

S possède un point �xe y 2 
�: De plus

T (y)� y = T (y)� S(y) =

pX
j=1

'j(y)T (y)�
pX
j=1

'j(y)T (xj)

=

pX
j=1

'j(y)(T (y)� T (xj)):

Or si 'j(y) 6= 0 alors ky � xjk < �, et donc kT (y)� T (xj)k < ": Donc, on a pour tout

j = 1; :::; p, 

'j(y)(T (y)� T (xj))


 � "'j(y);

et donc

kT (y)� yk �
pX
j=1



'j(y)(T (y)� T (xj))


 � pX

j=1

"'j(y) = ":

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point ym 2 
 tel que kT (ym)� ymk < 2�m:
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2.1. Théorème de Darbo

Et puisque 
 est compact,de la suite (ym)m2Z on peut extraire une sous-suite (ymk
) qui

converge vers un point y� 2 
 .
Alors T étant continue, la suite (T (ymk

))k converge vers T (y�)), et on conclut que

T (y�) = y� (y� est un point �xe de T sur 
):

Deuxième théorème de Schauder

Théorème 2.0.4 Soit E un espace de Banach, 
 � E un ensemble convexe, borné, fermé

et non vide. T : 
 ! 
 est une fonction compact, alors T admet au moins un point �xe

dans 
:

Preuve. voir [1]

2.1 Théorème de Darbo

Théorème 2.1.1 (G.Darbo 1955)

Soit E un espace de Banach, 
 une partie fermée, bornée, convexe, non vide de E et

soit T : 
 ! 
 une K � contraction stricte. Alors T admet au moins un point �xe dans


.

Preuve. On concidère la suite dé�nie par 
0 = 
 et 
n+1 = convT (
n):

�(
n+1) = �(convT (
n)) = �(T (
n))

� k�(
n)

� k2�(
n�1)

...

� kn+1�(
0)

Alors

0 � �(
n+1) � kn+1�(
0);80 � k < 1

) 0 � lim
n!+1

�(
n+1) � lim
n!+1

kn+1�(
0); (2.1.1)
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2.2. Théorème de Darbo généralisé de type intégrale

on a 0 � k < 1, alors lim
n!+1

kn+1 = 0.

0 � lim
n!+1

�(
n+1) � lim
n!+1

kn+1�(
0)

() 0 � lim
n!+1

�(
n+1) � 0

() lim
n!+1

�(
n+1) = 0

, lim
n!+1

�(
n) = 0

)
1
\
n=1

n = 
1 6= ;

D�aprés le propriété (5) dans dé�nition 1.5.1 de mesure de non compacité, on a
1
\
n=1

n =


1 est compacte, fermée, bornée et convexe dans 
, alors T admet au moins un point �xe

d�aprés le théorème de schauder.

2.2 Théorème de Darbo généralisé de type intégrale

Dé�nition 2.2.1

Soit �;	 : [0;+1)! R deux fonctions véri�er les conditions suivantes:

1) pour u; v 2 [0;+1) on a

	(u) � �(v)) u � v;

2) Pour un; vn 2 [0;+1) avec lim
n!+1

un = lim
n!+1

vn = w

on a

8n; 	(un) � �(vn)) w = 0:

Théorème 2.2.1

E espace de Banach 
 6= ; � E est borné , fermé et convex, soit T : 
 ! 
 est un

fonction continue satisfait

	(

�(TX)Z
0

'(t)dt) � �(
�(X)Z
0

'(t)dt); (2.2.1)

pour X 6= ; � 
, � est mesure non compact et �;	 : [0;+1) ! R (voir déf (2.2.1)), en

autre, soit ' : [0;+1) ! [0;+1] est Lebesgue-intégrable qui est sommable sur chaque un
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2.2. Théorème de Darbo généralisé de type intégrale

sous ensemble compact [0;+1) ; et
"Z
0

'(t)dt > 0, 8" > 0: Alors T admet au moins un point

�xe dans 
:

Preuve. 
0 = 
 et 
n = conv(T
n�1); 8n � 1: T compact, donc il existe N � 0 tel

que �(
N) = 0, alors 
N compact, et puisque T continue alors T (
N) � 
N ; donc d�aprés
la théorie de Schauder T admet au moins un point �xe.

On suppose que: �(
n) > 0; 8n � 0: Alors

	(

�(
n+1)Z
0

'(t)dt) = 	(

�(conv(T
n))Z
0

'(t)dt) (2.2.2)

(2.2.3)

= 	(

�(T
n)Z
0

'(t)dt)

(2.2.4)

� �(

�(
n)Z
0

'(t)dt):

On dé�nit la suite yn =

�(
n)Z
0

'(t)dt et r = inf fyn; n � 0g :

Puis que 
n+1 � 
n ) �(
n+1) � �(
n) et '(t) � 0; 8t � 0: Alors

�(
n+1)Z
0

'(t)dt �
�(
n)Z
0

'(t)dt;

i.e yn+1 � yn:

Donc yn est un suite décroissante, et puis que yn � r, 8n � 0; alors (yn) est borné et

lim
n!+1

yn = r.

On a lim
n!+1

yn = r ) r = 0 (d�aprés la dé�nition précédante)

i.e

lim
n!+1

yn = lim
n!+1

�(
n)Z
0

'(t)dt = 0) lim
n!+1

�(
n) = 0:
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2.2. Théorème de Darbo généralisé de type intégrale

D�aprés la propriété (5) de mesure de non compacité

lim
n!+1

�(
n) = 0

)
1
\
n=1

n = 
1 6= ;

) 
1 2 ker� et 
1 est fermé et borné.

Alors 
1 est compact, donc (d�aprés le théorie de Schauder) T : 
1 ! 
1 est admet

au mois un point �xe.

Corollaire 2.2.1 Pour '(t) = 1; t 2 [0;+1) devient

	(

�(TX)Z
0

'(t)dt) = 	(�(TX));

et

�(

�(X)Z
0

'(t)dt) = �(�(X));

on a

	(

�(TX)Z
0

'(t)dt) � �(
�(X)Z
0

'(t)dt):

Donc

	(�(TX)) � �(�(X)):

Corollaire 2.2.2 Pour '(t) = 1; 	(t) = t, et �(t) = kt, t 2 [0;+1) ; k 2 [0; 1) devient

	(

�(TX)Z
0

'(t)dt) = �(TX);

et

�(

�(X)Z
0

'(t)dt) = k�(X);

on a

	(

�(TX)Z
0

'(t)dt) � �(
�(X)Z
0

'(t)dt):

Donc

�(TX) � k�(X):
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2.2. Théorème de Darbo généralisé de type intégrale

Corollaire 2.2.3 Pour 	(t) = t; t 2 [0;+1) ; lim
n!+1

�n = 0; 8t � 0:
Donc on obtient

�(TX)Z
0

'(t)dt = 	(

�(TX)Z
0

'(t)dt) � �(
�(X)Z
0

'(t)dt)

Ainsi on obtient l�équation (2.2.1).

Corollaire 2.2.4 On dé�nit � : 
! R+
X!diam(X)

tel que diam(x) = sup
x;y2X

kTx� Tyk

� est un mesure de non compact dans E.

Alors

	(

sup
x;y2X

kTx�TykZ
0

'(t)dt) � �(

sup
x;y2X

kx�ykZ
0

'(t)dt)

) 	(

kTx�TykZ
0

'(t)dt) � �(
kx�ykZ
0

'(t)dt)

Théorème 2.2.2 E espace de Banach 
 6= ; � E est borné ,fermé et convex, soit T : 
!

 est un fonction continue satisfait

	(

�(TX)Z
0

'(t)dt) � 	(
�(X)Z
0

'(t)dt)� �(
�(X)Z
0

'(t)dt): (2.2.5)

Pour X � 
, est un mesure non compact et 	;� : R+ ! R+ tel que

1)	 croissant et continue

2)

8<: �(t) = 0; t = 0

�(t) > 0; t > 0
est continue,

et ' : [0;+1)! [0;+1] est une fonction intégrable de Lebesgue, qu�il est sommable sur

chaque sous ensemble compact de [0;+1) et
"Z
0

'(t)dt > 0; 8" > 0:

Alors T admet au moins un point �xe dans 
:
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2.2. Théorème de Darbo généralisé de type intégrale

Preuve. On considrer la suite 
n dé�nie par:

1) 
0 = 
; 
n = conv(T
n�1); 8n � 0; il existe n0 2 N tel que �(
n0) = 0 donc 
n0
compact: (même argument de théorème (2.2.1))

2) Pour �(
n) > 0; 8n � 1 on a

	(

�(
n+1)Z
0

'(t)dt) = 	(

�(conv(T
n))Z
0

'(t)dt) = 	(

�(T
n)Z
0

'(t)dt): (2.2.6)

On a

	(

�(T
n)Z
0

'(t)dt) � 	(
�(
n)Z
0

'(t)dt)� �(
�(
n)Z
0

'(t)dt):

Donc

	(

�(
n+1)Z
0

'(t)dt) � 	(
�(
n)Z
0

'(t)dt)� �(
�(
n)Z
0

'(t)dt): (2.2.7)

Puis que �(t) � 0; 8t � 0: Alors

	(

�(
n)Z
0

'(t)dt)� �(
�(
n)Z
0

'(t)dt) � 	(
�(
n)Z
0

'(t)dt).

Donc

	(

�(
n+1)Z
0

'(t)dt) � 	(
�(
n)Z
0

'(t)dt):

On dé�nit la même suite (yn) qui on dé�nit dans la preuve de la théorème (2.2.1) tel que

lim
n!+1

yn = r = 0: On entre la dans

	(

�(
n+1)Z
0

'(t)dt) � 	(
�(
n)Z
0

'(t)dt)� �(
�(
n)Z
0

'(t)dt)

24



2.2. Théorème de Darbo généralisé de type intégrale

On obtien

	( lim
n!+1

�(
n+1)Z
0

'(t)dt)

� 	( lim
n!+1

�(
n)Z
0

'(t)dt)� lim
n!+1

�(

�(
n)Z
0

'(t)dt)

, 	(r) � 	(r)� lim
n!+1

�(

�(
n)Z
0

'(t)dt)

, lim
n!+1

�(

�(
n)Z
0

'(t)dt) � 0

On a � fonction positive, alors lim
n!+1

�(

�(
n)Z
0

'(t)dt) = 0) lim
n!+1

�(
n)Z
0

'(t)dt = 0:

La même argument de la théorème (2.2.1) on obtien que T admet au moint un point

�xe.

Théorèmes de type Darbo via fonctions de déplacement

Dans cette section, on va présenter des autre gnéralisation de la théorème qui sont plus

générale que le théorème donné dans la deuxième section.

Théorème 2.2.3 E espace de Banach 
 6= ; � E est borné ,fermé et convex, soit T : 
!

 est un fonction continue satisfait

	(

�(TX)Z
0

'(t)dt) � �(
�(X)Z
0

'(t)dt)� �(

�(X)Z
0

'(t)dt) (2.2.8)

Pour X � 
, est un mesure non compact et 	;�; � : R+ ! R+ trois fonction tel que �

et � sont bornées sur tout intervale bornée dans [0;+1) et 	 continue. En plus, on suppose
que

1) 	(s) � �(t)) s � t:

2) �(t) = 0, t = 0 et � � 0:
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2.2. Théorème de Darbo généralisé de type intégrale

3) Pour tout (sn) suite dans R+, tel que lim
n!+1

sn = t tel que t > 0; on a

	(t)� lim
n!+1

sup�(sn) + lim
n!+1

inf �(sn) > 0:

Preuve. La même preuve de théorème (2.2.1), on a la même construction de la suite

(
n) :

En générale, on suppose �(
n) > 0;8n � 0: On a

	(

�(
n+1)Z
0

'(t)dt) = 	(

�(T
n)Z
0

'(t)dt) � �(
�(
n)Z
0

'(t)dt)� �(

�(
n)Z
0

'(t)dt):

Si � � 0 alors

�(

�(
n)Z
0

'(t)dt)� �(

�(
n)Z
0

'(t)dt) � �(
�(
n)Z
0

'(t)dt):

Donc

	(

�(
n+1)Z
0

'(t)dt) � �(
�(
n)Z
0

'(t)dt);

d�aprés l�hypothèse 1 de cette théoreme

)
�(
n+1)Z
0

'(t)dt �
�(
n)Z
0

'(t)dt :

On dé�nit la même suite (yn) qui on dé�nit dans la preuve de la théorème (2.2.1) tel

que lim
n!+1

yn = r = 0:

On entre la limit dans

	(

�(
n+1)Z
0

'(t)dt) � �(
�(
n)Z
0

'(t)dt)� �(

�(
n)Z
0

'(t)dt):

Devient

	(r) � lim
n!+1

�(

�(
n)Z
0

'(t)dt)� lim
n!+1

�(

�(
n)Z
0

'(t)dt):

� lim
n!+1

sup�(

�(
n)Z
0

'(t)dt) + lim
n!+1

sup(��(
�(
n)Z
0

'(t)dt)):
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2.2. Théorème de Darbo généralisé de type intégrale

, 	(r) � lim
n!+1

sup�(

�(
n)Z
0

'(t)dt)� lim
n!+1

inf �(

�(
n)Z
0

'(t)dt):

, 	(r) � lim
n!+1

sup�(

�(
n)Z
0

'(t)dt) + lim
n!+1

inf �(

�(
n)Z
0

'(t)dt) � 0: (2.2.9)

Mais on a pour r > 0

	(r) � lim
n!+1

sup�(

�(
n)Z
0

'(t)dt) + lim
n!+1

inf �(

�(
n)Z
0

'(t)dt) > 0:

Donc ( 2:2:9), r � 0 ) r = 0, lim
n!+1

�(
n)Z
0

'(t)dt = 0) lim
n!+1

�(
n) = 0:

Par la même argument dans théorème (2.2.1).
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre on va appliquer le théorème de Darbo dans l�étude de l�existence des

solutions pour une equation integrale fractionnaire dans un espace de Banach.

3.1 L�intégrale fractionnaire de Riemann Liouville

Dé�nition 3.1.1 Soit f une fonction réelle, a appartient au domaine de dé�nition de f et

� un nombre réel strictement positif. On appelle intégrale fractionnaire de f d�ordre � , et

on la note I(�)a , la fonction dé�nie par

I(�)a f(x) =
1

�(�)

Z x

a

(x� t)��1f(t)dt;

où �(�) est la fonction Gamma d�Euler dé�nie par

�(�) =

Z +1

0

t��1 exp(�t)dt:

Remarque 3.1.1 On peut écrire I(�)a sous la forme suivante

I(�)a f(x) =
1

�(�)

Z x�a

0

t��1f(x� t)��1f(t)dt:

Une équation fonctionnelle l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

On prendre

h(t) = t; t 2 [a; T ] ;
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

en équation (3.2.1), nous obtenons l�équation

y(t) = f(t; y(�(t))) + �(�)g(t; y(�(t)))I�a+ + (u(t; :; y(c1(:)); :::; y(cn(:))))(t): (3.1.1)

Où

I�a+ (t) =
1

�(�)

Z t

a

 (�)

(t� �)1��
d� ; t 2 [a; T ] :

On peut réécrire l�équation (3.1.1) sous la forme

y(t) = f(t; y(�(t))) + g(t; y(�(t))) +

Z t

a

u(t; � ; y(c1(�)); :::; y(cn(�)))

(t� �)1��
d� ; t 2 [a; T ] :

3.2 L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Dans cette chapitre, nous avons concerné l�existence des solutions des équations intégrale

fractionnaire par mesure de non compacité de non équicontinue.

Soit

y(t) = f(t; y(�(t))) + g(t; y(�(t)))

tZ
a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�)))

(h(t)� h(�))1��
d� : (3.2.1)

Tel que � 2 (0; 1); 0 � a < T; f; g : [a; T ]� R! R; �; �; ci : [a; T ]! [a; T ] ; i = 1; :::; n,

u : [a; T ]� [a; T ]� Rn ! R; et h : [a; T ]! R: Equation (3.2.1) on peut ecrit sous la forme

y(t) = f(t; y(�(t))) + �(�)g(t; y(�(t)))I�a+;hu(t; :; y(c1(:)); y(c2(:)); :::; y(cn(:)))(t); t 2 [a; T ] :

Tel que I�a+;h est l�integrale fractionel d�ordre �: En ce qui concerne la fonction h dé�nit

par

I�a+;h (t) =
1

�(�)

tZ
a

h0(�)

(h(t)� h(�))1��
 (�)d� ; t 2 [a; T ] :

Nous considérons l�hypothèse suivante

(H1) Les fonctions

�; �; ci : [a; T ]! [a; T ] ; i = 1; :::; n

sont continues

29



3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

(H2) Il existe des constantes positives L et p telles que

j�(t)� �(s)j � L jt� sjp ; (t; s) 2 [a; T ]� [a; T ] :

(H3) Il existe des constantes positives D et q telles que

j�(t)� �(s)j � D jt� sjq ; (t; s) 2 [a; T ]� [a; T ] :

(H4) La fonction f : [a; T ]� R! R est continue et satisfait

jf(t; �)� f(t; v)j � � j�� vj

Pour tout (t; u; v) 2 [a; T ]� R2; où � est positive constant.
(H5) La fonction g : [a; T ]� R! R est continue et satisfait

jg(t; u)� g(t; v)j � � ju� vj

Pour tout (t; u; v) 2 [a; T ]� R2, où � est positive constant.
(H6) La fonction � : [a; T ]� Rn ! R est continue et satisfait

ju(t; � ; x1; x2; ::; xn)j � '( max
i=1;:::;n

jxij);

pour tout (t; � ; x1; x2; ::; xn) 2 [a; T ]� [a; T ]� Rn; où ' : [0;1)! [0;1) est croissante.
(H7) La fonction h : [a; T ]! R est C1 et croissante.

(H8) Il existe r0 > 0 tel que

�r0 +M + (�r0 +N)
'(r0)

�
(h(T )� h(a))� < r0;

où

M = max fjf(t; 0)j : t 2 [a; T ]g and N = max fjg(t; 0)j : t 2 [a; T ]g :

Nos résultats principaux sont les suivants.

Théorème 3.2.1 Sous les hypothèses (H1) - (H8), l�équation (3.2.1) a au moins une solu-

tion y� 2 C([a; T ] ;R). Plus encore, cette solution satisfait

ky�k � r0:
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Preuve. Pour tout y 2 C([a; T ] ;R); soit

(Ty)(t) = f(t; y(�(t))) + g(t; y(�(t)))

Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�):

On montre que (Ty) est continue pour tout t 2 [a; T ] : On va démontrer que

TC([a; T ] ;R) � C([a; T ] ;R);

f et g sont continues, dé�nissans une fonction suivante: 
 : t! [a; T ] telle que


(t) =

Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�);


 est continue dans [a; T ] :

Soit ftng suite dans [a; T ] tel que tn ! t 2 [a; T ] ;

j
(tn)� 
(t)j =
����Z tn

a

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
d� �

Z t

a

h0(�)u(t; �)

(h(t)� h(�))1��
d�

����
Où

u(tn; �) = u(tn; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�));

u(t; �) = u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�)):
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Donc

j
(tn)� 
(t)j =
�����Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
d� +

Z tn

t

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
d�

�
�
Z t

a

h0(�)u(t; �)

(h(t)� h(�))1��
d�

����
�

�����Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
�
Z t

a

h0(�)u(t; �)

(h(t)� h(�))1��

�
d�

����+ ����Z tn

t

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
d�

����
=

�����Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
�
Z t

a

h0(�)u(t; �)

(h(t)� h(�))1��

�
d�

+

�Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(t)� h(�))1��
�
Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(t)� h(�))1��

�
d�

����+ ����Z tn

t

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
d�

����
=

�����Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(t)� h(�))1��
�
Z t

a

h0(�)u(t; �)

(h(t)� h(�))1��

�
d�

+

�Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
�
Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(t)� h(�))1��

�
d�

����+ ����Z tn

t

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
d�

����
=

����Z t

a

h0(�)

(h(t)� h(�))1��
(u(tn; �)� u(t; �))d�

+

�Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
�
Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(t)� h(�))1��

�
d�

����+ ����Z tn

t

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
d�

����
�

����Z t

a

h0(�)

(h(t)� h(�))1��
(u(tn; �)� u(t; �))d�

����
+

�����Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
� h0(�)u(tn; �)

(h(t)� h(�))1��

�
d�

����+ ����Z tn

t

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
d�

����
: = An +Bn + Cn:

Puisque u(tn; �)! u(t; �)

lim
n!+1

An = lim
n!+1

����Z t

a

h0(�)

(h(t)� h(�))1��
(u(tn; �)� u(t; �))d�

���� = 0:
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Une autre part, on a

Bn =

�����Z t

a

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
� h0(�)u(tn; �)

(h(t)� h(�))1��

�
d�

����
� ' kyk

Z t

a

�
h0(�)

(h(t)� h(�))1��
�
Z t

a

h0(�)

(h(tn)� h(�))1��

�
d� (l�hypothése 6)

=
' kyk
�

((h(t)� h(a))� + (h(tn)� h(t))� � (h(tn)� h(a))�

0 � lim
n!+1

Bn � lim
n!+1

�
' kyk
�

((h(t)� h(a))� + (h(tn)� h(t))� � (h(tn)� h(a))�
�
= 0

) lim
n!+1

Bn = 0:

Finallement

Cn =

����Z tn

t

h0(�)u(tn; �)

(h(tn)� h(�))1��
d�

����
� ' kyk

Z tn

t

h0(�)

(h(tn)� h(�))1��
d�

=
' kyk
�

((h(tn)� h(t))�

0 � lim
n!+1

Cn � lim
n!+1

�
' kyk
�

((h(tn)� h(t))�
�
= 0

) lim
n!+1

Cn = 0:
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Par conséquence, on a

lim
n!+1

j
(tn)� 
(t)j = 0;

qui prouve [7] alors

T : C([a; T ] ;R) � C([a; T ] ;R)

est continue et bien dé�ni.

Pour r > 0, l�ensemble

B(0; r) = fy 2 C([a; T ] ;R) : kyk � rg ;

Soit y 2 B(0; r) pour certains r > 0: Pour tout t 2 [a; T ] ; on a

j(Ty)(t)j =
����f(t; y(�(t))) + g(t; y(�(t)))Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

����
= jf(t; y(�(t)))� f(t; 0) + f(t; 0)

+ (g(t; y(�(t))) + g(t; 0)� g(t; 0))

Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

����
� jf(t; y(�(t)))� f(t; 0)j+ jf(t; 0)j

+(jg(t; y(�(t)))� g(t; 0)j+ jg(t; 0)j)
Z t

a

h0(�) ju(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))j
(h(t)� h(�))1��

d(�)

� � jy(�(t)j+ jf(t; 0)j

+(� jy(�(t)j+ jg(t; 0)j)
Z t

a

h0(�)

����'( maxi=1;:::;n
jy(ci(�))j)

����
(h(t)� h(�))1��

d(�)

� � kyk+M + (� kyk+N)
'(kyk)
�

(h(T )� h(a))�

� �r +M + (�r +N)
'(r)

�
(h(T )� h(a))�:
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Prend r = r0; depuit (H8); on obtient kTyk � r0: En conséquence, nous obtenons

T (B(0; r0)) � B(0; r0)

et T : B(0; r0)! B(0; r0) est bien dé�ni.

B(0; r0) est fermée, bornée et non vide.

On montrer que T est une application continue en B(0; r0). A�n de prove notre demande,

prenez y; z 2 B(0; r0) et " > 0 tel que

ky � zk � ":
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Pour tout t 2 [a; T ] ; on a

j(Ty)(t)� (Tz)(t)j

=

����f(t; y(�(t))) + g(t; y(�(t)))Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

�f(t; z(�(t)))� g(t; z(�(t)))

Z t

a

h0(�)u(t; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

����
= jf(t; y(�(t)))

+ (g(t; y(�(t))) + (g(t; z(�(t)))� g(t; z(�(t))))

Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

�f(t; z(�(t)))� g(t; z(�(t)))

Z t

a

h0(�)u(t; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

����
= jf(t; y(�(t)))� f(t; z(�(t)))

+ (g(t; y(�(t)))� g(t; z(�(t))))

Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

+g(t; z(�(t)))

Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

�g(t; z(�(t)))
Z t

a

h0(�)u(t; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

����
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= jf(t; y(�(t)))� f(t; z(�(t)))

+ (g(t; y(�(t)))� g(t; z(�(t))))

Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

+g(t; z(�(t)))

�Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

�
Z t

a

h0(�)u(t; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

�

= jf(t; y(�(t)))� f(t; z(�(t)))

+ (g(t; y(�(t)))� g(t; z(�(t))))

Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

+(g(t; z(�(t)))� g(t; 0) + g(t; 0))

�Z t

a

h0(�)u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

�
Z t

a

h0(�)u(t; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t)� h(�))1��
d(�)

�����
� jf(t; y(�(t)))� f(t; z(�(t)))j

+ j(g(t; y(�(t)))� g(t; z(�(t))))j
Z t

a

h0(�) ju(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))j
(h(t)� h(�))1��

d(�)

+ (jg(t; z(�(t)))� g(t; 0)j+ jg(t; 0)j)
Z t

a

h0(�) jV (t; �)�W (t; �)j
(h(t)� h(�))1��

d(�):
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Où

V (t; �) = u(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�));

W (t; �) = u(t; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�)):

En utilisant l�hypothèse considérée, pour tous t 2 [a; T ], on obtient

j(Ty)(t)� (Tz)(t)j � jf(t; y(�(t)))� f(t; z(�(t))) + (g(t; y(�(t)))� g(t; z(�(t))))j

�
Z t

a

h0(�) ju(t; � ; y(c1(�)); y(c2(�)); :::; y(cn(�))j
(h(t)� h(�))1��

d(�)

+ (jg(t; z(�(t)))j � g(t; 0) + jg(t; 0)j)
Z t

a

h0(�) jV (t; �)�W (t; �)j
(h(t)� h(�))1��

d(�);

� � jy(�(t))� z(�(t))j

+� jy(�(t))� z(�(t))j
Z t

a

h0(�)

����'( maxi=1;:::;n
jy(ci(�))j)

����
(h(t)� h(�))1��

d(�)

+(� jz(�(t))j+N)

Z t

a

h0(�)!"
(h(t)� h(�))1��

d(�)
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

� � jy(�(t))� z(�(t))j

+� jy(�(t))� z(�(t))j'( max
i=1;:::;n

jy(ci(�))j)
Z t

a

h0(�)

(h(t)� h(�))1��
d(�)

+(� jz(�(t))j+N)!"

Z t

a

h0(�)

(h(t)� h(�))1��
d(�)

= � jy(�(t))� z(�(t))j

+� jy(�(t))� z(�(t))j'( max
i=1;:::;n

jy(ci(�))j)
(h(t)� h(a))�

�

+(� jz(�(t))j+N)!"
(h(t)� h(a))�

�

� � ky � zk+ � ky � zk'(kyk)
�

(h(t)� h(a))� +
(� kzk+N)!"

�
(h(t)� h(a))�

� �"+ (h(T )� h(a))�
�
�"'(r0) + (�r0 +N)!"

�

�
;

où

!" = sup fju(t; � ; u1; u2; ::; un)� u(t; � ; v1; v2; ::; vn)j : t; � 2 [a; T ]

; ui; vi 2 [�r0; r0] ; jui � vij � "; i = 1; :::; ng :

Notez que de la continuité uniforme de la fonction u 2 [a; T ] � [a; T ] � [�r0; r0]n. Nous
observons facilement que lim

"!0+
!" = 0: Alors

kTy � Tzk � �"+ (h(T )� h(a))�
�
�"'(r0) + (�r0 +N)!"

�

�
:

Passer pour limiter comme "! 0+; On déduit la continuité de l�opérateur T dans B(0; r0):

Soit W est un sous-ensemble non vide de B(0; r0): Soit � > 0 est �xé, z 2 W et

t1; t2 2 [a; T ] tel que jt1 � t2j � �: Sans restriction de géneralité, nous pouvons supposer

t1 > t2: On a
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

j(Tz)(t1)� (Tz)(t2)j

=

����f(t1; z(�(t1))) + g(t1; z(�(t1)))Z t1

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

� f(t2; z(�(t2)))� g(t2; z(�(t2)))

Z t2

a

h0(�)u(t2; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t2)� h(�))1��
d(�)

����

= j(f(t1; z(�(t1))) + f(t1; z(�(t2)))� f(t1; z(�(t2)))� f(t2; z(�(t2)))

+(g(t1; z(�(t1))) + g(t1; z(�(t2)))� g(t1; z(�(t2))) + g(t2; z(�(t2)))� g(t2; z(�(t2))))

�
Z t1

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

�g(t2; z(�(t2)))
Z t2

a

h0(�)u(t2; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t2)� h(�))1��
d(�)

����
� j(f(t1; z(�(t1)))� f(t1; z(�(t2))j+ jf(t1; z(�(t2))))� f(t2; z(�(t2)))j

+(jg(t1; z(�(t1)))� g(t1; z(�(t2)))j+ jg(t1; z(�(t2)))� g(t2; z(�(t2)))j)

�
Z t1

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

+ jg(t2; z(�(t2)))j
�Z t1

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

�
Z t2

a

h0(�)u(t2; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t2)� h(�))1��
d(�)

�
:
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Alors

j(Tz)(t1)� (Tz)(t2)j � j(f(t1; z(�(t1)))� f(t1; z(�(t2))j+ jf(t1; z(�(t2))))� f(t2; z(�(t2)))j

+(jg(t1; z(�(t1)))� g(t1; z(�(t2)))j+ jg(t1; z(�(t2)))� g(t2; z(�(t2)))j)

�
Z t1

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

+(jg(t2; z(�(t2)))� g(t2; 0)j+ jg(t2; 0)j)
�Z t1

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

�
Z t2

a

h0(�)u(t2; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t2)� h(�))1��
d(�)

�
En utilisant l�hypothèse envisagée, on obtien

j(Tz)(t1)� (Tz)(t2)j � � jz(�(t1)� z(�(t2)j+ !f (�) + (� jz(�(t1)� z(�(t2)j+ !g(�))

�
'( max

i=1;:::;n
jz(ci(�))j)

�
(h(T )� h(a))� + (� jz(�(t2))j+N)

�
�Z t1

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

+(

Z t2

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

�
Z t2

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

+

Z t2

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t2)� h(�))1��
d(�)

�
Z t2

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t2)� h(�))1��
d(�))

�
Z t2

a

h0(�)u(t2; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t2)� h(�))1��
d(�)

�
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

� � jz(�(t1)� z(�(t2)j+ !f (�) + (� jz(�(t1)� z(�(t2)j+ !g(�))

�
'( max

i=1;:::;n
jz(ci(�))j)

�
(h(T )� h(a))� + (� jz(�(t2))j+N)

�
�Z t1

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

�
Z t2

a

h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t1)� h(�))1��
d(�)

+

Z t2

a

����h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))(h(t1)� h(�))1��

� h0(�)u(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

(h(t2)� h(�))1��

���� d(�)
+

Z t2

a

h0(�)

(h(t2)� h(�))1��
ju(t1; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))

� u(t2; � ; z(c1(�)); z(c2(�)); :::; z(cn(�))j)

� �!1(�) + !f (�) + (�!2(�) + !g(�))
'(r0)

�
(h(T )� h(a))�

+(�r0 +N)

�
'(r0)

�
(h(t1)� h(t2))

� +
'(r0)

�
((h(t2)� h(a))�

+ (h(t1)� h(t2))
� � (h(t1)� h(a))�) +

!3(�)

�
(h(t2)� h(a))�

�

� �!1(�) + !f (�) + (�!2(�) + !g(�))
'(r0)

�
(h(T )� h(a))�

+(�r0 +N)

�
2'(r0)

�
!(h; �) +

!3(�)

�
(h(T )� h(a))�

�
:
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Où

!1(�) = sup fjz(�(t))� z(�(s))j : t; s 2 [a; T ] ; jt� sj � �g ;

!2(�) = sup fjz(�(t))� z(�(s))j : t; s 2 [a; T ] ; jt� sj � �g ;

!f (�) = sup fjf(t; u))� f(s; u))j : t; s 2 [a; T ] ; jt� sj � �; u 2 [�r0; r0]g ;

!g(�) = sup fjg(t; u))� g(s; u))j : t; s 2 [a; T ] ; jt� sj � �; u 2 [�r0; r0]g ;

!3(�) = sup fju(t1; s; u1; :::; un)� u(t2; s; u1; :::; un)j : t1; t2; s 2 [a; T ] ; jt1 � t2j � �; ui 2 [�r0; r0] ; i = 1; :::; ng :

On observe que

!1(�) � sup fjz(t)� z(s)j : t; s 2 [a; T ] ; jt� sj � L�pg = !(z; L�p):

De même

!2(�) = sup fjz(t)� z(s)j : t; s 2 [a; T ] ; jt� sj � D�qg = !(z;D�q):

On note également que

lim
�!0+

!f (�) = lim
�!0+

!g(�) = lim
�!0+

!3(�) = 0:

Donc


(TW ; �) � �
(W ; L�p) + !f (�) + (�
(W ; D�q) + !g(�))
'(r0)

�
(h(T )� h(a))�

+(�r0 +N)

�
2'(r0)

�
!(h; �) +

!3(�)

�
(h(T )� h(a))�

�
:

Passer à la limite comme �! 0+; on a

�(TW) �
�
�+ �

'(r0)

�
(h(T )� h(a))�

�
�(W):

Ensuite, nous avons prouvé cela pour tout sous-ensemble non vide W de B(0; r0), nous

avons

�(TW) � K�(W);

où

K = �+ �
'(r0)

�
(h(T )� h(a))�:
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

On note que de (H8) nous avons K < 1, car

�r0 +M + (�r0 +N)
'(r0)

�
(h(T )� h(a))� < r0;

, �+
M

r0
+ (�r0 +N)

'(r0)

�r0
(h(T )� h(a))� < 1;

, �+ �
'(r0)

�
(h(T )� h(a))� +

M

r0
+N

'(r0)

�r0
(h(T )� h(a))� < 1;

, �+ �
'(r0)

�
(h(T )� h(a))� < 1:

DoncB(0; r0) est fermée, bornée, et non vide et T : B(0; r0)! B(0; r0) est ��contraction.
En appliquant le théorème de Darbo, on en déduit que T a au moins un point �xe

y� 2 B(0; r0); qui est une solution à équation (3.2.1).
Ensuite, du théorème 3:2:1. On en déduis le résultat d�existence suivant.

Corollaire 3.2.1 Supposons que les hypothèses (H1)�(H6) sont satisfait. Supposons égale-
ment qu�il y a quelques r0 > 0 tel que

�r0 +M + (�r0 +N)
'(r0)

�
(T � a)� < r0:

Alors l�équation (3.1.1) a au moins une solution y� 2 C([a; T ] ;R): De plus, tels satisfait
de la solution

ky�k � r0:

Nous présentons l�exemple suivant pour illustrer le résultat ci-dessus.

Exemple 3.2.1 Nous considérons l�équation intégrale

y(t) =
2y(t2)

5
+
1 + t

8
+
y(cos t) + t2

36

tZ
0

ln(1 + jy(�)j
(1 + t+ �)

p
t� �

d� : (3.2.2)
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

On pose

f(t; x) =
2x

5
+
1 + t

8
; g(t; x) =

x+ t2

36
; (t; x) 2 [0; 1]� R;

u(t; s; x) =
ln(1 + jxj)
1 + t+ s

; (t; s; x) 2 [0; 1]� [0; 1]� R;

�(t) = t2; �(t) = cos t; c1(t) = t; t [0; 1] ; � =
1

2
:

Nous pouvons réécrire l�équation (3.2.2) sous la forme

y(t) = f(t; y(�(t)) + g(t; y(�(t)))

tZ
0

u(t; � ; y(c1(�))

(t� �)1��
d� ; t 2 [0; 1] :

Pour tout t; s 2 [0; 1] ; on a

j�(t)� �(s)j =
��t2 � s2

�� = jt+ sj jt� sj � 2 jt� sj :

Ensuite, l�hypothèse (H2) est satisfaite de

L = 2 and p = 1:

Pour tout t; s 2 [0; 1] ; on a

j�(t)� �(s)j = jcos t� cos sj � jt� sj :

Ensuite, l�hypothèse (H3) est satisfaite de

D = q = 1:

Pour tout (t; u; v) 2 [0; 1]� R2; on a

jf(t; u)� f(t; v)j � 2

5
ju� vj :

Ensuite, l�hypothèse (H4) est satisfaite de

� =
2

5
:
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3.2. L�étude d�une équation intégrale fractionnaire

Pour tout (t; u; v) 2 [0; 1]� R2; on a

jg(t; u)� g(t; v)j � 1

36
ju� vj :

Ensuite, l�hypothèse (H5) est satisfaite de

� =
1

36
:

Pour tout (t; s; x) 2 [0; 1]� [0; 1]� R; on a

ju(t; s; x)j � ln(1 + jxj) = '(jxj);

Où

'(r) = ln(1 + r); r � 0:

Ensuite, l�hypothèse (H6) est également satisfaite. Notez que dans ce cas, on a

M =
1

4
et N =

1

36
:

Soit r0 = 1: On a

�r0 +M + (�r0 +N)
'(r0)

�
(T � a)� =

2

5
+
1

4
+
1

9
ln 2 � 0:727 < r0 = 1:

En appliquant Corollary présédente, nous obtenons l�existence d�au moins une solution

y� 2 C([0; 1] ;R) à l�équation (3.2.2) tel que

ky�k � 1:
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Conclusion

La théorie du point �xe est d�une importance capitale dans l�étude de l�existence
de solution pour les équations intégrales non linéaires d�ordre fractionnaire dans
des espaces de Banach. De nombreux théorèmes d�existence sont obtenus à par-
tir de théorème de Darbo, en transformant le problème en un problème de point
�xe.
Nous avons essayé dans ce travail de donner une idée complète sur l�existence

des solutions pour les équations intégrales non linéaires d�ordre fractionnaire,
en utilisant le théorème de Darbo.
Nous espérons aussi que nous avons contribué même un peu pour aider

les chercheurs du savoir à surmonter certains des problèmes que vous pouvez
rencontrer dans son carrière scienti�que.
Nous avons utilisé la technique de mesure non compacité pour prouver

l�existence des solutions pour une classe des équations intégrales non linéaires
d�ordre fractionnaire dans un espace de Banach.
Nous estimons que cette technique est très e¢ cace et on peut l�utiliser pour

des autres et di¤érentes problèmes, notamment les équations di¤érentielles ou
intégro-di¤érentielles.
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 الملخــــــــــــــــــــــــــــــص
 

 .التكاملية، هي أداة فعالة جدا لدراسة المعادلات التفاضلية وتراصعدم القياس تقنية      

 تفي فضاء لتراصالمرتبطة بقياس عدم ا داربوم العديد من الكتاب نظرية في الآونة الأخيرة استخد
 .التكامليةحلول المعادلات التفاضلية وولدراسة سلوك  خ بنا

حلول وجود لإثبات تراص عدم القياس بلنقطة الثابتة المرتبطة ل داربونظرية  طبقنافي هذا العمل 
 .بناخ فضاءفي  ريةكسذات الرتب الغير الخطية  معادلاتلل

Résumé 
 

 

La technique de mesure de non compacité est un outil très efficace pour 
l'étude  des équations différentielle ou intégrales ;  récemment plusieurs 
auteurs ont utilisé le théorème de Darbo associé au mesure de non compacité 
due à  Banas,  pour étudier le comportement des solutions pour les équations 
différentielle ou intégrales  

Dans ce travail on va appliquer le théorème de Darbo de point fixe associé au 
mesure de non compacité, pour démontrer l'existence des solutions pour une 
classe des équation intégrales non linéaire  fractionnaire  dans un espace de 
Banach. 

 

Abstract 
 

The technique of  non compactness measure is a very efficient tool for the 
study of differential or integral equations. 

 Recently several authors have used the Darbo theorem associated with the 
measure of non compactness due to Banas, for study the behavior of 
solutions for differential or integral equations. 

  In this work,  we will apply the Darbo's theorem of fixed point associated to 
the measure of non compactness, to demonstrate the existence of solutions 
for a class of  nonlinear  integral equations of fractional order in  Banach 
space. 

 


