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Introduction générale

Le théoréeme de I'application contractante prouvé par Banach en 1922, dit qu’une con-
traction d’un espace métrique complet dans lui-méme admet un point fixe unique. De plus, il
fournit un algorithme d’approximation du point fixe comme limite d’une suite itérée. Mais
d’une part, montrer que la fonction est contractante peut entrainer de laborieux calculs,
d’autre part, les conditions sur la fonction et 1’espace étudiés restreignent le nombre de cas
auxquels on peut appliquer le théoréme.

Le théoréme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous
sa forme la plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de I'application d’un
intervalle fermé borné dans lui-méme. Et de fagon plus générale, I’application continue doit
étre définie dans un convexe compact d’un espace euclidien dans lui-méme.

Le théoréme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation du théoréme
du point fixe de Brouwer et affirme qu'une application continue sur un convexe compact
admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique. Il n’est donc pas nécessaire
d’établir des estimées sur la fonction, mais simplement sa continuité. Ceci nous donne la
possibilité de traiter plus de cas qu’avec le théoréme de Banach (par exemple, I'identité).

En 1955, et pour la premiére fois, Krasnoselskii a élaboré son théoréme du point fixe
qui affirme que dans un convexe compact, toute application qui se met sous la forme d’une
somme de deux applications dont I'une est contractane et I'autre compacte admet un point
fixe.

En 1955, Darbo est avéré une propriété de point fixe pour la contraction de I’a. -ensemble
sur un sous-ensemble fermé, borné et convexe des espaces de Banach en termes de mesure
de non compacté. Qui a d’abord été défini par Kuratowski. Le théoréme du point fixe de
Darbo est significatif extension du théoréme du point fixe de Schauder, et joue également
un role clé en non linéaire pour prouver l'existence de solutions pour beaucoup de classes
de non-linéaire équations.

Dans ce mémoire, on étudie le théoréme du point fixe de Darbo, et quelques-unes de leurs
applications. Etant donnés un ensemble et une application: 7" : M — M, on s’intéresse a

donner des conditions suffisantes sur 1" et pour que ait un point fixe. Ces résultats théoriques
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nous permettent de prouver des solutions pour un classe des équations intégrales non linéaire
d’ordre fractionnel dans des espaces de Banach sans les déterminer explicitement.

Dans le premier chapitre Nous avons traité quelque définitions: espaces métriques, espace
de Banach, la compacité, la convexité et le mesure de non compacité ( Kuratowski, Hausdorff,
de non équicontinuité) dans ’espace de Banach.

Le deuxiéme chapitre, on présente le théoréme de Brouwer, Schauder et Darbo et quelque
généralisations.

Dans la troisiéme chapitre nous avons appliqué la théorie Darbo pour prouver ’existence
des solutions pour un classe des équations intégrales non linéaires d’ordre fractionnel dans

I’espace de Banach.
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Notations générales

Certainses notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous lisons ci-

dessous:
R : ensemble des nombres réels.
R™ : espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
|.| : valeur absolue ou module.
IRl : norme sur R".
||| : norme euclidienne de z.
convf) . Denveloppe convexe de ’ensemble (2.

L(E,F) : lespace des applications linéaire continus de FE dans F.



Chapitre 1

Mesure de non compacité

1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble non vide. Une distance (z,y) sur E est une applica-
tion d: E x E — Ry vérifiant les conditions suivantes:

1) d(z,y) =0 si et seulement si v =y, (i.e d est séparation),

2) pour tout (z,y) € E?, on a d(x,y) = d(y,z), (i.e. d est symétrique),

3) pour tout (z,y,2) € E3, on a d(x,z) < d(z,y) + d(y,z), (i.e. d vérifie l'inégalité
triangulaire).

Le couple (d, E) est appellé un espace métrique.

Exemple 1.1.1

d(x,y) =| x — y | est une distance sur R, car pour tout x, y € R on a
l.d(z,y) =0&|z—y|l=0&x=y.

2. d(,y)=lz—yl=| -1y -z |=ly -2 |=dy,z).

3. pour tout (z,vy,2) € R3,

dr,z) = |z—z|=]r—2+y—y
< lz—yl+ly — 2|

= d(z,y) + d(y, 2).



1.1. Espaces métriques

Remarque 1.1.1 L’espace C([0;1],R) est dit métrique, lorsqu’il est muni d’une des dis-

tances suivantes

2. do(f,g) \/fo t)]2dt.
doo(f,9) = max| f() = g(t)]-

te[0,1]

Définition 1.1.2 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que A est
bornée si et seulement si il existe M € Ry tel que V(z,y) € A% on a d(z,y) < M.

1.1.1 Les suites dans les espaces métriques

Définition 1.1.3 (Convergence)

Soit (&, d) un espace métrique, (), cy une suite des points de E, et x € E. On dit que

(#5,),en converge vers et on note lim (z,) = x si:

n—-+00

Ve>0, AN eN, VneN: n> N = d(z,,z) < e.

Définition 1.1.4

1) On dit que la suite (z,) est convergente s’il existe x € F tel que lim (z,) = x.
n—-+00

2) On dit que la suite (x,,) est divergente s’il n’existe aucun x € E tel que lim (z,) = .

n—-+

1.1.2 Suites de Cauchy

Définition 1.1.5 (Suite de Cauchy)

Soit (£, d) un espace métrique et (x,),.y une suite des points de E, (z,),, est dite

suite de Cauchy si:
Ve >0, In. €N, ¥(p,q) € N*: p,qg>n. = d(z,,7,) <e.
Cette définition est équivalente la définition suivante:

Ve >0, In. €N, Y(n,h) e N*: n>n. = d@pip, ) < €.



1.1. Espaces métriques

Exemple 1.1.2 On munit l’espace C([0;1],R) par la distance fondamentale d; et on con-

sidére les suites { fn tnen définies par:

1 n; 0<z<,
fa(z) = min(n, (—=)) = -
VT = S <z<l1

Soit € > 0, pour tout p et q de N*, avec p > q, on a:
1
di(fp, fo) = fo | fp(2) = fo(2)|dx
» ; 21 ; RIS R
= /O (p—Q)SCJr/l (—$—Q)$+/1(—x—ﬁ)x

Donc, en prenant n. = [%] + 1, on trouve que

p>q>n.=d(f, f,) <e.

Propriétés 1.1.1
1) Toute suite convergente est de Cauchy.

2) Toute suite Cauchy est bornée.

Définition 1.1.6 (Diamétre)
Soit A une partie non vide et bornée de E. On appelle diamétre de A le nombre §(A)

tel que
d(A) = sup d(z,y).
(z,y)€A?
Remarque 1.1.2
d0)=0

1.1.3 La continuité dans les espaces métrique

Définition 1.1.7 (La continuité)



1.2. Espaces de Banach

Soit (F,d) et (F,d") deux espaces métriques et f : E — F. On dit que f est continue si
et seulement s’il pour tout & > 0, il existe n > 0, tel que pour tout (z,y) € E?, sid(z,y) < n,
alors d'(f(x), f(y)) <e.

Définition 1.1.8 (Uniformément continue)

Soit (E,d) et (F,d") deux espaces métriques et f : F — F. On dit que f est Uniformeé-

ment continue si elle vérifie:

Ve >0, Ja. >0, Va,y € E, d(z,y) < . = d'(f(x), f(y)) <e.

Définition 1.1.9 (Equicontinuité)
Soit E un espace topologique et (F,d) un espace métrique. Soit F une famille d’applications

de E dans F.
1. F est dite équicontinue en un point a € F si et si et seulement si:

Ve >0, AU, €V(a): ze€U,=d(f(x), f(a)) <e; VfeF.

2. On dit de F qu’elle est équicontinue sur E si et seulement si elle ’est en tout point

de E.

Définition 1.1.10 (Applications Lipschitziennes)

Soit (E,d) et (F,d) deuz espaces métriques et f : E — F. On dit que f est K —
Lipschitzienne si et seulement si il existe K > 0 tel que (d'(f(z), f(y)) < Kd(z,y) pour
tout (z,y) € B

En partculier, une isométrie est un Lipschitzienne.

1.2 Espaces de Banach

Définition 1.2.1 (La norme)

Une norme est un application définie surV a valeurs dans Ry, notée ||.||,, est satisfaisant
les trois propriétés sutvantes:

(i) llzll; =0 2 =0,

(i) VA e R, Vo € E, || Az||z = |A ||z]| 5, (homogénéité)

(ti3) Ve,y € E, |z +yllp < ||zl g + lyll - (inégalité triangulaire)



1.2. Espaces de Banach

1.2.1 Topologie des espaces vectoriels normés

Quelques rappels
Définition 1.2.2 (Ouwvert)

Un ensemble O C E est ouverte dans E si pour tout = € O, il existe ¢ > 0 tel que

B(z,e) C O avec B(x,e) ={y € E; ||z —y|| < e} boule ouverte de centre = et de rayon e.

Définition 1.2.3 (Fermé)
Un ensemble A C E est fermé dans E si E\A est ouvert dans E.

Définition 1.2.4 (Convergence)

Soit (), une suite de £, on dit que (z,,), o converge vers [ € E si
Ve >0, IneN, Vn > N ||z, — ||z <e.

Définition 1.2.5 (Espace complet)
R espace vectoriel, E est dit complet pour la norme ||| si toute suite de Cauchy (pour
cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace est aussi appelé espace de

Banach.
Proposition 1.2.1 Tout espace vectoriel sur R normé de dimension finie est complet.

Exemple 1.2.1 E = C([a,b,R), ||f|| = max |f| est un espace de Banach.

a<t<b

La Continuité

Définition 1.2.6 (Continuité d’une fonction)
Soient E et F' deux espaces vectoriels munis respectivement des normes ||.||; et ||.|| 5, et

f est une fonction de E dans F'.

Proposition 1.2.2 Les propositions suivantes sont équivalentes:
1) f est continue de E dans F,
2) Vog € E,Ve > 0,30 >0,Vz € E, ||z —xol|p <6 = | f(z) — f(zo)|lp <e,
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3) pour tout x € E, pour toute suite (x,,), .y convergente vers x dans E, f(x,) converge
vers f(x) dans F,

4) Pour tout owvert O de F, l’image réciproque de O par f, f~(OF), est un ouverte
de F,

5) Pour tout fermé Ar de F, l'image réciproque de Ap par f, f~1(Ar), est un fermé de
E.

Définition 1.2.7 Soit A un fermé de E . Si (v,),oy C A une suite convergente vers I,

alors | € A.

1.3 La compacité

1.3.1 Les parties compactes

Définition 1.3.1 Un ensemble A C E est compact si de toute suite d’élements de A, on

peut extraire une sous-suite convergente vers un élément de A.

Proposition 1.3.1
1) Si A est compact, alors A est fermé et borné.
2) Si E est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est fermé et

borné.

1.3.2 Les parties relativement compactes

Définition 1.3.2 Soit A C E wune partie d’un espace métrique (E,d). On dit que A est

relativement compact si sa fermeture A est compacte pour la distance induite d.

1.3.3 Les applications compactes

Définition 1.3.3 Soient E et F' deux espaces normés sur K =R ouC et f € L(E, F). On
dit que f est un application compact si et seulement si une des trois propositions équivalentes

suivantes sont vérifiée:

1. toute image d’un borné de E est relativement compact dans F.



1.4. La convexité

2. f(Bg(0,1))est relativement compact dans F.

3. de toute suite bornée (x,),.y de F' on peut extraire une sous suite telle que (T, ),y

converge dans I quand k — oo.

L’ensemble des applications compacts est noté par K(E, F).

1.4 La convexité

Définition 1.4.1 Un sous-ensemble S de R est dit convexe si pour tout x,y € S et pour

tout A € [0,1], on a
A+ (1=NyeS.

Définition 1.4.2 (La fonction convexe)
Soit f une fonction de R dans R définie sur un intervalle I de R.

On dit que f est convexe sur I si, pour tout x ety de I et tout \ dans [0,1],
fOa+ (1 =Ny) < Af(2) + (1= N)f(y)
Exemple 1.4.1 La fonction f(x) =| z | est convexe sur R car si A € [0;1], alors
fOz+ (1 =Ny) = Az + (1 =My |

<Az [+ (1 =Ny |
= Az [+1-=XN]y]|

= Af(@) + (1 =N f(y).

1.5 Mesures de non compacité

Définition 1.5.1 Soit E un espace Banach et B la famille des ensembles bornés non vide
de E. Une fonction pu définie de B dans [0, +oo[ est appelée mesure de non compacité sur
E si elle vérifie (pour Q € B) les propriétés suivante:

1) u(2) =0 si et seulement si ) est relativement compact,

10
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2) Q1 C Qo = pu() < p(Qa),
3) () = pu(Q) = p(conv?), v € B,
1) 5O + (1= N)) < M) + (1= V() pour A € [0,1],
5) Si (2),,cn €St une suite de sous-ensemble fermée, bornée, non vide et décroissante de

E telle que lirf w(Q,) =0, alors OriQn = QO # 0, et Qo compact.
Exemple 1.5.1 La fonction: p: B — [0, +o00[ définie par:

0; st 8 est relativement compact,
p(€d) = 4
1; sinon,
est une mesure de non compacité car:

1) u(2) = 0 <= Q relativement compact par définition.
2) Pour Q0 C Qs on a deux cas:
1°¢cas: Si )y est relativement compact = € est relativement compact
p(€2) = p(€) = 0 = p(€h) < p(€2)
2mecas: Si gy n'est pas relativement compact
-Si Qy est relativement compact alors: (1) =0 < 1= u(Q2) = p(Q1) < ()
-S1 Q1 n’est pas relativement compact alors: p(21) = () =1 = u(Q1) < u(Qs)
3) u(Q) = u(Q) car Q relativement compacte=> Q relativement compact.
et d’aprés 2) on a

H(S) < pleonv®) < (),

donc si 2 est relativement compact alors

‘Ql

0= p(Q) < p(convid) < p(2) =0,

ce qui implique

p(Q) = p(conv) = ().
de méme argument si ) n’est pas relativement compact, on trouve que
Q) = plconvQ) = pu(Q) =

4) Si Uensemble Xy + (1 — X\)$2y est relativement compact, alors 1 ou Qo est relativement

compact et [inégalité est evidente, car

0=pAQ + (1= X)) < Au(21) + (1= N)p(e).

11
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Par ailleur si l’ensemble Ay + (1 — XNy nlest pas relativement compact, alors Qp et Qo ne

sont pas relativement compact, donc

5) Soit (S2,) une suites décroissante par rapport l'unclusion des sous ensembles bornés,

fermés et non vides, on a

Qoo € ... S C Y
et comme touts les ensembles non vides alors

n=1

est non vide.

D’autre part comme 1151_1 w(2,) = 0, alors Q. est relativement compact, donc Qoo = Qoo

est compact.

12



1.5. Mesures de non compacité

Les exemples les plus connus de mesure de non compacité sont les suivantes:

1.5.1 Mesure de non compacité de Kuratowski

Définition 1.5.2 Soit (E,d) un espace métrique et A un sous-ensemble borné de E.
La mesure de non compacité de Kuratowski de A est définie par:
a(A) = inf {e > 0: A admet un recouvrement fini par des ensembles de diametre < e},
c’est-a-dire:
a(A) = inf {g >0:3A1, Ay o)Ay AC i[lei et §(A) <&, Vi=1,2, n} .
Remarque 1.5.1
1. 0 <a(Al) <§(A) < .
2. A fini = a(A) =0.

Propriétés 1.5.1
Soit (E, ||.||) un espace de Banach. La mesure de non compacité de Kuratowski o possede

les propriétés suivante:

1. a(A) =0 < A est compact.
2. AC B= a(A) < a(B) (« est croissante).

3. a(A) = a(A) (« est invariante par passage a la fermeture).
4. a(AUB) =max{a(A),a(B)}.

5. a(AN B) <min{a(A),a(B)}.

6. a(AA) < |A a(A), VA € R (a est semi-homogene).

7. a(A+ B) < a(A) + a(B) («a est sous-additive).

8. a(A+ 1) =a(A), Vx € E (o est invariante par translation).

13
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9. a(conv(A)) = a(A) (« est invariante par passage a ’enveloppe convexe).
10. « est Lipschitizienne, ie:
dk > 0: ‘Oé(Al) — CY(AQ)‘ < k’Hd<A1,A2)

ou

Hd(Al,Ag) = inf {8 > 0, Ay C Ay +€B et Ay C Ay +€B}

est la distance de Hausdorfl entre les ensembles A et B.

11. « est uniformement continue.

1.5.2 Mesure de non compacité de Hausdorff

Définition 1.5.3 (¢ — réseau)
Soit (E,d) un espace métrique et A C E une partie non vide. Alors A est admet un
e — réseau s’il existe un ensemble fini S = {x1,za,...,x,} tel que
Ac UB(e) (*)
i.e
Ve e A, d(z,S) <e

Cas particulier: si (E,||.||) est un espace normé, alors (*) s’écrit
AC S+eB(0,1)

Définition 1.5.4 Soit E un espace de Banach de dimension infinie et A une partie bornée

de E. La mesure de non compacitée de Hausdorff est définie par:
X(A) =inf {e > 0: A admet un recouvrement fini par des boules de rayon < €}, i.e,
X(A) =inf{e >0: AC B(z;,ri),x; € Eetr;<e,Vi=1,.,n}.
Proposition 1.5.1

X(A) =inf{e > 0: A admet un € — réseau} .

14
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Preuve. En effet, soit ¢ > 0 tel qu'il existe une suite {B;(z;,r;)}_, : A C GIB(:Ei,m)
1=

et r; <e,Vi=1,..,n. Alors

A C Ql{:cl-—i—riBi(O,l)}, et r; <e, Vi€ [ln
e Ac ,@1 {2} + ,@1 {riBi(0, 1)}, et r; < e, Vi€ [Ln]

& ACS+eB

i.e. A admet un e—réseau. Donc x(A) = inf {e > 0: A admet un ¢ — réseau} , ou S =

-@1 {z;} . Cette mesure verifie les propriétés (1)—(9) de la mesure de Kuratowski. =

Théoréme 1.5.1 Les mesures de non compacité de Kuratowsk: et de Hausdorff sont reliées

par l'inégalité suivante
xX(A4) < a(A4) <2x(A), VA€ E.

Preuve. En effet si {x1, 29, ..., 2,,} est un e —réseau de A, alors {AN (z) +eB)}_;} est

un recouvrement de A par des ensembles de diameétre 2¢ et donc
a(A) < 2x(A).

Si {Ax},", est un recouvrement de A tel que diam(A) < d, alors il faut prendre zy, € Ay,

donc {x1, 9, ...,x,} est un d — réseau de A, donc

X(4) < a(A)

1.5.3 Mesure de non compacité de non équicontinuité

Laissez-nous fixer quelques notations qui seront utilisées (3¢ chapitre). Nous désignons
par C([a, T];R) L’ensemble des réelles continus fonctions définies dans [a, 7] . Cet ensemble

est un espace de Banach par rapport a la norme

2] = max {|z(t)| : t € [a,T], 2z € C(la,T];R)} .

15
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Nous désignons par P(C([a, T|;R)) 'ensemble de tous les sous-ensembles non vide borné
de C([a,T];R).
Soit W € P(C([a,T];R)). Pour w € W et p > 0, on définie 'application w par
w(w,p) = Sup{|w(t) - U}(S)| D ls e [CL,T} ) |t - S| < p}

On définit la’application 2 : P(C([a, T];R)) x [0,00) — [0, 00) par

AW, p) = sup {w(w, p) : w € W}, (W, p) € P(C((a, T} R)) x [0, 00) .
Il a été prouvé en [5] que I'application o : P(C([a,T];R)) — [0, 00) défini par

o(W) = lim QW, ), W € P(C([a, T];R)),

p—0t

est un mesure de non compacité dans espace de Banach C([a,T];R).

1.5.4 Applications p-contractions

Définition 1.5.5 (Le point fize)
Soit & un espace métrique et f : E — FE une application , v € E est dit point fixe pour

Uapplication f si f(x) = x.
Exemple 1.5.2 Soit f application telle que f : R — R définie par f(x) = 2%
f@)=zer*=zcr=00uz=1.
Donc les points fixes de f sont 0 et 1.

Définition 1.5.6 (Application p-lipshitziennes)
Soient E et F' deux espaces métriques et f : E — F une application continue.

1) On dit que f est une p-lipshitziennes d’ensemble s’il existe k > 0, tel que
w(f(Q) < ku(Q), ¥Q borné de E.

Définition 1.5.7 (u-contraction)
Soient E et F' deux espaces métriques et f: E — F une application continue.

1) On dit que f est une u — contraction d’ensemble s’il existe k € [0, 1] tel que
p(f(2) < ku(Q), vQ borné de E.

2) Elle est appellée jn — contraction d’ensemble stricte si 0 < k < 1.
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Chapitre 2

Théoréme de Darbo et ses

généralisation

Ce chapitre a consacré de présenter le théoréme de Darbo qui est basée sur le théoréme de
Schauder dans sa démonstration, ainsi que quelques généralisations de type intégrale pour

le théoréme de Darbo.

Théoréme 2.0.2 (Brouwer 1912)
Soit 0 C R™ un compact, convexe, non vide et T : 2 — Q une application continue,

alors T admet au moins un point fixe dans 2.

Preuve. voir [11] =

2.0.5 Théoréme de Darbo
Premier théoréme de Schauder

Théoréme 2.0.3 (Schauder 1930)
Soit E un espace de Banach, 2 C E un compact, conveze, et non vide. T : Q0 — € est

un fonction continue , alors T admet au moins un point five dans €.

Preuve. Soit 7' : 2 — (2 une application continue. Comme () est compact, T est
uniformément continue; donc, si on fixe € > 0, il existe 6 > 0 tel que, pour tout x,y € 2,

on ait | T'(z) — T'(y)| < e, dés que ||z —y| < 6.
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2. Théoréme de Darbo et ses généralisation

De plus, il existe un ensemble fini des points {z1,zs,...,2,} C Q tel que les boules
ouvertes de rayon § centrées aux x; recouvrement 2 : {1 C 17U pB (x,9). Sion note L :=
Vect(T(x))1<j<p, alors L est dimension finie, et Q* := Q N L est compact, convexe de
dimension finie.

Pour 1 < j < p, on définit la fonction continue ¢; : £ — R par

0; si ||z — ;]| >4,

wj:

llz—;| . :
I — =% sinon,

et on voit que 1; est strictement positive sur B (x;,06) et nulle & Pextérieur.
p
On a donc, pour tout x € Q, > 9;(x) > 0, et donc on peut définir sur € les fonctions
j=1

continues positives ¢, par:

E S uilo)

P
pour les quelles on a ) ¢;(x) = 1, pour tout x € 2.
j=1

p
On pose alors, pour x € €, S(v) := > @;(x)T(r;). La fonction S est continue (car elle est
=1

somme de fonction continues), et prend ses valeurs dans Q* (car S(z) est un barycentre des
T(z;)). Donc, si on consideére la restriction S |2* : Q* — Q* | par le théoréme de Brouwer,

S posséde un point fixe y € 2*. De plus

T(y)—y = T(y)—S(y) = Zsﬁj(y)T(y) - Zsoj(y)T x

= 2 eW(Ty) = T()).

Or si p;(y) # 0 alors ||y — ;|| < 0, et donc ||T(y) — T'(x;)|| < . Donc, on a pour tout
j = ]'7 ""p7
;T (y) = T(p)| < ew;y),

et donc
I7() y||<ZHsoJ T(ay)|| < Zw]

Donc, pour tout entier m, on peut trouver un point y,, € 2 tel que ||T(ym) — Ym|| < 27™.
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2.1. Théoréme de Darbo

Et puisque 2 est compact,de la suite (Y, )mez on peut extraire une sous-suite (Y, ) qui
converge vers un point y* € ) .
Alors T étant continue, la suite (T'(y,, ))r converge vers T'(y*)), et on conclut que

T(y*) = y* (y* est un point fixe de 7" sur ). m

Deuxiéme théoréme de Schauder

Théoréme 2.0.4 Soit E un espace de Banach, 2 C E un ensemble convexe, borné, fermé

et non vide. T : Q2 — Q est une fonction compact, alors T admet au moins un point fize

dans ().

Preuve. voir [1] =

2.1 Théoréme de Darbo

Théoréme 2.1.1 (G.Darbo 1955)
Soit E un espace de Banach, € une partie fermée, bornée, convexe, non vide de E et

soit T : Q — Q une K — contraction stricte. Alors T admet au moins un point fire dans

Q.

Preuve. On concideére la suite définie par g = Q et Q,,.1 = convT(2,,).

W Qir) = p(E@mT(Q,)) = u(T(2,))

VA VAN
> =
x =
S 2
ZI ~—

IN

kn+lﬂ(90)

Alors
0 < p(Quy1) < K" u(Q), VO <k < 1

=0< lim Q) < lim B u(Q), (2.1.1)

n——4o0 n—-—4o0
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2.2. Théoréme de Darbo généralisé de type intégrale

ona0<k<1,alors lim A" =0.

n—-+o0o

0 < lim p(Quer) < lim E"(Q)

n—-+o0o —+00

0< lim (1) <0

n—-+4o0o

lim pu(Q2,) =0

n—-+4o0o

<~
<~ lim pu(2,41) =0
=
=

Orlen:Qoo #@

D’aprés le propriété (5) dans définition 1.5.1 de mesure de non compacité, on a OﬁlQn =
n=

) est compacte, fermée, bornée et convexe dans €2, alors 7" admet au moins un point fixe

d’aprés le théoréme de schauder. m

2.2 Théoréme de Darbo généralisé de type intégrale

Définition 2.2.1
Soit &,V : [0, +00) — R deux fonctions vérifier les conditions suivantes:

1) pour u,v € [0,400) on a
U(u) < ®(v) = u <o,

2) Pour up,v, € [0,+00) avec lim wu, = lim v, =w
n—+oo n—+oo

on a

vn, ¥(u,) < ®(v,) = w=0.

Théoréme 2.2.1
E espace de Banach Q2 # () C E est borné , fermé et convex, soit T : Q — € est un

fonction continue satisfait

wTX) w(X)

o / S(1)dt) < B / S(t)dt), (2.2.1)

0
pour X # (0 C Q, pu est mesure non compact et ,V : [0,4+00) — R (voir déf (2.2.1)), en

autre, soit ¢ : [0,400) — [0,400| est Lebesgue-intégrable qui est sommable sur chaque un
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2.2. Théoréme de Darbo généralisé de type intégrale

3

sous ensemble compact [0, +00) , et /(p(t)dt >0, Ve > 0. Alors T admet au moins un point

0
fixe dans Q.

Preuve. Qy = Q et Q, = conv(TQ,_1), Vn > 1. T compact, donc il existe N > 0 tel
que p(2y) = 0, alors Qx compact, et puisque 7" continue alors T'(Qy) C Qy, donc d’aprés

la théorie de Schauder T" admet au moins un point fixe.

On suppose que: 1(2,) > 0, Vn > 0. Alors

(Qe) (conv(T0)
w( / S)dt) = W / S(1)dt) (2.2.2)
0 0 (2.2.3)
(T )
= Y p(t)dt)
0 (2.2.4)
w(€2n)
< O( [ p(t)dt)
w(82n)

On définit la suite y,, = (t)dt et r = inf {y,, n > 0}.

o —

—~

Puis que Q,11 C @, = p(Qns1) < u(Qy,) et o(t) >0, Ve > 0. Alors

w(nt1) ()

St dE < / St dt:

1€ Yni1 < Yn-

Donc y, est un suite décroissante, et puis que y, > r, Vn > 0, alors (y,) est borné et

hI+I1 Yp =T
On a liI_P yn =1 =1 =0 (d’aprés la définition précédante)
ie
1(E2n)
li n = li t)dt =0 li Q,)=0.
0 = L / p(B)dt = 0= Hm pu()

0
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2.2. Théoréme de Darbo généralisé de type intégrale

D’aprés la propriété (5) de mesure de non compacité

lim pu(2,) = 0

n——+00
= 00, =0 #0

= € ker p et Qy est fermé et borné.

Alors ., est compact, donc (d’aprés le théorie de Schauder) T': Q. — Q. est admet

au mois un point fixe. m

Corollaire 2.2.1 Pour o(t) =1, t € [0, +00) devient

wTX)

¥ / o (£)dt) = T(u(TX));

0

et
w(X)
o [ w(t)it) = B(u());
ona wTX) w(X)
W [ et <al [ v
Donc

U(u(TX)) < D(u(X)).

Corollaire 2.2.2 Pour o(t) =1, ¥(t) =t, et D(t) = kt, t € [0,+0), k € [0,1) devient
wTX)

o / o(t)dt) = u(TX);

et
w(X)
a( / o()dt) = k(X);
ona mTX) w(X)
¥ / (1)) < B / o(t)dt)
Donc
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2.2. Théoréme de Darbo généralisé de type intégrale

Corollaire 2.2.3 Pour V(t) =t, t € [0,400), lim ®" =0, V¢t > 0.

n—-4o0o
Donc on obtient
w(TX) w(TX) w(X)
[ etwae=v [ owin <o [ o
0 0 0

Ainsi on obtient ’équation (2.2.1).

Corollaire 2.2.4 On définit pn: Q — Ry tel que diam(x) = sup ||Tx — Ty||

X —diam(X) z,yeX
1 est un mesure de non compact dans E.
Alors
sup || Tz—Ty|| sup_[lz—y||
z,y€X z,yeX
W[ ewas<er [ e
0 0
[Tz—Ty| llz—yll
—w( [ eman el [ v
0 0

Théoréme 2.2.2 E espace de Banach Q # () C E est borné ,fermé et convez, soit T : Q —
Q est un fonction continue satisfait

wmTX w(X) w(X)

)
w( [ et <u [ e - o [ o). (2.2.5)

0 0

Pour X C €2, est un mesure non compact et ¥, : R, — R, tel que

)W croissant et continue

B(t) =0, t=0 ,
2) est continue,
o(t) >0; t>0

et p : [0, +00) — [0,400] est une fonction intégrable de Lebesque, qu’il est sommable sur
3
chaque sous ensemble compact de [0, 4+00) et /go(t)dt > 0, Ve > 0.

0
Alors T admet au moins un point fize dans €.
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2.2. Théoréme de Darbo généralisé de type intégrale

Preuve. On considrer la suite €2, définie par:
1) Qo = Q, Q, = conv(TQ,_1), ¥n > 0, il existe ng € N tel que p(£2,,) = 0 donc Q,,
compact. (méme argument de théoréme (2.2.1))

2) Pour p(€2,) > 0,Vn >1on a

#(n41) p(conv(TQn)) (T W)

u( / o(t)dt) = W( / o(t)dt) = U / o(t)dt). (2.2.6)
Ona (TQn) () ()
w( | (e < 0 / o(t)dt) — / o (t)dt)
Donc

o / )()dt < /w Ddt) — /w ). (2.2.7)

=]
(=]
=]

Donc
1(Qx)

)
W / o(t)dt) < W / (1))

On définit la méme suite (y,) qui on définit dans la preuve de la théoréeme (2.2.1) tel que

lir+n yn = r = 0. On entre la dans

M(Qn+1) H(Qn) “(Qn)
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2.2. Théoréme de Darbo généralisé de type intégrale

On obtien
(1)
U nl_lgloo o(t)dt)
0
() w(€2n)
< w(lim [ e - tm o [ o)
0 0
()
& U(r) <¥(r) — nl_i)IJlrlOO@( / o(t)dt)
0
()
& nl_igl@@( / e(t)dt) <0
0
() w(82n)
On a ® fonction positive, alors nl_i)rilooé( / o(t)dt) =0 = nl—l}:li—loo o(t)dt = 0.
0 0

La méme argument de la théoréme (2.2.1) on obtien que 7" admet au moint un point

fixe. m

Théorémes de type Darbo via fonctions de déplacement

Dans cette section, on va présenter des autre gnéralisation de la théoréme qui sont plus

générale que le théoréeme donné dans la deuxiéme section.

Théoréme 2.2.3 FE espace de Banach Q # () C E est borné ,fermé et convex, soit T :  —

Q est un fonction continue satisfait

mTX) 2

W / o(t)dt) < B

0

—~

X) n(X)

o(t)dt) — 0 / (1)) (2.2.8)

0

o\

Pour X C €2, est un mesure non compact et ¥, ®. 0 : R, — R trois fonction tel que ®
et 0 sont bornées sur tout intervale bornée dans [0, +00) et ¥ continue. En plus, on suppose
que

1) U(s) < P(t) = s <.

2)0t)=0<t=0et0>0.
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2.2. Théoréme de Darbo généralisé de type intégrale

3) Pour tout (s,) suite dans Ry, tel que lim s, =1t tel quet >0, on a

n—-+o0o

U(t) — lim sup®(s,)+ lim infé(s,) > 0.

n—-400 n——4o00

Preuve. La méme preuve de théoréme (2.2.1), on a la méme construction de la suite
(2n) -
En générale, on suppose p(£2,) > 0,Vn > 0. On a

w(pg1) w(T) () ()
w</‘wwm:w</’mym<¢</¢wﬁrw</w@ﬁ»
0 0 0 0
Sif >0 alors

() 1(2n) ()

O( / t)dt) — 0( / o(t / o(t)dt).
0 0 0
Donc
#(n41) #(2n)
W(/w@MSM/wWW
0 0

d’aprés I’hypothése 1 de cette théoreme

H(Qn+l) /‘(Qn)

N / p(1)dt < /gp(t)dt.

0

On définit la méme suite (y,) qui on définit dans la preuve de la théoréme (2.2.1) tel

li n =1 =0.

On entre la limit dans

w(2nt1)

w</¢wm§w

=

=} =

\ ?

S N
—~
~
~—
QL
~
~—

|

>
—~
—~
N—
Q
~
N—

Devient
() ()
¥() < lim @ [ elod) - lm o [ e
0 0
#(2n) p(2n)
< lim swp( [ o))+ T sup(-0( [ o(t)in)
0 0
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2.2. Théoréme de Darbo généralisé de type intégrale

() ()

< U(r) < lim sup ®( / @(t)dt) — lim inf ( / @(t)dt).

n—-+00 n—-+oo
0
w(€2n) w(€2n)

< U(r) —lim sup ®( / e(t)dt) + lim inf §( / (t)dt) < 0. (2.2.9)

n—-+o0o n—-+00

Mais on a pour r > 0

() H(€)
U(r) — lim sup ®( / (t)dt) + hrf inf ( / ©(t)dt) > 0.
n—-+0o n—-roo
0 0
1(2n)

Donc (229) e r<0=r=0« lim / e(t)dt =0= lim p(,) =0.

n—-+o0o n—-+00

0
Par la méme argument dans théoréme (2.2.1). m
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre on va appliquer le théoréme de Darbo dans I’étude de 'existence des

solutions pour une equation integrale fractionnaire dans un espace de Banach.

3.1 L’intégrale fractionnaire de Riemann Liouville

Définition 3.1.1 Soit f une fonction réelle, a appartient au domaine de définition de f et
a un nombre réel strictement positif. On appelle intégrale fractionnaire de f d’ordre o , et

on la note LS“), la fonction définie par

1 f(a) = —— / (o — 0 ()

ot I'(a) est la fonction Gamma d’Euler définie par
+oo
INa) = / t*exp(—t)dt.
0
Remarque 3.1.1 On peut écrire 1 sous la forme suivante

105w =g [ =0

Une équation fonctionnelle I’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

On prendre
h(t)=t, t € [a,T],
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

en équation (3.2.1), nous obtenons ’équation

y(t) = f{t,y(u(t))) + Dla)g(t, y(v(e) g + (ult, - y(er()), - yle()))(E).  (3.1.1)

Ou

R N R
o (t) P(oz)/a T, e a.T).

On peut réécrire 'équation (3.1.1) sous la forme

0(0) = () + ot p(oie) + [ HETAEDe M gr e o1,

a

3.2 L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

Dans cette chapitre, nous avons concerné l’existence des solutions des équations intégrale
fractionnaire par mesure de non compacité de non équicontinue.

Soit

o10) = F(t () + ot (o) [T IAED I ol (3.2

a

Tel que v € (0,1),0<a<T, f,g:[a,T| xR—=>R, p,v,¢:[a,T] — [a,T],i=1,...,n,
u:la,T] x[a,T] x R* = R, et h: [a,T] — R. Equation (3.2.1) on peut ecrit sous la forme

y(t) = (& y(u(0))) + T(@)g(t, y (0O LG pult, . yle()), y(e(), - ylea()))(), ¢ € [a, TT.

Tel que I3, , est I'integrale fractionel d’ordre «.. En ce qui concerne la fonction A définit

par
t

I3 0 (t) = F(la)/(h(t) ﬁlgz—(z_))law(ﬂdﬂ t€la,T].

a
Nous considérons I’hypothése suivante

(H1) Les fonctions

v, ¢ la, T — [a,T],i=1,...n

sont continues
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

(H2) 11 existe des constantes positives L et p telles que

() = p(s)l < Lt — s, (t,5) € [a,T] x [a, 7).
(H3) 11 existe des constantes positives D et ¢ telles que

() = v(s)| < DIt —sl?, (t5) € [a,T] x [a, 7).
(H4) La fonction f : [a,T] x R — R est continue et satisfait

Pour tout (t,u,v) € [a,T] x R?, oi A est positive constant.

(H5) La fonction ¢ : [a,T] x R — R est continue et satisfait

Pour tout (t,u,v) € [a,T] X R?, o § est positive constant.

(H6) La fonction fx : [a,T] x R™ — R est continue et satisfait
|u(t, 7,21, 2, ..., 2)| < @ max |x;]),

pour tout (t,7,x1,Z2,..,2,) € [a,T] X [a,T] x R", on ¢ : [0,00) — [0, 00) est croissante.
(H7) La fonction h : [a,T] — R est C' et croissante.
(H8) Il existe ro > 0 tel que

o+ M+ (0r0 + MY ELD () = na))” < 1o

ou

M =max {|f(t,0)] : t € [a,T]} and N = max{|g(¢,0)|:t € [a,T]}.

Nos résultats principaux sont les suivants.

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses (H1) - (H8), l’équation (3.2.1) a au moins une solu-

tion y* € C([a,T];R). Plus encore, cette solution satisfait

ly*ll < ro.
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

Preuve. Pour tout y € C([a,T];R), soit

(L)) = S0 + gt yviey) [ DT AT D) )

a

On montre que (Ty) est continue pour tout ¢ € [a,T]. On va démontrer que
TC([a,T);R) € C(la, T R),

f et g sont continues, définissans une fonction suivante: v : t — [a, T] telle que

[ OO el v 0

v(t) =

7 est continue dans [a,T].

Soit {t,} suite dans [a, T] tel que t,, — t € [a,T],

hW@ulteT) [ K@OutT)
/a (h(ta) — h(r)) =" /a(h(t)—h(T) .

Y(tn) = ()] =

ultn, 1) = ulty, 7, y(c2(7)), y(c2(7)), -, y(en(T)),

u(t77—) = U(t,T,y(Cl(T)),y(Cg(T)),...,y(Cn(’T))-
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

R (T)u(t, T)

nyT) o W(r ns B
. <h<tn>—h<r>>1ad”/t <h<tn>—h<r>>1a‘“) /a,<h<t>—h<r>>1ad7

Puisque u(t,,7) — u(t, 7)

lim A, = lim
n—-4o0o n—-4o00
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

Une autre part, on a

B, =

0< lim B,

n—-+o00

Finallement

S~—
A
3
N——
Sy
=

o (B(ty) —h()t=>  (h(t) — h(T))1~@

t B (1) ! W (r) ) 2
2 ||y||/a ((h(t) — h(r))te _/a (h(t,) — h(T))l—a> dr (Ihypothése 6)
@ ly\| ((h(t) — h(@))* + (h(t) — h(1)™ — (h(tn) — h(a))
i, (191 00— e+ 402~ K0 )~ o)) =0
n—-+00 (07
L =0
e W () u(t,, T)
& = || Gyt
< ' H(r) dr

0< lim ¢, < lim (M((h(tn) —h(t))o‘) =0

n—-4o0o n—-+oo
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

Par conséquence, on a

lim [y(t,) = ()] =0,

n—-+00

qui prouve [7] alors

T:C([a, T];R) € C([a, T]; R)

est continue et bien défini.

Pour r > 0, I’ensemble

B(0,r) ={y € C(la, TI;R) : [lyl| <7},

Soit y € B(0,r) pour certains r > 0. Pour tout ¢t € [a,T], on a

(Ty) ()]

IN

IN

IN

IN

Pt (0) + gt p(otey) [ TSRO M) g

[f (&, y(u())) — f(£,0) + f(2,0)

alt o) + g(0.0) — (00 [ HOHETBAD ) (6D

a

|f (£, y(u())) = f(£,0)] + [ f(£,0)]

+ﬂmmmww»—gmon+mwmb/“”””““ﬂ%““>”6“””“”““””aﬂ

a

My(p®)] +1£(,0)]

¢ B(7)
HOO]+19.0)) | — )

a

Ml + 22 + @yl + ) 2D ) — e

Ar+ M+ (0r + N)M(h(T) — h(a))®.

«
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

Prend r = r¢, depuit (H8), on obtient ||Ty|| < ro. En conséquence, nous obtenons
T(B<07 TO)) C 3(07 TU)

et T : B(0,79) — B(0,ry) est bien défini.
B(0,79) est fermée, bornée et non vide.
On montrer que 7" est une application continue en B(0, 7). Afin de prove notre demande,

prenez y, z € B(0,7) et € > 0 tel que

ly =zl <e.
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

Pour tout t € [a,T], on a

((Ty)(1) = (T2) (1))

ottt [ EOHEE Al
gt z(v(t)))/a h/(T)u(t,T,z((;zzf;')_),;((:)g)(z'_)z ...,z(cn(T))d(T>
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

IN

[F(t y(p(®) = F(E, 2(p(t)))

Hlalt, 00 - 90,0 + gt 0)) [ BT Gt 0D

(TRt T, 2(e(7)), 2(ca(T)), -, 2(en(T)) -
/ (h() — h(r)"* d<0'

Lt y((8))) — (8 (e
e, o(0) - ot 2oy [ P ET D) )

+ott =(010) — o0 + o,y [ ORALD Dl
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

V(t,T) = u(t777y<cl('r))ay(62(7—>)7"'7y<cn(7—>>a
Wit,7) = u(t,7,z(c1(7)), 2(ca(7)), ..., 2(cn(T)).

En utilisant 'hypothése considérée, pour tous ¢ € [a, T, on obtient

((Ty)(@) = (T=2)()] < [f(Ey(p®) = FE& 2(u®) + (gt y(u(8))) — g(t, 2(v(D))))]

¢ h,<7') |U(t, T, y(cl(T)), y(Cz(T)), ceey y(cn(T))‘
< (h(t) — () )

(gt 200 - 9(1.0) + 1o 0)) [

< AMy(u(t) = 2(u(t))]
(;max |y(ci(7))])
+0 |y(v I/ ””” yia d(r)
+(0|2(v ())|+N)/ (h(t)h/_(Th)(f))l 2d(7)
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

IN

My(p(t)) = 2(u(?))]

FOI(0(0) — ()]s, (6D [ (o)

HOL()] + Mo, [ gt

= AMy(u@) = 2(u(®))]

0 y(v(t)) — 2(v(t)] ( max |y(ci(1))])

+H(O [z(v()] + N)w.

IN

IN

ou

We

)\”y . ZH + 0 Hy — ZH SO(”y”)(h(t) . h(a))o‘ + (

e + (h(T) — h(a))” (

1,...,n [0

(h(t) = h(a))

0]z + N)we
a a

96@(7’0) + (97’0 + N)wg)
o )

sup {|u(t, 7, u1, ug, .., un) — ul(t, 7,01, V2, .., v,)| : t, 7 € [a, T]

, Ui Uy € [=ro, o), |ui— v <e, i=1,...,n}.

Notez que de la continuité uniforme de la fonction u € [a,T] x [a,T] X [—rg,70]". Nous

observons facilement que lim w. = 0. Alors

[Ty — T2 < Ae + ((T) - h(a))® (

e—0t

(9590(7“0) + (97“0 + N)w&‘) .

(0%

Passer pour limiter comme ¢ — 07, On déduit la continuité de 'opérateur 7" dans B(0, ro).

Soit W est un sous-ensemble non vide de B(0,79). Soit p > 0 est fix¢, z € W et

t1,t2 € la,T] tel que |t; —ta| < p. Sans restriction de géneralité, nous pouvons supposer

t1 > to. On a
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

(Tz)(t) = (T2)(L2)]

— L 2(ut)) +g(t1,z(v(t1)))/l ]’L/<T)U(t1,T,(Zh(f(j;l(;_?);((:;)(f_)o)‘,...,Z(Cn(T))d(T)

— f(te, z(1(t2))) — g(t2, 2(v(t2))) / 2R (T)ulte, 7, 2(c1(7)), 2(c2(7)), -, Z(cn(r))d(T)

. (h(t2) = h(7)) ="

= |(f (b, 2(p(t0))) + f (b, 2(p(t2) = [t 2(p(t2))) = S (b2, 2(u(t2)))

+(g(t1, 2(v(th))) + g(t1, 2(v(t2))) — g(ts, 2(v(t2))) + g(t2, 2(v(ta2))) — g(t2, 2(v(t2))))

" /tl R (T)u(ty, 7, 2(c1(7)), 2(c2(T)), vy 2(cn(T))

d(r)

) gy

ol o0 2 B (7)ulta, 7, 2(e1(7)), 2(ca(T)), ooy 2(Cn
otz =(v(t) | ol ot

IN

|(F(tr, 2(u(tr) = [t ()] + | f (B, 2(u(t2)))) = S (b2, 2(u(t2)))]

+(lg(t, 2(v(t))) = gt 2(v ()] + [g(tr, 2(v(t2))) = g(t2, 2(v(t2)))])

" /t1 R (T)u(ty, 7, 2(c1(7)), 2(ca(T)), -y 2(cn(T))

(1(tx) — () )

+ |g(ta, 2(v(t2)))| (/ 1 h’(T)U(tl,T,Z(Cl(T)),Z(CQ(T)),...,Z(Cn(T))d(T)

B /tz R (T)u(te, T, z(c1(
o (h(t2

"l =
>
—~
\‘
~— |
~—
T

Q
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

Alors

[(T2)(t1) = (T2)(t2)] < [(f (b1, 2(u(t1)) — S, 2(u(E2)] + |f (E1, 2(p(t2)))) — f(E2, 2(p(t2)))]

+(lg(t, 2(v(t))) = glts, 2(v(t))] + gt 2(v(t2))) — g(t2, 2(v(t2)))])

" b1 R (T)u(ty, 7, 2(c1(7)), 2(c2(7)), ..oy 2(n (7)) .
/ (h{tr) — b)) )
lalta (0(02) ~ gt 0) + lgtea o)) ([ AT HerD o 20T

B 2 h(T)ults, 7, 2(c1(7)), 2(ca(T)), ..., 2(cn(T)) .
/ (h(ta) — () i)

En utilisant ’hypothése envisagée, on obtien

[(T2)(tr) = (T2) ()] < Mz(p(ts) — 2(ult) | + wslp) + (0 [2(v(t) — 2(v(t)] + wq(p))

p( max |z(ci(7))])

X — =t (W(T) = h(a))® + (0 |z(v(t2))| + N)

«

" </ R (T)u(ty, 7, 2 01()7' ), z(c (T)),...,Z(Cn(T))d(T)

Lop/ (P Yu(ty, T, 2( )) 2(ca(7)), -, 2(en(T))
(M — h(r)) o

MOt ol sl )
- h(r) ar)

W (Tt T, 2 01 )) z(ca(7)), s 2(ca(T))
— A )

+

2R (T)u(ty, T, 2 01 )) 2(ca(7)), ..y 2(Cn(T))
/ Sy d(r))

" Bl k). et
[ ) )



3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

< Afe(u(t) = 2(p(t)] +wi(p) + (0 2(v(t) = 2(v(t2)] + w,(p))

IN

IN

ol [2(ci (7))

) (W(T) = h(@))* + (8]=(v(t2))] + N)

_/*’2 Wrults, 7, 2en)), 2(ealm), o 2en(r)) oy

t2
o

R (T)u(ty, 7, z(c1(
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

) = 2(u(s)] s € [a, T, [t = s| < pj,
)= 2W(s)|ts € [a,T], |t —s[ < p},
)= f(s,u))l s tys €la,T], [t =s| < p, we[=ro,mol},
) —

)
= sup{lg(t,u)) —g(s,u)[ : t,s € [a, T], [t —s| < p, u & [=ro,70]},
(

= sup {|u(ty, s, us, ..., up) — ults, S, U1, ..., uy)| : t1,t2,8 € [a,T], |t1 —ta| < p, u; € [—ro,70],1 =1
On observe que
wi(p) < sup{lz(t) —z(s)] - £,s € [a,T], [t —s| < LpP} = w(z, Lp").
De méme
ws(p) = sup {|2(t) — 2(5)| : .5 € [0, T], [t — 5| < Dy} = w(z, Dyf).
On note également que
lim wy(p) = lim w,y(p) = lim ws(p) = 0.

p—0+ p—0F p—0T

Donc

QTW,p) < AW, L) +wslp) + (200, Dp?) + o, () 22 ((T) — h(a))°

+{0n)+JV)<2@gb>wULp)+—&EQﬁ(hCT)—}da»a>.

Passer a la limite comme p — 01, on a

¢(ro)

«

a(TWw) < <)\ +0 (h(T) — h(a))a> a(Ww).

Ensuite, nous avons prouvé cela pour tout sous-ensemble non vide W de B(0, rp), nous

avons

o(TW) < Ko(W),

ou

K =2+ 025 (h(1) — nay)e.

«
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

On note que de (H8) nous avons K < 1, car

o+ M+ (0r0 + M2 () = na))” < 1o

Donc B(0, ) est fermée, bornée, et non vide et 7' : B(0,79) — B(0,19) est o —contraction.
En appliquant le théoréme de Darbo, on en déduit que T a au moins un point fixe
y* € B(0,719), qui est une solution a équation (3.2.1). m

Ensuite, du théoréme 3.2.1. On en déduis le résultat d’existence suivant.

Corollaire 3.2.1 Supposons que les hypothéses (H1)—(HG6) sont satisfait. Supposons égale-

ment qu’il y a quelques ro > 0 tel que

¢(ro)

Arg + M 4 (0rg + N) (T — a)* < 1o.

Alors Uéquation (3.1.1) a au moins une solution y* € C([a,T];R). De plus, tels satisfait
de la solution

ly*ll < ro.

Nous présentons ’exemple suivant pour illustrer le résultat ci-dessus.

Exemple 3.2.1 Nous considérons I’équation intégrale

Coy®) 14t yleost) 2 [ In(1+ [y(r)]
v ==+ 5+ "5 /(1+t+7)\/ﬁd7' (82.2)

0
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

On pose
20 1+t x + 12
— — — p— 1 ]R
fta) = 2 M g = TR e paxr
In(1 + |z|)
U(t,S,CE‘) = m, (t,S,LE) < [0, ].] X [O, 1] X R,

1
p(t) = 3 v(t) =cost, c1(t) =t, t[0,1], a = 5

Nous pouvons réécrire l’équation (3.2.2) sous la forme

t

mw=f@ww@»+aumww»/“““““f”mzte@@y

(t—1)-
Pour tout t,s € [0,1], on a
t) = ()| = |2 = 5| = |t + 8| [t — 5| < 2]t — s].
Ensuite, I’hypothése (H2) est satisfaite de
L=2andp=1.
Pour tout t,s € [0,1], on a
|u(t) —v(s)| = |cost —coss| < |t — s].
Ensuite, U’hypothése (H3) est satisfaite de
D=qg=1.

Pour tout (t,u,v) € [0,1] x R?, on a

(t0) = F(t0)] < 5 ol
Ensuite, Uhypothése (H4) est satisfaite de

A=2.
5
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3.2. L’étude d’une équation intégrale fractionnaire

Pour tout (t,u,v) € [0,1] x R?, on a
1
l9(t,u) = g(t,v)| < e fu — o]
Ensuite, Uhypothése (H5) est satisfaite de
0 = %
Pour tout (t,s,z) € [0,1] x [0,1] xR, on a

u(t, s, )] <In(1+ |2[) = @(|2]),

o(r)=In(1+r), r>0.

Ensuite, Uhypothése (H6) est également satisfaite. Notez que dans ce cas, on a

1 1
M=- et N=—.
T 36
Soitro=1. On a
2 1 1
A7’o+M+(97‘o+]\7>¢(T°)(T—a>a:gﬂ‘ﬁgln%o.mkm=1.
(0%

En appliquant Corollary présédente, nous obtenons l’existence d’au moins une solution

y* € C([0,1];R) a l’équation (3.2.2) tel que

Iyl < 1.
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Conclusion

La théorie du point fixe est d’une importance capitale dans I’étude de I’existence

de solution pour les équations intégrales non linéaires d’ordre fractionnaire dans
des espaces de Banach. De nombreux théorémes d’existence sont obtenus a par-
tir de théoréme de Darbo, en transformant le probléme en un probléme de point
fixe.

Nous avons essayé dans ce travail de donner une idée compléte sur ’existence
des solutions pour les équations intégrales non linéaires d’ordre fractionnaire,
en utilisant le théoréme de Darbo.

Nous espérons aussi que nous avons contribué méme un peu pour aider
les chercheurs du savoir & surmonter certains des problémes que vous pouvez
rencontrer dans son carriére scientifique.

Nous avons utilisé la technique de mesure non compacité pour prouver
I’existence des solutions pour une classe des équations intégrales non linéaires
d’ordre fractionnaire dans un espace de Banach.

Nous estimons que cette technique est tres efficace et on peut 'utiliser pour
des autres et différentes problémes, notamment les équations différentielles ou
intégro-différentielles.
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Résumé

La technique de mesure de non compacité est un outil tres efficace pour
I'étude des équations différentielle ou intégrales ; récemment plusieurs
auteurs ont utilisé le théoreme de Darbo associé au mesure de non compacité
due a Banas, pour étudier le comportement des solutions pour les équations
différentielle ou intégrales

Dans ce travail on va appliquer le théoreme de Darbo de point fixe associé au
mesure de non compacité, pour démontrer I'existence des solutions pour une
classe des équation intégrales non linéaire fractionnaire dans un espace de
Banach.

Abstract

The technique of non compactness measure is a very efficient tool for the
study of differential or integral equations.

Recently several authors have used the Darbo theorem associated with the
measure of non compactness due to Banas, for study the behavior of
solutions for differential or integral equations.

In this work, we will apply the Darbo's theorem of fixed point associated to
the measure of non compactness, to demonstrate the existence of solutions
for a class of nonlinear integral equations of fractional order in Banach
space.



