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ڲڪٌۘ
اৎ৊ٺأ؇݁ڎة اࠍ੆ڎود ܳـܝټଫଃات ا৙৑ݿ؇ݿ٭۰ اࠍ੅ިاص دراݿ۰ ሌᇿإ اৎ৊ڍாணة ۱ڍه ዛኤڎف
اࠍ੆ڎل۰. واࠍ੅ިاص اܳٺႤၽܹ݁٭۰ و ا৖৑ނٺگ؇ڢ٭۰ واࠍ੅ިاص اଫଐܳاۏأ٭۰ Ⴄ၍ࠍ੅؇ݬ٭۰ ܳྥލ٭ྟލ٭؇ف
ۊޚ޶ ਲ਼ਦج ݆݁ ᄭႍၽ݁ލ ༥ڎࢴࣖة ݁ٺأ؇݁ڎة ༡ڎود ܋ټଫଃات ᆇᅹܭ دراݿ۰ ሌᇿإ ݿྡྷٺޚݠق პაႰ
݁أߺࠊم ܳިزن ً؇ܳྡྷފٴ۰ ۰ਃ಻؇اܳټ واܳڰ۰٪ ሌᇿو৙৑ا ይዧڰ۰٪ ܳྥލ྘ٴ྘ލ؇ف اৎ৊ٺأ؇݁ڎة اࠍ੆ڎود ܳـܝټଫଃات
ا৖৑ނٺگ؇ڢ٭۰ واࠍ੅ިاص اࠍ੆ڎل۰ واࠍ੅؇ݬ٭۰ اଫଐܳاۏأ٭۰ اࠍ੅؇ݬ٭۰ ਍ಾ؇ول اᄴᄟراݿ۰ ݿྥٺݯ݄݆ პაႰ

ܳྥލ྘ٴ྘ލ؇ف اৎ৊ٺأ؇݁ڎة اࠍ੆ڎود ܳـܝټଫଃات اࠍ੊ڎࢴࣖة ᄭᄥ৵৩ৠا ୒ୖڍه اܳٺႤၽܹ݁٭۰

اिऻء׫ոؼמ١ اڤոஈ࿦࿮ت
݁ފٺگ٭۰݄. ڢޚأ۰ اܳިزن, ᄭᄟدا , ۊޚ޶ ܋ߵ٭ص ߙ , اܳٺଲ୍ار ఈః༟ڢ؇ت ྘૰૜ٴ྘ލ٭ژ, اৎ৊ٺأ؇݁ڎة, اࠍ੆ڎود ܋ټଫଃات

Résumè

Dans ce mémoire on vise à étudier quelques propriétés fondamentales des polynômes
orthogonaux de Tchebychev citons par exemple les propriétés récurrences et propriétés
différentielles et intégrales aussi les propriétés extrémales puis nous passons à étudier
un nouveau système des polynômes orthogonaux combinaison linéaires des polynômes de
Tchebychev de première et seconde espèces nous traitons d’ailleurs les mêmes propriétés
récurrences et propriétés différentielles et intégrales aussi les propriétés extrémales de ce
nouveau système des polynômes orthogonaux de Tchebychev

Mots clés

Polynômes orthogonaux , Tchebychev, Récurrence relations, Combinaison linéaire ,
Fonction poids, Segment.

Abstract

We study in this memory the orthogonal polynomials of Tchebychev preciesely we treat
the recurrence relations and extremal properties and integrodifferentiations properties .We
dicover a new set of orthogonal polynomials linear combination of Tchebychev polynomials
of first and second kinds. Howver we study same properties of this new set of orthogonal
polynomials of Tchebychev
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Segment.



و؜ਵڣ؇ن ୍ଲނ

؇੆ݬ؇ࠍ اᆇᅦܭ وان واᄴᄟي আॻ༟و ঌॻ༟ َأ݄ٺ۹ ୍ଲاނ ان มฃاوز؜ ሒᇀر" ሌᇿ؇ّأ Մ៰Ղا ڢ؇ل
19 ا৚৑ل۰ اࡺ࢕ࢦܭ "ݿިرة ඔ൹᛻੆اܳݱ؇ࠍ ؜ٴ؇دك ሒᇭ ߓߵᆇᅵٺ۹ มฃܹ༠وأد ߙߵݪ؇ه

ڣ؆ن ، وّگڎߌߵ ୍ଲނ గၵ၍؇ت ؜݆ ౫ౖరت ؜ٷڎ݁؇ , اࠍ੅؇ܳݑ ୍ଲ૰૏ ৖৑ ا௰௯௫ߺࠊق ୍ଲ૰૏ ৖৑ ݆݁
ݬڎق ؜݆ ݁أଫଊة ݿُޚިرَ؇ มᘟዊᚹو රඞوڣٷ؇ ૭૜ٴݑ أن ৖৑ࢻࣖ واܳٺگڎߌߵ ୍ଲُاܳލ ؜ٴ؇رات أᆇᅹܭ

.؇਍ಸڢߺࠊ ݆݁ اܳٷ؇ًأ۰ ሒᇃ؇أৎ৊ا
ਵਦاڣ؊ ሌᇿإ اܳٷڰިس ި݄૭૜ ،ً৖৑؇ّڣأ اܳأޚ؇ء و ً و݁ټ݄ݠا ً ଩ّଃᆙᆘا اࠍ۳੊ڎ و اܳأ݄ܭ لܝިن ؜ٷڎ݁؇
أن Մ៰Ղا ࢾࣖ؜ި ڣ؇ࢱࣖة، وይዧټٷ؇ء ปฃ݁أ اܳٺگڎߌߵ و ୍ଲލይዧ لܝިن و؜ٷڎ݁؇ ،ሒᇬීෂا و ا৕৑ࢻࣖاع

اܳټިاب. و රජ৙৑؇ً ቕመ؇݁ފأ ਊಱ؇رك
اܳڰ؇ݪܭ أݿٺ؇ذَ؇ ڢٴܭ ݆݁ ᄭᄟٴڍوৎ৊ا اࠍ۳੊ިد আॻ༟ وᎂ݁ٺٷ؇ن وّگڎߌߵ ୍ଲނ ොູ٭۰ اܳژ

ڢٴܭ ܳٷ؇ ً ݬ؇دڢ؇ ً ؇ොේ؇َ ً ؇༠وأ ً ݁ިۏ۳ّ؇ أݿٺ؇ذا Ⴄ၍ن اᄳᄟي رۋ۰݁ި» ا৵৥ৠ٭ڎ «؜ٴڎ ا๤དྷৎ৊ف
.ଫଃ༠ ႟၍ Մ៰Ղا ඹජاك ً ؇༟ر؇ً ً ๤དྷ݁ڣ؇ لܝިن أن

ً؇رك ا৖৑ڣ؇ݪܭ اৎ৊ٷ؇ڢލ۰ ࠯࠵࠾ٷ۰ وا৖৑݁ٺٷ؇ن واܳأݠڣ؇ن ୍ଲاܳލ ᆇ໶ໜ٭ܭ ً؇ܳٺިۏ٭۬ ๮ཏྡྷཹ ৖৑و
اࠍ੊ݞاء. ଫଃ༠ ؜ٷ؇ Մ៰Ղا ቕመاඹජو ુળڣ٭ Մ៰Ղا

෠ູڎوا ቕረ ڣ؆ن ڣႤၽڣ٪ިه ً ݁أݠوڣ؇ ુળإܳ٭ ݬٷؕ ݆݁ " وݿ޺޾ ༟ܹ٭۬ Մ៰Ղا আॻݬ Մ៰Ղا رݿިل ڢ؇ل
Ⴄ၍ڣ؊ஓ஄ިه" ુળَأ ߙߵوا ปฆۋ ᄩᄟ ڣ؊د؜ި Ⴄၽّڣ٪ިَ۬ ؇݁

ֿء༉ۻ١ ۳רܙف و ຐڪמ١ ڤץܙز



ا۱৕৑ڎاء
﴾َඔ൹ِ ৎَ ৊؇َْاܳأ ربَِّ ِՄ ّ֟ ՃِՂ ُ ৵َڎْ ৥ৠْا نِ ᕚأ ْܾ ُ د؜َْިا۱َ ُ රඝَِوآ﴿

آت. ި۱ ؇݁ আॻ༟ ؇ً࿖؇وا݁ٺٷ ،๮ཟ݁ ؇݁ আॻ༟ ނଲ୍اً ،Ⴄً၍݁ٴ؇ر ޗ٭ٴً؇ ؇ًஓ୴دا ᆇᅵڎاً Մ៰Ղ ا৵৥ৠڎ
؇ዛውጝ጑ෛູ ܳފٷިات، ا݁ٺڎت గఒ༟٭۰ ᄭᄥ༡ر ًأڎ اܳٺۛݠج، ݁ލ؇رف আॻ༟ أڢژ اܳ٭ިم أَ؇ ؇۱
ஓஇ؇ر ሌᇿأو اܳ٭ިم أڢޚژ أَ؇ و۱؇ ොູگ٭گ۳؇. أرۏި ܋ٷب มฆܳا واఈః༡৙৑م اܳޚިال، ሒᇿ؇٭ይዧا
؇ৎ৊ ً ࢻࣖال۰ اࠍ੅ޚިة ۱ڍه ّܝިن أن أ݁ܭ ঌّ႓၍و ا৵৥ৠڎ، ᄩᄟ ً ނ؇ாணة ،Մ៰Ղا ુળොຳ ً راݪ٭۰ ۏ۳ڎي،

.Մ៰Ղا ࿓؆ذن أ؜ޙܾ ި۱
اܳأ݄ܭ: ۱ڍا أ۱ڎي

มฃۜ݁ٷ ݆݁ ሌᇿإ ،ሒᇆ؇ۋ٭ ਵਦا༡ܭ ႟၍ ሒᇭ ݿٷڎي وႤ၍ن ࢻ༟ࣖ؇ف۬، اᆙᆊ޶ દّઊز ݆݁ ሌᇿإ
ܽݤ. اڤ֔ۏ واႥ႐ي ᅽᅰإ : ۋگ۬ اగၵၽܳ؇ت ّڰ٭۬ ৖৑ ݆݁ ሌᇿإ ༡ڎود، ఈఃً واࠍ੆ص ا৙৑݁؇ن

มฆراۋ ༥৙৑ܭ ዝངݠت و݆݁ واࠍ੆ٷ؇ن، اܳأޚ؇ء و݁ݱڎر اࠍ੆گ٭ࠔࠫ، اܳފٷڎ ೑಻Ⴄ၍ ݆݁ ሌᇿإ
اڤ֔܊מڵ١. ᆃᄷႥ႐وا ᅽᅰإ : اܳ٭ިم ༟ܹ٭۬ أَ؇ ؇݁ أًܹؐ ሒᆞ وّأٴب

ᅽᅰإ ڢڎً݁؇: ๴ཟৎ৊ا আॻ༟ دوً݁؇ ሒᇃިأ෠ஙو ،ሒᇀدر ورڣ؇ق ሒᇃި؜ Ⴄ၍َިا દઊᄳᄟا ሒᇆިإۊ ሌᇿإ
. ඒ൷أؼץ

ુળܳـ لࠔࠫ ޗݠ ଫଃ਍ಾ ᄭᄥނأ وႤ၍َިا ،ܾ۳ዛዀوّިۏ ܾ۳గఒًأ ౪ౖదߺࠊا ቕረ દઊᄳᄟا اܳـଲ୍ام ا৙৑ݿ؇ࣁࣕة ሌᇿإ
وا৖৑݁ٺٷ؇ن. اܳٺگڎߌߵ ႟၍ มฃ݁

ۊޚިة ႟၍ ሒᇭ اᄴᄟرب رڣگ؇ء وႤ၍َިا لݑ، اܳޚݠ ۱ڍا ሒᇃިނ؇ر܋ દઊᄳᄟا ሒᆶఈః݁ز ๮๎ฺأ ৖৑و
.ુળٴٺොේ ৵৩ৠ٭ܭ ނଲ୍اً

أߜߵ ᄩᄟ Ⴄ၍ن ݆݁ ႟ၽܳ ୍ٍଲނ و؜ਵًިن ،ቕመ۳ިد੊ࠍ ً ޗ٭ٴ۰ ஓஇݠةً اܳأ݄ܭ ۱ڍا لܝިن أن أرۏި
.มฆܹ༡ر ሒᇭ

ຐڪמ١ ڤץܙز



ا۱৕৑ڎاء

(ٌଫଃِۊَٴ ّأَْ݄ߺَࠊُنَ ؇َஓِ୾ ُ Մ ّ֟ ՃՂَوا در༥َََ؇تٍ َ ᕡْاܳأِْ޺ أ֡وُّިا દَઊِᄳّ֟ᄟَوا ᕢُْળِْ݁ٷ آ݁ٷَُިا દَઊِᄳّ֟ᄟا ُ Մ ّ֟ ՃՂا ِؕ َ (ߌߵَڣْ
৖৑إ اܳ؞؇ل؇ت ۋگگٷ؇ و݁؇ ਐಸިڣ٭گ۬ ৖৑إ اዛዊܳ؇ل؇ت ًܹ؞ٷ؇ و݁؇ ྘ਐಸފଫଃه ৖৑إ اܳٴڎال؇ت ؇൛ശܹݿ ؇݁

.Մ៰Ղا ًڰݯܭ
ّ ቕቆ ৖৑ و ۏ۳ڎٌ ۊُࡤࡲ ৖৑ و دربٌ ปᘟውᚶأ ؇݁ ᄩፁዧُڎ৵৥ৠا ؜ޙ٭݄؇ً.... ঌॻ༟ ՄّՃՂا ڣݯܭ وႤ၍ن
ا෠ຶ৕৑؇ز. ᄳᄟةّ আॻ༟ ᄩፁዧڎ৵৥ৠا ، َ؇م اࡺ࢘ࢦ আॻ༟ ᄩፁዧڎ৵৥ৠا ، اܳٴߺُࠊغ আॻ༟ ᄩፁዧڎ৵৥ৠا ، ᄩِᄥًڰݯ ৖ّ৑إ ٌ௧ਤݿ

. ّঌॻ༟ ጥَِ጑َْوڣَݯ ۹ََِ݁ாَணَو ਐَِިڣْ٭ِگ۹َِ ಸ ؇َஓ ّ֟ ஁֣إ واَۏዛِውَِْ؇ديِ ۳َْ෠ຳِڎيِ ྘َܳݴَْ ّܾ֟ ُ ۳ ّ֟ ይዧا
أنِ د؜ިا۱ܾ ُ රඝِوآ: ሌᇿ؇ّأ ᄩᄟިڢ ݆݁ أݬڎق أ༥ڎ ڣܹ݆ ෛູݠج ؜ٴ؇رات ݆݁ ܋ٺྟب ؇݄ዛᔻ

" ඔ൹ৎ৊؇اܳأ ربَّ ِ ՄّՃَՂ ৵َڎُْ ৥ৠْا
ިොຶ لݱ؇ܳٷ؇ إ أ༥ܭ و݆݁ ا༥ܹٷ؇ ݆݁ ُ ᆇᅦݠه ปฃاڣ ݆݁ ሌᇿإ ۏ۳ُڎي وஓஇݠة ሒᇚُݠෛູ أ۱ڎي
ًأ݄ݠه وأޗ؇ل Մ៰Ղا ُ ۋڰޙ۬ ሒᇿ؇اܳ؞ ሒᇀأ واܳٺڰިق اܳٷ༶؇ح ܳٺۜگ٭گٷ؇ ً ؇੆਼Ⴄၽً݁ داڣأ؇ وႤ၍ن اܳگِ݄ܾ
ْ݆ ِ݁ ٍ ۰َ༥ިَُْ݁ྡྷފ ෛຳِ٭ُُިط ሒᇆݿأ؇د ༡؇܋َب ْ݆ َ݁ ሌَᇿإ ، ሒᇖ؇෠ຶ ّ๤ِང د༟؇ؤ۱؇ Ⴄَ၍نَ ْ݆ َ ݁ ሌَᇿᎂو

. (ሒِّᇧ֡أ اܳ؞؇ܳ٭۰( ؇َዛُ዇َْܹڢ
ۏ۳ڎ ࢻࣕܳިا ݆݁ ሌᇿإ ، ሒᇧ؇أل ଫ଒༟ات ሒᇭ ሒᇿ ً ݿٷڎا و ً ؜ިَ؇ زاܳިا ؇݁ و Ⴄ၍َިا ݆݁ ሌᇿإ
و ሒᇖ؇෠ຶ ሒᇭ ݿྟص ܾዛኤد؜ިا ೑಻Ⴄ၍ ݆݁ ሌᇿإ ، اܳٷ༶؇ح ቕረఈఃݿ ঌॻأ؜ٺ أن أ༥ܭ ݆݁ ඔ൹اܳފٷ

.( ሒᇆިأۊ ) ቕሶاᄴᄟا ّިڣ٭ࠔࠫ
(ر༥؇ء). มฆاۊ ሒᇀدر ورڣ٭گٺ؇ ሒᇖرو ሒᇧّިأ ሌᇿا

๴๎ฺ݁ޝ ا૭૜؇؜۳؇ رܾؗ اࠍ੆٭؇ة دروب ሒᇀ ݪ؇ڢب ؜ٷڎ݁؇ ሒᇿ ܾዛኤاڣ٪ڎ ڣٺۜިا ݆݁ ሌᇿإ
۬ᆙᆊ؆࿓ ႟၍ ሒᆶ؇اݬڎڢ اᄴᄟرب رڣ؇ق لݑ اܳޚݠ

ુળܳـ ނଲ୍ا ௧ਤ݁؇༥ ሌᇿا ሒᆶڎاਐಸ৖৑ا ᄭᄥ༡ਵਦ ݆݁ درݿިَ؇ દઊᄳᄟا ا৖৑ڣ؇ݪܭ ا৖৑ݿ؇ࣁࣕة ႟၍ ሌᇿإ
.ՄّՃՂا ًڰݯܭ ؇ዛውܹڣأ มฃوܳـܝٷ ఏఃዝང ُਵਦ৖৑ا لܝ݆ ቕረ اڢިل أن أود ً أଫଃ༠ا

ֿء༉ۻ١ ۳רܙف
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Motivation

**“Chebyshev polynomials are everywhere dense in numerical analysis.”**

Cette remarque a été attribué à un certain nombre d’éminents mathématiciens et numériciens. Il peut
être dû à Philip Davis, a certainement parlé par George Forsythe, et c’est un attrayant et apte remarque.
Il n’y a guère de domaine de l’analyse numérique où de Tchebychev ne chute pas en surprise comme visi-
teurs, et en fait, il y a maintenant un certain nombre de sujets dans lesquels ces polynômes prendre une
position importante dans les développements modernes - y compris les polynômes orthogonaux, approxi-
mation polynomiale, intégration numérique, et des méthodes spectrales pour des équations aux dérivées
partielles.
Cependant, il y a un autre aspect que l’on peut donner à la citation ci-dessus, à savoir que par l’étude
de Tchebychev l’un est pris dans un voyage qui mène à tous les domaines de l’analyse numérique.

D’ailleurs, parmi leurs célèbres applications Les polynômes de Tchebychev permettent de démontrer
le théorème de Weierstrass selon lequel toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une
suite de fonctions polynomiales.
Ils sont également impliqués dans le calcul de filtres en électronique analogique, “les filtres de Tcheby-
chev”. Enfin, ils permettent une explication théorique de l’efficacité supérieure de la transformée en cosinus
discrète dans le cadre de l’interpolation d’un signal numérique échantillonné, par rapport à d’autres mé-
thodes comme le �zéro-padding + filtrage passe-bande�.
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Introduction

La première famille des polynômes orthogonaux apparaît avec les premiers travaux de Legendre sur
les mouvements planétaires en 1784. Dans ces travaux, il avait établi plusieurs propriétés communes de
ces familles. Il a notamment explicité l’équation différentielle du second ordre ayant pour solution ces
polynômes et étudié les zéros de ces polynômes. Cette famille porte aujourd’hui le nom de ”polynômes de
Legendre”. Par la suite, d’autre famille ont été introduites notamment celle de Hermite(1864), qui est uti-
lisé dans la théorie des approximations. Nous pouvons citer aussi les travaux de N.H.Abel, V.L.Lagrange,
P.L.Tchebychev qui a commencé, avec T.J.Steiltjes, la création et le développement de la théorie générale
des polynômes orthogonaux à l’aide des fractions continues. En 1879 Laguerre avait introduit une famille
des polynômes qui portent son nom aujourd’hui. Il a montré entre autre que ces polynômes orthogonaux
sont liés à certaines fractions continues. Au milieu du XIX siècle, Jacobi introduit une nouvelle famille qui
généralise les polynômes de Legendre et de Tchebychev.Aujourd’hui,ces trois familles Jacobi, Laguerre
et Hermite, sont connues par le nom des ”vrais polynômes classiques”. Le premier ouvrage consacré en-
tièrement aux polynômes orthogonaux est celui de Shohat édité en 1934 sous le titre ”Théorie Générale
des Polynômes Orthogonaux”. Vient ensuite, en 1939, le livre de Szegö intitulé ”Orthogonal Polynomials”
qui traite la théorie générale des polynômes orthogonaux et leur comportement asymptotique. De nos
jours on peut citer le livre de Chihara (1978) qui traite la théorie algébrique de l’orthogonalité et des
nouvelles notions introduites ces dernières années. La notion de l’orthogonalité usuelle a subi beaucoup
de généralisation, ça a commencé par la notion des p-(p > 1)orthogonalité (Boukhemis 1988) puis la
d-orthogonalité (P. Maroni 1989), vient ensuite notamment la biorthogonalité (Brezinski 1992) et enfin
l’orthogonalité multiple (Aptekarev, Van Assche...).Bien sûr toutes ces notions ont été introduites afin
d’améliorer les méthodes de l’approximation qu’elles soient fonctionnelles au sens des Hermite-Padé gé-
néralisée, d’augmenter l’ordre des équations différentielles ayant pour solution ces polynômes et par suite
rendre plus compréhensibles les phénomènes modélisés par ces équations différentielles. Dans ce mémoire,
qui traite la classe des polynômes de Tchebychev (les quatres espèces de Tchebychev) nous nous somme
beaucoup référés aux 2 ouvrages de Mason et Handscomb et de Chihara.

Les polynômes de Tchebychev sont nommés d’après le mathématicien pafnouti Tchebychev. ils forment
deux familles de polynômes , indexés par leur degré.

Le polynôme de Tchebychev de première espèce Tn est défini par la propriété suivante : pour tout
nombre réel x,Tn(cos(x)) = cos(nx).

Le polynôme de Tchebychev de seonde espèce Un est défini par :Un(cos(x)) = sin((n + 1)x)
sin x

.
Chacune de ces deux suites forme une famille de polynômes orthogonaux par rapport à une certaine

fonction poids , et vérifie la relation de récurrence suivante :fn+2(X) + fn(X) = 2Xfn+1(X).

Les polynômes de Tchebychev sont utilisés comme base de Lp,comme mentionné dans l’article intitulé
� Mémoire effectué au LMNO à Caen encadré par Eric Ricard (juin-juillet 2015) � .[15],[16]
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Chapitre 1

polynômes de Tchebychev :
propriétés et orthogonalité

Dans ce chapitre nous allons exposer quelques propriétés
fondamentales des polynômes orthogonaux de Tcheby-
chev de première et seconde et troisième et quatrième es-
pèces citons leur relations de recurrences et leurs proprié-
tés extremales aussi quelques propriétés de leurs équa-
tions integrodifferentielles .
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1.1 Généralités sur l’orthogonalité

1.1 Généralités sur l’orthogonalité
La théorie des polynômes orthogonaux est un sujet lié avec des branches très importantes de l’analyse.

Les polynômes orthogonaux, c’est à dire les fonctions trigonométriques, hypergéométriques, Bessel et
elliptiques, rentrent dans le cadre des fractions continues, les problèmes d’interpolation (de Lagrange, de
Hermite), la théorie des équations différentielles et intégrales. Pour motiver cette idée, remarquons que
l’identité

2 cos mθ cos nθ = cos(m+n)θ+cos(m−n)θ (1.1)

donne la formule d’intégration suivante :

∫ π

0
cos(mθ) cos(nθ)dθ =


0 si m 6= n, m, n ⩾ 0
π
2 si m = n, m, n 6= 0
π si m = n = 0

(1.2)

de la formule d’intégration précédente, quand l’intégral s’annule, on dit que cos(mθ) et cos(nθ) sont
orthogonaux dans l’intervalle [0; π], pour
m 6= n.
Si on pose :

x = cos θ,

alors la formule s’écrit comme suit :∫ 1

−1
Tn(x)Tm(x)(1−x2)

−1
2 dx = 0, m 6= n (1.3)

où

cos(nθ) = Tn(x) = cos(n arccos x), −1 ≤ x ≤ 1, (1.4)

on a :
T0(x) = 1, T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1 T3(x) = 4x3 − 3x, . . .

Voici les graphes des polynômes T0(x), T1(x), T2(x), T3(x), T4(x), T5(x)
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1.2 les polynômes de Chebychev Tn(x)

Définition 1.1.1. On appelle fonction poids sur intervalle [a; b] ⊂ R, toute fonction w qui vérifie les
deux conditions :

∀x ∈ [a; b], w(x) ⩾ 0 et∫ b

a
w(x)dx < ∞

exemple : Toutes les fonctions continues positives sur un compact sont des fonctions poids.

Définition 1.1.2. Soit {Pn(x)}n⩾0 une suite de polynômes avec deg(Pn) = n, et soit w une fonction
poids sur [a; b], on dit que {Pn(x)}n⩾0 une suite de polynômes orthogonaux par rapport à la fonction
poids w dans [a; b] si ∫ b

a

Pn(x)Pm(x)w(x)dx = 0, m 6= n (1.5)

d’après (1.3), on peut dire que {Tn(x)}n⩾0 sont des polynômes orthogonaux par rapport à la fonction
poids (1 − x2) −1

2 dans [−1; 1].

1.2 les polynômes de Chebychev Tn(x)
Définition 1.2.1. Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) (polynôme de Jacobi pour
α = β = −1

2 ) sont des polynômes en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

cos(nθ) = Tn(x), avec x = cos θ, (1.6)

pour tout x dans [−1; 1], alors θ appartient à [0; π], on peut vérifier facilement que Tn(x) est un polynôme
de degré n, voici quelques polynômes Tn(x) :

T0(x) = 1, T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1 T3(x) = 4x3 − 3x, . . .

on donne quelques valeurs de Tn(x) :

Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n, T2n(0) = (−1)n, T2n+1(0) = 0.

Proposition 1.2.1. Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont orthogonaux dans
l’intervalle [−1; 1] par rapport à la fonction poids w(x) = (1 − x2) −1

2

i.e. ∫ 1

−1
Tn(x)Tm(x)(1 − x2)

−1
2 dx = π

2
δmn

Proposition 1.2.2. Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) vérifiant la relation de
récurrence d’ordre deux suivante :

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), ∀n ≥ 1,

(1.7)
T0(x) = 1 et T1(x) = x

Preuve. Soit x ∈ [−1; 1], posons θ = arccos x, ainsi θ ∈ [0; π],
pour tout n ∈ N on a :

cos(n + 1)θ + cos(n − 1)θ = 2 cos
[

(n + 1)θ + (n − 1)θ
2

]
cos
[

(n + 1)θ − (n − 1)θ
2

]
= 2 cos nθ cos θ.

donc
cos(n + 1)θ + cos(n − 1)θ = 2 cos θ cos nθ,
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1.2 les polynômes de Chebychev Tn(x)

d’où le résultat i.e.

Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x), ∀n ∈ N

Avec T0(x) = 1 et T1(x) = x
□

Remarque 1.2.1. D’après (1.7), les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont des
polynômes de degré n en x.

Proposition 1.2.3. Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont les solutions de
l’équation différentielle suivante :

(1−x2)y′′(x)−xy′(x)+n2y(x) = 0. (1.8)

Proposition 1.2.4. Les zéros du polynôme Tn(x) sont de la forme :

xk = cos
(k − 1

2 )π
n

, k = 1, 2, 3, . . . , n

Preuve. Les zéros pour x dans [−1; 1] de Tn(x) doivent correspondre à les zéros pour θ dans [0; π] de
cos nθ, i.e.

nθ = (k − 1
2

)π, k = 1, 2, . . . , n.

d’où les zéros de Tn(x) sont :

xk = cos
(k − 1

2 )π
n

, k = 1, 2, 3, . . . , n. □

Exemple on considère le polynôme T3(x) tel que

T3(x) = 4x3 − 3x,

les zéros du polynôme T3(x) sont :

x1 = cos π

6
=

√
3

2
,

x2 = cos π

2
= 0,

x3 = cos 5π

6
= −

√
3

2
.

On remarque que T3(x) admet trois racines réelles, simples et distinctes dans [−1; 1].
Propriétés

1. Le coefficient dominant des polynômesTn(x) est 2n−1, ∀n ≥
2. Tn(x) a la parité de n.

Preuve.

1) Soit le polynôme Tn(x) tel que

Tn(x) = anxn + an−1xn−1 + .....,

supposons que an 6= 0, de la relation (7) on obtient :

an+1xn+1 + .... = 2x(anxn + ....) − an−1xn−1 − ....
= 2anxn+1 + ...
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1.3 D’autres espèces de polynômes de Tchebycheb

par identification on trouve

an+1 = 2an,

i.e.

an+1 = 2an = 22an−1 = 2na1,

puisque T1(x) = x, alors

an = 2n−1, ∀n ⩾ 1.

2)

Tn(−x) = Tn(−cosnθ)
= Tn(cosn(θ + π))
= cos(nθ + nπ)
= (−1)ncos(nθ)
= (−1)nTn(cosθ),

d’où le résultat i.e.

Tn(−x) = (−1)nTn(cosθ) = (−1)nTn(x).
□

1.3 D’autres espèces de polynômes de Tchebycheb

1.3.1 Le deuxième espèce Un(x)
Définition 1.3.1. Les polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x)(polynôme de Jacobi pour

α = β =1
2

))sont des polynômes en x degré n définis à l’aide de la relation suivante :

sin(n + 1)θ
sin(θ)

= Un(x), avec x = cos θ (1.11)

pour tout x dans [−1; 1] , alors θ appartient à [0; π] , voici quelques polynômes Un(x) :

U0(x) = 1, U1(x) = 2x,
U2(x) = 4x2 − 1, ...

Proposition 1.3.1. Les polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x) sont orthogonaux dans
l’intervalle [-1; 1] par rapport à la fonction poids w(x) =

√
1 − x2

i.e. ∫ 1

−1
Un(x)Um(x)

√
1 − x2dx = π

2
δmn

Proposition 1.3.2. Les polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x) vérifiant la relation de
récurrence d’ordre deux suivante :{

Un(x) = 2xUn−1(x) − Un−2(x), ∀n ≥ 2
U0(x) = 1 et U1(x) = 2x (1.12)

Preuve. Soit x ∈[-1; 1] , posons θ = arccos x, ainsi θ ∈ [0; π], pour tout n ∈ N on a :

sin(n+1)θ = sin nθ cos θ+cos nθ sin θ (1.13)
sin(n−1)θ = sin nθ cos nθ−cos nθ sin θ, (1.14)
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1.3 D’autres espèces de polynômes de Tchebycheb

les relations (1.13) et (1.14) donnent

sin(n + 1)θ + sin(n − 1)θ = 2sinθcosθ,

on divise par sinθ on obtient :

sin(n + 1)θ
sinθ

+ sin(n − 1)θ
sinθ

= 2cosθ
sinnθ

sinθ

d’où le résultat i.e.

Un(x) = Un−1(x) − 2xUn−2(x), ∀n > 2

Avec U0(x) = 1 et U1(x) = 2x □

Remarque 1.3.1. D’après (1.12), les polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x) sont des
polynômes de degré n en x.

Proposition 1.3.3 Les polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x) sont les solutions de
l’équation différentielle suivante :

(1−x2)y′′(x)−3xy′(x)+n(n+2)y(x) = 0. (1.15)

Proposition 1.3.3. Les zéros du polynôme Un(x) sont déterminés à partir des zéros de sin(n + 1)θ,
θ ∈ [0; π] comme suit :

x = yk = cos
kπ

n + 1
, k = 1, 2, 3, ..., n.

Preuve. De la définition (11) ; les zéros pour x dans [-1; 1] de Un(x) doivent correspondre à les zéros
pour θ dans [0; π] de sin(n + 1)θ, i.e.

(n + 1)θ = kπ, k = 1, 2, ...., n.

d’où les zéros de Un(x) sont :

yk = cos
kπ

n + 1
, k = 1, 2, ..., n □

Proposition 1.3.4. Le coefficient dominant des polynômes Un(x) est 2n,∀ n ⩾ 2 .

Preuve. Soit le polynôme Un(x) tel que

Un(x) = anxn + an−1xn − 1 + ....,

supposons que an 6= 0, de la relation (12) on obtient :

anxn + .... = 2x(an−1xn−1 + ....) − (an−2xn−2 + ....),

⇒ (anxn + ....) = 2(an−1xn + ....),

par identification on trouve
an = 2an−1,

i.e.
an = 2an−1 = 2n−1a1 = 2na0,

puisque U1(x) = 1, alors
an = 2n, ∀n ≥ 2. □
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1.3 D’autres espèces de polynômes de Tchebycheb

1.3.2 Le troisième espèce V n(x)
Définition 1.3.2. Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) (polynôme de Jacobi pour
β = −α =1

2
)) sont des polynômes en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

cos(n + 1
2 )θ

cos( 1
2 θ)

= Vn(x), avec x = cosθ, (1.16)

pour tout x dans [-1; 1] , alors θ appartient à [0;π] , voici quelques polynômes Vn(x) :

V0(x) = 1, V1(x) = 2x − 1, ....,

Proposition 1.3.5. Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) sont orthogonaux dans

l’intervalle [-1; 1] par rapport à la fonction poids w(x) =
√

1 + x

1 − x
i.e. ∫ 1

−1
Vn(x)Vm(x)

√
1 + x

1 − x
dx = πδmn

Proposition 1.3.6. Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) vérifiant la relation de
récurrence d’ordre deux suivante :{

Vn(x) = 2xVn−1(x) − Vn−2(x), ∀n ⩾ 2
V0(x) = 1 et V1(x) = 2x − 1 (1.17)

Preuve. Soit x ∈ [−1; 1] , posons θ = arccos x , ainsi θ ∈ [0; π], pour tout n ∈ N on a

cos(n+1
2

)θ = cos θ cos(n−1+1
2

)θ−sin θ sin(n−1+1
2

)θ (1.18)

cos(n−2+1
2

)θ = cos θ cos(n−1+1
2

)θ+sin θ sin(n−1+1
2

)θ (1.19)

les relations (1.18) et (1.19) donnent :

cos(n + 1
2

)θ + cos(n − 2 + 1
2

)θ = 2cosθcos(n − 1 + 1
2

)θ

on divise par cos 1
2 on obtient :

cos(n + 1
2 )θ

cos 1
2 θ

+
cos(n − 2 + 1

2 )θ
cos 1

2 θ
= 2 cos

cos(n − 2 + 1
2 )θ

cos 1
2 θ

d’où le résultat i.e.

Vn(x) = 2xVn−1(x) − Vn−2(x), ∀n ≥ 2

Avec V0(x) = 1 et V1(x) = 2x − 1
□

Remarque 1.3.2. D’après (1.17), les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) sont des
polynômes de degré n en x.

Proposition 1.3.7. Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) sont les solutions de
l’équation différentielle suivante :

(1−x2)y′′(x)+(1−2x)y′(x)+n(n+1)y(x) = 0. (1.20)

Proposition 1.3.8. Les zéros du polynômeVn(x) sont de la forme :

x = xk = cos
(k − 1

2 )π
n + 1

2
, k = 1, 2, 3, ..., n
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1.3 D’autres espèces de polynômes de Tchebycheb

Preuve. De la définition (1.16) ; les zéros pour x dans [-1; 1] de Vn(x) doivent correspondre à les zéros
pour θ dans [0; π] de cos(n + 1

2 )θ, i.e.

(n + 1
2 )θ = (k − 1

2 )π, k = 1, 2, ...., n.

d’où les zéros de Vn(x) sont :

yk = cos
(k − 1

2 )π
n + 1

2
, k = 1, 2, ..., n

□

Proposition 1.3.9. Le coefficient dominant des polynômes Vn(x) est 2n,∀ n ≥2.

Preuve. Soit le polynôme Vn(x) tel que

Vn(x) = anxn + an−1xn−1 + .....,

supposons quean 6= 0, de la relation (1.17) on obtient :

anxn + .... = 2x(an−1xn−1 + ....) − (an−2xn−2 + ....),

⇒ (anxn + ....) = 2(an−1xn + ....),

par identification on trouve
an = 2an−1,

i.e.

an = 2an−1 = 2n−1a1 = 2na0,

puisque V1(x) = 1, alors

an = 2n, ∀n ≥ 2.
□

1.3.3 Le quatrième espèce Wn(x)
Définition 1.3.3. Les polynômes de Tchebychev de la quatrième espèce Wn(x) sont des polynômes(polynôme
de Jacobi pour α = −β = 1

2 )) en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

sin(n + 1
2 )θ

sin( 1
2 θ)

= Wn(x), avec x = cosθ, (1.21)

pour tout x dans [-1; 1] , alors θ appartient à [0; π] , voici quelques polynômes Wn(x) :

W0(x) = 1, W1(x) = 2x + 1, ....,

Proposition 1.3.10. Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Wn(x) sont orthogonaux dans

l’intervalle [-1; 1] par rapport à la fonction poids w(x) =
√

1 − x

1 + x
i.e. ∫ 1

−1
Wn(x)Wm(x)

√
1 − x

1 + x
dx = πδmn
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1.3 D’autres espèces de polynômes de Tchebycheb

Proposition 1.3.11. Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Wn(x) vérifiant la relation
de récurrence d’ordre deux suivante :{

Wn(x) = 2xVn−1(x) − Wn−2(x), ∀n ≥ 2
W0(x) = 1 et W1(x) = 2x + 1 (1.22)

Preuve. Soit x ∈ [−1; 1] , posons θ = arccosx, ainsi θ ∈ [0; π], pour tout n ∈ N on a

sin(n + 1
2

)θ + sin(n − 2 + 1
2 )θ = 2cossin(n − 1 + 1

2
)θ

on divise par cos 1
2 on obtient :

sin(n + 1
2 )θ

sin 1
2 θ

+
sin(n − 2 + 1

2 )θ
sin 1

2 θ
= 2cos

sin(n − 2 + 1
2 )θ

sin 1
2 θ

d’où le résultat i.e.
Wn(x) = 2xWn−1(x) − Wn−2(x), ∀n ≥ 2

AvecW0(x) = 1 et W1(x) = 2x + 1
□

Remarque 1.3.3. D’après (1.22), les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Wn(x) sont des
polynômes de degré n en x.

Proposition 1.3.12. Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Wn(x) sont les solutions de
l’équation différentielle suivante :

(1−x2)y′′(x)−(1+2x)y′(x)+n(n+1)y(x) = 0. (1.23)

Proposition 1.3.13. Les zéros du polynôme Wn(x) sont de la forme :

x = xk = cos
kπ

n + 1
2

, k = 1, 2, 3, ..., n

Preuve. De la définition (1.21) ; les zéros pour x dans [-1; 1] de Wn(x) doivent correspondre à les zéros
pour θ dans [0; π] de sin(n + 1

2 )θ, i.e.

(n + 1
2 )θ = kπ, k = 1, 2, ...., n.

d’où les zéros de Wn(x) sont :

yk = cos
kπ

n + 1
2

, k = 1, 2, ..., n □

Proposition 1.3.14. Le coefficient dominant des polynômes Wn(x) est 2n,∀ n ≥2.

Preuve. Soit le polynôme Wn(x) tel que

Wn(x) = anxn + an−1xn−1 + .....,

supposons quean 6= 0, de la relation (1.22) on obtient :

anxn + .... = 2x(an−1xn−1 + ....) − (an−2xn−2 + ....),

⇒ (anxn + ....) = 2(an−1xn + ....),
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1.4 Polynômes de Tchebychev de la variable complexe

par identification on trouve

an = 2an−1,
i.e.

an = 2an−1 = 2n−1a1 = 2na0,
puisque W0(x) = 1, alors

an = 2n, ∀n ≥ 2. □
Corollaire 1.3.1 Les polynômes Tn, Un, Vn, et Wn vérifiant les propriétés suivantes :

1. Un(x) = 1
2 [Vn(x) + Wn(x)], pour tout n ∈ N ,

2. Vn(x) = Un(x) − Un−1(x),
3. Wn(x) = Un(x) + Un−1(x),
4. Vn(x) + Vn−1(x) = Wn(x) − Wn−1(x) = 2Tn(x),
5. Tn′(x) = nUn−1(x),
6. Un(x) − Un−2(x) = 2Tn(x)∀n ≥ 2.

1.4 Polynômes de Tchebychev de la variable complexe
Définition 1.4.1. On considère la variable complexe z donnée par :

z = 1
2
(
w + w−1) , avec w = r cos θ+ir sin θ = reiθ (1.24)

on obtient ainsi l’équation :

w2 − 2zw + 1 = 0

qui a pour solutions

w = w1,2 = z ±
√

z2 − 1

lorsque

|w| = 1

i.e.

z = cos θ

alors, les polynômes de Tchebychev de la première espèce sont donnés dans C par :

Tn(z) = 1
2

(wn + w−n) (1.25)

en utilisant (1.25)

Tn(z) = 1
2

((
z +

√
z2 − 1

)n +
(
z −

√
z2 − 1

)n
)

de la même façon, en utilisant le fait que lorsque z = cos θ, on obtient la forme des polynômes de
Tchebychev de la deuxième espèce dans C suivante :

Un−1(z) = sin nθ

sin θ

= wn − w−n

w − w−1

= 1
2

(
z +

√
z2 − 1

)n +
(
z −

√
z2 − 1

)n

√
z2 − 1

18



1.5 Synthèse générale

ainsi, on obtient la forme des polynômes de Tchebychev Vn(z) et Wn(z) dans C suivante :

Vn(z) = wn+ 1
2 + w−n− 1

2

w
1
2 + w− 1

2

Wn(z) = wn+ 1
2 − w−n− 1

2

w
1
2 − w− 1

2

1.5 Synthèse générale
les propriétés de base pour les quatres espèces de polynômes :

kind 1st 2nd 3 rd 4th
Pn = Tn Un Vn Wn

Pn(cos(θ)) = cosnθ sin(n+1)θ
sin θ

cos(n+ 1
2 )θ

cos 1
2 θ

sin(n+ 1
2 )θ

sin 1
2 θ

Pn

( 1
2
(
w + w−1)) = 1

2 (wn + w−n) wn+1−u−n−1

w−w−1
wn+ 1

2 +w−n− 1
2

w
1
4 +w

− 1
2

wn+ 1
2 −w−n− 1

2

w
1
4 −w

− 1
2

P0(x) = 1
P1(x) = x 2x 2x − 1 2x + 1

recurrence Px(x) = 2xPn−1(x) − Pn−2(x)
xn coefficient 2n−1(n > 0) 2n

zeros xk,n := cos (k− 1
2 )π

n cos kπ
n+1 cos (k− 1

2 )π

n+ 1
2

cos kπ
n+ 1

2

extrema wk,n := cos kπ
n no closed form

‖Pn‖∞ = 1 n + 1 2n + 1

les propriétés d’orthogonalité pour les quatres espèces de polynômes :

kind 1st 2nd 3rd 4th

Pn = Tn Un Vn Wn

weight w(x) = 1√
1−x2

√
1 − x2

√
1+x
1−x

√
1−x
1+x

Orthogonality 〈Pm, Pn〉 =
∫ 1

−1 w(x)Pm(x)Pn(x) dx = 0 (m 6= n)

〈Pn, Pn〉 = 1
2 π(n > 0) 1

2 π π

les propriétés d’orthogonalité dans le cas discret pour les quatres espèces de
polynômes :

kind 1st 2nd 3rd 4th

Pn = Tn Un Vn Wn

weight w(x) = 1√
1−x2

√
1 − x2

√
1+x
1−x

√
1−x
1+x

abscissae xk,N+1 = cos{(k − 1
2 )π/(N + 1)}

〈Pn, Pn〉 = 1
2 (N + 1) (0 < n ≤ N) 1

2 (N + 1) (N + 1)

19



1.6 Propriétés supplementaires des polynômes de Tchebychev

1.6 Propriétés supplementaires des polynômes de Tchebychev

1.6.1 Parité
Pour tout naturel n, Tn a la parité de n. En effet,

Tn(−x) =
E(n/2)∑

p=0
(−1)pC2p

n (−x)n−2p(1 − (−x)2)p

= (−1)n

E(n/2)∑
p=0

(−1)pC2p
n xn−2p(1 − x2)p = (−1)nTn.

On peut aussi écrire pour tout réel θ :

Tn(− cos θ) = Tn(cos(θ + π))

= cos(nθ + nπ) = (−1)n cos(nθ)

= (−1)nTn(cos θ),

et donc, pour tout réel x de [−1, 1], Tn(−x) = (−1)nTn(x). Puisque [−1, 1] est infini,les polynômes
Tn(−x) et (−1)nTn sont égaux.

On peut encore utiliser la relation de récurrence du 3).

Tout d’abord,

T0(−x) = (−1)0T0etT1(−x) = (−1)1T1.

Ensuite, si pour n ≥ 0
Tn(−x) = (−1)nTn etTn+1(−x) = (−1)n+1Tn+1

alors

Tn+2(−x) = 2(−x)Tn+1(−x) − Tn(−x)

= 2(−1)n+2xTn+1 − (−1)nTn

= (−1)n+2(2xTn+1 − Tn) = (−1)n+2Tn+2.

Pour tout naturel n, Tn a la parité de n.

Par dérivation , on obtient encore :

pour tout naturel non nul n, Un a la parité contraire de n

1.6.2 Tn(1), Tn(−1), Tn(0)
Soit n ∈ N.

1) Tn(1) = Tn(cos 0) = cos(n × 0) = 1.

2) Tn(−1) = (−1)nTn(1) = (−1)n.

3) T2n+1 est impair et donc T2n+1(0) = 0. Puis T2n(0) = T2n(cos π

2
) = cos(nπ) = (−1)n.
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1.6 Propriétés supplementaires des polynômes de Tchebychev

En résumé
∀n ∈ N, Tn(1) = 1,

∀n ∈ N, Tn(−1) = (−1)n,

∀n ∈ N, T2n+1(0) = 0 et T2n(0) = (−1)n ou encore Tn(0) = cos(nπ

2
).

1.6.3 Equation différentielle vérifiée par Tn. Coefficients de Tn

a) Equation différentielle vérifiée par Tn.
Pour trouver les coefficients de Tn,on cherche d’abord une équation différentielle linéaire dont Tn est

solution.
Soit n ∈ N. En dérivant l’égalité Tn(cos θ) = cos(nθ), on obtient :

∀θ ∈ R, − sin θT ′
n(cos θ) = −n sin(nθ)

puis en redérivant

∀θ ∈ R, − cosθT ′
n(cos θ) + sin2 θT ′′

n (cos θ) = −n2 cos(nθ) = −n2Tn(cos θ),

ou encore,

∀x ∈ [−1, 1], −xT ′
n(x) + (1 − x2)T ′′

n (x) = −n2Tn(x).

Ainsi, puisque [−1, 1] est infini,

∀n ∈ N, (1 − x2)T ′′
n − xT ′

n + n2Tn = 0 (E).

b) Coefficients de Tn

Soit n ≥ 2. Puisque Tn est de degré n et a la parité de n, on peut poser

Tn =
∑

0≤k≤ n
2

akxn−2k

Reportons alors cette écriture de Tn, dans le premier membre de l’équation (E).

(1−x2)T ′′
n −xT ′

n+n2Tn = (1−x2)
∑

0≤k≤ n
2 −1

(n−2k)(n−2k−1)akxn−2k−2−x
∑

0≤k≤ n−1
2

(n−2k)akxn−2k−1

+ n2
∑

0≤k≤ n
2

akxn−2k

=
∑

0≤k≤ n
2 −1

(n−2k)(n−2k −1)akxn−2k−2 −
∑

0≤k≤ n
2

(n−2k)(n−2k −1)akxn−2k

−
∑

0≤k≤ n
2

(n − 2k)akxn−2k + n2
∑

0≤k≤ n
2

akxn−2k

=
∑

0≤k≤ n
2 −1

(n − 2(k + 1) + 2)(n − 2(k + 1) + 1)akxn−2(k+1)

+
∑

0≤k≤ n
2

(−(n − 2k)(n − 2k − 1) − (n − 2k) + n2)akxn−2k

=
∑

1≤k≤ n
2

(n − 2k + 2)(n − 2k + 1)ak−1χn−2k +
∑

0≤k≤ n
2

(4kn − 4k2)akxn−2k

=
∑

1≤k≤ n
2

[(n − 2k + 2)(n − 2k + 1)ak−1 + 4k(n − k)ak]xn−2k.

21



1.6 Propriétés supplementaires des polynômes de Tchebychev

Par suite,

(1−x2)T ′′
n −xT ′

n +n2Tn = 0 ⇔ ∀k ∈ N, (1 ≤ k ≤ n

2
⇒ (n−2k +2)(n−2k +1)ak−1 +4k(n−k)ak = 0).

En tenant compte de a0 = dom(Tn) = 2n−1 , pour 1 ≤ k ≤ n

2
, on a alors

ak = −(n − 2k + 1)(n − 2k + 2)
4k(n − k)

× −(n − 2k + 3)(n − 2k + 4)
4(k − 1)(n − k + 1)

× · · · × −(n − 1)n
4 × 1 × (n − 1)

× a0

= (−1)k

4k

(n − 2k + 1) × (n − 2k + 2) × (n − 2k + 3) × (n − 2k + 4) × · · · × (n − 1) × n

k × (k − 1) × · · · × 2 × 1 × (n − 1) × (n − 2) × · · · × (n − k)
2n−1

= (−1)k2n−2k−1 n!/(n − 2k)!
k!/ × (n − 1)!/(n − k − 1)!

= (−1)k2n−2k−1 n

n − k

(n − k)!
k!(n − 2k)!

= (−1)k2n−2k−1 n

n − k
Ck

n−k.

ce qui reste vrai pour k = 0

∀n ∈ N∗, Tn =
∑

0≤k≤ n
2

(−1)k2n−2k−1 n

n − k
Ck

n−kxn−2k.

1.6.4 Racines de Tn et factorisation de Tn

Soient θ ∈ R et n ∈ N∗

cos(nθ) = 0 ⇐⇒ nθ ∈ π

2
+ πZ ⇐⇒ θ ∈ π

2n
+ π

n
Z

Pour k ∈ [0, n − 1], posons alors θk = π

2n
+ kπ

n
puis xk = cos θk. On a d’une part

0 <
π

2n
= θ0 < θ1 < ... < θn−1 = π − π

2n
< π,

et donc, par stricte décroissance de la fonction x 7→ cos x sur [0, π],

1 > x0 > x1 > · · · > xn−1 > −1.

En particulier, les n nombres xk, 0 ≤ k ≤ n − 1, sont deux à deux distincts. Mais d’autre part, pour
k ∈ [0, n − 1],

Tn(cos θk) = cos(nθk) = 0.

et les n nombres xk, 0 ≤ k ≤ n − 1 sont n racines deux à deux distinctes du polynôme Tn qui est de de
degré n. Ce sont donc toutes les racines de Tn, toutes réelles simples et dans ] − 1, 1[. En tenant compte
de dom(Tn) = 2n−1, on a montré que

1)∀n ∈ N∗, Tn a n racines réelles à deux distinctes, toutes dans] − 1, 1[.

2)∀n ∈ N∗, Tn = 2n−1
n−1∏
k=0

(
x − cos

(
π

2n
+ kπ

n

))
.

1.6.5 Diverses expressions de Tn et Un

a) Pour x dans [−1, 1]
.

Soit n ∈ N. Soient x ∈ [−1, 1] puis θ = arccos x. On a alors θ ∈ [0, π] et cos θ = x. L’égalité Tn(cos θ) =
cos(nθ) s’écrit encore :

∀n ∈ N, ∀x ∈ [−1, 1], Tn(x) = cos(n arccos x).
De même, l’égalité sin θUn(cos θ) = sin(nθ) s’écrit encore :

∀n ∈ N, ∀x ∈] − 1, 1[, Un(x) = sin(n arccos x)√
1 − x2
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1.6 Propriétés supplementaires des polynômes de Tchebychev

b) Pour |x| ≥ 1.
Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n et tout réel θ, on a Tn(cosh θ) = cosh(nθ).
• C’est clair pour n = 0 et n = 1.
• Soit n ≥ 0. Supposons que Tn(cosh θ) = cosh(nθ) et que Tn+1(cosh θ) = cosh((n + 1)θ).
On en déduit que

Tn+2(cosh θ) = 2(cosh θ)Tn+1(cosh θ) − Tn(cosh θ)
= 2(cosh θ)(cosh(n + 1)θ) − cosh(nθ)
= cosh((n + 2)θ) − cosh(nθ) + cosh(nθ)
= cosh((n + 2)θ).

On a montré par récurrence que

∀n ∈ N, ∀θ ∈ R, Tn(cosh θ) = cosh(nθ).

En dérivant, on obtient sinh θ × T ′
n(cosh θ) = n sinh(nθ).

Et, en tenant compte de T ′
n = nUn, on obtient

∀n ∈ N∗, ∀θ ∈ R, (sinh θ)Un(cosh θ) = sinh(nθ).

Soient alors x un réel supérieur ou égal à 1 puis θ = argchx = ln(x +
√

x2 − 1).

Tn(x) = Tn(cosh θ) = cosh(nθ)

= 1
2

(
en ln(x+

√
x2−1) + e−n ln(x+

√
x2−1)

)
= 1

2

(
(x +

√
x2 − 1)n + (x +

√
x2 − 1)−n

)
= 1

2

(
(x +

√
x2 − 1)n + (x −

√
x2 − 1)n

)
(car (x+

√
x2 − 1)(x−

√
x2 − 1) = 1).

∀x ∈ [1, +∞[, Tn(x) = 1
2

(
(x +

√
x2 − 1)n + (x −

√
x2 − 1)n

)
.

Par parité, on peut obtenir les valeurs de Tn pour x ≤ −1.
En dérivant, on obtient pour x > 1 :

Un(x) = 1
n

T ′
n(x) = 1

2
× 1

n
× n ×

(
(1 + x√

x2 − 1
)(x +

√
x2 − 1)n−1 + (1 − x√

x2 − 1
)(x −

√
x2 − 1)n−1

)
.

= 1
2
√

x2 − 1
(
(x +

√
x2 − 1)n − (x −

√
x2 − 1)n

)
.

∀n ∈ N∗, ∀x ∈]1, +∞[, Un(x) = 1
2
√

x2 − 1

(
(x +

√
x2 − 1)n − (x −

√
x2 − 1)n

)
.

1.6.6 Extrema de Tn et Un sur [−1, 1]
a) Extrema de Tn

Pour tout réel θ et tout entier naturel n, Tn(cosh θ) = cosh(nθ). Ceci montre que pour x réel élément
de ]1, +∞[ et n entier naturel non nul, on a Tn(x) > 1. Par parité de Tn, on a donc

∀x ∈ R, ∀n ∈ N∗, (|x| > 1 ⇒ |Tn(x)| > 1).

Mais puisque pour tout θ ∈ R et tout entier naturel non nul nTn(cos θ) = cos(nθ), on a aussi

∀x ∈ R, ∀n ∈ N∗, (|x| ≤ 1 ⇒ |Tn(x)| ≤ 1).
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Soient alors x un réel de [−1, 1] et θ = arccos x.

|Tn(x)| = 1 ⇔ | cos(nθ)| = 1 ⇔ nθ ∈ πZ

⇔ ∃k ∈ Z/x cos kπ
n

⇔ ∃k ∈ [0, n]/x cos kπ
n .

L’équation |Tn(x)| = 1 admet, dans R, exactement n + 1 solutions, toutes dans [−1, 1], à savoir

les n + 1 réels xk = cos
(

kπ
n

)
, k ∈ [0, n].

On en déduit encore
∀n ∈ N, max

x∈[−1,1]
|Tn(x)| = 1.

b) Extrema de Un

Tout d’abord, on note que

∀n ∈ N∗, ∀θ ∈ R, | sin(nθ)| ≤ n| sin θ|.

Montrons le résultat par récurrence. Soit θ ∈ R.
• C’est clair pour n = 1.
• Soit n ≥ 1. Si | sin(nθ)| ≤ n| sin θ| alors

| sin((n + 1)θ)| = | sin(nθ) cos θ + cos(nθ) sin θ| ≤ | sin(nθ)| × | cos θ| + | cos(nθ)| × | sin θ|

≤ | sin(nθ)| + | sin θ|

≤ n| sin(θ)| + | sin(θ)|

= (n + 1)| sin θ|,

ce qui démontre par récurrence l’inégalité proposée.

Par suite, pour n entier naturel non nul et θ non dans πZ,

|Un(cos θ)| =
∣∣∣∣ sin(nθ

sin θ

∣∣∣∣ ≤ n.

Ou encore, (l’inégalité restant valable pour x = −1 ou x = 1 par continuité ) :

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ [−1, 1], |Un(x)| ≤ n.

Soit n ≥ 2. En reprenant le raisonnement par récurrence ci-dessus, si on a | sin(nθ)| = n| sin θ|, alors
toutes les inégalités écrites sont des égalités et on a nécessairement

| sin(nθ)| = | sin((n − 1)θ)| × | cos θ| + | cos((n − 1)θ)| × | sin θ|

= | sin((n − 1)θ)| + | sin θ| = n| sin θ|.

Ceci impose | sin((n − 1)θ)| = 0 car si | sin((n − 1)θ)| 6= 0, alors θ /∈ πZ, puis | cos θ| < 1 et on n’a pas
l’égalité. En résumé ,

si θ /∈ πZ, Un(cos θ)| =
∣∣∣∣ sin(nθ)

sin θ

∣∣∣∣ < n.

Maintenant, quand θ tend vers 0 ou vers π, dans l’égalité Un(cos θ)| =
∣∣∣∣ sin(nθ)

sin θ

∣∣∣∣,
on obtient |Un(1)| = |Un(−1)| = n.
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Finalement
∀n ∈ N, max

x∈[−1,1]
|Un(x)| = n.

Pour n ≥ 2, l’équation |Un(x)| = n admet dans [−1, 1] exactement deux solutions, à savoir −1 et 1.

Proposition
1

2n−1 Tn est le polynôme unitaire de degré n réalisant la meilleure approximation uniforme de la
fonction nulle sur [−1, 1].
Soit n ∈ N∗. Soit tn = 1

2n−1 Tn et P un polynôme unitaire de degré n ≥ 1. Il s’agit de montrer que

‖tn‖∞ = 1
2n−1 ≤ ‖P‖∞.

où ‖P‖∞ = max
x∈[−1,1]

|P (x)|.

Supposons par l’absurde que
‖P‖∞ <

1
2n−1 = ‖tn‖∞.

Considérons les nombres
xk = cos

(
kπ

n

)
, 0 ≤ k ≤ n.

Alors
tn(x0) = 1

2n−1 > P (x0)

puis tn(x1) = − 1
2n−1 < P (x1) puis tn(x2) = 1

2n−1 > P (x2) . . .

Ainsi, le polynôme tn − P change de signe dans chacun des n intervalles ]xk, xk+1[, 0 ≤ k ≤ n − 1
et admet donc au moins n racines deux à deux distinctes. Mais ce polynôme est de degré inférieur ou
égal à n − 1 car P et tn sont unitaires de degré n. Donc tn − P est nul cce qui contredit ‖P‖∞ < ‖tn‖∞.
Finalement,
pour tout polynôme P unitaire de degré n ≥ 1,

‖P‖∞ ≥ 1
2n−1 =

∥∥∥∥ 1
2n−1 Tn

∥∥∥∥ .

Montrons de plus que tn est l’unique polynôme unitaire P de degré n vérifiant ‖P‖∞ = 1
2n−1.

.

Soit donc P un polynôme unitaire de degré n tel que ‖P‖∞ = 1
2n−1 puis Q = tn −P . Soit LQ le polynôme

d’interpolation de LAGRANGE de Q en les n + 1 réels xk = cos
(

kπ

n

)
, 0 ≤ k ≤ n. On rappelle que

LQ =
n∑

k=0

λk

∏
j 6=k

(X − xi) où λk = Q(xk)∏
j 6=k

(xk − xj)

Par hypothèse, ∀x ∈ [−1, 1], − 1
2n−1 ≤ P (x) ≤ 1

2n−1 et comme tn(xk) = (−1)k

2n−1 , on en déduit que

∀k ∈ [0, n], (−1)kQ(xk) ≥ 0.

D’autre part, (−1)k
∏
j 6=k

(xk − xj) ≥ 0 et donc

∀k ∈ [0, n], λk ≥ 0.

Maintenant, Q et LQ sont deux polynômes de degré au plus n qui coïncident en les (n + 1) réels deux
à deux distincts xk, 0 ≤ k ≤ n. On a donc LQ = Q et en particulier, deg(LQ) = deg(Q) ≤ n − 1. Le
coefficient de Xn dans LQ est donc nul. Ceci fournit

n∑
k=0

λk = 0.
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Finalement, les λk sont des réels positifs de somme nulle et ils sont donc tous nuls. On en déduit que
Q = 0 et donc P = tn.

pour tout polynôme P, unitaire de degré n ≥ 1,

‖P‖∞ ≥ 1
2n−1 =

∥∥∥∥ 1
2n−1 Tn

∥∥∥∥ .

avec égalité si et seulement si P = 1
2n−1 Tn.

1.6.7 Série entière associée à Tn et Un

Soit z = reiθ, r ∈ R+, θ ∈ R un nombre complexe tel que |r| < 1.

Le développement 1
1 − z

=
+∞∑
n=0

zn valable quand |z| < 1 fournit

+∞∑
n=0

rneinθ = 1
1 − reiθ

= 1 − re−iθ

(1 − reiθ)(1 − re−iθ)
= 1 − r cos θ + ir sin θ

1 − 2r cos θ + r2 .

et par identification des parties réelle et imaginaires, on obtient :

∀r ∈] − 1, 1[, ∀θ ∈ R,

+∞∑
n=0

rn(cos nθ) = 1 − r cos θ

1 − 2r cos θ + r2

et
+∞∑
n=0

rn sin(nθ) = r sin θ

1 − 2r cos θ + r2 .

ce qui s’écrit encore

∀r ∈] − 1, 1[, ∀θ ∈ R,

+∞∑
n=0

rnTn(cos θ) = 1 − r cos θ

1 − 2r cos θ + r2 ,

et

sin θ

+∞∑
n=0

rnUn(sin θ) = r sin θ

1 − 2r cos θ + r2 ,

ou enfin

∀t ∈] − 1, 1[, ∀x ∈ [−1, 1],
+∞∑
n=0

tnTn(x) = 1 − t cos θ

1 − 2t cos θ + t2

et
+∞∑
n=0

tnUn(x) = t

1 − 2t cos θ + t2 .

(Pour t fixé dans ] − 1, 1[ et x ∈ {−1, 1}, le plus simple est de vérifier directement
+∞∑
n=0

tnUn(x) =

t

1 − 2tx + t2 ). On obtient aussi

1 + 2
+∞∑
n=0

tnTn(x) = 2
(

1 − tx

1 − 2tx + t2 − 1
)

+ 1 = 1 − t2

1 − 2tx + t2 .
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1.6 Propriétés supplementaires des polynômes de Tchebychev

On peut procéder autrement. Un calcul formel fournit

2xt

+∞∑
n=1

Tn(x)tn =
+∞∑
n=1

(Tn−1(x) + Tn+1(x))tn+1

= t2
+∞∑
n=1

Tn−1(x)tn−1 +
+∞∑
n=1

Tn+1(x)tn+1.

= t2

(
1 +

+∞∑
n=1

Tn(x)tn

)
+

+∞∑
n=1

Tn(x)tn − xt,

Puis

(t2 − 2xt + 1)
+∞∑
n=1

Tn(x)tn = xt − t2

et donc

(t2 − 2xt + 1)

(
1 + 2

+∞∑
n=1

Tn(x)tn

)
= 1 − t2.

Réciproquement, à x réel fixé, la fraction rationnelle 1 − t2

1 − 2tx + t2 n’admet donc pas zéro pour pôle et est
donc développable en série entière. Si on pose, pour x réel fixé,

1 − t2

1 − 2tx + t2 =
+∞∑
n=0

an(x)tn pour t dans ] − R, R[,

l’égalité (t2 − 2xt + 1)
+∞∑
n=0

an(x)tn = 1 − t2 valable pour t ∈] − R, R[ fournit

+∞∑
n=0

an(x)tn − 2x

+∞∑
n=1

an−1(x)tn +
+∞∑
n=2

an−2(x)tn = 1 − t2.

Par suite,

a0(x) = 1, a1(x) = 2x = 2T1(x), a2(x) = 4x2 − 2 = 2T2(x)

et pour n ≥ 3,

an(x) − 2xan−1(x) + an−2(x) = 0.

Par récurrence, il est alors clair que pour tout réel x, a0(x) = 1

et que ∀n ≥ 1,

an(x) = 2Tn(x).

Maintenant,

• Si |x| ≤ 1, les pôles de la fraction rationnelle sont de module 1 et on sait que le rayon de conver-
gence de la série est 1.

• Si x > 1, les pôles sont x −
√

x2 − 1 et x +
√

x2 − 1 avec 0 < x −
√

x2 − 1 < x +
√

x2 − 1 et dans ce cas,
le rayon, qui est le minimum des modules des pôles, est R = x −

√
x2 − 1.

Si x < −1, les pôles sont encore x −
√

x2 − 1 et x +
√

x2 − 1 avec x −
√

x2 − 1 < x +
√

x2 − 1 < 0
et dans ce cas, le rayon est R = −x −

√
x2 − 1.

En résumé, si |x| > 1, la série a un rayon de convergence égal à |x| −
√

x2 − 1.
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Chapitre 2

Polynômes de Tchebychev
orthogonaux et approximation

Dans ce chapitre on va traiter quelques propriétés fon-
damentales supplémentaires des polynômes orthogonaux
de Tchebychev
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

Définition 2.1.1. par fois utilise {T ∗
n(x)}n les polynômes de Tchebychev maniques

T ∗
n(x) = Tn(x)

2n−1

= xn + λ1xn−1 + ........λn

{T ∗
n(x)}n possède les mêmes propriétés que {Tn(x)}n∫ 1

−1
T ∗

n(x)xm dx√
1 − x2

= 0 m = 0, 1, 2, ....n − 1

on à ∫ 1

−1
T ∗

n(x)xn dx√
1 − x2

= 2n−1 = ‖T ∗
n‖2

donc 
T ∗

n(0) = Tn(0)
2n−1

Tn(±1) = Tn(±1)
2n−1

Proposition 2.1.1: Soit n ∈ N∗ et θ ∈
[
0,

π

2

]
,on a : | sin(nθ)| ≤ n sin θ

− Si n = 1, pour tout θ ∈
[
0,

π

2

]
,

− Si n ≥ 2 seulement lorsque θ = 0

Preuve. Soit n ∈ N∗.

Si n = 1, pour tout θ ∈
[
0,

π

2n

]
on a :

| sin(nθ)| = n sin θ

Si n ≥ 2, pour tout θ ∈
[
0,

π

2n

]
et f est dérivable sur

[
0,

π

2n

]
on pose

f(θ) = n sin(θ) − | sin(nθ)| = n sin(θ) − sin(nθ),

f ′(θ) = n(cos(θ) − cos(nθ)).

Pour θ ∈
]
0,

π

2n

]
,on a 0 < θ < nθ ⩽ π et donc

f ′(θ) > 0 ( puis que la fonction cos est strictement décroissante sur=
[
0,

π

2n

]
)

La fonction f est strictement décroissante sur
[
0, π

2n

]
.

On en déduit que pour θ ∈
]
0,

π

2n

]
,f(θ) > f(0) = 0.

Donc,

∀n ⩾ 2, ∀θ ∈
[
0,

π

2n

]
, | sin(nθ)| ⩽ n sin θ avec égalité si et seulement si θ = 0
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

Puisque la fonction sin est concave sur
[
0,

π

2n

]
. Donc son graphe sur

[
0,

π

2n

]
est au-dessus de sa corde

joignant ses points d’abscisses 0 et π

2
. On en déduit que :

∀θ ∈
[ π

2n
,

π

2

]
, sin(θ) ⩾ 2

π
θ (2.1)

Pour tout θ de
[ π

2n
,

π

2

]
, on a

n sin θ ⩾ n
2θ

π
⩾

2n
π

2n
π

= 1 ⩾ | sin(nθ)|

On en déduit que
∀θ ∈

[
0,

π

2

]
| sin(nθ)| ⩽ n sin θ.

□
Conclusion

- Si n = 1, ∀θ ∈
[
0,

π

2

]
, | sin(nθ)| = n sin θ.

- Si n ⩾ 2, ∀θ ∈
[
0,

π

2

]
, | sin(nθ)| = n sin θ ⇔ θ = 0

Proposition 2.1.1. Pour tout n ≥ 1. et x ∈] − 1, 1[ on a :

∀n ⩾ 1, sup
x∈[−1,1]

|T ′
n(x)| = 21−nn2

Preuve. Pour tout n ≥ 1. et x ∈] − 1, 1[, on sait que :

|T ′
n(x)| =

∣∣∣∣21−n n sin(n arccos x)√
1 − x2

∣∣∣∣ ⩽ n√
1 − x2

|n sin arccos x| = 2n−1n2.

Cette inégalité reste vraie par continuité de T ′
n en 1 et −1. Donc ∀x ∈ [−1, 1], |T ′

n(x)| ⩽ 21−nn2. De
plus, |T ′

n(1)| = 21−nn2 et donc

∀n ⩾ 1, sup
x∈[−1,1]

|T ′
n(x)| = 21−nn2.

Si n = 1, ∀x ∈ [−1, 1], T1(x) = x et donc ∀x ∈ [−1, 1], |T ′
1(x)| = 1 = 21−112. Donc, si n = 1, la borne

supérieure est atteinte en tout réel x de [−1, 1].

Si n ⩾ 2, on sait déjà que sup
x∈[−1,1]

|T ′
n(x)| est atteint pour x = 1 et x = −1.

Soit x ∈] − 1, 1[. Puisque Tn est paire ou impaire

|T ′
n(x)| = |T ′

n(|x|)| = n21−n| sin(n arccos(|x|)√
1 − x2

|

< n21−n sin(n arccos(|x|)√
1 − x2

(cararccos |x| ∈
[
0,

π

2

[
= n221−n.

Finalement, pour tout n ∈ N∗, la borne supérieure est atteinte. De plus, si n = 1 elle est atteinte en
tout réel x de [−1, 1] et si n ⩾ 2, elle est atteinte en x = 1 et x = −1.
□
Proposition 2.1.2. pour tout n ≥ 1 et x ∈ R xn,j , avec1 ⩽ j ⩽ n , on a :

T ′
n(x)

Tn(x)
=

n∑
j=1

1
x − xn,j

(2.2)
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

Preuve. Puisque Tn est de degré n et de coefficient dominant 21−n,pourx ∈ R on a :

Tn(x) = 21−n

n=1∏
j=1

(x − xn,j)

donc pour x ∈ R xn,j , 1 ⩽ j ⩽ n

T ′
n(x) = 21−n

n∑
j=1

∏
k 6=j

(x − xn, k) =
n∑

j=1

Tn(x)
x − xn,j

alors

∀n ⩾ 1, ∀x ∈ Rxn,j , 1 ⩽ j ⩽ n,
T ′

n(x)
Tn(x)

=
n∑

j=1

1
x − xn,j

.

□

2.1.1 Inégalité de Bernstein
Proposition 2.1.3. Soit n ∈ N∗ et P ∈ En−1 tel que :

supx∈[−1,1]
√

1 − x2|P (x)| ≤ 1. |P (x)| ≤ 1

Preuve.

a) Soit x ∈ [−1, 1].

Si x ∈ [xn,1, xn,n],d’après la question précédente,
√

1 − x2 ⩾ 1
n

donc

|P (x)| ⩽ 1√
1 − x2

⩽ n

Supposons maintenant que x ∈ [−1, xn,1[∪]xn,n, 1]. Alors x n’est pas racine de Tn :

|P (x)| = 2n−1

n

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1
(−1)n−j

√
1 − x2

n,jP (xn,j) Tn(x)
x − xn,j

∣∣∣∣∣∣
⩽ 2n−1

n

n∑
j=1

√
1 − x2

n,j |P (xn,j)| |Tn(x)|
|x − xn,j |

⩽ 2n−1

n

n∑
j=1

|Tn(x)|
|x − xn,j |

.

Maintenant, d’après 2.2) :

T ′
n(x)

Tn(x)
=

n∑
j=1

1
x − xn,j

, puisque x ∈ [−1, xn,1[∪]xn,n, 1], on a :

∀j ∈ [1, n], x − xn,j < 0, ou bien ∀j ∈ [1, n]x − xn,j > 0,

|T ′
n(x)|

|Tn(x)|
=

n∑
j=1

1
|x − xn,j |

.
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

On en déduit que :

|P (x)| ⩽ 2n−1

n

n∑
j=1

|Tn(x)|
|x − xn,j |

= 2n−1

n
|T ′

n(x)|

⩽ 2n−1

n
× 21−nn2

= n

alors ∀x ∈ [−1, 1], |P (x)| ⩽ n, donc sup
x∈[−1,1]

|P (x)| ⩽ n.

b) Si P = 0, l’inégalité de l’énoncé est immédiate. Sinon, P ne s’annule pas en au moins un réel de ]−1, 1[
et donc le nombre

M = sup
x∈[−1,1]

√
1 − x2|P (x)| ≥ 0.

Le polynôme P

M
est alors un élément de En−1 tel que

sup
x∈[−1,1]

√
1 − x2

∣∣∣∣ 1
M

P (x)
∣∣∣∣ ⩽ 1.

La question précédente permet d’affirmer que

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣ 1
M

P (x)
∣∣∣∣ ⩽ n

On en déduit que

sup
x∈[−1,1]

|P (x)| ⩽ nM = n sup
x∈[−1,1]

√
1 − x2|P (x)|.

Alors

∀P ∈ En−1, sup
x∈[−1,1]

|P (x)| ⩽ n sup
x∈[−1,1]

√
1 − x2|P (x)|.

□

Proposition 2.1.4. Soit P ∈ En−1 et pour tout θ ∈ R, un polynôme de degré au plus n − 1 ,on a

sup
θ∈R

|T ′(θ)| ⩽ n sup
θ∈R

|T (θ)|.

Preuve. Soit k ∈ N∗. Pour θ ∈ R, on a Fk(cos θ) = cos(kθ)

et donc
− sin θF ′

k(cos θ) = −k sin(kθ)

puis
sin(kθ) = sin θ

(
F ′

k

k

)
(cos θ).

Puis que Fk est un polynôme de degré k, le polynôme Bk = 1
k

F ′
k est un polynôme de degré k − 1

vérifiant
∀θ ∈ R, sin(kθ) = sin θBk(cos θ).
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

Pour θ ∈ R :

T (θ0 + θ) − T (θ0 − θ) =
n∑

k=1

(ak(cos(k(θ0 + θ)) − cos(k(θ0 − θ))) + bk(sin(k(θ0 + θ)) − sin(k(θ0 − θ))))

=
n∑

k=1

(−2ak sin(kθ0) sin(kθ) + 2bk cos(kθ0) sin(kθ))

= 2
n∑

k=1

(−ak sin(kθ0) + bk cos(kθ0)) Bk(cos θ) sin θ

= 2 sin θ P (cos θ).

où P =
n∑

k=1

(−ak sin(kθ0) + bk cos(kθ0))Bk est un polynôme de degré au plus n − 1.Le polynôme P

dépend de T et de θ0.

Soit x ∈ [−1, 1] :

On pose M = sup
θ∈R

|T (θ)| .Puisque P ∈ En−1

|P (x)| ⩽ n sup
x∈[−1,1]

√
1 − x2|P (x)|

= n sup
θ∈R

(√
1 − cos2 θ|P (cos θ)|

)
= n sup

θ∈R
| sin θP (cos θ)|

= n

2
sup
θ∈R

|T (θ0 + θ) − T (θ0 − θ)| ⩽ n

2
(M + M) = nM,

et donc

sup
x∈[−1,1]

|P (x)| ⩽ n sup
θ∈R

|T (θ)|.

Salient θ0 ∈ R et θ ∈ N∗ :

2 sin θP (cos(θ))
θ

= T (θ0 + θ) − T (θ0 − θ)
θ

= T (θ0 + θ) − T (θ0)
θ

− T (θ0 − θ) − T (θ0)
θ

Quand θ tend vers 0, on obtient 2P (1) = 2T ′(θ0)

et donc

|T ′(θ0)| = |P (1)| ⩽ sup
x∈[−1,1]

|P (x)| ⩽ n sup
θ∈R

|T (θ)|.

Ceci étant valable pour tout réel θ0, on a montré que

sup
θ∈R

|T ′(θ)| ⩽ n sup
θ∈R

|T (θ)|.

□

2.1.2 Inégalité de Markov
Théorème 2.1.1.

Pour tout polynôme P ∈ En,on a, supx∈[−1,1] |P ′(x)| ⩽ n2 supx∈[−1,1] |P (x)|.

Preuve. Soit P =
n∑

k=0

akxk ∈ En. Pour θ ∈ R .On pose

T (θ) = P (cos θ).
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2.2 Approximation polynômiale

On sait que pour k ∈ [0, n], cosk θ se linéarité en une combinaison linéaire des cos(jθ), 0 ⩽ j ⩽ k et
donc il

existe des réels a0, . . . , an tels que

∀θ ∈ R, T (θ) = a0 +
n∑

k=1

ak cos(kθ).

On a
sup

x∈[−1,1]
|P ′(x)| ⩽ n sup

x∈[−1,1]

√
1 − x2|P ′(x)| ( carP ′ ∈ En−1)

= n sup
θ∈R

| sin θP ′(cos θ)| = n sup |T ′(θ)|

⩽ n2 sup
θ∈R

|T (θ)|

□

2.2 Approximation polynômiale
Théorème 2.2.1. La série de fonctions de terme général αnFn, n ∈ N, converge simplement vers f sur
[−1, 1] et chaque fonction αnFn est de classe C∞ sur [−1, 1].

Preuve. On suppose que Fn ∈ En et n ∈ N on a alors :

sup
x∈[−1,1]

|(αnFn)′(x)| = |αn| sup
x∈[−1,1]

|F ′
n(x)| ⩽ n2|αn| sup

x∈[−1,1]
|Fn(x)| ⩽ n2|αn|.

Plus généralement, puisque pour k ⩽ n, F
(k)
n est dans En−k, pour k ⩽ n,on a

sup
x∈[−1,1]

|(αnFn)(k)(x)| ⩽ n2(n − 1)2 . . . (n − k + 1)2|αn| ⩽ n2k|αn|,

ce qui reste vrai pour k > n car alors F
(k)
n = 0.

Ainsi,
∀k ∈ N∗, ∀n ∈ N, sup

x∈[−1,1]
|(αnFn)(k)(x)| ≤ n2k|αn|.

Comme la série numérique de terme général n2k|αn|, n ∈ N converge , on en déduit que pour tout k ∈ N∗,
la série de fonction de terme (αnFn)(k), n ∈ N, converge normalement sur [−1, 1].
En résumé :

- la série de fonctions de terme général αnFn, n ∈ N, converge simplement vers f sur [−1, 1].
- chaque fonction αnFn, n ∈ N, est de classe C∞ sur [−1, 1].
- chaque série de fonctions αnF

(k)
n , k ∈ N et n ∈ N, converge normalement sur [−1, 1].

D’après une généralisation du théorème de dérivation terme à terme, la fonction f est de classe C∞ sur
[−1, 1], et les dérivées successives de f s’obtiennent par dérivation terme à terme.

□

Proposition 2.2.1.

La suite (d(f, Vn))n∈N est à décroissance rapide si Vn(x) =
n∑

k=0

αkFk(x)alors est f(x) =
n∑

n=0
αnFn(x)

Preuve.
Soit n ∈ N. Pour x ∈ [−1, 1],on a :∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

αkFk(x)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

αkFk(x)

∣∣∣∣∣ ⩽
+∞∑

k=n+1

|αk||Fk(x)| ⩽
+∞∑

k=n+1

|αk|.

alors

sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

αkFk(x)

∣∣∣∣∣ ⩽
+∞∑

k=n+1

|αk|.
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2.2 Approximation polynômiale

puisque
n∑

k=0

αkFk est dans Vn, on en déduit que :

d(f, Vn) ⩽ sup
x∈[−1,1]

∣∣∣∣∣f(x) −
n∑

k=0

αkFk(x)

∣∣∣∣∣ ⩽
+∞∑

k=n+1

|αk|.

Ainsi,

∀n ∈ N, d(f, Vn) ⩽
∞∑

k=n+1

|αk| (∗).

Maintenant, il est clair que la suite (αn) est à décroissance rapide si et seulement si la suite (|αn|) et

à j = 0, permet d’affirmer que la suite
( ∞∑

k=n+1

|αk|

)
n∈N

est à décroissance rapide.

La suite (d(f, Vn))n∈N est à décroissance rapide.

□

Proposition 2.2.2. La suite (an(f̃)) est à décroissance rapide .

Preuve.
La fonction f̃ est 2π-périodique, continue par morceaux et paire donc

∀n ∈ N∗, bn(f̃) = 0.
puisque f est de classe C∞ sur [−1, 1], f̃ est de classe C∞ sur R.

On sait alors que

∀k ∈ N, an(f̃) =
n→+∞

0
(

1
nk

)
ou encore ∀k ∈ N,nkan(f̃)n =

n→+∞
0.

Puisque f̃ est de classe C1 sur R, 2π-périodique, on sait que la série de Fourier de f̃ converge norma-
lement vers f̃ sur R.

□

Proposition 2.2.3. f est de classe C∞ sur [−1, 1],ou la suite (d(f, Vn))n∈N est à décroissance rapide

Preuve. Pour tout réel θ,

f(cos θ) = f̃(θ) =
+∞∑
n=0

an(f̃) cos(nθ) =
+∞∑
n=0

αnFn(cos θ),

où

αn = an
˜(f) =


1

2π

∫ π

−π
f(cos t) dt si n = 0

1
π

∫ π

−π
f(cos t) cos(nt) dt si n ⩾ 1

⇒ ∀x ∈ [−1, 1], f(x) =
+∞∑
n=0

αnFn(x). De plus, la suite (αn)n∈N est à décroissance rapide .

⇒, la suite (d(f, Vn))n∈N est à décroissance rapide. On a ainsi montré que si f est de classe C∞ sur
[−1, 1], la suite (d(f, Vn))n∈N est à décroissance rapide.
□
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2.2 Approximation polynômiale

Proposition 2.2.4. (pn)n∈N est une suite de fonctions polynomiales telle que ∀n ∈ N, deg(pn) ⩽ n et la
suite (‖f − pn‖∞) est à décroissance rapide.

Preuve.
Soit n ∈ N,par définition d’une borne inférieure , il existe un élément pn de Vn tel que :

‖f − pn‖∞ ⩽ d(f, Vn) + 1
nn

.

pour tout entier k, la suite : (
nk

(
d(f, Vn) + 1

nn

))
est bornée

Par conséquent, on en déduit la suite (nk‖f − pn‖∞) est bornée.

Donc la suite (‖f − pn‖∞) est à décroissance rapide.

□

Proposition 2.2.5. Pour toute fonction f ∈ C([−1, 1]), f est de classe C∞ sur [−1, 1]
si et seulement si la suite d(f, Vn))n∈N est à décroissance rapide.

Preuve.
Soient k ∈ N∗ puis P ∈ Ek−1.

ak(P̃ ) = 1
π

∫ π

−π

P̃ (t) cos(kt)dt = 2
π

∫ π

0
P (cos t)Fk(cos t)dt

= 2
π

∫ −1

1
P (x)Fk(x) × − dx√

1 − x2
= 2

π

∫ 1

−1

P (x)Fk(x)√
1 − x2

dx

= 1
π

(P |Fk) = 2k−1

π
(P |Tk)

Tk ∈ E⊥
k−1 et donc (P |Tk) = 0. Ainsi, ∀k ∈ N∗, ak

˜(P ) = 0.

Ensuite, par linéarité des coefficients de Fourier, pour k ∈ N∗,

ak
˜(f) = ak

˜(f) − ak
˜(P ) = ak(f̃ − P̃ ) = ak

˜(f − P ).

Soit k ∈ N∗. Pour tout P ∈ Ek−1,

|ak(f̃)| = |ak
˜(f − P )|

= 1
π

∣∣∣∫ π

−π
(f − P )(cos t) cos(kt)dt

∣∣∣
⩽ 1

π

∫ π

−π
|(f − P )(cos t)| | cos(kt)| dt

⩽ 2‖f − P‖∞.

Par suite :

1
2

|ak(f̃)| est un minorant de {‖ f − P ‖∞, P ∈ Vk−1} et puisque d(f, Vk−1) est le plus grand de ces
minorants,

On a donc
1
2

|ak(f̃)| ⩽ d(f, Vk−1).
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2.2 Approximation polynômiale

Ainsi
∀k ∈ N∗, |ak(f̃)| ⩽ 2d(f, Vk−1).

On en déduit que la suite (ak(f̃))k∈N est à décroissance rapide.

Soit g la fonction définie sur [−1, 1] par :

∀x ∈ [−1, 1], g(x) =
+∞∑
n=0

an(f̃)Fn(x).

Puisque la suite (an(f̃))n∈N est à décroissance rapide, g est définie sur [−1, 1] et de classe C∞ sur
[−1, 1].

Pour tout réel θ,

g̃(θ) =
+∞∑
n=0

an(f̃)Fn(cos θ) =
+∞∑
n=0

an(f̃) cos(nθ),

cette série convergeant normalement vers g̃ sur R

(car par exemple ∀θ ∈ R|an(f̃) cos(nθ)| ⩽ |an(f̃)| avec an(f̃) =
n→+∞

O

(
1
n2

)
).

On sait alors que l’on obtient les coefficients de Fourier de g̃ par intégration terme à terme ce qui
fournit

∀n ∈ N, an(g̃) = an(f̃) et ∀n ∈ N∗, bn(g̃) = bn(f̃).

Comme f̃ et g̃ sont continues sur R, on en déduit que f̃ = g̃.

Mais alors
∀x ∈ [−1, 1], f(x) = g(x) et doncf = g.

Puisque g est de classe C∞ sur [−1, 1], il en est de même de f .

□
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Chapitre 3

polyônmes orthogonaux combinaison
linéaires des polynomes de
Tchebychev de première et seconde
espèce

L’objectif de ce mémoire est le chapitre 3 .Bien sûr nous
construisons un nouveau système des polynômes orthogo-
naux combinaison linéaires des polynômes orthogonaux
de Tchebychev de première et seconde espèces relative-
ment à une mesure supportée sur un segment .Nous
étudions les propriétés récurrences et propriétés différen-
tielles et intégrales aussi les propriétés extrémales de ce
nouveau système des polynômes orthogonaux de Tcheby-
chev.
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Chapitre 3. polyônmes orthogonaux combinaison linéaires des polynomes de Tchebychev de première et
seconde espèce

Dans [19], Grunbaum a considéré quelques exemples de chaines de Markov physiquement importantes
qui présentent des familles bien connues de polynômes orthogonaux. L’un de ces les exemples sont consti-
tués de la matrice

P =



0 1 0
q 0 p
0 q 0 p

q 0
. . .

. . . . . .


avec 0 ≤ P ≤ 1 et q = 1 − p, il cherchait des polynômes Qj(x) tel que

Q−1(x) = 0, Q0(x) = 1

et si Q(x) désigne le vecteur

Q(x) =


Q0(x)
Q1(x)
Q2(x)

...


il a demandé à avoir

PQ(x) = xQ(x) (3.1)

l’auteur a affirmé que la matrice P peut être conjugué en une matrice symétrique et il a trouvé l’ex-
pression explicite de ces polynômes comme

Qn(x) =
(

q

p

)n
2
(

(2 − 2p)Tn

(
x

2√
pq

)
+ (2p − 1)Un

(
x

2√
pq

))
(3.2)

où Tn et Un sont ,respectivement les polynômes de Tchebychev de premier et de deuxième type.
Dans cet article et de manière similaire , nous introduisons les polynômes Rn(x) définis par

Rn(x) =
(

q

p

)n
2
(

(2 − 2p)Vn

(
x

2√
pq

)
+ (2p − 1)Wn

(
x

2√
pq

))
(3.3)

où Vn et Wn sont ,respectivement les polynômes de Tchebychev de troisième et quatrième types et
le but de cette contribution est d’étudier Qn(x) et Rn(x) .L’article sera structuré comme suit : dans la
section 1, nous présentons une terminologie utile ainsi que certaines définitions nécessaires concernant les
polynômes de Tchebychev de premier ,deuxième , troisième et quatrième types .
Dans la section 2,nous présentons quelques propriétés des fonctions Qn(x)et Rn(x).
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3.1 La suite Qn et sa suite co-récursive Rn

3.1 La suite Qn et sa suite co-récursive Rn

Dans [19], l’auteur a mentionné que la suite {Qn}n≥0 est orthogonale par rapport à la fonction de
poids .

Wpq(x) =
√

4pq − x2

1 − x2 si −
√

4pq ≤ x ≤
√

4pq

avec 0 ≤ P ≤ 1, 0 ≤ Q ≤ 1, q = 1−p et Q−1(x) = 0 , Q0(x) = 1 si p ≥ 1
2 ce système de polynômes

satisfait à

(
p

q

)n ∫ 2√
pq

−2√
pq

Qn(x)Qm(x)
√

4pq − x2

1 − x2 dx = δmn‖Qn‖2 n ≥ 1

et (
p

q

)n ∫ 2√
pq

−2√
pq

Q0(x)Qm(x)
√

4pq − x2

1 − x2 dx = δ0n‖Q0‖2 m ≥ 1

Avec

‖Q0‖2 = 2(1 − p)π , et ‖Qn‖2 = 2(1 − p)π
L’expression explicite des polynômes Qn est donnée par(3.2) et ,de manière similaire , il est pertinent de
considérer les polynômes

Rn(x) =
(

q

p

)n
2
(

(2 − 2p)Vn

(
x

2√
pq

)
+ (2p − 1)Wn

(
x

2√
pq

))
(3.4)

où Vn et Wn sont respectivement les polynômes de Tchebychev de troisième et de quatrième types ,
il est évident d’après (3,1) que la relation de récurrence à trois termes est donnée par

pQn(x) = xQn−2(x)−qQn−2(x) (3.5)

avec des conditions initiales

Q−1(x) = 0, Q0(x) = 1

De manière similaire, nous avons la proposition suivante pour les polynômes Rn

Proposition 3.1.1. Les polynômes orthogonaux Rn(x) satisfont les relations de récurrence à trois termes

xRn−1(x) = pRn(x)+qRn−2(x), n ≥ 2 (3.6)

avec des conditions initiales

R−1(x) = 0, R0(x) = 1, R1(x) = 1
p

x + (4p − 3)
√

q

p

Il s’agit de la matrice

P =



(4p − 1)√pq p 0
q 0 p
0 q 0 p

q 0
. . .

. . . . . .


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3.1 La suite Qn et sa suite co-récursive Rn

avec 0 ≤ p ≤ 1 et , q = 1 − p et avec les conditions initiales

R−1 = 0 , R0(x) = 1,

et is R(x) désigne le vecteur

R(x) =


R0(x)
R1(x)
R2(x)

...


alors on a

PRR(x) = xR(x) (3.7)

Preuve. Pour n ≥ 1

xRn(x) = √
pq

(
q

p

)n
2

(2p − 2)
(

Vn+1

(
x

2√
pq

)
+ Vn−1

(
x

2√
pq

))
+√

pq

(
q

p

)n
2

(2p − 1)
(

Wn+1

(
x

2√
pq

)
+ Wn−1

(
x

2√
pq

))

pour n ≥ 1,cette équation peut etre écrite sous la forme suivante

xRn(x) =
√

p

q

√
pq

(
q

p

)n+1
2

(2p − 2)
(

Vn+1

(
x

2√
pq

)
+ Wn+1

(
x

2√
pq

))
+
√

q

p

√
pq

(
q

p

)n−1
2

(2p − 2)
(

Vn−1

(
x

2√
pq

)
+ Wn−1

(
x

2√
pq

))
pour n ≥ 1, cela donne

xRn(x) =
√

p

q

√
pqRn+1(x) +

√
q

p

√
pqRn−1(x) = pRn+1(x) + qRn−1(x),

avec

R1(x) =
(

q

p

) 1
2
(

(2p − 2)V1

(
x

2√
pq

)
+ (2p − 2)W1

(
x

2√
pq

))
En conclusion , nous avons

xRn(x) = pRn+1(x)+qRn−1(x), n ≥ 1 (3.8)

R1(x) = 1
p

+
√

q

p
(4p−3). (3.9)

Dans ce qui suit , nous nous intéressons aux conditions aux frontières −2√
pq et 2√

pqpour les variables
Qn, Rn,Q′

n,et R′
n. □

Proposition 3.1.2. Nous avons les identifiants suivants :

Qn(2√
pq) =

(
q

p

)n
2

((2p−1)n+1), (3.10)

Qn(−2√
pq) = (−1)n

(
q

p

)n
2

((2p − 1)n + 1) , (3.11)

Q′
n(2√

pq) = n

2√
pq

(
q

p

)n
2 (2p − 1)(n + 1)(n + 2) − 6(p − 1)n

3
,

Q′
n(−2√

pq) = −(−1)nn

(
q

p

)n
2 (2p − 1)(n + 1)(n + 2) − 6(p − 1)n

3
. (3.12)
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3.1 La suite Qn et sa suite co-récursive Rn

Preuve. avec x = 2√
pq dans (3.2),on obtient :

Qn(2√
pq) =

(
q

p

)n
2

((2 − 2p)Tn(1) + (2p − 1)Un(1)) .

Nous croutons

Qn(2√
pq) =

(
q

p

)n
2

(2 − 2p + (2p − 1)(n + 1)) .

On peut écrire Qn(−2√
pq) = (−1)nQn(2√

pq). En dérivant les deux members de l’équation (3.2), on
obtient

Q′
n(x2√

pq) = 1
2√

pq

(
q

p

)n
2

((2 − 2p)T ′
n(x) + (2p − 1)U ′

n(x))

= 1
2√

pq

(
q

p

)n
2

(n(2 − 2p)Un−1(x) + (2p − 1)U ′
n(x)) .

Afin de calculer U ′
n(1). On utilise le changement de variable x = cos θ, alors d’obtenir

U ′
n(1) = − lim

θ→0

(n + 1) sin θ cos(n + 1)θ − cos θ sin(n + 1)θ
sin3 θ

= − lim
θ→0

−(n + 1)2 sin θ sin(n + 1)θ + (n + 1) cos θ cos(n + 1)θ
3 sin2 θ cos θ

− lim
θ→0

−(n + 1) cos θ cos(n + 1)θ + sin θ sin(n + 1)θ
3 sin2 θ cos θ

= − lim
θ→0

(1 − (n + 1)2) sin(n + 1)θ
3 sin θ cos θ

= (n + 1)((n + 1)2 − 1)
3

Donc

U ′
n(1) = n(n + 1)(n + 2)

3
. (3.13)

En dérivant les deux membres de la formule structurelle (3.2),et en prenant x = 2,on obtient

Q′
n(2√

pq) = 1
2√

pq

(
q

p

)n

((2 − 2p)nUn−1(1) + (2p − 1)U ′
n(1)) .

nutriment dit
Q′

n(2√
pq) = 1

2√
pq

(
q

p

)n(
(2 − 2p)n2 + (2p − 1)n(n + 1)(n + 2)

3

)
Q′

n(−2√
pq) = (−1)n−1Q′

n(2√
pq)

Ce qui se réduit à (3.13).
□

Proposition 3.1.3. Pour tout n ≥ 1, on a

Rn (2√
pq) =

(
q

p

)n
2

(2(2p−1)n+1) (3.14)

et

Rn (−2√
pq) =

(
q

p

)n
2

(4(p−1)n−1), (3.15)

regalement

R′
n (2√

pq) = n(n + 1)
6√

pq

(
q

p

)n
2

((2p − 1)(2n + 1) + 2p − 2) (3.16)

et

R′
n (−2√

pq) = (−1)n n(n + 1)
6√

pq

(
q

p

)n
2

((2p − 1)(2n + 1) + 2p − 2) . (3.17)
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3.2 Noyau de Qn et Rn

Preuve. En remplaçant x = 2√
pq dans (3.3), on obtient

Rn(2√
pq) =

(
q

p

)n
2

((2 − 2p)Vn(1) + (2p − 1)Wn(1))

d’où

Rn(2√
pq) =

(
q

p

)n
2

(2(2p − 1)n + 1),

Ainsi, (3.14) est démontrée.

Pour démontrer (3.16),on dérive les deux membres de l’équation (3.6)

2√
pqR′

n(2x
√

pq) =
(

q

p

)n
2

((2 − 2p)V ′
n(x) + (2p − 1)W ′

n(x)),

donc

2√
pqR′

n(2√
pq) =

(
q

p

)n
2

((2 − 2p)V ′
n(1) + (2p − 1)W ′

n(1)),

En utilisant les identités suivantes ,on obtient (3.16) et (3.17).

□

3.2 Noyau de Qn et Rn

Le noyau Q d’ordre n est donné par [20],[21]

Kn(x, y) =
n∑

k=0

Qk(x)Qk(y)
||Qk||2

, (3.18)

La suite (Kn(x, 2√
pq))∞

n=0 est orthogonale par rapport à la fonction poids

tp,q(x) = (x − 2√
pq)
√

4pq − x2

1 − x2 ,

pour −1 < −2√
pq ≤ x ≤ 2√

pq < 1, i.e.∫ 2√
pq

−2√
pq

Kn(x, 2√
pq)Km(x, 2√

pq)(x − 2√
pq)
√

4pq − x2

1 − x2 dx = 0, n 6= m.

En tenant compte de l’orthogonalité , la suite (Kn(x, 2√
pq))∞

n=0 satisfait la formule de Christoffel-
Darboux [20],[21]

Kn(x, y) = 1
‖ Qn ‖2

Qn+1(x)Qn(y) − Qn+1(y)Qn(x)
x − y

, x 6= y, (3.19)

et pour x = y,on a

Kn(x, x) = 1
‖ Qn ‖2 (Q′

n+1(x)Qn(x)−Qn+1(x)Q′
n(x)). (3.20)

Kn possède la propriété de noyau reproducteur [20],[21]

f(x) =
∫ 2√

pq

−2√
pq

Kn(x, t)f(t)
√

4pq − t2

1 − t2 dt, (3.21)
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3.2 Noyau de Qn et Rn

pour toute fonction continue f sur l’intervalle [−2√
pq, 2√

pq].

Pour y = 2√
pq le noyau Q défini par (3.18) s’écrit comme suit

Kn (x, 2√
pq) =

n∑
k=0

Qk(x)Qk(2√
pq)

‖Qk‖2 , (3.22)

et pour x 6= 2√
pq, la expression (3.19) s’écrit comme suit

Kn (x, 2√
pq) = 1

‖Qn‖2
Qn+1(x)Qn(2√

pq) − Qn+1(2√
pq)Qn(x)

x − 2√
pq

. (3.23)

Le Théorème suivant montre l’importance du noyau Q.

Théorème 3.2.1. (1) Pour tout n ≥ 1, on a

Kn(2√
pq, 2√

pq)

= (n + 1) ((2p − 1)n + 1)
4pq

√
pqπ

(
q

p

)2n+1 (2p − 1)(n + 2)(n + 3) − 6(p − 1)(n + 1)
3

−n ((2p − 1)(n + 1) + 1)
4pq

√
pqπ

(
q

p

)2n+1 (2p − 1)(n + 1)(n + 2) − 6(p − 1)n
3

.

(3.24)
(2) Tout polynôme fn ∈ L2(wp,q(x), [−2√

pq, 2√
pq]) satisfait

‖fn‖2
2 = min

fn(2√
pq)=1

∫ 2√
pq

−2√
pq

f2
n

√
4pq − x2

1 − x2 dx = K−1
n (2√

pq, 2√
pq), (3.25)

et

fn(x) =
Kn(x, 2√

pq)
Kn(2√

pq, 2√
pq)

. (3.26)

Preuve. (1) En utilisant les relations(3.6),(3.10),(3.11),(3.12)et (3.13),on obtient le résultat souhaité.
(2)En appliquant le Théorème 1 [20],[21],on peut énoncer que

fn(x) =
Kn(x, 2√

pq)
Kn(2√

pq, 2√
pq)

,

résout le problème extrémal (3.11)-(3.12)avec la condition initiale fn(2√
pq) = 1 . De plus fn(x) satisfait∫ 2√

pq

−2√
pq

fn(x)2
√

4pq − x2

1 − x2 dx = 1
K2

n(2√
pq, 2√

pq)

∫ 2√
pq

−2√
pq

K2
n(x, 2√

pq)
√

4pq − x2

1 − x2 dx.

Pour ‖Qn‖2 = 2pqπ, n ≥ 1 nous avons

Kn(2√
pq, 2√

pq) = 1
‖Qn‖2

(
Q′

n+1(2√
pq)Qn(2√

pq) − Q′
n(2√

pq)Qn+1(2√
pq)
)

.
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3.2 Noyau de Qn et Rn

Alors les relations(3.10) et (3.12)donnent immédiatement

Q′
n+1(2√

pq)Qn(2√
pq) = (n + 1)(((2p − 1)n + 1))

2√
pq

×
(

q

p

)2n+1 (2p − 1)(n + 2)(n + 3) − 6(p − 1)(n + 1)
3

(3.27)

et

Q′
n(2√

pq)Qn+1(2√
pq) = n((2p − 1)(n + 1) + 1)

2√
pq

×
(

q

p

)2n+1 (2p − 1)(n + 1)(n + 2) − 6(p − 1)n
3

. (3.28)

□

Proposition 3.2.1. Pour x = 0 , l’expression (3.38)peut s’écrire sous la forme

K2n(0, 2√
pq) = (−1)n+1

4pqπ
√

pq

(
q

p

)4n+1

((2p−1)(2n+1)+1) (3.29)

et

K2n−1(0, 2√
pq) = (−1)n+1

4pqπ
√

pq

(
q

p

)4n−1

((2p−1)(2n−1)+1). (3.30)

Preuve. En effet,[19]

‖ Qn ‖2= 2pqπ, n ≥ 1

et

T2n(0) = U2n(0) = (−1)n, et T2n+1(0) = U2n+1(0) = 0.

D’après (3.5), on obtient

Q2n(0) = (−1)n

(
q

p

)2n

, et Q2n+1(0) = 0, n ≥ 1.

Ensuite, d’après (3.23), on a

K2n(0, 2√
pq) = − 1

4pqπ
√

pq
(Q2n+1(0)Q2n(2√

pq) − Q2n+1(2√
pq)Q2n(0))

et
K2n−1(0, 2√

pq) = − 1
4pqπ

√
pq

(Q2n(0)Q2n−1(2√
pq) − Q2n(2√

pq)Q2n−1(0)) ,

On peut facilement en déduire le résultat suivant :

K2n(0, 2√
pq) = (−1)n+1

4pqπ
√

pq

(
q

p

)2n

Q2n+1(2√
pq)

et
K2n−1(0, 2√

pq) = (−1)n+1

4pqπ
√

pq

(
q

p

)2n

Q2n−1(2√
pq).
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D’après (3.2), on voit que

K2n(0, 2√
pq) = (−1)n+1

4pqπ
√

pq

(
q

p

)4n+1

((2p − 1)(2n + 1) + 1)

et
K2n−1(0, 2√

pq) = (−1)n+1

4pqπ
√

pq

(
q

p

)4n−1

((2p − 1)(2n − 1) + 1),

□

Théorème 3.2.2. Soit f une fonction croissant sur [−1, 1] telle que f(−2√
pq) = −1 et f(2√

pq) = 1 et
φ une fonction poids positive ou nulle sur le même intervalle, telle que l’intégrale∫ 1

−1
f(x)nφ(x) dx (n ≥ 0) (3.31)

existe , alors la suite de fonctions x 7→ Qi(f(x)), 0 ≤ i ≤ n qui minimise les intégrales

In =
∫ 1

−1
Qn(f(x))2φ(x) dx (3.32)

forme un système orthogonal sur [−1, 1] par rapport à φ où

φ(x)
f ′(x)

=
√

4pq − f(x)2

1 − f(x)2 . (3.33)

Soit

f(x) = 2√
pq tan

(π

4
x
)

(3.34)

soit une fonction croissant sur [−1, 1]. La suite de fonction orthogonales sur [−1, 1]par rapport à la fonction
de poids φ,donnée par x 7→ Qi(2

√
pq tan

(
π
4 x
)
), pour0 ≤ i ≤ n minimise les intégrales (3.18) où

φ(x) = πpq
1 + tan2 (π

4 x
)

1 − 4pq tan2 (π
4 x
)√1 − tan2

(π

4
x
)

(3.35)

Preuve. Soit (Qn)n≥0 une famille orthogonale sur l’intervalle [2√
pq, 2√

pq] par rapport à la fonction

poids t 7→
√

4pq−t2

1−t2 , i.e. ∫ 2√
pq

−2√
pq

Qn(t)Qm(t)
√

4pq − t2

1 − t2 dt = 0, n 6= m, n, m ≥ 0.

En remplaçant f(x) = t dans (3.32) on obtient

In =
∫ 2√

pq

−2√
pq

Qn(t)2 φ
(
f−1(t)

)
f ′ (f−1(t))

, dt, n ≥ 0. (3.36)

Si

φ
(
f−1(t)

)
f ′ (f−1(t))

=
√

4pq − t2

1 − t2 , (3.37)

En revenant maintenant à l’ancienne variable et conformément au Théorème 1, les fonctions

x 7→ Qi (f(x)) , 0 ≤ i ≤ n,

qui minimisent (3.32) forment un système orthogonal sur [−1, 1] par rapport à φ. Ensuite la suite de
fonctions x 7→ Qn

(
2√

pq tan
(

π
4 x
))

n≥1 constitue un système orthogonal sur [−1, 1] par rapport à

φ(x) = πpq
1 + tan2 (π

4 x
)

1 − 4pq tan2 (π
4 x
)√1 − tan2

(π

4
x
)

,
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ce qui achève la démonstration du Théorème.

□

Corollaire 3.1.1 Soit

Ln(x) =
∫

Qn−1(x) dx et φn(x) =
∫

Ln−1(x) dx, (3.38)

alors

Ln(x) = 2√
pq

(
q

p

)n−1(
p

n
Tn

(
x

2√
pq

)
− 1 − p

n − 2
Tn−2

(
x

2√
pq

))
+C (3.39)

et

φn(x) = anTn

(
x

2√
pq

)
+bnTn−2

(
x

2√
pq

)
+cnTn−4

(
x

2√
pq

)
, (3.40)

où

an = 2pq

(
q

p

)n−2
2 p

n(n − 1)
, (3.41)

bn = −2pq

(
q

p

)n−2
2 n − 2p − 1

(n − 1)(n − 2)(n − 3)
, (3.42)

cn = 2pq

(
q

p

)n−2
2 1 − p

(n − 3)(n − 4)
. (3.43)

Preuve. En effet

−
∫

cos(n − 1)θ sin θ dθ = −1
2

∫
(sin nθ − sin(n − 2)θ) dθ,

d’où, pour x = cos θ

∫
Tn−1(x) dx = 1

2n
Tn(x) − 1

2(n − 2)
Tn−2(x) + C, (3.44)

pour n ∈ {0, 1}, nous traitons ces cas individuellement∫
T0(x) dx = T1(x) + C, et

∫
T1(x) dx = 1

4
T2(x) + C

De même, ∫
Un−1(x) dx = 1

n
Tn(x) + C (3.45)

En combinant les formules (3.2), (3.38), (3.44) et (3.45), on obtient

Ln(x) = 2√
pq

(
q

p

)n−1
2
(

P

n
Tn

(
x

2√
pq

)
− 1 − p

n − 2
Tn−2

(
x

2√
pq

))
+ C
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Ainsi la formule (3.39) est confirmée. pour démontrer (3.40), nous avons tout d’abord besoin de (3.44)
conjointement avec (3.39)

φn(x) = 2√
pq

(
q

p

)n−2
2
(

p

n − 1

∫
Tn−1

(
x

2√
pq

)
dx − 1 − p

n − 3

∫
Tn−3

(
x

2√
pq

)
dx

)
à partir (3.44), on obtient

φn(x) = 4pq

(
q

p

)n−2
2 p

n − 1

(
1

2n
Tn

(
x

2√
pq

)
− 1

2(n − 2)
Tn−2

(
x

2√
pq

))

− 4pq

(
q

p

)n−2
2 1 − p

n − 3

(
1

2(n − 2)
Tn−2(x) − 1

2(n − 4)
Tn−4(x)

)
,

Cela se réduit à (3.40).

□

Remarque 3.2.1. Si
G(t) =

∑
n

Qn(x)tn,

alors

G(t) =
p
√

pq

p
√

pq − qxt + q
(

q
p

)2
t
.

Preuve. Pour tout, n ≥ 1, la fonction Qn(x) vérifie la relation de récurrence à trois termes

Qn(x) = q

p
√

pq
xQn−1(x) −

(
q

p

)2

Qn−2(x) (3.46)

avec les condition initiales :

Q−1(x) = 0, Q0(x) = 1, Q1(x) = q

p
√

pq
x.

Si G(t) =
∑

n Qn(x)tn,alors en utilisant (3.46) on obtient

G(t) =
∑

n

Qn(x)tn = 1 + q

p
√

pq
xt +

∑
n≥2

Qn(x)tn

= 1 + q

p
√

pq
xt + q

p
√

pq
xt
∑
n≥2

Qn−1(x)tn−1 − q

p
√

pq

(
q

p

)2

t2
∑
n≥2

Qn−2(x)tn−2,

Alors

G(t) = 1 + q

p
√

pq
xt + q

p
√

pq
xt(G(t) − 1) − q

p
√

pq

(
q

p

)2

t2G(t),

Impliquer

G(t) = 1

1 − q
p

√
pq xt + q

p
√

pq

(
q
p

)2
t
.

□
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3.3 Développement en série de Fourier de Qn
Une fonction analytique arbitraire f(x) peut être développée en une série infinie de polynômes Qn(x),

que nous noterons ici.

f(x) = C0(f, Q)Q0(x) +
∞∑

n=1
Cn(f, Q)Qn(x) (3.47)

où

C0(f, Q) = 1
2(1 − p)π

∫ 2√
pq

−2√
pq

Q0(x)f(x)
√

4pq − x2

1 − x2 dx (3.48)

et pour n = 1, 2, 3, . . .

Cn(f, Q) = 1
2p(1 − p)π

(
p

q

)n
2
∫ 2√

pq

−2√
pq

Qn(x)f(x)
√

4pq − x2

1 − x2 dx (3.49)

Proposition 3.3.1. Si

g(x) = 1 − x2

1 − 4pqx2 f (2√
pqx) (3.50)

et

h(x) = 1
1 − 4pqx2 f (2√

pqx) (3.51)

alors

C0(f, Q) = 2p

π
C0(g, T ) (3.52)

et

Cn(f, Q) =
(

q

p

) 3n
2

(2qCn(g, T ) + (2p − 1)Cn(h, U)) (3.53)

pour n=1, 2 ,3.....où

Cn(g, T ) = 2
π

∫ 1

−1
g(x)Tn(x) dx√

1 − x2
(3.54)

et

Cn(h, U) = 2
π

∫ 1

−1
h(x)Un(x)

√
1 − x2dx (3.55)
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Preuve. Nous avons

C0(f, Q) = 1
2(1 − p)π

∫ 2√
pq

−2√
pq

Q0(x)f(x)
√

4pq − x2

1 − x2 dx

= 2p

π

∫ 1

−1
f(2√

pqx)
√

1 − x2

1 − 4pqx2 dx

= 2p

π

∫ 1

−1

1 − x2

1 − 4pqx2 f(2√
pqx) dx√

1 − x2

et

Cn(f) = 1
pπ

(
q

p

)3n

2
∫ 2√

pq

−2√
pq

f(x)Tn

(
x

2√
pq

) √
4pq − x2

1 − x2 dx

+ 2p − 1
2P (1 − p)π

(
q

p

)3n

2
∫ 2√

pq

−2√
pq

f(x)Un

(
x

2√
pq

) √
4pq − x2

1 − x2 dx

d’où

Cn(f) = 4q

π

(
q

p

)3n

2
∫ 1

−1
f(2√

pqx)Tn(x)
√

1 − x2

1 − 4pqx2 dx

+2(2p − 1)
π

(
q

p

)3n

2
∫ 1

−1
f(2√

pqx)Un(x)
√

1 − x2

1 − 4pqx2 dx

Ainsi,les propriétés (3.52),(3.53),(3.54) et (3.55) sont démontrées. □
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons abordé un sujet important dans la théorie des polynômes orthogonaux,
à savoir les polynômes orthogonaux de Tchebychev. Dans les deux premiers chapitres, nous avons traité
les propriétés fondamentales des polynômes orthogonaux de Tchebychev telles que les propriétés de ré-
currence, les propriétés différentielles et les propriétés limites.

Quant au troisième chapitre, nous avons découvert une nouvelle famille de polynômes orthogonaux
avec un poids connu, qui est une combinaison linéaire des polynômes orthogonaux de Tchebychev de
première et de deuxième espèce, ce qui nous a permis d’étudier toutes les propriétés de récurrence, diffé-
rentielles, intégrales, limites ainsi que les équations physiques relatives à ce nouveau type de polynômes
de Tchebychev.
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