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Résume

Dans ce mémoire on vise a étudier quelques propriétés fondamentales des polynémes
orthogonaux de Tchebychev citons par exemple les propriétés récurrences et propriétés
différentielles et intégrales aussi les propriétés extrémales puis nous passons a étudier
un nouveau systeme des polynomes orthogonaux combinaison linéaires des polynomes de
Tchebychev de premiere et seconde especes nous traitons d’ailleurs les mémes propriétés
récurrences et propriétés différentielles et intégrales aussi les propriétés extrémales de ce
nouveau systeme des polynomes orthogonaux de Tchebychev

Mots clés

Polynémes orthogonaux , Tchebychev, Récurrence relations, Combinaison linéaire ,
Fonction poids, Segment.

Abstract

We study in this memory the orthogonal polynomials of Tchebychev preciesely we treat
the recurrence relations and extremal properties and integrodifferentiations properties . We
dicover a new set of orthogonal polynomials linear combination of Tchebychev polynomials
of first and second kinds. Howver we study same properties of this new set of orthogonal
polynomials of Tchebychev

Keywords

Tchebychev polynomials, Three terms recurrence relations, Linear Combination , Weight function ,
Segment.
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Motivation

**“Chebyshev polynomials are everywhere dense in numerical analysis.”**

Cette remarque a été attribué a un certain nombre d’éminents mathématiciens et numériciens. Il peut
étre di a Philip Davis, a certainement parlé par George Forsythe, et c’est un attrayant et apte remarque.
Il n’y a guére de domaine de I’analyse numérique ot de Tchebychev ne chute pas en surprise comme visi-
teurs, et en fait, il y a maintenant un certain nombre de sujets dans lesquels ces polynémes prendre une
position importante dans les développements modernes - y compris les polynémes orthogonaux, approxi-
mation polynomiale, intégration numérique, et des méthodes spectrales pour des équations aux dérivées
partielles.

Cependant, il y a un autre aspect que 'on peut donner a la citation ci-dessus, a savoir que par ’étude
de Tchebychev I'un est pris dans un voyage qui meéne a tous les domaines de ’analyse numérique.

D’ailleurs, parmi leurs célebres applications Les polynémes de Tchebychev permettent de démontrer

le théoreme de Weierstrass selon lequel toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une
suite de fonctions polynomiales.
Ils sont également impliqués dans le calcul de filtres en électronique analogique, “les filtres de Tcheby-
chev”. Enfin, ils permettent une explication théorique de 'efficacité supérieure de la transformée en cosinus
discrete dans le cadre de I'interpolation d’un signal numérique échantillonné, par rapport a d’autres mé-
thodes comme le <zéro-padding + filtrage passe-bande>>>.



Introduction

La premieére famille des polynémes orthogonaux apparait avec les premiers travaux de Legendre sur
les mouvements planétaires en 1784. Dans ces travaux, il avait établi plusieurs propriétés communes de
ces familles. Il a notamment explicité I’équation différentielle du second ordre ayant pour solution ces
polynémes et étudié les zéros de ces polynomes. Cette famille porte aujourd’hui le nom de “polynémes de
Legendre”. Par la suite, d’autre famille ont été introduites notamment celle de Hermite(1864), qui est uti-
lisé dans la théorie des approximations. Nous pouvons citer aussi les travaux de N.H.Abel, V.L.Lagrange,
P.L.Tchebychev qui a commencé, avec T.J.Steiltjes, la création et le développement de la théorie générale
des polyndémes orthogonaux a l’aide des fractions continues. En 1879 Laguerre avait introduit une famille
des polynomes qui portent son nom aujourd’hui. Il a montré entre autre que ces polynémes orthogonaux
sont liés a certaines fractions continues. Au milieu du XIX siecle, Jacobi introduit une nouvelle famille qui
généralise les polynémes de Legendre et de Tchebychev.Aujourd’hui,ces trois familles Jacobi, Laguerre
et Hermite, sont connues par le nom des ”vrais polynoémes classiques”. Le premier ouvrage consacré en-
tierement aux polynoémes orthogonaux est celui de Shohat édité en 1934 sous le titre "Théorie Générale
des Polynémes Orthogonaux”. Vient ensuite, en 1939, le livre de Szegé intitulé ”Orthogonal Polynomials”
qui traite la théorie générale des polynémes orthogonaux et leur comportement asymptotique. De nos
jours on peut citer le livre de Chihara (1978) qui traite la théorie algébrique de l'orthogonalité et des
nouvelles notions introduites ces derniéres années. La notion de ’orthogonalité usuelle a subi beaucoup
de généralisation, ¢a a commencé par la notion des p-(p > 1)orthogonalité (Boukhemis 1988) puis la
d-orthogonalité (P. Maroni 1989), vient ensuite notamment la biorthogonalité (Brezinski 1992) et enfin
Porthogonalité multiple (Aptekarev, Van Assche...).Bien siir toutes ces notions ont été introduites afin
d’améliorer les méthodes de I'approximation qu’elles soient fonctionnelles au sens des Hermite-Padé gé-
néralisée, d’augmenter 1’ordre des équations différentielles ayant pour solution ces polyndmes et par suite
rendre plus compréhensibles les phénomeénes modélisés par ces équations différentielles. Dans ce mémoire,
qui traite la classe des polyndémes de Tchebychev (les quatres espéces de Tchebychev) nous nous somme
beaucoup référés aux 2 ouvrages de Mason et Handscomb et de Chihara.

Les polynomes de Tchebychev sont nommés d’apres le mathématicien pafnouti Tchebychev. ils forment
deux familles de polyndémes , indexés par leur degré.

Le polynéme de Tchebychev de premiere espece T, est défini par la propriété suivante : pour tout
nombre réel x,T),(cos(x)) = cos(nx).

Le polynoéme de Tchebychev de seonde espéce U, est défini par :U, (cos(z)) = W

Chacune de ces deux suites forme une famille de polynémes orthogonaux par rapport a une certaine
fonction poids , et vérifie la relation de récurrence suivante : f,, 12(X) + fn(X) = 2X fri1(X).

Les polynémes de Tchebychev sont utilisés comme base de LP,comme mentionné dans ’article intitulé
< Mémoire effectué au LMNO & Caen encadré par Eric Ricard (juin-juillet 2015) > .[15],[16]



Chapitre 1

polynémes de Tchebychev :
propriétés et orthogonalité

Dans ce chapitre nous allons exposer quelques proprié¢tés
fondamentales des polynomes orthogonaux de Tcheby-
chev de premiere et seconde et troisieme et quatrieme es-
peces citons leur relations de recurrences et leurs proprié-
tés extremales aussi quelques propriétés de leurs équa-

tions integrodifferentielles .



1.1 Généralités sur 'orthogonalité

1.1 Généralités sur 'orthogonalité

La théorie des polynémes orthogonaux est un sujet lié avec des branches tres importantes de ’analyse.
Les polynoémes orthogonaux, c’est a dire les fonctions trigonométriques, hypergéométriques, Bessel et
elliptiques, rentrent dans le cadre des fractions continues, les problémes d’interpolation (de Lagrange, de
Hermite), la théorie des équations différentielles et intégrales. Pour motiver cette idée, remarquons que
I’identité

2 cosmb cosnf = cos(m+n)f+cos(m—n)f (1.1)

donne la formule d’intégration suivante :

sim#n,m,n>=0
sim=mn,mmn#0 (1.2)

sim=n=0

/Tr cos(m#) cos(nf)df =
0

N vy ©

de la formule d’intégration précédente, quand l'intégral s’annule, on dit que cos(md) et cos(nf) sont
orthogonaux dans Uintervalle [0; 7], pour

m # n.
Si on pose :
T = cosf,
alors la formule s’écrit comme suit :
1
/ T (2) T (2)(1-22) P dz = 0, m #n (1.3)
-1
ou
cos(nf) = T,,(z) = cos(narccosz), —-1<z<1, (1.4)
ona:

To(z) =1, Ti(x) =z,
To(x) =222 — 1 Ty(x) = 4a® — 3z, ...
Voici les graphes des polynémes Ty(x), T1(x), Ta(x), T5(x), Tu(z), Ts(x)
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1.2 les polynomes de Chebychev T, (x)

Définition 1.1.1. On appelle fonction poids sur intervalle [a;b] C R, toute fonction w qui vérifie les
deux conditions :
Vr € [a;b], w(z) =0 et

fb w(z)dr < oo

a

exemple : Toutes les fonctions continues positives sur un compact sont des fonctions poids.

Définition 1.1.2. Soit {P,(x)},>0 une suite de polynémes avec deg(P,) = n, et soit w une fonction
poids sur [a;b], on dit que {P,(z)},>0 une suite de polyndmes orthogonaux par rapport & la fonction
poids w dans [a; b] si

b
/ P, (z) Py (x)w(z)dz =0,m #n (1.5)

d’apres (1.3), on peut dire que {7}, (z)}n>0 sont des polynoémes orthogonaux par rapport a la fonction
poids (1 — xz)%l dans [—1;1].

1.2 les polynémes de Chebychev T),(x)

Définition 1.2.1. Les polynémes de Tchebychev de la premiére espéce T,,(x) (polynéme de Jacobi pour
a=p= ’71) sont des polyndmes en x de degré n définis a ’aide de la relation suivante :

cos(nf) = T, (z),avec = cos ¥, (1.6)

pour tout x dans [—1; 1], alors § appartient & [0; 7], on peut vérifier facilement que T,,(z) est un polyndme
de degré n, voici quelques polynémes T}, (z) :

on donne quelques valeurs de T),(z) :

To(1) = 1, T (=1) = (=1)", T2n(0) = (=1)", T2n41(0) = 0.

Proposition 1.2.1. Les polynomes de Tchebychev de la premiere espece T,,(x) sont orthogonaux dans
Iintervalle [—1;1] par rapport & la fonction poids w(z) = (1 — 2?)=
ie.
1 - -
To(2) T (2)(1 —2%)2 da = §6mn

-1
Proposition 1.2.2. Les polynémes de Tchebychev de la premiére espéce T,,(z) vérifiant la relation de
récurrence d’ordre deux suivante :
Thi1(x) = 22T, (x) — Th—1(x), VYn>1,
(1.7)
To(x)=1 et Ti(z)==x

Preuve. Soit « € [—1;1], posons # = arccos z, ainsi 6 € [0; 7],
pour tout n € N on a :

cos(n 4+ 1)0 + cos(n — 1) = 2 cos

(n+ 1)+ (n— 1)9} cos [(n +1)0—(n—1)0
2 2

= 2cosnb cosb.

donc
cos(n + 1)0 + cos(n — 1)0 = 2 cos 0 cos nd,

11



1.2 les polynomes de Chebychev T, (x)

d’ou le résultat i.e.
Thi1(x) + To1 () = 22T, (2),Vn € N

Avec To(x)=1 et Ti(z)==x
0

Remarque 1.2.1. D’aprés (1.7), les polynomes de Tchebychev de la premiére espeéce T,,(z) sont des
polynémes de degré n en x.

Proposition 1.2.3. Les polynémes de Tchebychev de la premiere espéce T, (x) sont les solutions de
I’équation différentielle suivante :

(1=2%)y" () —zy' (x)+ny(z) = 0. (1.8)
Proposition 1.2.4. Les zéros du polynéme T,,(z) sont de la forme :

k— )
rxp=cos —=— k=1,23,....n
n

Preuve. Les zéros pour x dans [—1;1] de T;,(z) doivent correspondre & les zéros pour € dans [0; 7] de
cosndb, i.e.

d’ou les zéros de T,,(z) sont :

k—3Hr
xkzcosg,kzl,l?;,...,n. |
n
Exemple on consideére le polynome T3(x) tel que
Ts(x) = 423 — 3z,

les zéros du polynome T5(x) sont :

T —cosﬁ—ﬁ
1 — 6_ 21
xgzcosg:O,
5T V3
T3 = COS — = ——.
6 2

On remarque que T3(x) admet trois racines réelles, simples et distinctes dans [—1; 1].
Propriétés

1. Le coefficient dominant des polynémesT;,(z) est 2~ 1 Vn >

2. T,,(z) a la parité de n.

Preuve.
1) Soit le polynéme T, (x) tel que
To(2) = ana™ + ap_ 12" 1+ ...,
supposons que a, # 0, de la relation (7) on obtient :

1™+ =22(ap + ) — a2 —

= 2a,2"t + ...

12



1.3 D’autres espeéces de polynémes de Tchebycheb

par identification on trouve

Un41 = 20%7

Up41 = 20y = 22an71 = 2"ay,
puisque T; (z) = z, alors

ap, =2""1,Vn > 1.

Tn(—2) = T, (—cosnb)
=T, (cosn(0 + 7))
= cos(nd + nm)
= (—=1)"cos(nh)
= (—=1)"T,,(cosb),
d’oti le résultat i.e.

Tn(—x) = (=1)"Th(cost) = (=1)"Ty(z).
g

1.3 D’autres espéeces de polynéomes de Tchebycheb

1.3.1 Le deuxieme espéce U, ()
Définition 1.3.1. Les polynémes de Tchebychev de la deuxiéme espéce U, (x)(polyndéme de Jacobi pour

1
a = 8 == ))sont des polyndmes en x degré n définis a ’aide de la relation suivante :
2

sin(n +1)0

= = 1.11
5in(0) U, (z),avec z = cosf (1.11)

pour tout x dans [—1;1] , alors 6 appartient & [0;7] , voici quelques polyndmes U, (x) :

Uo(z) =1, Uy(x) = 2z,
Us(z) = 42% — 1, ...
Proposition 1.3.1. Les polynomes de Tchebychev de la deuxiéme espéce Uy, () sont orthogonaux dans

lintervalle [-1; 1] par rapport a la fonction poids w(z) = v/1 — 2?2

ie.
1
/ Un(2)Up, () V1 — 22dx = gémn
—1

Proposition 1.3.2. Les polynémes de Tchebychev de la deuxiéme espece U, (z) vérifiant la relation de
récurrence d’ordre deux suivante :

Un(z) =22Up—1(z) — Up—a(z),¥Yn > 2
Up(z) =1 et Ui(x)=2x (1.12)

Preuve. Soit x €[-1; 1] , posons § = arccos z, ainsi 0 € [0; 7], pour tout n € Non a :

sin(n+1)6 = sin n# cos f+cos nb sin 6 (
sin(n—1)8 = sin nf cos nf—cos nb sin 0, (1.

H
B w

13



1.3 D’autres espeéces de polynémes de Tchebycheb

les relations (1.13) et (1.14) donnent
sin(n + 1)0 + sin(n — 1)0 = 2sinfcosb,

on divise par sinf on obtient :

sm(@ +1)0 sm@ -1)0 — 90050 smn@
stnf stnf stnf

d’ou le résultat i.e.
Un(z) = Up—1(x) — 22U, _o(z),Vn > 2
Avec Up(z) =1 et Uy(z) = 2z O

Remarque 1.3.1. D’aprés (1.12), les polynomes de Tchebychev de la deuxiéme espéce U, (z) sont des
polynémes de degré n en x.

Proposition 1.3.3 Les polynomes de Tchebychev de la deuxiéme espéce U, (z) sont les solutions de
I’équation différentielle suivante :

(1—2%)y" (z)—3xy () +n(n+2)y(z) = 0. (1.15)

Proposition 1.3.3. Les zéros du polyndme U, (x) sont déterminés & partir des zéros de sin(n + 1)8,
6 € [0; 7] comme suit :

km
= = 7’]6:1,2,3,..., .
T =y cosn_|_1 n

Preuve. De la définition (11); les zéros pour x dans [-1; 1] de Uy, (z) doivent correspondre & les zéros
pour 0 dans [0; 7] de sin(n + 1)6, i.e.

(n+1)0=kmk=1,2,..,n.
d’ou les zéros de U, (x) sont :

T k=1,2,...n O
n+1

Yr = CoS

Proposition 1.3.4. Le coefficient dominant des polyndémes U, (x) est 2",V n > 2.
Preuve. Soit le polynome U, (x) tel que
Un(x) = anz™ + ap_1zn — 1+ ...,
supposons que a,, # 0, de la relation (12) on obtient :
an®™ + oo = 22(ap_12" 1 4+ ) = (@p_ox™ 2 + L),
= (an2™ +....) = 2(ap—12™ + ....),
par identification on trouve
Uy = 2an—1a
ie.
ap = 2ap_1 = 2" 1a; = 2"ay,
puisque Uy (z) = 1, alors

ap, = 2™, Vn > 2. O

14



1.3 D’autres espeéces de polynémes de Tchebycheb

1.3.2 Le troisiéme espéce Vn(x)
Définition 1.3.2. Les polynomes de Tchebychev de la troisiéme espéce V;,(z) (polynome de Jacobi pour
1
g =—a 25)) sont des polynomes en x de degré n définis a l'aide de la relation suivante :
cos(n + 3)0
cos(30)

pour tout x dans [-1; 1] , alors # appartient & [0;7] , voici quelques polyndmes V() :

= Vo(x), avec x = cosb, (1.16)

Volz) =1, Vi(z) =22 —1,....,

Proposition 1.3.5. Les polyndmes de Tchebychev de la troisiéme espéce V,,(x) sont orthogonaux dans

1
I'intervalle [-1; 1] par rapport & la fonction poids w(z) = 7 T
-
i.e.
! 14+
/ Vo (2) Vi () dr = Tmn
—1 1—=x

Proposition 1.3.6. Les polynémes de Tchebychev de la troisiéme espéce V,,(x) vérifiant la relation de
récurrence d’ordre deux suivante :

Vilz) =22V, _1(z) — Vp_o(z),Vn > 2
Vo(z) =1 et Vi(z)=2z-1 (1.17)

Preuve. Soit x € [—1;1] , posons 6 = arccosx , ainsi 6 € [0; 7], pour tout n € N on a

1 1 1
cos(n—|—§)9 = cos0c0s(n—1+§)9—sinHSin(n—l—i—i)Q (1.18)
1 1 o 1
cos(n72+§)9 = cos9cos(n71+5)9+sm9sm(n71+§)9 (1.19)

les relations (1.18) et (1.19) donnent :
1 1 1
cos(n + 5)9 + cos(n —2 + 5)9 = 2cosfcos(n — 1 + 5)9
on divise par cos% on obtient :

cos(n+3)0  cos(n —2+ 3)0 cos(n — 2+ 3)0
=2c0s ————=—

1 1 1
cos 50 cos 50 cos 50

d’ou le résultat i.e.
V() =22V, _1 () — Vy—ao(x),Vn > 2

Avec Vo(z)=1 et Vi(z)=2x—-1
O

Remarque 1.3.2. D’apres (1.17), les polynomes de Tchebychev de la troisieme espeéce V;,(z) sont des
polynoémes de degré n en x.

Proposition 1.3.7. Les polynoémes de Tchebychev de la troisieme espéce V,,(x) sont les solutions de
I’équation différentielle suivante :

(1=a2)y" (@) +(1-22)y' () +n(n+1)y(z) = 0. (1.20)
Proposition 1.3.8. Les zéros du polynémeV,,(z) sont de la forme :
_ 1
T =T = cos 27T,k::1,2,3, , M



1.3 D’autres espeéces de polynémes de Tchebycheb

Preuve. De la définition (1.16); les zéros pour x dans [-1; 1] de V,,(x) doivent correspondre a les zéros
pour 6 dans [0; 7] de cos(n + $)6, i.e.

(n + %)9 = (k- %)7‘(,/{: =1,2,....,n.

d’ou les zéros de V,,(x) sont :

~—

™

_1
2 k=1,2,...,n

(k
K = COS
Y n+%

O

Proposition 1.3.9. Le coefficient dominant des polynomes V,,(x) est 2"V n >2.

Preuve. Soit le polynome V,,(x) tel que
Vo(2) = ana™ + ap_12" 1 + ...,
supposons quea,, # 0, de la relation (1.17) on obtient :
An®™ 4 oo = 22(ap_ 12" 4 ) — (o™ L),
= (ana™ +....) =2(ap—12™ + ....),
par identification on trouve
’ an = 20p_1,
ie.
ap = 2a,_1 = 2" 1a; = 2"ay,
puisque Vi (z) = 1, alors

ap, = 2™, Vn > 2.
g
1.3.3 Le quatriéme espéece W, (x)

Définition 1.3.3. Les polyndmes de Tchebychev de la quatriéme espéce W, () sont des polynomes(polyndme
de Jacobi pour a = — = 1)) en x de degré n définis a I'aide de la relation suivante :

sin(n + 3)0

pour tout x dans [-1; 1] , alors # appartient a [0; 7] , voici quelques polynémes W, (x) :

=W,(z), avec x = cosb, (1.21)

Wo(x) = l,Wl(a:) =2x+1,....,

Proposition 1.3.10. Les polynémes de Tchebychev de la troisiéme espéce W, (z) sont orthogonaux dans

1_
lintervalle [-1; 1] par rapport a la fonction poids w(x) = g x
x
ie.
1
1_
/_1 W ()W, (x) T idw = TOmn
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1.3 D’autres espeéces de polynémes de Tchebycheb

Proposition 1.3.11. Les polynoémes de Tchebychev de la troisiéme espece W, (z) vérifiant la relation
de récurrence d’ordre deux suivante :

Wi(z) = 22V _1(x) — Wy_o(z),Vn > 2
Wo(z)=1 et Wi(z)=2z+1 (1.22)

Preuve. Soit x € [-1;1] , posons § = arccosx, ainsi 6 € [0; 7], pour tout n € N on a

1 1
sin(n + 5)9 + sin(n — 2+ $)6 = 2cossin(n — 1 + 5)9

on divise par cos% on obtient :

sin(n + %)0 sin(n — 2+ %)9 sin(n — 2+ %)0
= 2co0s

1 1 1
517159 517159 527159

d’ou le résultat i.e.
Wi (z) = 2aWy_1(x) — Wy_a(z),¥n > 2

AvecWy(xz) =1 et Wi(z)=2z+1
|

Remarque 1.3.3. D’apres (1.22), les polyndémes de Tchebychev de la troisiéme espece W, (x) sont des
polynomes de degré n en x.

Proposition 1.3.12. Les polynomes de Tchebychev de la troisiéme espece W, (z) sont les solutions de
I’équation différentielle suivante :

(1-22)y"(z) ~ (1422)y (@) +n(n+1)y(z) = 0. (1.23)
Proposition 1.3.13. Les zéros du polyndéme W, (z) sont de la forme :

km

T =T = CcoS Jk=1,2,3,...n

1
2
Preuve. De la définition (1.21); les zéros pour x dans [-1; 1] de W, (x) doivent correspondre & les zéros
pour 6 dans [0; 7] de sin(n + 1)0, i.e.

(n+ %)9 =kr,k=1,2, ..., n.

d’ou les zéros de W, (z) sont :

Yr = COS k=1,2,..,n O

n—+ % ’
Proposition 1.3.14. Le coefficient dominant des polyndémes W,,(z) est 2™V n >2.

Preuve. Soit le polynéme W, (z) tel que
Wo(2) = ana™ + ap_12" 1+ ...,
supposons quea,, # 0, de la relation (1.22) on obtient :
™ + oo = 20(ap 12"+ ) — (@222 + L),

= (apz™ +....) = 2(ap—12" + ....),
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1.4 Polynémes de Tchebychev de la variable complexe

par identification on trouve

Ap = Zaf’n—la
i.e.
ap = 2an_1 = 2" 1a; = 2"ay,
puisque Wy(x) = 1, alors

an, = 2",Yn > 2. a
Corollaire 1.3.1 Les polynomes T,,, Uy, V,,, et W, vérifiant les propriétés suivantes :
Un(z) = 3 [Va(z) + Wy ()], pour tout n € N,
Vo(z) = Un(z) — Up—1(2),
Wia(x) =Upy(x) + Up—1(x),
Vi(x) + Vo1 (x) = Wy (z) = Weoq(x) = 2T, (),
T./(x) = nUp—1(x),
Un(x) — Up_o(x) = 2T, (x)Vn > 2.

IR e

1.4 Polynomes de Tchebychev de la variable complexe

Définition 1.4.1. On considére la variable complexe z donnée par :

z= % (w + w’l) , avec w = 7 cos f+irsin § = re'?

on obtient ainsi I’équation :

w2 —2zw+1=0

qui a pour solutions

w=wg=zEtvz2-1

lorsque

jw| =1

ie.

z =cosf
alors, les polynémes de Tchebychev de la premiere espece sont donnés dans C par :

To() = 5 (" +w)

en utilisant (1.25)
Tﬂ@:é((wm)u(zf Z2f1)")

de la méme fagon, en utilisant le fait que lorsque z = cos 6, on obtient la forme des polynoémes de
Tchebychev de la deuxieme espéce dans C suivante :

sin nd
Un-1(2) = sin 6
B w" — w"
T w—w!
1 (2+\/z2—1)n+ (z— 22—1)n
2 22 —1

18



1.5 Synthese générale

ainsi, on obtient la forme des polynémes de Tchebychev V,,(z) et W, (z) dans C suivante :

1.5 Synthese générale

les propriétés de base pour les quatres espéces de polyndémes :

kind

1st 2nd 3rd 4th
. 1 s 1
Palcos()) = cosnf ngille | exloadle | (il
P wtw )= | B rwn) | e | e b [
witw 2 wi—w 2
.P()((E) = ].
Pi(x) = X \ 2x 2z — 1 \ 20 +1
recurrence P(x) =2xPy_1(z) — Pyr—2(x)
’ x™ coefficient 2n=1(n > 0) | 2"
i (k_%)ﬂ' km (k_%)ﬂ km
Zeros Th.m i= COS cos 7 cos cos ;T
extrema, W,y = COS %’T no closed form

les propriétés d’orthogonalité pour les quatres especes de polyndmes :

kind 1st 2nd 3rd 4th
P, = T, Uy, Vi W,
weight w(z) = 1£$2 V1—22 1tz %
Orthogonality | (P, P,) = fil w(z)Pp(x)Py(z)de =0 (m#n)
(P, Pp) = 3m(n > 0) 5T ™

les propriétés d’orthogonalité dans le cas discret pour les

polynomes :

kind 1st 2nd 3rd 4th
P, = T, U, Va Wy
weight w(z) = 11_w2 N % %
abscissae zpn41 = cos{(k — 3)m/(N +1)}
(Po,Po)= | 3(N+1) (0<n<N)|3(N+1) (N+1)
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1.6 Propriétés supplementaires des polynémes de Tchebychev

1.6 Propriétés supplementaires des polynémes de Tchebychev

1.6.1 Parité

Pour tout naturel n, T,, a la parité de n. En effet,

E(n/2)
To(—z) = Y (=1)PCP(=a)" (1 — (—2)*)"
p=0
E(n/2)
= (=)™ > (=1)PCa" (1 = 2?)P = (=1)"T,.
p=0

On peut aussi écrire pour tout réel 6 :
T (—cos @) = T, (cos(0 + m))
= cos(nf + nm) = (—1)" cos(nb)
= (=1)"T},(cosb),

et donc, pour tout réel z de [-1,1], Tn(—z) = (—=1)"T,,(z). Puisque [—1,1] est infini,les polyndomes
Tn(—x) et (=1)"T,, sont égaux.

On peut encore utiliser la relation de récurrence du 3).
Tout d’abord,
To(fl') = (71)0T0€tT1(75L') = (71)1T1

Ensuite, si pour n >0
T (—z) = (=1)"Ty, etTpi1(—z) = (_1)n+1Tn+1

alors
Toto(—2) = 2(=2)Tnia (=) — To(-2)
— 1) 2Ty — (~1)"T,
— (~1)" (2T — T) = (—1)" 2T,
Pour tout naturel n, T,, a la parité de n.
Par dérivation , on obtient encore :
pour tout naturel non nul n, U, a la parité contraire de n
1.6.2  Tp(1), Tu(—1),T,(0)
Soit n € N.
1) T,(1) = Ty(cos0) = cos(n x 0) = 1.
2) Tu(—1) = (~1)"Tu(1) = (~1)".

3) Toy,y1 est impair et donc Toy,41(0) = 0. Puis Ts,(0) = Ty, (cos g) = cos(nm) = (=1)".
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1.6 Propriétés supplementaires des polynémes de Tchebychev

En résumé
YneN, T,(1)=1,

VneN, Tp(-1)=(-1)",

Vn €N, T,+1(0) =0 et T2,(0) = (—1)" ou encore T,,(0) = cos(ng).

1.6.3 Equation différentielle vérifiée par T,,. Coefficients de T,

a) Equation différentielle vérifiée par 7,.
Pour trouver les coefficients de T,,,on cherche d’abord une équation différentielle linéaire dont 7, est

solution.
Soit n € N. En dérivant I’égalité T, (cos 8) = cos(nf), on obtient :

vVl € R, —sin 0T, (cos §) = —nsin(nf)

puis en redérivant
VO € R, — cosOT),(cos 0) + sin? 0T/ (cos §) = —n? cos(nf) = —n>T},(cos 0),
ou encore,
Vo € [~1,1], =T/ (z) + (1 — 2*)T (z) = —n2Th(z).

Ainsi, puisque [—1, 1] est infini,

Vn €N, (1 —2*)T) — 2T, +n*T, =0 (E).

b) Coefficients de T,

Soit n > 2. Puisque T}, est de degré n et a la parité de n, on peut poser

T, = E apaz™ "

0<k<2

Reportons alors cette écriture de T,,, dans le premier membre de I’équation (E).

=2 T 2T +n*T, = (1—2?) Z (n—2k)(n—2k—1)apz" 22—z Z (n—2k)apz" 21
0<k<Z—1 0<k<n2zt
+ 712 Z akxn—2k
0<k<Z
= Z (n—2k)(n—2k —1)azz" k=2 - (n—2k)(n—2k—1)apz" "2
0<k<Z-1 0<k<%
_ (n _ 2k)ak$n—2k Z apr™” 2k
0<k<Z 0<k<2
= (n—2(k+1)+2)(n—2(k + 1) + 1)apz" 20+
0<k<Z—1
+ (—(n —2k)(n — 2k — 1) — (n — 2k) + n?)apa" "2
0<k<2
= Z (n—2k +2)(n — 2k + Dap_1 X" 2F + Z (4kn — 4K*)apa™ 2"
1<k<Z 0<k< 2

= [(n — 2k 4+ 2)(n — 2k 4+ Dag_1 + 4k(n — k)ag]z" 2.
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1.6 Propriétés supplementaires des polynémes de Tchebychev

Par suite,
(1—2*)T) — 2T, +n’T, =0 VkeN, (1<k< g = (n—2k+2)(n—2k+1)ag_1 +4k(n—k)ax = 0).
En tenant compte de ag = dom(T},) = 2”1, pour 1 < k < g , on a alors
" _—(n—2k+1)(n—2k+2)X—(n—2k+3)(n—2k‘+4)x y —(n—1)n < a
b Ak(n — k) Ak—1)n-k+1) Ax1x(n-1)" °
_ (—1)k (n—2k+1)x(n—2k+2)><(n—2k+3)><(n—2k+4)x~~~x(n—1)xn2n71
4k Ex(k—=1)x---x2xIx(n—-1)xn—-2)x---x(n—k)
/(n — 2k)! n  (n—k)! n
= (=1 k2n—2k—1 n = (=1 k2n—2k—l = (=1 k2n—2k—1 k .
(=1) El/x(n—1)/(n—Fk—1)! (=1) n—kk!(n — 2k)! (=1) n—k "k
ce qui reste vrai pour k=0
* n—2k— n n—
VneN T, = Y (-1k? 1mcg_kx 2k,

0<k<z

1.6.4 Racines de T,, et factorisation de 7T,
Soient # € R et n € N*
7T ™ ™
cos(nd) =0 <= nle€ -+ <= e —+ -1
2 2n n

T km
Pour k € [0,n — 1], posons alors 65 = o + — puis 7 = cos . On a d’une part
n n

0<£:90<91<...<0n,1=w—l<7r,
2n 2n

et done, par stricte décroissance de la fonction x + cosz sur [0, 7],

1>xg>x1 > >xHp-1 > —1.

En particulier, les n nombres z;,0 < k < n — 1, sont deux a deux distincts. Mais d’autre part, pour
kel0,n—1],
T, (cos 0y) = cos(nby) = 0.

et les n nombres zx,0 < k < n — 1 sont n racines deux a deux distinctes du polynoéme T,, qui est de de
degré n. Ce sont donc toutes les racines de T}, toutes réelles simples et dans | — 1, 1[. En tenant compte
de dom(T,,) = 2"~ !, on a montré que

1)VneN*, T, a n racines réelles a deux distinctes, toutes dans] — 1, 1[.

n—1
km
2)¥n € N*, T, = 2"~ —cos [ =+ -2 ).
)Vn € N*¥, H(m COS(2n+n)>

k=0

1.6.5 Diverses expressions de T}, et U,

a) Pour z dans [—1,1]

Soit n € N. Soient x € [—1,1] puis § = arccosz. On a alors 6 € [0, 7] et cosd = x. L’égalité T, (cos ) =
cos(nd) s’écrit encore :
Vn e N,Vz € [-1,1], T,(x) = cos(narccosz).

De méme, I’égalité sin 08U, (cos §) = sin(nf) s’écrit encore :

sin(n arccos x)

Vn e N,V €] — 1,1, U,(x) = Vi
-z
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1.6 Propriétés supplementaires des polynémes de Tchebychev

b) Pour |z| > 1.

Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n et tout réel 6, on a T),(cosh #) = cosh(n#).
e C’est clair pour n =0et n = 1.

e Soit n > 0. Supposons que T;,(cosh ) = cosh(nf) et que T,,+1(cosh @) = cosh((n + 1)6).
On en déduit que

T42(cosh 0) = 2(cosh §)T,, 41 (cosh 8) — T, (cosh 6)

= 2(cosh 6)(cosh(n + 1)0) — cosh(nf)
cosh((n + 2)8) — cosh(nf) + cosh(nh)
= cosh((n + 2)0).

On a montré par récurrence que

VYneN, VOeR, T,(coshf)= cosh(nd).

En dérivant, on obtient sinh 6 x T} (cosh §) = nsinh(nf).
Et, en tenant compte de T), = nU,,, on obtient

Vn € N*,V0 € R, (sinh6)U, (cosh @) = sinh(nd).

Soient alors x un réel supérieur ou égal a 1 puis 6 = argchz = In(x + Va2 — 1).

T, (x) = Ty, (cosh 8) = cosh(nd)

(en In(z+vz2-1) + e—nln(x—&—x/ﬁ)) 1
2

((x—I— Va2~ in+ (z + \/:ﬁ)—”)
((x +vVa2—1Un+ (xr— Va2 — 1)") (car (z+vVax2 - 1D)(z—vVa2—-1)=1).

o= N

Ve € (1,400, T,(z)= % ((m—l— Vaz—1n+ (x — Va2 — 1)") .

Par parité, on peut obtenir les valeurs de T;, pour z < —1.
En dérivant, on obtient pour x > 1 :

Un(z) = iT,’L(x):%x%xnx ((1+xf_1)(m+m)n—1+(l_xf_l)(m_ m2_1)n—1> '

1 2 n 2 _1\n
227%((354-\/1‘7—1) —(z = Va2 =1)").

Vn € N* Vz €]1, 400, Uy(x)= 2\/% ((x +vVa2-1)"—(z— Va2 - 1)”) .

1.6.6 Extrema de 7T, et U, sur [—1,1]
a) Extrema de T,

Pour tout réel 6 et tout entier naturel n, T, (cosh ) = cosh(nf). Ceci montre que pour x réel élément
de |1, 4o00[ et n entier naturel non nul, on a T, (z) > 1. Par parité de T,,, on a donc

Ve eR, VneN (|lz|>1=|T,(x)]>1).
Mais puisque pour tout § € R et tout entier naturel non nul nT;,(cos ) = cos(nf), on a aussi

VeeR, VneN (Jz|] <1=|T,(z)]<1).
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1.6 Propriétés supplementaires des polynémes de Tchebychev

Soient alors « un réel de [—1, 1] et § = arccos .
T ()] =1< |cos(nf)| =1 < nb € 7Z
& 3k € Z/zcos Ex
& 3k € [0,n]/z cos EX.
L’équation |T),(z)| = 1 admet, dans R, exactement n + 1 solutions, toutes dans [—1, 1], & savoir
les n + 1 réels zj, = cos (E), k€ [0,n].

On en déduit encore

YneN, max |T,(z)]=1.
z€[—1,1]

b) Extrema de U,

Tout d’abord, on note que
VneN*, VIeR, |sin(nd)| <n|sinb|.
Montrons le résultat par récurrence. Soit 6 € R.
e C’est clair pour n = 1.
e Soit n > 1. Si |sin(nf)| < n|sind| alors
[sin((n+1)0)| = | sin(nd) cos 0 4 cos(nf) sin 0| < |sin(nd)| x | cos O] + | cos(nb)| x | sin 4|

< |sin(nd)] + | sin 6]
< n|sin()| + | sin(0)|
= (n+1)|sind|,

ce qui démontre par récurrence 'inégalité proposée.

Par suite, pour n entier naturel non nul et  non dans 7Z,

sin(nf
U, (cosO)| = n.
[Un ) sinf | —
Ou encore, (I'inégalité restant valable pour x = —1 ou # = 1 par continuité ) :

Vn e N Vr e [-1,1], |Up(z)| <n.

Soit n > 2. En reprenant le raisonnement par récurrence ci-dessus, si on a |sin(nf)| = n|sin 6|, alors
toutes les inégalités écrites sont des égalités et on a nécessairement

|sin(nd)| = |sin((n — 1)0)| x | cos @] + | cos((n — 1)8)| x | sin 6]
= |sin((n — 1)0)| + | sin 0| = n|sind)|.

Ceci impose |sin((n — 1)0)| = 0 car si | sin((n — 1)0)| # 0, alors § ¢ 7Z, puis | cosf| < 1 et on n’a pas
I’égalité. En résumé ,

. sin(n@
si 0 ¢ nZ,Uy,(cos)| = 51519 ) ‘
. liis sin(nf)
Maintenant, quand 6 tend vers 0 ou vers m, dans 1'égalité U, (cos0)| = |— 7|
sin

on obtient |U,(1)| = |Un(=1)| = n.
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1.6 Propriétés supplementaires des polynémes de Tchebychev

Finalement

VneN, max |U,(x)=n.
z€[—1,1]

Pour n > 2, I"équation |U,(z)| = n admet dans [—1, 1] exactement deux solutions, & savoir —1 et 1.

Proposition
1
Tl—_lTn est le polynome unitaire de degré n réalisant la meilleure approximation uniforme de la
fonction nulle sur [—1,1].

Soit n € N*. Soit t,, = FTn et P un polyndéme unitaire de degré n > 1. Il s’agit de montrer que

1

U || Plloo = P(x)|.
o [Pl = max, P(z)

Supposons par ’absurde que

[Pl < o1 = £l oo-

Considérons les nombres
km
rp=cos| — |, 0<k<n.
n

Alors

tn(l'o) = > P({E())

Qn—l

1
_2n—1

puis t,(x1) = < P(z1) puis t,(x2) = > P(xz2) ...

on—1
Ainsi, le polyndme t, — P change de signe dans chacun des n intervalles |xg, xgp41[, 0 < kK < n —1
et admet donc au moins n racines deux a deux distinctes. Mais ce polynéme est de degré inférieur ou
égal a m —1 car P et t, sont unitaires de degré n. Donc ¢, — P est nul cce qui contredit ||P|loo < ||tn]|co-
Finalement,

pour tout polynéme P unitaire de degré n > 1,

1 1
HP”OO =z on—1 = ‘ on—1""|1"
. . o ) - 1
Montrons de plus que ¢, est 'unique polyndme unitaire P de degré n vérifiant || P||cc = TR

1
Soit donc P un polyndme unitaire de degré n tel que || Pllc = o1 puis @ = t, — P. Soit L¢ le polynéme

k
d’interpolation de LAGRANGE de @ en les n + 1 réels x;, = cos <;> ,0 <k <n. On rappelle que

= . Q(zy)
LQ = Ak (X — xl) ol A= ————
2l [et—o)
i#k
1 1 (—1)k

on—1 < P(z) < T et comme t,(xy) = ST

Vk € [O,TL], (_1)kQ(xk) > 0.

Par hypothese, Vz € [-1,1], — on en déduit que

D’autre part, (—1)* H(xk — ;) > 0 et donc
itk
Vk €[0,n], X >0.

Maintenant, @ et Ly sont deux polynémes de degré au plus n qui coincident en les (n + 1) réels deux
a deux distincts x,0 < k < n. On a donc Ly = @ et en particulier, deg(Lg) = deg(Q) < n — 1. Le
coefficient de X™ dans Lg est donc nul. Ceci fournit

k=0
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1.6 Propriétés supplementaires des polynémes de Tchebychev

Finalement, les A\; sont des réels positifs de somme nulle et ils sont donc tous nuls. On en déduit que
Q@ =0 et donc P =t,.

pour tout polyndéme P, unitaire de degré n > 1,

1 1
1Pl 2 g5 = | T
avec égalité si et seulement si P = o1 T,.

1.6.7 Série entieére associée a T,, et U,

Soit z = re??, r € R;, § € R un nombre complexe tel que |r| < 1.

“+o0
1
Le développement = Z 2™ valable quand |z| < 1 fournit
1—-2 o
JFZOO Jreind - 1—re _ 1—rcosf +irsin6
—~ C1—rei? (1 —reif)(1—re=i®)  1—2rcosf +r2

et par identification des parties réelle et imaginaires, on obtient :

“+oo

1—7rcosf
Y -1,1 Vo € R " )= —MM—
r €] 1, e R, HZ:OT (cosnh) T 9rcos B+ 12
et N
oo . 0
Zr” sin(nf) = S 5
o 1—2rcosf +r

ce qui s’écrit encore

“+o0

1 —rcosf
Y —1,1[, V9eR T, )= —o——
rel-11 < 7;)1“ n(cos?) 1—2rcosf+r?’
et
=3 rsin
SIHQZT Un(smﬂ) = m,
n=0
ou enfin
= 1—tcosf
Viel—1,1], Vzel[-1,1], T () = — 207
} [ zel J TZ_:O (2) 1—2tcos + t2
et
+oo t
t"U,(z) = ———————.
nzzo (z) 1—2tcos +t2
“+oo
(Pour t fixé dans | — 1,1] et © € {—1,1}, le plus simple est de vérifier directement Zt”Un(x) =
n=0
t
m) On obtient aussi
+oo 2
1—tx 1—1t
12N (o) =2 — " 1) l=
+ T;) () (12tx+t2 )+ 1= 2t + 12
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1.6 Propriétés supplementaires des polynémes de Tchebychev

On peut procéder autrement. Un calcul formel fournit

—+oo —+oo
20t Y Tp(a)t" =Y (Tnoi1(z) + Ty ()"
n=1 n=1
+oo
— 2 ZT” L)t + ZTnH ()"t
n=1

+oo
g (1 S n@)t“) STyt —
n=1 n=1

Puis
(£ = 2wt +1) Y Tp(a)t" = at —

et donc

+oo
(t? — 2t + 1) <1 +2 ZTn(ac)t”> =1
n=1

42

Réciproquement, a x réel fixé, la fraction rationnelle n’admet donc pas zéro pour pdle et est

1— 2tz +¢t2
donc développable en série entiere. Si on pose, pour x réel fixé,
Lt Z " t dans | — R, R|
a our t dans | — R, R|,
1— 2tz +12 n( P

Iégalité (t2 — 2zt + 1) Z an(x)t™ = 1 — t? valable pour t €] — R, R| fournit

+oo +oo +oo
Z an (z)t" — 2x Z an—1(z)t" + Z An_o(2)t" =1 — 2.
n=0 n=1 n=2

Par suite,

ao(z) =1, ay(z) = 20 = 2T (), az(z) = 422 — 2 = 2T ()

et pour n > 3,

an(z) — 2zan—1(z) + an—2(x) = 0.

Par récurrence, il est alors clair que pour tout réel z, ap(x) =1
et que Vn > 1,
an(x) = 2T, ().
Maintenant,

e Si |z| < 1, les poles de la fraction rationnelle sont de module 1 et on sait que le rayon de conver-
gence de la série est 1.

eSixz>1,lespdlessont z —va2 —letx+vr2—1lavecO0<z—+vVr2—1<z++Vz2—1 et dans ce cas,

le rayon, qui est le minimum des modules des poles, est R =z — vx2 — 1.

Si z < —1, les poles sont encore x — Va2 —1et v+ Va2 —1avecr — Va2 -1 <z +vVz2—-1<0
et dans ce cas, le rayon est R = —z — v22 — 1.
En résumé, si |x| > 1, la série a un rayon de convergence égal a |z| — 2 — 1.
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Chapitre 2

Polynomes de Tchebychev
orthogonaux et approximation

Dans ce chapitre on va traiter quelques propriétés fon-

damentales supplémentaires des polynomes orthogonaux
de Tchebychev
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

Définition 2.1.1. par fois utilise {T}7(z)},, les polynémes de Tchebychev maniques

T () =

{T;(x)}, posséde les mémes propriétés que {T,,(x)},

1
dx
T (x)a™ —— =0 m=20,1,2,..n—1
| e
on a
1
* n dx n— *
[ mi@en e —
—1 1—=x
donc
T3 (0) = o
T, (£1)
Tn(il): on—1

Proposition 2.1.1: Soit n € N* et § € [0, g} ,on a : |sin(nf)| < nsind
. T
— Sin =1, pour tout # € [0, 5},
— Si n > 2 seulement lorsque 6 =0
Preuve. Soit n € N*.
0
Sin =1, pour tout 6 € [O, —] on a:
2n
|sin(nf)| = nsinf
T L. T
Sin > 2, pour tout 6 € [0, —] et f est dérivable sur [0, —}
2n 2n

on pose
f(6) = nsin(f) — | sin(nh)| = nsin(f) — sin(nb),

1(6) = n(cos(8) — cos(nh)).
PourHE}O,Qi} ona0<6<nf <7 et donc
n
f'(6) >0 ( puis que la fonction cos est strictement décroissante sur= [0, 21})
n

La fonction f est strictement décroissante sur [0, %] .
On en déduit que pour 0 € ]O, %} J(0) > f(0)=0.
Donc,

Vn > 2,V0 € [O, QE}, |sin(nd)| < nsin O avec égalité si et seulement si § = 0
n
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

e ™
Puisque la fonction sin est concave sur {O, 2—} . Donc son graphe sur [O, 2—} est au-dessus de sa corde
n n

joignant ses points d’abscisses 0 et g . On en déduit que :

T T

2
. 5 2 )
Vo e [271’ 2} ,sin() > 7r9 (2.1)
Tom
Pour toutﬁde[%,g},ona
) 2
nsin@}n—}i:1>\sin(n9)|
T ™

On en déduit que
Vo € [O, g} |sin(nf)| < nsiné.

O
Conclusion

-Sin=1,V0 ¢ {0, g} ,|sin(nf)| = nsiné.

-Sin>2,Vle [0, g} ,|sin(nf)| = nsinf < 0 =0

Proposition 2.1.1. Pour tout n > 1. et z €] —1,1[ on a :

Vn =1, sup [T (z)| =2"""n?
z€[—1,1]

Preuve. Pour tout n > 1. et x €] — 1,1], on sait que :

n sin(n arccos x) o n
V1—2a? S V1?2
Cette inégalité reste vraie par continuité de T/, en 1 et —1. Donc Vx € [—1,1], [T (x)| < 2'7"n?%. De

plus, [T (1)] = 2'="n? et donc

T/ (z)] = |2 |nsin arccos | = 2" 1n?.

Vn =1, sup |T.(z)| =2'""n?
z€e[—1,1]

Sin=1,Vz € |[-1,1], Ti(z) = x et donc Va € [-1,1], |T{(x)| = 1 = 217112, Donc, si n = 1, la borne
supérieure est atteinte en tout réel z de [—1, 1].

Sin > 2, on sait déja que sup |77, (x)| est atteint pour x =1 et x = —1.
z€[—1,1]

Soit « €] — 1, 1[. Puisque T;, est paire ou impaire

sin(n arccos(|z|)

V1—a22

sin(n arccos(|z|)

V1—22

Ty ()] = |75 ()| = n2' "] |

< pol-n (cararccos |z| € {0, g{

— n221—n'

Finalement, pour tout n € N*, la borne supérieure est atteinte. De plus, si n = 1 elle est atteinte en
tout réel x de [—1,1] et si n > 2, elle est atteinte en x = 1 et z = —1.
O

Proposition 2.1.2. pour tout n >letz € Rz, ;, avecl < j<n,ona:
n

T)(x) 1
To(x) ; T — Tn,j (2:2)
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

Preuve. Puisque T, est de degré n et de coefficient dominant 2!~ ,pourz € R on a :

n=1
To(z) = 217" [ (@ — 2ny)
j=1
donc pourz € Rz, ;,1 <j<n
T/ =2l-n — k
=2 M emmi =2 2
J=1k#j Jj=1 ’
alors
T (z) < 1
Yn > 1,Ve € Ray, j,1 < j<n, == = - -
n T € Ray j J nTn(x) ;x—xm]
d

2.1.1 Inégalité de Bernstein
Proposition 2.1.3. Soit n € N* et P € F,,_; tel que :

sup,e—1,1) VI —2?|P(z)| < 1. |P(z)] <1

Preuve.

a) Soit z € [-1,1].

—_

Six € [Ty1,Tnn),d apres la question précédente,/1 — 2 > —
n

donc

1
V1—2z2

Supposons maintenant que x € [—1,z, 1[U]zy n, 1]. Alors x n’est pas racine de T, :

2n—1 | ; T, (z)
_ n— 2 . LCA S,
P@] === [0 1w Pl

[P(z)| < sn

<.
Mﬁ i
1

2n—1 T
<2 |P<xn,j>||'<l,>'|
Jj=1 "
n_ n
Maintenant, d’apres 2.2) :
T " 1
n = i e[-1 U 1], :
() ;x_ -~ , puisque x € [—1, 2y 1[U]Zpn, 1], on a

Viel,n], x —x,; <0, oubienVj € [1,n]r —z, ; >0,

|T’ x)

n
(z) 2::|x—xnj\
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

On en déduit que :

n

n—1 " T n—1
P(a) < 2o S el _ 2" )

no= |z — 24 4] n
2n71
< % 217nn2
n
=N

alors Vo € [-1,1],|P(z)| < n, donc sup |P(z)] < n.
z€[—1,1]
b) Si P = 0, l'inégalité de ’énoncé est immédiate. Sinon, P ne s’annule pas en au moins un réel de | —1, 1]

et donc le nombre
M= sup +1-—22|P(z)|>0.
z€[—1,1]

P
Le polynéme i est alors un élément de F,,_1 tel que

1
sup 1—a? MP(I)

z€[—1,1]

<1

La question précédente permet d’affirmer que

sup
z€[—1,1]

On en déduit que

sup |P(x)|<nM=n sup +1-—2x2|P(z)|.

z€e[—1,1] z€e[—1,1]
Alors

VPeE, 1, sup |P(z)|<n sup V1-—22[P(x)|
z€[—1,1] z€e[—1,1]

Proposition 2.1.4. Soit P € E,,_; et pour tout 8 € R, un polynéme de degré au plus n — 1 ,on a

sup [T'(9)] < nsup [T(0)].
feR R

Preuve.  Soit k € N*. Pour 6 € R, on a F(cos ) = cos(kf)

et donc
—sin 0F}(cos ) = —k sin(k6)
puis

/

sin(k0) = sin 0 (i’c) (cosB).

1
Puis que Fj est un polynome de degré k, le polynéme By = EF,Q est un polynéme de degré k — 1
vérifiant

V0 € R, sin(kf) = sin 0By (cos 0).
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2.1 Inégalités de Bernstein et Markov

Pour 0 e R :
(ax(cos(k(By + 0)) — cos(k(6p — 0))) + br(sin(k(6 + 0)) — sin(k(8y — 6))))

NE

T(90 4+ 9) — T(90 — 9) =

>
Il

3

(—2ay, sin(kbp) sin(k@) + 2by cos(kbp) sin(k6))

=

(—ay sin(kbg) + by cos(kby)) By (cos ) sin 0

Mﬁl

2

—

k—
= 2sin6 P(cosh).

ou P = Z(—ak sin(kfy) + by, cos(kby)) By, est un polynéme de degré au plus n — 1.Le polynéme P

k=1
dépend de T et de 6.

Soit z € [-1,1] :
On pose M = sup|T(#)| .Puisque P € E,,_4

0eR
[P(z)|<n sup V1-—a?|P(z)|
z€[—1,1]
= nsup (\/ 1 — cos? 0| P(cos 0)|>
0cr
= nsup | sin §P(cos 0)]

AN
= D sup|T(Bo + 0) — T(6o — 0)| < = (M + M) = nM,
2 ger 2

et donc

|P(x)| < nsup [T(6)].

sup
0cR

z€[—1,1]

Salient 6y € R et € N* :
2sinOP(cos(0))  T(0g+0)—T(0g—0) T(0o+0)—T(0) T(0o—0)—T(0)
0 N 0 B 0 0
Quand 6 tend vers 0, on obtient 2P (1) = 27" ()

et donc
|P(2)] < nsup [T(0)].

[T"(60)| = [P(1)] < sup
9eR

z€[—1,1]

Ceci étant valable pour tout réel 6y, on a montré que

sup [T'(9)] < nsup [T(0)].
feR OcR

2.1.2 Inégalité de Markov

Théoréme 2.1.1.
Pour tout polynome P € E,,on a, sup,¢(_y 1) [P ()] < n®sup,e_q 1) | P(2)]

Preuve. Soit P = Zakxk € E,. Pour # € R .On pose
k=0
T(6) = P(cos?).
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2.2 Approximation polynomiale

On sait que pour k € [0,n], cos® @ se linéarité en une combinaison linéaire des cos(j6),0 < j < k et
donc il
existe des réels ag, ..., a, tels que

V0 € R,T(0) = ag + » _ ay cos(kd).

k=1
On a
sup |P'(z)|<n sup /1—22|P(z)] (carP’ € E,_1)
z€[—1,1] z€[—1,1]
= nsup |sin P’ (cos )| = nsup |T'(9)]|
feR

< n?sup |T(9)]
g€k
O

2.2 Approximation polynémiale

Théoréme 2.2.1. La série de fonctions de terme général o, F,,, n € N, converge simplement vers f sur
[—1,1] et chaque fonction «,, F;, est de classe C* sur [—1,1].

Preuve. On suppose que F;, € E,, et n € N on a alors :

sup |(anFn),(x)| = |an| sup |F7/L('r)| < n2|an| sup |Fy(x)] < n2‘0‘n|-
z€[—1,1] z€[—1,1] z€[—1,1]

Plus généralement, puisque pour k < n, Frgk) est dans F,,_j, pour kK < n,on a

sup  [(anFn)® ()| < n?(n—1)2 ... (n — k+ 1)?|an| < n?|an],
z€[—1,1]

ce qui reste vrai pour k > n car alors F,(Lk) =0.

Ainsi,
Vke N ,¥neN, sup [(a,F,) P (2)] < n?|anl.
x€[—1,1]

Comme la série numérique de terme général n?*|a,|, n € N converge , on en déduit que pour tout k € N*,
la série de fonction de terme (v, F,)®), n € N, converge normalement sur [—1, 1].
En résumé :

- la série de fonctions de terme général o, F,, n € N, converge simplement vers f sur [—1, 1].

- chaque fonction «, Fy,, n € N, est de classe C* sur [—1, 1].

- chaque série de fonctions omF,Sk)7 k € N et n € N, converge normalement sur [—1,1].
D’apres une généralisation du théoreme de dérivation terme a terme, la fonction f est de classe C'*° sur
[—1,1], et les dérivées successives de f s’obtiennent par dérivation terme a terme.

|

Proposition 2.2.1.
La suite (d(f, Vi))nen est a décroissance rapide si  V,(z) = Z ap Py (x)alors est f(x) = Z anFp(x)
k=0 n=0

Preuve.
Soit n € N. Pour « € [—1,1],0n a :

n +00 +oo +oo
\ﬂx)—zakw S wmm) < S lB@ S
k=0 k=n+1 k=n-+1 k=n-+1
alors
n —+o0
sup  [F(2) = Y awFi(@)| < Y Jaul.
z€[-1,1] k=0 k=n+1
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2.2 Approximation polynomiale

n
puisque Z ap Fy est dans V,,, on en déduit que :

k=0
n 400
d(f,Va) < sup |f(x) =Y onFi(@)| < > o
z€[—1,1] k=0 k=n+1
Ainsi,
VneN, d(f,V,) < > lax| (%)
k=n-+1

Maintenant, il est clair que la suite (cv,) est & décroissance rapide si et seulement si la suite (Ja,|) et
oo

a j = 0, permet d’affirmer que la suite ( E || est & décroissance rapide.
k=n-+1 neN

La suite (d(f, Vy))nen est & décroissance rapide.

Proposition 2.2.2. La suite (a,(f)) est & décroissance rapide .

Preuve.
La fonction f est 2m-périodique, continue par morceaux et paire donc

Vn € N*, b,(f) =0
puisque f est de classe C'*° sur [— 1], f es de classe C* sur R.
On sait alors que
- 1 .
— = k _
Vk e N, a,(f) e 0 (nk>ou encore Vk € Nn®a, (f)n et 0.

Puisque f est de classe C'! sur R, 2m-périodique, on sait que la série de Fourier de f converge norma-
lement vers f sur R.

O

Proposition 2.2.3. f est de classe C> sur [—1, 1],0u la suite (d(f,Vy)),,cy est & décroissance rapide

Preuve. Pour tout réel 6,

+oo
f(cosf) = f(9) = Z an(f) cos(nf) Z anF,(cosB),
n=0

ou 1

Py ST f(cost)dt sin=0

- ™
an = an(f) =

1 .

= |7 f(cost)cos(nt)dt sin>1

7r
= Vre[-1 Z an Fy(z). De plus, la suite (a;,),cy est & décroissance rapide .

=, la suite (d(f,V, ))nEN est a décroissance rapide. On a ainsi montré que si f est de classe C* sur

[—1,1], la suite (d(f, Vy)),en est & décroissance rapide.
O
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2.2 Approximation polynomiale

Proposition 2.2.4. (p,),ecn est une suite de fonctions polynomiales telle que Vn € N, deg(p,) < n et la
suite (||f — pnlloo) est & décroissance rapide.

Preuve.
Soit n € N,par définition d’une borne inférieure , il existe un élément p,, de V,, tel que :

1

(nk (d(f, Vo) + nln)> est bornée

Par conséquent, on en déduit la suite (n*||f — pn||) est bornée.

pour tout entier k, la suite :

Donc la suite (|| f — pnlloo) est & décroissance rapide.

Proposition 2.2.5. Pour toute fonction f € C([—1,1]), f est de classe C* sur [—1, 1]
si et seulement si la suite d(f, V,,))nen est & décroissance rapide.

Preuve.
Soient k € N* puis P € Fj_1.

ap(P) = %/_ﬂ P(t) cos(kt)dt / P(cost)Fy(cost)dt
:%/1_ Ple)Fi() x \/17‘%2 / = 1f:v2
1 2k 1
= ;(P|Fk) (P|Tk)

Ty € Ei- | et donc (P|T}) = 0. Ainsi, Vk € N*, ay(P P) = 0.

Ensuite, par linéarité des coefficients de Fourier, pour k € N*|

ar(F) = ar(F) — an(P) = ax(f — P) = ax(f — P).
Soit k € N*. Pour tout P € Fy_1,
la(f)] = lax(F — P)|

= % I _(f — P)(cost) cos(kt)dt

< 17 1(F — P)(eost)] cos(k)| dr

Par suite :

1 .
§|ak(f)| est un minorant de {|| f — P ||co, P € Vk—1} et puisque d(f, Vx—1) est le plus grand de ces

minorants,

On a donc

=

)| < d(f, Vi)

|ax(
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2.2 Approximation polynomiale

Ainsi .
Vk € N*, lax(f)| < 2d(f, Vi-1)-

On en déduit que la suite (ax(f))ren est & décroissance rapide.

Soit ¢ la fonction définie sur [—1,1] par :

+oo
Vz € [717 1}79(35) = Zan(f)F
n=0

Puisque la suite (a,(f))nen est & décroissance rapide, g est définie sur [—1,1] et de classe C> sur
[—1,1].

Pour tout réel 0,

Z an(f)F,(cos®) Z an(f) cos(nd),

cette série convergeant normalement vers g sur R

(car par exemple V0 € R|a,, (f) cos(nf)| < |an(f)| avec a,(f) T 0] <1>)

n2

On sait alors que 'on obtient les coefficients de Fourier de § par intégration terme a terme ce qui
fournit

Vn €N, an(g) = an(.f) et Vne N*vbn(g) = bn(f)

Comme f et g sont continues sur R, on en déduit que f =gq.

Mais alors
Vo e [-1,1], f(z) = g(x) et doncf = g.

Puisque g est de classe C* sur [—1,1], il en est de méme de f.
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Chapitre 3

polyonmes orthogonaux combinaison
linéaires des polynomes de
Tchebychev de premiere et seconde
espece

L’objectif de ce mémoire est le chapitre 3 .Bien siir nous
construisons un nouveau systeme des polynémes orthogo-
naux combinaison linéaires des polynomes orthogonaux
de Tchebychev de premiere et seconde especes relative-
ment a une mesure supportée sur un segment .Nous
étudions les propriétés récurrences et propriétés différen-
tielles et intégrales aussi les propriétés extrémales de ce
nouveau systeme des polynomes orthogonaux de Tcheby-
chev.
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Chapitre 3. polydnmes orthogonaux combinaison linéaires des polynomes de Tchebychev de premiere et
seconde espece

Dans [19], Grunbaum a considéré quelques exemples de chaines de Markov physiquement importantes
qui présentent des familles bien connues de polynémes orthogonaux. L’un de ces les exemples sont consti-
tués de la matrice

010

q 0 p
0 0
P q P
q

avec 0 < P <1 et g=1—p, il cherchait des polynémes Q,;(x) tel que
Q-1(z) =0, Qo(z)=1

et si Q(x) désigne le vecteur

g
Qz) = ;(i)
il a demandé a avoir
PQ(z) = 2Q(x) (3.1)

lauteur a affirmé que la matrice P peut étre conjugué en une matrice symétrique et il a trouvé l'ex-
pression explicite de ces polyndémes comme

| ((2 —2p)T, <25@> +(2p - DU, (25@» (3.2)

O

3

—

=

I
YR
AL
N———
NI3

ou T, et U, sont ,respectivement les polynémes de Tchebychev de premier et de deuxieme type.
Dans cet article et de maniere similaire , nous introduisons les polynoémes R, (x) définis par

R, (z) = (;) : ((2 A (25@) +(@2p— D)W, (2\%})) (3.3)

ou V,, et W, sont jrespectivement les polynémes de Tchebychev de troisieme et quatrieme types et
le but de cette contribution est d’étudier @, (x) et R, (x) .L’article sera structuré comme suit : dans la
section 1, nous présentons une terminologie utile ainsi que certaines définitions nécessaires concernant les
polynémes de Tchebychev de premier ,deuxiéme , troisieme et quatrieme types .
Dans la section 2,nous présentons quelques propriétés des fonctions @, (z)et R, (z).

w3
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3.1 La suite @,, et sa suite co-récursive R,,

3.1 La suite (), et sa suite co-récursive R,

Dans [19], Pauteur a mentionné que la suite {@Qn}n>0 est orthogonale par rapport & la fonction de
poids .

\/4pq — 2
Wpe(z) = ~——5—

1— 22

51— /4pq <z < \/4pq

avec0 < P<1,0<@Q<1l,g=1-p et Q_1(z)=0,Qp(x)=1sip> % ce systeme de polyndmes
satisfait a

n 2./pq 3
(p> / Qu(@) Q@) V2L T = 6| Qul? > 1

q —2upg 1— 22
et
n r2y/pq Apg — 12
p pq — T
() [ Qu@)@n(a) P ds = son@ol* m =1
q —2./pq z
Avec

[Qol> =2(1—p)m, et [|Qn]>=2(1—-p)r
L’expression explicite des polynémes @Q,, est donnée par(3.2) et ,de maniere similaire , il est pertinent de
considérer les polyndmes

Rn(z) = (g) ((2 — )V, (25@) +(2p— D)W, (25@» (3.4)

ou V,, et W, sont respectivement les polynémes de Tchebychev de troisieme et de quatrieme types ,
il est évident d’apres (3,1) que la relation de récurrence a trois termes est donnée par

w3

an(JJ) = xQn—2(x)_QQn—2(x) (35)

avec des conditions initiales

Q-1(z) = 0,Qo(x) = 1

De maniére similaire, nous avons la proposition suivante pour les polynémes R,

Proposition 3.1.1. Les polynomes orthogonaux R, (x) satisfont les relations de récurrence a trois termes
2Rp_1(z) = pRy(z)+qRp_2(x), n>2 (3.6)
avec des conditions initiales

R_y(1)=0, Ro(x)=1, Ri(x)= %x+ (4p - 3>\/g

Il s’agit de la matrice

=
s}
\
N
§
=
o3
og O
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3.1 La suite @,, et sa suite co-récursive R,,

avec 0 <p<1let,qg=1-—pet avec les conditions initiales
Rfl =0 y Ro(x) =

et is R(x) désigne le vecteur

Ro()
R1 (’I)
alors on a
PrR(z) = 2R(x) (3.7)

Preuve. Pourn >1

TR, (7) = /pq (p)ﬁ (2p—2) (Vn+1 (2\/»> + Vo (25@))
wm (1) o= (W (552) + W (55

pour n > 1,cette équation peut etre écrite sous la forme suivante

-l (2) " - (1 (375) <o (57))
() " e (5 (o) o (27)

pour n > 1, cela donne

\[fRW \[fm 1(2) = pRus1(2) + qRn 1 (),

win= (2)) (o0 (s5) v 325)

En conclusion , nous avons

avec

2Ry (z) = pRui1(2)+qRna(z), n=>1 (3.8)
Ry(x) 1+\F(4 3) (3.9)
1(z) =— =(4p-3). .
p b
Dans ce qui suit , nous nous intéressons aux conditions aux frontieres —2,/pq et 2,/pgpour les variables
Qn, Rn,Qy et Ry, O

Proposition 3.1.2. Nous avons les identifiants suivants :

n

Q2 = (1) (o=t (3.10)
Qu(-2ym) = (-1 (%) F(p—nt 1), (3.11)
QL2 = \ﬁ < > (2p—1)(n+ 1)(7;+ 2) — 6(p — 1)n7

Q,(—2ypg) = —(-1)"n (:;) F e 1)(7? 2)—6lp = (3.12)
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3.1 La suite @,, et sa suite co-récursive R,,

Preuve. avec z = 2,/pq dans (3.2),on obtient :
3

Qu(2v/70) = (g) (2 — 2p)Tu(1) + (2p — DUL(L)).

Nous croutons

0.(21/57) = (;) 22+ (2p— D(n+1)).

On peut écrire Q,,(—2./pq) = (—1)"Qn(2,/pq). En dérivant les deux members de I’équation (3.2), on

obtient
Q' (22y/) = W}q (;) (2~ 2p) T4 () + (2p — DU(2))
L (4 : n(2 — x - 1U, (x
- (p) (n(2 = 2p)Un_1(2) + (2p — 1)U ().

Afin de calculer U/ (1). On utilise le changement de variable z = cos 6, alors d’obtenir

U'(1)=— éim (n+1)sin6 cos(n + 1:29 —cosfsin(n+1)0
-0 sin® 0
= — lim —(n+1)?sinfsin(n + 1)0 + (n + 1) cosf cos(n + 1)6
60 3sin? 6 cos 6
~ lim —(n+41)cosfcos(n+ 1) +sinfsin(n + 1)
0=0 3sin? 6 cos f

. (1=(m+1?)sin(n+1)0 (+1)((n+1)%2-1)
= — lim - =
6—0 3sin f cos 3

Donc

U (1) = n(n—l—l?z(n—i-Z).

En dérivant les deux membres de la formule structurelle (3.2),et en prenant & = 2,on obtient

1

Qvpn = 5

(i) (2 = 2p)nlu_1 (1) + (2p — DUL(L)).
nutriment dit

Q(2v/) )" (-2 + - 02

_ 1 (
-~ 2pq \p
Qn(—2v/pq) = (—1)"Q1,(2v/Pq)

Ce qui se réduit a (3.13).

Proposition 3.1.3. Pour tout n > 1, on a

NE

R, (2470) = (f)) (22p-1nt1)

et
o (-2v50) = () (4p-1n-1)
regalement
By ey = "5 (1) (@D )22
et
R, (=2ym) = (0" (1) (- nznr 1) +20-2).
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3.2 Noyau de @, et R,

Preuve. En remplagant z = 2,/pq dans (3.3), on obtient

n

2

Ro(2y/50) = (]‘ﬁ) (2~ 29)Va(1) + (2 — VW (1))

d’ou

n

2

q
Ry = (1) eep - n+ ),
Ainsi, (3.14) est démontrée.

Pour démontrer (3.16),0n dérive les deux membres de I’équation (3.6)

2

2\ /TR, (2/77) = (;) (2~ 2V () + (2p — WL (),

donc

2

2 /FR, (2/FT) = (Z) (2~ 29)V,(1) + (2p — HW,(1)).

En utilisant les identités suivantes ,on obtient (3.16) et (3.17).

|
3.2 Noyau de ), et R,
Le noyau @ d’ordre n est donné par [20],[21]
Ky (z,y) = zn: M, (3.18)

Qx?

k=0

La suite (K, (z,2,/pq))S, est orthogonale par rapport a la fonction poids

n=0
V4pg — a?
tp#l(x) = (aj - 2\/ pq) 1— CUQ )

pour —1 < —2,/pq <z < 2,/pqg < 1,i.e.

2/Pq V4dpg — x2
/ K (z,2v/pq) Km (2, 2y/pg)(x — QJgTq)de =0, n#m.
—2/pq —

En tenant compte de l'orthogonalité , la suite (K, (x,2,/pq))>2, satisfait la formule de Christoffel-
Darboux [20],[21]

1 Qnt1(2)Qn(y) — Qni1(y)Qn(T)

K,(x,y) = , T FY, 3.19
S oA Ty 7 (319)
et pour z = y,on a
1
Kn(z,2) = W(Q'n+1(w)Qn(x)*Qn+1(fE)Q%(ﬂf))~ (3:20)
K,, possede la propriété de noyau reproducteur [20],[21]
2y/pq 4pq _ t2
fo = [ Kalaro Y (321)
—2Pq
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3.2 Noyau de @, et R,

pour toute fonction continue f sur Uintervalle [—2,/pq, 2,/pq].

Pour y = 2,/pq le noyau Q défini par (3.18) s’écrit comme suit

(s, " Qr(2)Qr(2y/Pq)
2= g E (3:22)

et pour x # 2,/pq, la expression (3.19) s’écrit comme suit

1 Qn-&-l(x)Qn@\/lTQ) - Qn+1(2\/17q)Qn(x)

K, (z,2/pq) = 3.23
2P0 = g, =250 (835)
Le Théoreme suivant montre I'importance du noyau Q.
Théoréme 3.2.1. (1) Pour tout n > 1, on a
K,(2/pq;2/Pq)
(D) ((2p—-Dn+1) <q>2"“ (2p—1)(n+2)(n+3)—6(p—1)(n+1)
4pq./pqm p 3
n((2p—1)(n+1)+1) (q>2"+1 (2p—1)(n+1)(n+2)—6(p—1)n
4pq./pqr P 3 '
(3.24)
(2) Tout polynoéme f,, € L*(wp q(2), [—2/Pq, 2,/pq]) satisfait
2/Pq \/7
2= min / 2 K, ' (2y/pg,2 , 3.25
IlB=, gn [ (2. 2/70) (3.25)
et
Kn(z,2y/pPq)
falz) = vPa) (3.26)
K(24/Pg;2,/Pq)

Preuve. (1) En utilisant les relations(3.6),(3.10),(3.11),(3.12)et (3.13),on obtient le résultat souhaité.
(2)En appliquant le Théoréme 1 [20],[21],on peut énoncer que

) = o 2P
" Kn(2y/p4,2y/Pq)’
résout le probléeme extrémal (3.11)-(3.12)avec la condition initiale f,(2,/pg) =1 . De plus f,(x) satisfait
wE a2 ! 27 =2
/ fn(z)? il 2:10 dr = — / K (z, Z\ﬁ)L dz.
oy " K2(2/p4, 2+/P7)

Pour ||@Q,|* = 2pgm, n > 1 nous avons

Ko (250, 24/0) = m (@11 (VD) @ (2V/FT) — Q1 (23/F0) Qs (24/7))
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3.2 Noyau de @, et R,

Alors les relations(3.10) et (3.12)donnent immédiatement

(n+1)([((2p—1)n+1))

Qn41(2/P7)Qn(2/Pq) = N
y (q>2”“ 2p—1)(n+2)(n+3)—6(p—1)(n+1)
p 3
et
Qu2y0) Qo 2 0) = M= D)
y (q>2"+1 (2p—1)(n+1)(n+2)—6(p—1)n
p 3 '

Proposition 3.2.1. Pour = 0, Pexpression (3.38)peut s’écrire sous la forme

(_1)n+1

Kol 02V = e T

4n+1
(;) ((2p—1)(2n+1)+1)

et

(_1)n+1

KQn—l(Oa 2\/]7]) = W

q 4n—1
<p) ((2p—1)(2n—1)+1).
Preuve. En effet,[19]

| Qn |I?=2pgm, n>1
et

Tgn(O) = Ugn(O) = (*l)n, et T2n+1(0) = U2n+1(0) =0.
D’apres (3.5), on obtient

2n
Qon(0) = (—1)" (i) et Qoni(0)=0, n>1.

Ensuite, d’apres (3.23), on a

Ka,(0, 2\/@) = (Q2n+1(0)Q2n(2\/}Tq) - Q2n+1(2\/qu)Q2n(0))

1
4pqm./pq
et

Kan-1(0,2/pq) = (Q2n(0)@2n-1(2v/Pg) — Q2n(2v/Pg)Q2n-1(0))

1
4pqm\/pq

On peut facilement en déduire le résultat suivant :

_1\n+1 2n
Kon(0,2/7) = W (g) Qon11(2/)
et

_1\n+1 2n
K,-1(0,2y/pq) = ipw;lw)\/p? <Z> Q2n—-1(2v/p9q)-
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3.2 Noyau de @, et R,

D’apres (3.2), on voit que

_

q 4n+1
= o i <p) (2p—1)2n+1)+1)

K5,(0,24/pq)

et
(_1)n+1

Kanl(Oa 2\/pQ) = W

(Z>4n_1 (2p—1)(2n — 1) + 1),
0

Théoréme 3.2.2. Soit f une fonction croissant sur [—1, 1] telle que f(—2,/pq) = —1 et f(2,/pq) =1 et
o une fonction poids positive ou nulle sur le méme intervalle, telle que I'intégrale

/_ @re@)ds (n>0 (3.31)

existe , alors la suite de fonctions = — Q;(f(x)), 0 <7 < n qui minimise les intégrales

1
I= [ Qu@)Pe() do (3:32)
-1
forme un systéme orthogonal sur [—1, 1] par rapport & ¢ ou

o(x)  /4pqg — f(x)?
P - 1- @R (3:33)

Soit
f(z) =2/pgtan (Zx) (3.34)

soit une fonction croissant sur [—1, 1]. La suite de fonction orthogonales sur [—1, 1]par rapport & la fonction
de poids ¢,donnée par z — Q;(2,/pgtan (5z)), pour0 < i < n minimise les intégrales (3.18) ou

1 + tan? (%x) T
1 — tan? (f ) :
g Tpqtan? (22) an® (7o (3.35)

Preuve. Soit (Qy)n>0 une famille orthogonale sur 'intervalle [2,/pg, 2,/pg| par rapport a la fonction

A/ —12
poids t — S I S

T—¢2 o ¢

p(r) =

2vPq VApg — 12

/ Qn()Qu ()L dt = 0,
2m 1—t

En remplacant f(z) = ¢ dans (3.32) on obtient

In/zan(t) DB (3.36)

Si

o (1) dpg — 12
PO 1E (8.37)

En revenant maintenant & ’ancienne variable et conformément au Théoréme 1, les fonctions

xHQl(f(x)), 0<i<n,

qui minimisent (3.32) forment un systéme orthogonal sur [—1, 1] par rapport & . Ensuite la suite de
fonctions = — @, (2, /pq tan (ga:))n>1 constitue un systéme orthogonal sur [—1, 1] par rapport &

1 + tan? (%l’) o (T
- 1 N (7 )7
plx) = mpg— Ipqtan? (22) tan? (@
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3.2 Noyau de @, et R,

ce qui acheve la démonstration du Théoréme.

O
Corollaire 3.1.1 Soit
L,(x) = /Qn_l(x) dr et pn(z) = /Ln_l(z) dx, (3.38)
alors
a\"" (p x 1—p x
Lyp(x) =2 = =T, — n +C 3.39
) ﬁq(p) (n (2\/171) n2 2(2@)) (3:39)
et
x x x
o(@) = anT, -wnn_()+%7] (), 3.40
oulo) = T (= 4Tocs (5= (7 (3.40)
ou
q = p
n — 2 - 5 41
a pq( > = 1) (3.41)
q a n—2p—1
b, = —2pq () , 3.42
») D203 (342
cn = 2pq (q> g 1-p (3.43)
P (n—3)(n—4)
Preuve. En effet
1
—/cos(n —1)fsinfdf = —3 /(sinn9 — sin(n — 2)6) d#,
d’ou, pour x = cosf
/T (ac)d:c*iT (a:)f#T (x)+C (3.44)
n—1 - m n 2(7’l— 2) n—2 ) .
pour n € {0, 1}, nous traitons ces cas individuellement
1
/To(x) do = Ti(z) +C, et /TI(:@ dr = [Ty(a) +C
De méme,
1
/Un_l(x) dx = ETn(cc) +C (3.45)

En combinant les formules (3.2), (3.38), (3.44) et (3.45), on obtient

)- izt

n—1

win-am(3)” (2

xT

2,/pq

1-p
n—2

T

2./pq
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3.2 Noyau de @, et R,

Ainsi la formule (3.39) est confirmée. pour démontrer (3.40), nous avons tout d’abord besoin de (3.44)
conjointement avec (3.39)

n—2

i) (s e () 4 e () )
a partir (3.44), on obtient
o= (5) " o2 (i (sfm) - s (250)

n(2) 1 g )

Cela se réduit a (3.40).

(Il
Remarque 3.2.1. Si
G(t)=>_ Qu(a)t",
alors
pP\/Pq
Glt) = L
p\/qu—q:ctJrq(%) t
Preuve. Pour tout, n > 1, la fonction @, (x) vérifie la relation de récurrence a trois termes
q q ?
)= —a@Qn_1(x) — | = n_a(T 3.46
Q) = =010 = (1) Queate) (3.46)
avec les condition initiales :
q
Q_1(z) =0, Qo(xr)=1, Qi(x)= x.
1(x) o(x) 1(x) v
Si G(t) =5, Qn(x)t™ alors en utilisant (3.46) on obtient
q
G(t) = Qun(x)t" =1+ xt + Qn(x)t"
(t) Xn: (x) b 7%:2 (z)
2
q q n—1 q q 2 n—2
=14+ ——at+ xt Qn_1(x)t —<> t Qun_o(x)t" =,
N pm; 1) PP \p ,; ()
Alors
q q q q ?
Git) =14+ ——at+ ——at(G(t) — 1 —<) t2G(t),
(t) Py p\/qu(() )p\/qu (t)
Impliquer
1
G(t) - 2
q e (a
1 - s/m®tt+ oum (5) t
O
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3.3 Développement en série de Fourier de Qn

3.3 Développement en série de Fourier de Qn

Une fonction analytique arbitraire f(z) peut étre développée en une série infinie de polyndmes Q, (),
que nous noterons ici.

f(@) = Co(f,Q)Qo(w) + Y _ Cul(f,Q)Qn(w) (3.47)
n=1
ou
L1 Nerers
Co(f,Q) = W —pim /_2\/7)71 Qo(m)f(x)ﬁdx (3.48)
et pourn=1,2,3,...
1 (p\E e Vi =
59 = gz (2) [ @i (3.49)
Proposition 3.3.1. Si
1—22
g(z) = ﬁpqx?f (2y/pqz) (3.50)
et
W) = s f (2i0) (3.51)
alors
Oo(1,@) = LColg,T) (3.52)
et
Cn(r.@ = (1) @aCala. )+ 20 = 1,1, 0) (3.5
pour n=1, 2 3.....ou
2 [t dx
Cn(g,T) = p [1 g(a:)Tn(x)ﬁ (3.54)
et
9 1
Cn(h,U) = ;/ hz)Up(2)V/1 — 22dx (3.55)
-1
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3.3 Développement en série de Fourier de Qn

Preuve. Nous avons

2\/;1)71 4 )
D = 55 [ ol e

V1—a2 p

2p 1
= — 21/ _—
T /_1 1 (2vpgz) 1 — 4pqx? .

et

3n
o [2vPe / _
Cn(f):i (q> 2 / f(:E)Tn< x ) 4pq x2dx
pm AP —2,/pq
3n
21 (q>2/2m (@)U ( v )V4pqx2dx

2P(1—p)m \p

d’ou

Culf) =4 (‘-’)2 / ' fevman T g

_1 1 — 4pgx?

1
q V1—a2
) 71f(2 pqﬂf)Un(ﬂf)l_4qu62 x

Ainsi,les propriétés (3.52),(3.53),(3.54) et (3.55) sont démontrées.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons abordé un sujet important dans la théorie des polynémes orthogonaux,
a savoir les polynémes orthogonaux de Tchebychev. Dans les deux premiers chapitres, nous avons traité
les propriétés fondamentales des polynémes orthogonaux de Tchebychev telles que les propriétés de ré-
currence, les propriétés différentielles et les propriétés limites.

Quant au troisieme chapitre, nous avons découvert une nouvelle famille de polyndémes orthogonaux
avec un poids connu, qui est une combinaison linéaire des polyndémes orthogonaux de Tchebychev de
premiere et de deuxiéme espéce, ce qui nous a permis d’étudier toutes les propriétés de récurrence, diffé-

rentielles, intégrales, limites ainsi que les équations physiques relatives a ce nouveau type de polynémes
de Tchebychev.
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