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Introduction

Introduction générale

On étudie, dans ce chapitre, un probléme de contact avec frottement d’un crops dé-
fortmable, sous I'action de forces volumiques et surfaciques , avec une base rigide .

De tels problémes sont trés fréquents en industrie et plus praticuliérement dans les
systémes de transmissions et les moteurs On suppose que les forces subies par le corps
varient lentement dans le temps de fagon a ce que les accélérations soient négligeables.

Ne pas considérer ainsi les termes inertiaux dans les équations de mouvement conduit a
I’étude de 'approximation statique du processus . La loi de comportement du matériau est
considérée élastique non linéaire et le contact est avec frottement . On suppose possible le
décollement du corps élastique par rapport a la base rigide . Las conditions aux limites de
contact et de frottment sont modélisés respectivement par les conditions de signorini et la
loi de frottement non locale de coulomb généralisée.

Le caractére non local provient du fait de la régularisation de la contrainte normale de
contact .

Des résultats d’existence et d’unicité pour des problémes de contact suivavant une loi de
frottement non locale . Dans ces travaux, la loi de comportement élastique considérée est
linéaire. De plus, seule une frottemulatio variationnelle en déplacement a été obtenue.

Dans ce qui suit, on considére le cas d’une loi de comportement élastique non linéaire et
on remplace la loi de frottement étudiée par une loi plus générale. De plus , on obtient une
seconde formulation variationnelle donnée en contrante uniquement. Pour cette derniére
formulation, on établit un nouveau théoréme d’existence et d’unicité de la solution et on
donne un résultat d’equivalence . On étudie aussi le comportement de la solution par rapport
au coefficient de frottement.

Ce chapitre est stucturé comme suit. On formule tout d’abord le modeéle pour le procéssus
(probléme P) auquel on associe deux formulations variationnelles Piet Ps.

Le probléme P;est obtenu a partir du probleme P en utilisant la formule de Green ainsi
que la loi de comportement donnée. Puisque dans ce cas les contraintes sont éliminées, la
seule inconnue du probléme est le champ des déplacements noté w .

Le probleme P, est obtenu aussi du probléme en utilisant le fait que I'opérateur f est

inversibie.
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Il est ainsi formulé uniquement a 1’aide du champ des contraintes noté o. Pour le prob-
léme Py, nous démontrons, lorsque le coefficient de frottement est assez petit,un résultat
d’existence et d’unicité de la solution en utilisant un théoréme d’existence et d’unicité sur
les inéquations varitionnelle avec des opérateurs fortments monotones et de Lipschitz ainsi
que des proprietés de point fixe. Sous les méme hypotheéses, nous prouvons un résultat
d’existence et d’unicité de la solution pour le probléeme P; moyennant des arguments clas-

siques d’inéqualion variationnelles elliptiques ainsi que des proprietés de point fixe.

De plus , nous étudions le lien qui existe entre les probléme variationnels P; et Poet
nous montrons en particulier que si u est la solution du probléeme P; et ¢ la solution du
probléme Ps, alors, en utilisant la notation € = € (u) pour le champ de déformation

linéarisé, les champs o et € sont liés par la loi de comportement élastique non linéaire.

On précise que les résultats concernant ce chapitre ont fait ’'objet d’un rapport interne

et sont soumis pour publication.



Notations et conventions

Notations et conventions

N ensemblesdesentiersnaturels.

R ensemblesdesnombresréels.

C costante réelle strictement positive.

V¢ gradient de ’application f .

Div f devergense de 'application f .

of sous-différentiel de f .

SN I’espase des tenseurs symétriques du second order sur IRY = IngV XN

Produit scalaire sur IRNou Sy.

|| la norme euclidienne sur IRNou Sy.

.11, la norme sur 'espase X.

() 2 le Produit scalaire sur I'espase X.

X, —X la convergence fort da la suit (x,) vers 1’élément x dans H.
X, —X la convergence faible de la suite (x,) vers I’élément x dans H.
L (H) I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

si Hlet H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par

L(H', H?) I’espace des application linéaire et continues de H'dans H2.

- e iy la norme de £ (H', H?).

Q domaine occupé par le corps élastique.

Q I’adhérence de (2.

r la frontiére de {2 supposée souvent réguliére.

I; (i =1,3) une partie de la frontiére T'.

v la normale unitaire sortante a I.

Uy, U les composantes normale et tangentielle du champ Vectoriel v défin par .
L> (Q) {umesurablesur 2 etilexiste C' > 0 telque |u(z)| < Cp.p.surQd}
P-P presque partout.

D' (Q) I’espase des disribution sur 2.

D = D' xD?.

D=D(Q)".

H=TL*Q)".

Hy = H, (Q)V



Notations et conventions

Hz (T) espace de Sobolev d’ordre $ sur I'.
H=L2 Q)

Hi= H] x H?

H, = H} x H.

H=H"x H?

R I’ensemble des déplacements rigides .

WmP(Q), H () espace de Sobolev.
d potentiel de dissipation.
G module de cisaillemen

Si de plus [0, 7] un intervalle de temp .,k € N et 1 < p < +00,0n note par

C (0,T,H) ’espace des fonctions continues sur [0, 7] dans H .

o, la norme de C (0,7, H)

C1(0,T, H) 'espace des fonctions continues dérivables sur [0, 7] dans H .
|l o la norme de C* (0,7, H).



Chapitre 1

Formulation du probléme et

hypothéses

1.1 Formulation du probléme et hypothéses

Dans ce pragraphe, on cosidére le probléme élastique suivant:

Problém P: Trouve les chanps des deplacements u : © — RY et les champs des

contraintes o :  — Sy

Divo+f=0 dans Q (1.1.1)
o=Fe) dans 2 (1.1.2)
u=0 sur I'y (1.1.3)
oy =9 sur I'y (1.1.4)

(1.1.5)

L (d) :|o-| = p(lon|) =il existe A > 0 tel que u, = —Ao, sur s



1.2. Hypothéses

Ou o, désigne la contrainte normale, (ou pression de contact) wu, = u'n* 4+ u'n' désigne
I'arréte pour le saut relativement au champ du deplacement a trvers I's et 0. = 0 n — o1
représente la composante tangentielle de contrainte. L’équation (1.1.1) représente la loi
de comporment élastique , o F est un opérateur linéaire ou de colomb , I’équation (1.1.2)
réprésente 1’équatoin d’ équilibre ot f désigne la densité des forces volumiques agissant sur le
corps déformable occupant le domaine (2, les relation (1.1.3) et (1.1.4)sont de conditions ausc
limites classiques des déplacements tractions. Les conditions ausc limites (1.1.5) représentent

les conditions de contact de signonrini avec frottement de coulomb sur I's .

1.2 Hypothéses

Pour étudier le probléme P, on aura besion des hypothéses suivantes:
((F.Q x Sy — Sy et un opérateur tel que:

a):dAm>0: |F () —=F(e)] < m|eg-e3] : Ver,ea€ Q xSy

b)EI L > 0: (F(El) —F(Sg)).<62 — 61) ZL|€1—82|2 IVEl,SQ € Q xS
c):x — F(x,e) est mesurble sur Q pour tout & € Sy

d):z— F(z,0ny) € H

(
(
(
(

\

(1.2.1)
fed (1.2.2)
ge L2 (Ty)Y (1.2.3)

Remarque 1.2.1 L’hypothése (1.2.1) nous perment de considérer [’opérateur noté encore
par F défini par

FH—H

Fle(x)=F((x) ; VeeH ppxe Q



1.2. Hypothéses

En effet , sie € H en utilisant (1.2.1.b.c), il résulte que s — F (3¢, € (r)) est une fonction
mesurable de  a valeur dans Sy et d’apres (1.2.1.d), il résulte que s — F (5,6 (%)) €
H.

On remarque également que ,d’aprés la relation ((1.2.1) .b) 'opérateur F est un opérateur

fortement monoton et de Lipschitez, car il satisfait aux intégalites :

|f (61) — f(€2)|’)'( S m |€1 — €2|'H . V€1,€2 ceH (124)

<./T (51) - F(é“g) ,€1 — 52>H 2 L |€1 — &9 3—[ . v51,€2 eH (125)

Remarque 1.2.2 Ftant donnée que loperateur F : H — 'H est fortement monotone
et de Lipschtez , l'opérateur F est donc inversible et  (F )_1 : H — H est également

fortment monotone et de Lipschitz.

Remarque 1.2.3  Les hypothéses (1.2.2),(1.2.3) sont de régularité sur les donnés f g

tandis que le coefficient de frottment u est tel que
pe L (Ty), () >0pp. sur Iy (1.2.6)

Pour l’etude du probléme P , on considére le sous espase fermé V' de H défini par :

VQ)={ve H:v =0 sur I} (1.2.7)

Sur V', on défini le produit scalair suivant:

(V,w)y =(e(v) ,e(w))y Vrvwew (1.2.8)

Lemme 1.2.1 Si mes I'; > 0 est un moyennant l'inégalite de Korn difini par:

le g = ClIvlig, , Yuecv



1.3. Formilation variationnelle

muni du produit scalaire (., .), .

Lemme 1.2.2 moyennant ['inégalite de Korn ,on peut aisement vérifier que la norme sur

notée || .||, et la norme || .||y, sont équivalentes .On déduite alorts que v muni du produit

v

scalair défini par (1.2.8) est un espace de Hilbert réel.

Notons par I’élément & de v donné par
<(I)7 V>V = <f7 V)H + <g; V>L2(F2)N VV € V s (129)

et soit j:H; xV — R la fonctionnelle donnée par

i(o.v) :/F i (o)) s da . (1.2.10)

puisque o, est un élément de L? ('), moyennant (1.2.1) et (1.2.6) il s’ensuit

que 'intégrale (1.2.10) et bien défini. En utilisant (1.2.1) et la contunité de R on btient
1§ @ <C lilygey 0y I, Vo € Ha, vEV. (1.2.11)
Finalement, on note par U,; l’ensenble des " déplacementsadmissibles" défini par
Uu={veH |v=0 sur I'', v, <0 surls} (1.2.12)
et pour tout g € Hy, soit ), (¢g) Pensemble des "contraitesadnissibles" donné par

@) ={reH|({re@)y+i (g.v)>(®.v), VveUd} . (1.2.13)

1.3 Formilation variationnelle

Dans le paragraphe, on s’intéresé a la formulation variationnelle du probléme considéré qui
cosiste dans une premiére formulation, notée Py, a trouver les champs des déplacements u
trandis que dans la seconde formulatio, notée P,, on cherch les chmps des contraintes o ces
résultats sont desés sur le lemme suivant:La condition de contact avec frottement (1.1.5) est
équivalente a :

u, <0, 0,<0, oyu,=0

ol <pllonl),  sur Ty (13.1)

Ur. 07 + pilur| (Jo-]) = 0



1.3. Formilation variationnelle

Preuve. (1.1.5) = (1.3.1) (évident). Montrons maintenant que (1.3.1) = (1.1.5).

Supposons donc que u,.0, + i |u,| (|oy]) = 0 sur I's. Si |o,| = plo,| alors
Ur.Or = — |Ur| |0o,| sur T'.

On déduit alors qu’il existe A > 0, tel que u, = —\o .

0| < plow]sur Iy alors 0 = ur.or+pfur| (low]) 2 = |ur| o[+ fur| (low]) = fur] (p(low]) —

et Puisque p(|o,|) —|o-| > 0, on déduit alors que u, =0 sur I';. m
La forme (1.3.1) est plus adaptée pour établir les formulations variationnelles du prob-

léme P. Pour ceci on a besoin du résultat suivant :

Lemme 1.3.1 Si le couple de fonctions (u,v)est un solution réguliére (C) du probleme P

alors
u € Uag . oeY (o) (1.3.2)
ad
(g,e(v) —e(u)y+7 (0,0)+] (0,u) > (P, v —u), Vv € Upgg (1.3.3)
(T—0,e(w)y >0, Vre) (o). (1.3.4)

Preuve. [12]| Soient v € U,q en utilisant (1.1.1) on obtient
(o,e(v)—e(u)y = (fiv—u)y+ [pon (v—u)da et, moyennant (1.1.3), (1.1.4),
(1.2.9), on obtient
(o,e(v) —e(u)y =(P,v—u), + / o, (v—u)da (1.3.5)
s

En sachant que o,v = 0,0 + 0.V, il résulte

(0,6 (1) — & (W) = (®,0— )y + / [0 (U — ) + 0+ (vy — u.)] da

En ajoutant st i (|oyl) (Jvr] = |ur]) da dans chaque membre de 1'égalité précedente et en

utilisant des transformations élémentaires on obtient

(0,6 (v) =& (u))y + / p(loy]) (jor] = fuz]) da = (@, 0 —u) y = (1.3.6)

I's

/1“ [077 (v — un) + (V707 + p(|vs]) (|0n|)) — (ur0r + p(|url) (|0n|>)] da (1.3.7)



1.3. Formilation variationnelle

Soit v appartemant & U,y ; alors de (1.1.5) et de (1.2.12) on obtient que

oy (v, —uy) >0, (1.3.8)

0V Z - ‘O-T| ‘Un| Z _,u |UT‘ (Uﬂ) : (139)

Cette dernieré inégalité nous premet d’écrire
oV + vy (0,) >0 (1.3.10)

L’inégalité (1.3.3) est maintenant la conséquence de (?77?),(1.3.8) et du lemme 1.1.3. De
plus (1.1.3) et (1.1.5) implique u € U,q.

En posant maintanant v =2u € U,y puis v =0 € U,y dans (1.3.3)on obtient:
(0,8 (u))y + 7 (u,u) =(P,u), , (1.3.11)

et, en utilisant (1.3.11),(1.3.3) et (1.2.13), il résulte 0 € >, (0).

Soit maintenant 7 € ), (o). Alors 'itégrale de (1.3.4) est & présent une conséquence
de (1.3.11) et (1.2.13). m

Le lemme (1.1.3) et le remarque (1.1.2) nous permettent , de donner deux formulation
variationnelles pour du probléme P:

Probléme P;: Trouve le champ des déplacement u : Q — R tel que

we U »  (F (e(u)),e(v) —e(u)n+

(1.3.12)
J (Fe(w),v) —j (Fle(u),u) > (P, v —u), Yv € Uy.

Probléme P,: Trouve le champ de contraintes o : {2 — Sy telque o

0€Y w (o) . T=a,(F) 0 =0 V7€ alo). (1.3.13)

Remarque 1.3.1 Le lemme (1.1.2) , nous permet de conclure facilement si (u,o0) est
une solution régquliére du probléme P alors u est une sol ution du probleme Piet o est une

solution du probléme P,



1.3. Formilation variationnelle

Dans la suit on s’intéresse & étudier le lien entre le probléme variationnels qu’on a

introduit et le probléme P. on commence par

Théoréme 1.3.1 [12]Pour o = F(c(u)) et u est une solution du probleme P alors

(u, o)est une solution du probléme P.

Preuve. En prenant v = u + ¢ € U,y pour tout ¢ € D ()" dans 'inégalité (1.3.12) on
obtient :
Divo+ f=0 dans (2

En utilisant alors (1.3.12),(1.2.10) et (??), on obtient:

(s (0 =) e + / i (lol) (for] = Ty da > (g, (0 =)oy V0 € Uig (L3.14)

I's

En prenant v =u4+w € U,y pour tout w € H; telque w = 0 sur 'y UT'3 dans (1.3.14) ,

on pose w on tire :

o, =g surly (1.3.15)

En prenant cette fois-ci v = u + w € U,q pour tout w € H; telque w = 0 sur I'y UT'; et

wr =0, w, <0 sur I's dans (1.3.14), il résulte , en utilisant (1.3.15)
o, <0 surl} (1.3.16)

En prenant v € U, telque : v, = u, et v, = 2u, puis v = 0 € U,y dans (1.3.14), et

compte tenu de (1.3.15),(1.3.16) ainsi que du fait que u € Uy, on déduit que
opu, =0 sur Is. (1.3.17)
Si on pose maintenant o, = u, sur I's et on utilise (1.3.14) — (1.3.17), on obitient

[ e+l oo = [ (e, +pfurl (7)o = 0. (1.3.18)

T's

En posant cette fois-ci v, = 2u, puis v, =0 dans (1.3.18), on déduit que:

/F (ur.or + plug| (loy|))da =0 (1.3.19)

3

L’hypothése (1.3.18) s’ecrit alorts

[ et o] (o= 0 (1.3.20)

10



1.3. Formilation variationnelle

d’ou, en choisissant dans (1.3.20) v, = —o,, on tire
[ 1o+ ol yda = 0 (1.3.21)
I's

ce qui exprime que — |0, |° 4 g |o| (Jo,|) > 0 sur T's,

c’est a dire|o,| + i (Joy|) . On a alore —u,.0, < |u;||o-| < plu| (|lo,|) dot

Ur.0r + p|u] (log) >0 sur I's,

Ceci joint a (1.3.19) permet de déduire:
ur.0r + plus| (loy|) =0 sur Iy,

En utilisant] le lemme (1.3.1) on obtient finalement les condition aux limites pour le

frottement

07| < (low])
lor| < p(loy|) = u, =0 surls. (1.3.22)

lo-| = u(Jon|) =il existe A > 0 tel que u, = —Ao, surI's.

Ceci montre que toute solution réguliére du probleme P;est aussi solution du probléme

P nm

Remarque 1.3.2 De la méme meniére, si o représents une solution régquliére de Py et
u € v est défini par o = F (e (u)), alors en utilisant les méme arguments que ceux utilisés
dans la remarque (1.3.18) il vient que (u,o) est solution du probléme P. On peut donc

considérer le probleme Py et Pycomme les formulations vartiationnelle du probléme P.

11



Chapitre 2

Résultats d’existence et d’unicité

2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Dans ce qui suit , on donne des résultats d’existence et d’unicite pour les problémes variation-

nels p; et po. Le premier résultat de ce paragraphe est le suivant:

Théoréme 2.1.1 [10/:Sous les hypothéses (1.2.1) — (1.2.6), il existe une constante jiy > 0
dépendant de ) , T',Fet p tel que si |pu] L= (T's) < o alors le probléme variationnel p;

posséde une solution unique u € V .

Le probléme variationnel pin’est pas un probléme de “type usuel” . En effet, la fonc-

tionnelle

jlow) = [uan]o.do

définie sur H x V' dépend par L’intermédiaire du terme(|on|)L’éventuelle solution de (1.3.12). On
ne peut donc pas appliquer les théorémes classiques d’existence et d’unicité por les in-
équations variationnelles elliptiques. Ainsi pour démontrer ce théoréme on suppose dans
une premiére étape que la régulaisée de la contrainte de contact est donné.Ceci nous per-
met d’introdiure le probléme intermédiaire de contact unilatéral avec loi non locale de
frottement p{ ou g € Hjest donné.La suite de la démonstration est basée essentielle-
ment sur méthode de point Fixe similaire & celle utilisée dans et .Le point Fondamen-

tal de la démonstration est L’existence d’un point Fixe pour L’application définie de

12



2.1. Résultats d’existence et d’unicité

Hidans Hy par ¢ — F'(c|u,|) ou u, est la solution du probléme intermédiaire suiv-
ant:

Probléme intermédiaire p{: Trouve le champ des déplacements u, : 2 — RY tel que

j(g,’U) _]<gaug> 2 <(1>7U - ug) v, Vo € Uad'
Remarque 2.1.1 Si on applique a (2.1.1) des techniques analogues & celles utilisées dans
le paragraphe précédent, on trouve que les equations et conditions limites vérifiées pas u,

différent simplement sur I's, ot on peut les écrire de maniére formelle :

Ugy <0, 0gy <0, 09y ugy =0, 04| < g
logr| =9 =3 X >0, tel que ugy = —Aoy. surs. (2.1.2)

logr| < 9= ugr =0

Ainsi le probléme intermédiaire pf est une formulation variationnelle du probléme mé-

canique (1.1.2) — (1.1.4), (2.1.2) Enoncons maintenant le lemme suivant.

Lemme 2.1.1 Pour tout g € Hyle probléme pi posséde une unique solution u,.

De plus F (e (ug)) € H; .

Preuve. Pour tout w € v Fixe ;v — (F (e (w)),e(v)) 5 représente Fonctionnelle
linéaire et
continue sur v,par conséquent en appliquant le théoréme de représentation de Riez-Fréchet,
on définie L’opérateur A : v — v tel que (Aw,v)v = (F (e (w)) ,e (v))  Yw,v € v.

Moyennant(1.2.1) et L’inégalité de Korn, on déduit que L’opérateurA est Fortement
monotone et de Lipshiz sur v.De plus, utilisant (1.2.12) il résulte que U,q est un ensemble
Fermé , convexe et non Vide.Maintenant , de (1.2.10) et (1.2.11) on déduit j (g,.) est une
Semi -norme continue sur v. Grace au théoréme obtient L’existence et L’unicite de la
solution du lemme (2.1.1). De plus ,on utilisant la remarque (1.1.2),on a F (¢ (uy)) € H.

En posart v = u, + pavec p € D (Q)"dans (2.1.1) il S’ensuit

(F (2 (ug) e (9)) H = (®,9) HVpeD()"

13



2.1. Résultats d’existence et d’unicité

et de (1.2.9) on déduit que
Div (Fe(ug))+ f =0 dans Q (2.1.3)

La régularité de F (¢ (uy)) € H est conséquence de (2.1.3)et 1.2.2. m

Le lemme (1.2.3) nous permet de considérer 'opérateur A : H; — H; defini par :
Aig=F(c(uy) VgeH; (2.1.4)
On a:

Lemme 2.1.2 [ existe une constant pi, > 0 dépendant de Q, I', Fet p tel que si || (I's) <

o alors L’operateurl’y poséde un point five unique g* € H;y .

Preuve. Soient ¢1, g2 € H; et soit u; la Solution du probléme p“l’i,i = 1.2 en utilisation

(2.1.1) et quelque transformations algébriques on obtient

(F (e (ur)) = F (e (u)) € () — € (ug))y <

| | | ' (2.1.5)
J (g1, u2) = j (g2, 1) + 7 (g2,u1) = j (g2, u2)
De plus, moyennant (1.2.1) et I'inégalité de Korn , on déduit que
(F (e (w)) = F (e (u2)) & (w) = € (u2)) %> C (w1 —ua),, (2.1.6)

On note aussi que j (g1, u2)—J (91, u1)+7 (g2, u1)—J (g2, u2) = /u [|g10] = lg20l] [Ju1r| — |uz-|] da

s
De ce qui preséde et en utilisant (1.2.3) il vient

J (gr,u2) = j (g1, u1) +J (g2, w) — J (92, u2) < C'lplpoorry) 191 — golpy, lua —uaf, . (2.1.7)

En utiisant maintenant (2.1.5) — (2.1.7) on abautit a

lur —ul, < Clplpeory) l91 — g2lpy, - (2.1.8)

Le lemme (2.1.1) et la conséquence de (2.1.4), (1.2.1), (2.1.8) et du théoreme du point fixe
de Banch =
Preuve. du théoreme. Soit || o,y < pg €t soit g*le point fixe de I'opérateur A;.

On note par u*la solution du probléme variationnel Py pour g = g*.
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2.1. Résultats d’existence et d’unicité

En utilisant (2.1.1) et (2.1.4) on abtient que u*est une solution de (1.3.12). L’unicité du
point fixe de 'opérateur A;donné par (2.1.4) .
On énonce maintenant un second résultat d’exisence et d’unicité concernant le probléme

Variationnel P, . [ |

Théoréme 2.1.2 [10/Supposons que les hypothéses(1.2.1) — (1.2.6)sont satisfaites et soit
to = 0 la constante définie dans le théoréme (2.1.1) . Alor si |,u|Loo(F3) < g 5 le probléme

P posséde une solution unique .

La démonstration du théoréme (2.1.1) sera établie en plusieurs étapes . On suppose dans
la suite que les hypothéses du théoréme(2.1.1) sont vérifiées.
Dans la premiére etape Soit g € Hjet considérons le probléme variationnel suivant .

Probléme intermédiaire PJ : Trouver o, : Q2 — Sy tel que
o4 € Z (9)  (F ' (og),7— ag>H >0 Vre Z (g9) - (2.1.9)
On a le résultat suivant:
Lemme 2.1.3 Le probléme Py posséde une unique solution o, . De plus , 0, € Hj.

Preuve. Onremarque , d’aprés (1.2.8), quee (f) € > (g). De plus ,en utilisant (1.2.13),
il résulte que Y (g) est un sous ensemble convexe , fermé , non vide de H. L’existance et
I'unicité de la solution du lemme (2.1.1) résulte de la remarque (1.1.2) . De plus ,en posant

v=14p ot ypec D (Q)" dans (1.2.13) et sachant que o, € 3" (g) on déduit alors
Divo,+ f =0 p.pdans Q (2.1.10)

La régularité o, € H jest maintenant une conséquence de (2.1.10) et (1.2.2) . m

Le lemme (2.1.1) nous permet de considérer Popérateur A, : H; — H; défini par:
Nog=0, VYgeH. (2.1.11)
On a le résultat suivant:

Lemme 2.1.4 Soient Ay et Ajles opérateur definis par (2.1.4)et (2.1.11) respectivement .

Alors on a.
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2.1. Résultats d’existence et d’unicité

Preuve. Soit ¢ € H; et soit
5g = Alg

En utilisant (2.1.1), (2.1.13) et (2.1.4) on obtient

(09,6 (V) =€ (ug)) , +7(g:0) = Jj(g:uy) =({®,0—1u),

Yu € Uad .

En posant v = 2u, puis v =0 dans I'inéquation précédente on déduit

(09, (ug))yy +J (9, ug) = (@), -
En utilisant maintenant (2.1.14)et(2.1.15) on déduit
<597€ (U)>7—( + ] (97U> > <(I)a U)y Vo € Uag

ce qui implique

04 € Z(g)

Soit maintenant 7 € ) (g). Moyennant (2.1.15) et (1.1.1)on obtient
(1 —0g.€(ug)),, 2 0.
De (2.1.4) et (2.1.13) il s’ensuit que
(r =5 F(3,) 20
Ainsi,on montré que

(F1(3y),7=5,) >0  V¥re)y (g).

Moyennant (2.1.16), (2.1.17) et la partie unicité du lemme (2.1.1) on déduit

O0g =0y

Le lemme (2.2.1) est une conséquence de (2.1.13) , (2.1.18) et (2.1.11) =

Preuve. du théoreme 2.1.1

(2.1.13)

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.16)

(2.1.17)

(2.1.18)

Soit |pt|zeery) < Ho et soit g* le point fixe de I'opérateur Ajdonné par (2.1.11) Le

lemme(2.2.2) on obtient que g* et 'unique point fixe de I'opérateur Apdonné par (1.2.6).

Soit maintenant o* = of. On a ¢g* = ¢* et moyennant (2.1.9) on obtient que c*est la

g

solution de (1.3.13).La partie unicité du théoreme (2.1.1) est déduite 1'unicité du point fixe

de Popérateur Ay donné par (2.1.11)(voir les lemme (2.2.2) et (2.1.1)). =
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Chapitre 3

ANNEXE

3.1 Rappels de mécanique des milieux continus

Il s’agit dans cette section de présenter quelques reppels de mécanique des milieux continus.

3.1.1 Contraintes et Déformations

On considére un corps déformable occupant un domaine 2 de R (N=1,2,3), de fontiére
00 = T supposée assez réguliere. Nous étudions , dans un intervalle de temps [0,7] ,

I’évolution du cops matériel due & 'application de forces de volumes

pii=Div o+ f dans Q x (0,7) (3.1.1)

ou les inconnues du probléme sont

- le champ des déplacementes u : Q x [0,T] — RY

- le champ des cotraintes o : Q x [0,7] — Sy

Dans (3.1.1) Sy = RV*Y est I'espace des tenseurs symétrique du second ordre ~ sur RY
"ii" (respectivement 7 i ”) représente la dérivée seconde du champ des déplacements par rap-
port au temps (respectivement premiére) et Div o est la divergence du champ descotraintes
. Les fonctions densité de mass p : {2 — R, et la densité des forces volumiques

f:Qx[0, 7] — RY sont des données du probléme.
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3.1. Rappels de mécanique des milieux continus

Les processus d’évolution modelés par 'équation (3.1.1) s’appellent processus dynamiques

Dans certaines situations,]’équation (3.1.1) peut encore se simplifier. Par exemple dans
le cas ou @ = 0,il s’agit d’'un probléme d’équilibre (processus statiques), ou bien dans le cas
ou le champ des vitesses 4 varie trés lentement par rapport au temps , c’est -a-dire que le
terme pii peut étre negligé(processus quasistatiques) .

Dans ces deux cas I’équation(3.1.1) devient:

Dive+ f=0 dans Q x(0,7) (3.1.2)

Dans la suit , on va considérer des solides élasto-viscoplastiques dans le cadre des petites
transformations .Dans ce cas ,on a besoin du cham des déformations linéarisé € : Q2 x [0, 7] —

Sy défini par :
1
e = (6,‘]‘) yEij = 5 (8]1% + &u]) dans Q x (O,T) (313)

ou 0, représente 'opérateur de dérivation partielle par rapport a la variable x; .On
précise en outre qu’on adopte la convention de l'indice muet .Souvent , pour marquer la
dépendandance du champ des déformation ¢ par rapport au champ des déplacements u ,
on va le noter ¢ (u) .Remarquons aussi que dans I’étude des processus statiques le temps
n’intervient pas sont satisfaites en Q au lieu Q x (0,7") .

Les équations précédents sont insuffisantes & elles seules pour decrir les mouve ments des
milieux continus .En effet ,il réste & décrire ce qui est propre au matériau lui méme .C’est

I’objet des lios de comportement que nous décrivons dans la section suivante.

3.1.2 Lios de comportement

Les lois de comportement caractérisent le comportement de chaque type de milieu continu.
Bien qu’elles doivent respecter certaines propriétés d’invariance ,leur origine est souvent
expérimentale et c’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir
une lio de comportement .Nous présentons ci-dessous les lios de comportement élasto-visco-
plastique traitées dans cette these .

Dans la suite ,nous envisageons d’étudier trois catégories particulieres de matériaux .
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3.1. Rappels de mécanique des milieux continus

a) Matériaux élastique

La loi comportement est de la forme
o=7F (g) (3.1.4)

ou F est une application linéair. Cette loi peut modeler quelques propriétés mises
en évidence par les axpériences de chargement monotone : linéarité de la courbe o =
o (€) (suivant que F soit monotone ou non). Par contre , ni le fluage, ni la relaxation ne
peuvent étre décrits par la 10i(3.1.4). En effet ,si par exemple a 'instant ¢ = 0 on a
£ (0) = g et on maintient la déformation constante € (t) = g9 V¢ > 0 il résulte o (t)) = F
(e0) Vt = 0 . Par conséquent le modéle(3.1.4) ne peut pas décrire le phénomeéne de
relaxation mis en évidence par les essais expérimentaux . De méme, pour 1’équation (3.1.4)
les courbes charge-décharge o = o (¢) coincident. Ce modele ne peut donc pas décrire les
déformations résiduelles ce qui justifie I'introduction d’autres lois constitutives capables de
modéler ces phénoménes.

b) Matériaux viscoplastique

La loi de comportment est de la forme

6 =ct+G(o,e) (3.1.5)

ol ¢ est un tenseur d’ordre quatre et G est une fonction constitutive . Les lois de. com-
portement (3.1.5) s’appellent lios viscoplastique semilinéaires . On peut aussi envisager
d’autres lois plus compliquées , par exemple des lois de la forme (3.1.5) ou € = € (o,¢)
(lot viscoplastique quasuinéaires). Des détails et exemples concernant les lois de com-
portement de la forme (3.1.5).

On suppose toujours que € est un tenseur inversible . Les tenseurs ¢ et ¢ jouent donc
des roles symétriques dans 1’équation(3.1.5) . Plus précisément (3.1.5) est équivalente a
I’équation;

t=86+G(0,¢) (3.1.6)

olé=clet G=—"1G.

Dans le cas ot la fonction G est de la forme :
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3.1. Rappels de mécanique des milieux continus

G(o,e) = —k (0 — F(€)) (3.1.7)

ou k > 0 est une constante dite constante de viscosité et F une fonctoin constitutive ,
la loi de comportement (3.1.5) est dite viscoélastique .
Regardons quelques exemples de lois viscoplastiques ou viscoélastiques, dans le cas uni-

dimensionnel. La loi de comportement (3.1.5.) devient alors :

c=E:+G (0,0 (3.1.8)

ou E > 0 est le module de Young , 0, : Ry — R et

G : R? - R . En prenant une contrainte constante o (t) = o pour tout ¢ € [0,77], (3.1.8)
implique & (t) = —+G (09, (t)) . En supposant alors que € (0) = &g et G (09,20) < 0,
on obtient que la déformation ¢ croit dans un voisinage de t = 0 . Ceci implique qu’a
I'état (0g,e0) ’équation (3.1.8) admet la propriété de fluge . En prenant maintenant un
état (0g,e0) tel que G (09,£9) < 0 et une déformation constante € (t) = ¢ pour tout ¢ €
[0,77,(3.1.8) implique ¢ (t) = G (0 (t),g9). On obtient alors que la contrainte o décroit
dans un voisinage de ¢t = 0. Ceci implique qu’a 'état (o¢,c0) , 'équation (3.1.8) admet la

propriété de relaxation .

3.1.3 Conditions aux Limites

Supposons maintenant que la frontiére du domaine est constituée de trois parties disjointes
deux & deux :

I'= ThZUlLUTs, I'NT; = 0 pour i # j . Soit v le vecteur unitaire extérieur a I.Pour
simplifier, nous nous placons dans le cas statique et par conséquent le temps n’interviendra
pas par la suite.

On considére les conditions aux limites suivantes :
u=E¢& sur I (3.1.9)

ov = g sur Iy (3.1.10)

La condition ( 3.1.9 ) est appelée condition aux limites de déplacement. Sa signification

consiste en ce que le champ des déplacements est imposé sur la partie I'; de la frontiére I' | la
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3.1. Rappels de mécanique des milieux continus

fonction ¢ étant une donnée du probléme (par exemple, si ¢ = 0 le solide est encastré par
la partie I'; de sa frontiére dans une structure fixe).

La condition (3.1.10) est appelée condition auz limites de traction. Elle signifie que le
vecteur des contraintes de Cauchy ov est imposé sur la partie I'y de la frontiére, g représen-
tant la densité des forces appliquées de surface et constituant une donnée du probléme.

Si'y = 0 le probléme aux limites est probléme de traction pure et si I'y = 0 le probléme
aux limites est un probléme de déplacement pur . Si les parties I'; et I's sont toutes les
deux de mesur Lebesgue N-1 dimensionnelle strectement positive le probléme considéré est
un probléme maixte de déplacement — traction .

On suppose maintenant que le corps est en contact avec une base rigide S par la partie
I'5 de la frontiére.

On note par v, et v,la composante normale et respectivement trangentielle de tout
champ vectorielle v = v,v + v; ol v, = v- v . De méme, soit o, et o,la composante
normale et respectivement tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ov. 1l vient :
o, = (ov),, o, = (ov)_ surI's. Nous considérons les condition aux limites suivantes :

a)Conditions de contact sans frottement

On dit que le cotact entre le corps et la base rigide S est sans frottement, si les mouve-

ments tangentiels sont libres, ce qui se traduit par

o,=0 sur T (3.1.11)

Puisque S représente une base rigide, elle ne subira donc pas de déformations. Le corps

ne pourra donc pas y pénétrer. Cette propriété se traduit mathématiquement par 'inégalité

u, = u-v<0 sur I's (3.1.12)

Aux points de I's tels que u, < 0, le corps déformable quitte la base rigide. Les con-

traintes normales y sont alors nulles. Par conséquent, on a

u, <0= 0,=0 sur T (3.1.13)

Aux points de I's tels que u,, = 0, on suppose que la base rigide S exerce une réactions

inconnue suivant la direction de la normale et orientée vers 2. On a :
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3.1. Rappels de mécanique des milieux continus

u, =0 = 0,<0 sur T} (3.1.14)

pour résumer, les condition de contact. (3.1.9) — (3.1.12) s’écrivent d’une maniére

combinée de la fagon suivante :

u, <0 ,0,<0,0,=0,0,u,=0 sur I';. (3.1.15)

Les conditions aux limites de contact de la forme (3.1.15) sont aussi appelés conditions de
contact de Signorini. Dans le quasistatique ces conditions sont vérifiées sur I's x (0, T) ou
T > 0 est 'intervalle de temps.

Les conditions de contact de Signorini (3.1.15) modélisent le contact d’un corps dé-
formable avec une base rigide. On peut envisager donc des conditions de contact d’un corps
déformable avec une base déformable. On va en citer un exemple qui se présentent comme
des conditions aux limites régularisées des conditions de Signorini (3.1.15) . Plus précise-
ment, sur les parties I'y et I'y, on impos les conditions aux limites de déplacement-traction

alors que sur la partie I's, on suppose :

o,=0 si u, =<0
—h<0,<0 si u,=0 , 0, =0 (3.1.16)
o,=—h si u, = 0
ou h > 0 est un paramétre destiné a tendre vers U'infini. On remarque que les condi-
tions aux limites (3.1.16) tendent formellement vers les conditions aux limites de Signorini
(3.1.15) quand le paramétre h tend vers I'infini.
b) Conditions de cotact avec frottement
Nous présentons dans ce qui suit quelques exemples de lois de frottement. Nous nous
bornons au cas statiques utilisé notament en modélisations des processus de chargement

monotone (vois aussi [2], [5]).
Exemple 3.1.1 Loi de TRESCA.

On suppose que le contact entre le corps et la fondation est bilatéral (le contact est

maitenu pendant le mouvement). Cette propriété se traduit mathématiquement par
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3.1. Rappels de mécanique des milieux continus

u, =0 sur I's

La loi de Tresca présente un seuile de glissement fixe p : lorsque solide et la fondation
sont en contact, la fondation exerce sur le solide un effort tangentiel qui ne dépasse pas un

certain seuil :

o/ <p swr Ty

Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le milieu continu ne peut pas

se déplacer par rapport a l'obstacle et il y a blocage, ce qui se traduit par :

o] <p= u, =0 sur I's.

Lorsque ce seuil est atteint le, solide peut se déplacer tangentiellement par rapport a
la fondation et il y a alors glissement. La contrainte tangentielle tend & s’ opposer au
déplacement. Par conséquent, on a :

lo;] =p = il existe A > 0 tel que o, = —Au, sur I's.

Les conditions aux limites de type frottement de Tresca s’ écrivent alors comme suit :

u, =0

or| <
orl < P (3.1.17)
o] <p = u, =0

o] =p = ilexiste A\> 0 tel que: o, = —Au,

\

ou p est le seuil de glissement.
Exemple 3.1.2 [oi de COULOMB.

C’est une des lois le plus répandues et elle est plus réaliste que la précédente. Elle se
caractérise par l'intérvention de la contrainte normale dans le seuil de glissement et peut

s’ennoncer comme suit :
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3.2. Espaces fonctionnels

o] < plo]
o7 < ploy| = u; =0 (3.1.18)
lor| = plo,| = il existe A > 0 tel que o, = —Au,

ou p est le coeffcient de frottement.(3.1.18) on rajoute des conditions aux limites de

contact bilatéral (u, = 0) ou unilatéral(u, <0, 0, <0, 0, =0, o,u, =0 sur I'y).
La loi de Coulomb est souvent utilisée pour les corps rigides ou élastiques. On remarque
également qu’il s’agit d’une loi a seuil, tant que le seuil n’est pas atteint, il n’y a pas de
glissement. Ce seuil est variable et dépend de la contrainte normale ce qui représent une

difficulté majeure pour I’étude mathématique de cette loi de frottement, (voir par exmple[2],

[5])-

3.2 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section des espaces du type Sobolev utilisés en mécanique et associés
aux opérateur divergence et déformation.On présent de plus leurs principales propriétés,
notamment les théorémes detrace.On rappelle aussi queques espaces définis sur un intervalle
réel et & valeurs dans un espace de Hilbert. On adopte ici la convention de I'indice meuet et
on précise aussi que toutes les notation ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans cette
thése sont introduits dans cette section. En outre,dans la rédaction de cette section nous

avonssuivi

3.2.1 Espaces de Sobolev H' ()

défini par:
H (Q)={ueLl?(Q)\Ouel’Q),i=1,N}.

L’espace H' () est un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire

(U, V) gy = (U, V) 12y + (Oitt, 00) 12 Y u,v € H (Q)

On notera la norme associée par |.| 41 q) -On note de plus par H; (Q) Padhérence de D ()

dans H' (Q) .L’espace Hj (€2) est un espace fermé de H' (Q) .
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3.2. Espaces fonctionnels

3.2.2 Espaces liés a 'opérateur déformation

pour l'opérateur déformation , il est naturel d’introduire I’espace

Hi={ueH \e(u) € H}

On considére sur H; le produit scalaire

(U, ) g, = (u,v) g + (e (1) ;€ (V) Yu, v € Hy

et On note la norme associée par |.[, .On obtient ainsi que linjection H; C H et
Iopérateur déformation
e : H — H sont des opérateurs continus. De méme,compte tenu de ’identification de

H et 'H a des sous -espaces de D'et D’

(e(u), ®)pivp + (u, Div @)y, =0 Yue H, ¢ € D (3.2.1)

(e (u), @)y + (u, Div), =0 Vu € Hy, ¢ € D. (3.2.2)
3.2.3 Espaces liés a ’opérateur divergence

comme dans le cas de I'opérateur déformation, il est naturel d’introduitre I’espace H;lié a

lopérateur divergence et défini par

Hi={oceH\Divoc € H}

sur lequel on considére le produit scalaire

(o, T>H1 = (0, T)y +(Div o, Div 1)y Vo, T € H;.

On note la norme associée par HH .On obtient ainsi que I'injection H; C ‘H et 'opérateur
1
divergence Div o : H; — 'H sont des opérateurs continus.De plus, compte tenu de

I'identification de H et H a des sous -espaces de D/etD’ .
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3.3. Analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert.

(Div o, ©)piyp + (0, €(9)y Vo € Hy € D. (3.2.3)
(Divo, o)g+(o,e(p)y =0 Yo € Hi, ¢ €D. (3.2.4)

3.3 Analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert.

Nous rappelons dans cette partie quelques éléments d’analyse non linéaire dans les espaces
de Hilbert, et sur les opérateurs fortement monotones, et particuliérement des résultats
d’existence et d’unicité concernant les inéquations variationnelles elliptiques, et a la présen-

tation du théoréeme de Cauchy-Lipchitz.

3.3.1 Eléments d’analyse non-linéaire dans les espaces de Hilbert.

Dans cette section on présente des résultats d’existence et d’unicité concernant les équations
variationnelles elliptiques, les équations d’évolution et les équations différentielles ordinaires

dans les espaces de Hilbert.

Rappels sur les espaces de Hilbert.

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.), un produit scalaire sur H c’est a dire (.,.), :
H x H— R est une application bilinéaire symétrique et définie positive. On note par |.|;

Papplication de H — R, définie par
1
[ul gy = (u,u)} (3.3.1)
et on rappelle que |.|;; est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz
(u,v) y < July |vly Yu, ve H (3.3.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme définie par (3.3.1) .
Dans la suite, H désigne un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire ainsi que

., , . . ’
de la norme associée notés respectivement par (.,.); et |.|5. On note aussi par H l’espace
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3.3. Analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert.

dual de H c’est a dire ’espace des fonctionnelles linéaires et continues sur H muni de la

norme
<77>U>H’xH
|7]|H, = Sup |U|
oo 4

ol (., .) '« représente la dualité entre H "et H.
Théoréme (Théoréme de représentation de Reisz-Fréchet) :

FEtant donné n € H , il existe f € H unique tel que

<n7U>H'xH = <f7U>H Yv € H (333)

On a de plus
Mg =1flg (3.3.4)

Ce théoréme montre que toute forme linéaire continue sur H peut se représenter de
maniére unique a l'aide du produit scalaire. L’application n — f est un isomorphisme
isométrique qui permet d’identifier H et son dual H .

Théoréme de Banach. (point fixe) : Soit X un espace de Banach, K est un ensemble
fermé et non vide de X. On suppose que A : K — K

1) A est une contraction, i.e 3 a € (0,1).

|Au — Av|| < al|lu —v||Vu,v € K.

Donc il existe une solution unique v € K de I’équation Au = u, i.e

A) a un point fixe unique dans K.

2) A™ est une contraction pour m un entier positif, donc A admet un point fixe unique
dans K.

Soit maintenant a : H X H — R une forme bilinéaire sur H X H, la forme a est dite

1) Continue s'il existe un réel M > 0 tel que

la(u,v)] < Mul|y|vly Yu, ve H

2) Coercive s'il existe un réel m > 0 tel que

a(u,u) > mluly Yu€ H.
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Remarque : Soient A: H — H un opérateur et a: H x H — R la forme définie par
a(u,v) = (Au,v)y Yu, ve H

On a alors les propriétés suivantes:

i) a est bilinéaire si et seulement si A est linéaire.

ii) @ est continu si et seulement si A est continu.

iii) a est coercive si et seulement si A est défini positif.

Théoréme (lemme de Lax-Milgram) Soit a : H x H — R une forme bilinéaire, continue

et coercive. Alors pour tout f € H, il existe un unique u € H tel que
a(u,v) = (f,v),; Yve H.

Proposition : Si ’espace X désigne un espace de Hilbert réel et K un sous-ensemble

de I'espace X, en considérant ¢, de K définie par

0 siue K
YK =

+oo  siué¢ K
nous savons que ’ensemble K est fermé, non vide et convexe si et seulement si sa fonc-
tion indicatrice ¢, est une fonction propre, convexe, semi-continue inférieurement. Il est
important d’introduire la notion de la sous-différentiabilité qui intervient fréquemment en
mécanique de contact.

Définition : Soit K un sous-ensemble non vide et convexe de ’espace X, considérant la

fonction indicatrice ¢, de K. Nous avons de suite que si u ¢ K alors 0p(u) = &. supposons
alors que u € K. Il vient que si " € 9 (u) alors <u',v —u) <0 YveX.

Nous pouvons ainsi caractériser le sous-différentiel dp; d’une fonction indicatrice ¢y

d’un ensemble convexe non vide
G@K(u):{u/ eX'/ <u/,v—u>X§0 VUEX.} (3.3.5)

Tout sous-gradient u" € Oy (u) est appelé support de la fonction en w.

Opérateurs fortement monotones.

Dans cette section nous commencons par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones
et de Lipschitz. Pour cela, on considere un espace de Hilbert H muni du produit scalaire

(.,.) et de la norme associée ||.||; et A: H — H un opérateur non-linéaire.
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L’opérateur A est dit :

a) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u —v), > mlu—v|} Yu, ve H;
b) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
|Au — Av||y < M ||lu—v||; VYu, ve H;

Nous avons le résultat suivant:

Théoréme : Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz. Alors
pour tout f € H il existe un élément unique Au = f.

Le résultat précédent est un cas particulier du théoréeme de Minty-Browder. I1 nous
prouve tout opérateur A : H — H fortement monotone et de Lipschitz est inversible.

Théoréme : Soit A: H — H un opérateur fortement monotone et de Lipschitz. Alors

son inverse A~!: H — H est également fortement monotone et de Lipschitz.
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