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Introduction

Introduction générale

Mathématiques de la science pure, mais avec une touche de temps et d’études intensives,
les scientifiques ont pu découvrir les équations difficiles solutions approximatives, qui sont
une approximation de fonctions aux polynoémes. Les conclusions de son Tchebychev et voila
ce étudiez dans cette mémoire.

La théorie des polyndémes orthogonaux constitue un lieu de rencontre privilégié pour
diverses disciplines des mathématiques. Les polyndémes orthogonaux par rapport a une
fonction poids w () continue et sur un segment [a, b] .

Les polynémes orthogonaux de Tchebychev forment une classe assez particuliere de
polynoémes orthogonaux sur un segment. Les polynoémes orthogonaux de Tchebychev uni-
taires ( moniques ) soient solutions de certains problémes extrémaux posés dans L* ([—1, 1] ,w () .

Un des problémes fondamentaux de la théorie des polyndmes orthogonaux est celui qui
étudie 'approximation par les polynémes orthogonaux. Nous donnerons des exemples sur
les approximations.

Les polynomes orthogonaux de Tchebychev intervient de fagon significative dans la ré-
solution de problémes mathématiques suivants:

1. Analyse de la distribution des zéros des polynémes orthogonaux.
2. Etude de la convergence des approximants de Padé.
3. Théorie spéctrale.

Ce travail est composé de 3 chapitres:

e Le premier chapitre parle engénéral sur de polyndémes orthogonaux et divers types.
Comme consacré & polynéomes orthogonaux de Tchebychev.

e Le deuxiéme chapitre est consacré a parler sur les polynémes orthogonaux de Tcheby-
chev, ol nous connaissons et nous dire leurs propriétés.

e Le troisiéme chapitre présente les applications des polynémes de Tchebychev.



Notations et conventions

Notations et conventions

Onm fonction liée de x.
Y cte.
j cte.

w (z) fonction de poid.

(,)., leproduit scalaire de w.

IR la norme de w.



Chapitre 1

Polynémes orthogonaux sur segment

et avec une fonction de poids

Dans ce chapitre, il étudié une forme génératrice forment une famille de polynémes or-
thogonaux sur un espace de Hilbert, et comme nous attribuons notre conversation sur les
polynomes orthogonaux de Tchebychev. Ils jouissent d'un certain nombre de propriétés

interessantes. Et est une relation récurrence et meilleure d’approximation.

1.1 Espaces de Hilbert

Définition 1.1.1 Soit © un espace linéaire sur le corps k. un produit scalaire sur xest une

application p:x x v — k telle que pour tout v 1,22y € X, et A € k, on a:

z,x) >0 et p(x,x) =0 si seulement siz =0

S

1 (

2 ez, y) = ¢y, v)

3. p(r +x2,y) = @(x1,Yy) + ©(T2,Y)
4 Az, y) = Ap(z,y).

Dans la suite on sera noter par [5]

p(z,y) = (z,y)

Définition 1.1.2 un espace de Hilbert est un espace complet par rapport a la norme induite
par un produit scalaire. En d’autres mots Un espace de Banach dont la norme est induite par

un produit scalaire.



1.2. Polynémes orthogonaux

Définition 1.1.3 Deux éléments x et y d’un espace de Hilbert E sont dits orthogonauz si
(x,y) = 0, on écrit alors x L y.On dit que deuz parties F' et G de E sont orthogonales si
tout élément de F' orthogonal & tout élément de G, on écrit alors F' 1. GG. L’orthogonal d’une

partie F' de E, noté F-, est I’ensemble des éléments de E orthogonauzx a F. [5]

Théoréme 1.1.1 (Pythagore) Si xy xs, ..., z, sont des éléments de E, deux & deux orthog-
onauz, alors.

1 + @2 + oo+ 2l =l + [zl + o+

Démonstration. Si x1 et x5 sont orthogonaux,
21 + zal|” = (1 + 22,21 + 22) = [|a1]|” + 2Re ((z1, 22)) + [|22])*.

Comme (x1,22) = 0,0n en déduit le théoréme lorsque n = 2, Le cas général s’en déduit

par induction. [5] ®

1.2 Polyndmes orthogonaux

Soit ]a,b[ € R borné ou non. Soit un poids w : Ja,b] — RT continue. On suppose Vn €

N, fab |z w (z) dz est convergente. Soit £ = C° (Ja,b[) muni du produit scalaire

b
(f. 9o = / f(2)g () w (z) de

et ||.||, la norme associée. [7]

Définition 1.2.1 On appelle polyndome unitaire un polynéme dont le coefficient du plus haut
degré est 1. [7]
P, () = 2" 4+ ap_12" 1 + ... + ao.

Théoréme 1.2.1 I existe une suite de polynomes unitaires (P,), € N, deg(P,) = n,

n

orthogonaux 2 o 2 pour le produit scalaire de E associé au poids w. Cette suite est unique.
Démonstration. Par récurrence selon le procédé d’orthogonalisation de Schmidt. On a
Py (x) =1 car Py est unitaire. Supposons Py, Py, ..., P,_1déja construits, alors (Py, Py, ..., P,_1)

forme une base de P,y Soit P, € P,,_1 unitaire, alors

n—1

P, (2) = 2"+ S MNP (@)
=0

7



1.2. Polynémes orthogonaux

On a (P, Py), = 0, pour tout k =0, ...,n donc

(2", Pr)w + A || Prll, = 0

et donc
<:L,n7 Pk>w

1Pill,

On a alors déterminé P, de fagon unique car le choix des i, est unique. [7] m

A =

Théoréme 1.2.2

Formule de récurrence pour construire les polynémes orthogonaux. Les polynomes P,

vérifient la relation de récurrence. [7]

Po (@) = (= An) Poc1 () = p Pz (2) -

avec
)\k _ <xPn—17 Pn—1>w
[P,
2
. [ Pa-1ll,
n 2
[ Pa—2ll;,

1.2.1 Quelques exemples classiques de polyndémes orthogonaux

Polyn6émes de Legendre

Prenons |a,b[ = |—1,1] et w(z) = 1. La famille {z";n > 0} est totale dans 'espace de

Hilbert L2 (]—1,1[, dz) .[5]

P, (z) = @n—n!)!% ((=>=1)"). (1.1.1)
ou [7]
P, (z) = inn!% (z*=1)". (1.1.2)



1.3. Polynémes de Tchebychev

Polyn6émes d’Hermit

1
Prenons I = R, w(x) = (27) 2exp <%2> et soit L?(R,w (x)dx) l'espace des fonctions
de carré sommables pour la mesure de densité w par rapport a la mesure de lebesgue.

Le produit scalaire et la norme seront notés respectivement (,) et |.||,. Pour f et g dans

L? (R,w(z)dz). 2

1 +oo 22
o)== [ 1@ T (113)

La densité w a été choise de fagon que. [5]

/+oow(a:)d:6:1.

Polyn6émes de Laguerre

Considérons I'espace L? ([0, +oo[, e *dx) des fonctions de carré sommable pour la mesure de
densité w (x) = e~ par rapport a la mesure de lebesgue sur 'intervalle [0, +o00o[. Le produit

scalaire et la norme sur L? ([0, +o0o[, e *dx) sont donnés par: [5]

+oo

o= | g (1.1.4)

i1 = ([ eas) (1.15)

1.3 Polynomes de Tchebychev

L’application § — cosf est une bijection continue de [0, 7] sur [—1, 1] et donc a chaque
fonction F continue sur [0, 7] on associe de fagon univoque la fonction f continue sur [—1, 1]

par la relation:

F(0) = f (z) avec z = cos¥b.

De plus

[r@ra=[ w2



1.3. Polynémes de Tchebychev

On en déduit, que lapplication qui & une fonction F de [0, 7] fait corres-pondre la
fonction f de C'([—1,1]), se prolonge en une bijection isométrique de 'espace de Hilbert
L2 ([0, 7], df) sur 'espace de Hilbert L? ([—1,1],w (z) dx) des fonctions de carré sommables
sur [—1, 1] pour la mesure de densité w (z) = ﬁ par rapport a la mesure de lebesgue,

c’est-a-dire vérifiant.

2 ! 2 d
112 = [ 17 @) 2= < o

Le produit scalaire associe sera noté (, ),

f(z)g(z)
/ 1 = x2 . (1.2.1)
pour f,g € L?([-1,1],w (x)dx) .
Lafamille {1, 7, ...,2", ...} est totale dans 'espace L? ([—1,1] ,w () dz) et procédé d'orthogonalisation
de Gram-Schmidt perment d’en fabriquer une base hilbertienne. Cependement, I’isomorphisme
mis en évidence plus haut permet de retrouver rapidement cette base hilbertienne, en effet

les fonction définies par ¢, (f) = cosnf forment une base orthogonale de L? ([0, 7], df) et

/ "o O g ] ()0 S mm A0 (1.2.2)

TO0on sinon

on a

Il en resulte que les fonctions 7, () = cos (n arccos x) forment une base orthogonale de

L*([-1,1],w(z) dz) et on a: [5]

(T, Tin)ey = génm si n,m 0.

(Th, To)w = moon n > 0.

Définition 1.3.1 La suite de polynomes {1y, 11, ..., T,, ...} constitue une systéme orthogonal
1
sur [—1,1] par rapport & la fonction poids (1 —2%)" 2. En effet, a partir de la relation

cosnf cosmb =

[cos(n+m)0+cos(n—m)6]
2

, il est facile de voir que: [1]

0 st n#m
/ T, (cos ) T,, (cos0) df = T st n=m#0
0

T st n=m=2~0



1.4. Meilleur approximation

soit encore
. 0 s m#n
T, ()T, (x

1 (1—3:2)% 2
T st n=m=2~0

Théoréme 1.3.1 La suite des polynomes de Tchebychev (T,,) est une base orthogonale de
Uespace L* ([—1,1] ,w (z) dx) et pour tout f dans cet espace, on a: [5]

=0.

w

Jim Hf _ %(f, Ty)oTo + % :;U, T T

n—-+o0o

et
1 2 X
IFIE = = 100 To) P + = 52 (£ Tl

1.4 Meilleur approximation

Définition 1.4.1 ( Approxzimation )
On dit que le polynéme P de degré < n repesente une approrimation d’une fonction

continue f sur Uintervalle [a,b] si la valeur max |f (x) — P (x)| est minimale x € [a,b]. [3]

Définition 1.4.2 Soit V' un espace vectoreil muni d’un produit scalaire noté ([.,.]) et ||.|| la
norme associeté soit V,, une sons de V' de dimension fini, on note {ay,as,...,a,} une base

de V. On dit que P, € V réalise la meilleure approximation de f € V au sens suivant: [3]
1P = fll = min ||V, — f]]. (1.3.1)

Théoréme 1.4.1 (théoréme de Tchebychev)
La condition nécessaire et suffésante pour que la fonction P € P, étre une meilleure

approximation de la fonction f est

f () = P ()

= max ’f(m)—lf’(x) :

z€[a,b]

pour n + 1 points xg, x1, ..., T, de [a,b]. [3]



1.4. Meilleur approximation

1.4.1 Meilleure approximation de la fonction nulle

Théoréme 1.4.2 Les polynomes de Tchebychev T (z) = :gz(ﬂ). (Le coefficient de x™ est

égale a 2) de degré inferieuron égale a n représente la meilleure approzimation de fonction
nulle sur l'intervalle [0, 1].

Preuve. On a:

IT; () =0 = mip |0
T = i .
T @) = i (1Rl
T, (z) 1
- |55 - 5= 1l =

(car ||T,,|| = m[%x} T, (z)] = 1.).
z€l0,1
Par labsur de supposon que T, (x) n’est pas la meilleure approzimation de la 2fonction

nulle sur [0,1]. Alors, on peut trauver un polynéme R, € P, tel que:
[ Bnll < IT51] -

D T i R, .
one T3] # min ||R,|
Posons

Q est un polynéome de degré < n — 1 (car le coefficient de x" dans T et R,, et égale

a 1 on considére les points g, 1, ..., T, on T, prendre les valeurs —1,1,... c’est-a-dire T

prendre les valeurs —2%1, 2%1,

Donc
Q(z) = T, (z) — Ra(2)
Q) = —gy — Ra o)
Q) = gy~ Bul®)
exitéra ...

mais | Ryl < || T alors Q (1) < 0,Q (z2) > 0...

Alors le polynome Q) admet n racine c’est une contradition car Q est degré n — 1. [§]



1.5. Relation de récurrence

1.5 Relation de récurrence
A partir des formules trigonométriques de base, il facile de voir que:
cos (n+1)0+ cos(n—1)0 = 2cosf cosnd.
On pose 0 = arccos x, pour 0 < 6 < 7, alors il vient immédiatement.
Toi1 (x) + 11 (x) = 22T, (). (1.4.1)
Sachant que Ty (z) = 1 et T} (x) = x, la suite T, est alors complétement définie. [1]

Proposition 1.5.1 Sin > 1, le cofficient de 2 de T, (x) vant 2"~1. En effet, d’aprés 77,
le coefficient de z" de T, 11 (z) et le double du coefficient de z™ de T, (x), puisque T} 4
n’est que de degré n — 1 et n’a pas de coefficient de z" . Le coefficient de x™ de T, (x) est
donc constante fois 2", déterminé par le cas n = 1,T) (x) = x. la constante vaut %.On peut

enfin préciser maintenant la norme d’erreur de la meilleure approximation de " dans P, _1.

[3]

10



Chapitre 2

Polynémes orthogonaux de

Tchebychev

Ce chapitre, est définer les polynémes de Tchebychev avec les séries de Tchebychev.Et
définer des propriétés des polynomes de Tchebychev (La relation récurrence et propriété

Meilleure approximation) sont rappelées.

11



Partie 1

Polynémes de Tchebychev

12



Définition 2.0.1 On appelle polynéme de Tchebychev de degré n, le polynéome T,,, défini,
pour tout x € |—1,1[, par: [1]

T, (z) = cos (narccos x) . (2.1.1)

Définition 2.0.2 Le polynome de Tchebychev T, (z) avec n € Z est défini par la relation:
(2]
T, (z) =cos(nf) ou x = cosb. (2.1.2)

Soit Z un nombre complexe (Z € C) tel que |Z| = 1. Alors on peut écrire:
Z =cosf +isinf = exp (i0).

Z" = exp (inf) = cosnb + isinnb. (1)

(a+0b)" = CFa*p"F.
k=1

(cos@ +isinf)" = Z C* (cos0)"* (isin )" .
k=0

=cos" 0+ iC} cos" ' fsin — C2 cos™ ? Osin® 6 + ... (2)
la partie réel de (1) = la partie réel de (2).
cosnf = (cos )" — C? (cos0)" > sin? f + C4 cos" 4 sin* 6 — .....
= (cosf)" — C?cos" 20 (1 — cos?0) + C cos"™* <(1 — cos? 9)2> — ..
cette expréssion réprésent un polynéme de degré < n du variable x = cos ;6 = arccos x.

Donc cos (n arccos z) est un polynome de degré < n appelle polynome Tchebychev. [8]

Exemple 2.0.1 (Calcul de T,,)
On aTy(x) =1
T1 (z) = cos (1 arccos x) = cos (arccos x) = z.

Pour calcul Ty, T3 on utilisé trigonométrique suivante
cos ((n+m)0) + cos ((n —m) @) = 2cosnb cosmd.

VO € R;Vn,m € N; T, (z) = cosnd.

13



2.1. Les types des polynémes de Tchebychev

Toi1 (x) + Thoq (x) = 22T, (2) <= Ty (z) = 22T, (x) — T—1 (2) .
pour m = 1;
n € N;cos(n+ 1)+ cos(n—1)68 = 2cos (nh) cos
ona x=cost:

cos(n+1)0+cos(n—1)0 = 2cosnb .
Toi1(x)+ T q1(x) = 22T, (x),Vn € N;Ve € [—1,1].

cette relation de récurrence permet de calculer Ty, Ty, ...

2.1 Les types des polynémes de Tchebychev

2.1.1 Polynome de Tchebychev de 1° espéce :(T),)
Soit n un entier. Il existe un et seul polynéme noté 7;, tel que:

V0 € R; T, (cosf) = cosnb.

Unicite

T, est détermine sur [—1, 1] qui est d’infini et donc uniquement déterminé.

Existance

Soient n un entier naturel est # un réel,

cosnfd = Re(exp (inf)) = Re(cosf +isinf)" = Re (Zn: C* (cos0)" " (isin 9)k>
k=0

&
—
SIS

= (—=1)” C% (cos 0)" " (sin §)*

SRS

ols I
o

SN—

= (—1)" C2 (cos )" * (1 — cos®§)"

p

I
o

et le polyndéme

Sl
—~
e

(=1 Crxn (1= X7

3
I
=)

14



2.1. Les types des polynémes de Tchebychev

2.1.2 Polynéme de Tchebychev de 2°"¢ espéce:(U,)
Soit n un entier naturel non nul. Il existe un et un seul polynéme noté U, tel que:

V0 € R;sin QU,, (cos @) = sinnd.

Unicite

U, est détermine sur |—1, 1[ qui est infini et donc uniquement déterminé.

Existance
Soient n un entier naturel et # un réel,

sinnf = TIm (exp (inf)) =Im ((cosf =isinh)")
= Im (zn: C* (cos )" " (isin (9)k>
k=0

B(*5)
= 3 (=1 C* (cos )" T (sin )T

p=0

() .

= sinf Y (=1)PCZ(cosh)""" (1 - cos*0)
p=0

et le polynome

57

S (-nPerttxnTl (1 - X?%)P convient

p=0
5(27) )
vn € N5U,= Y (-1)FCrrix2"(1-X*)".
p=0
Les polyndmes de Tchebychev de deuxiéme espéce
Sont définis par la relation de récurrence.

Upi1 () = 22U, () — Up—1 (7).

et la condition initiales Uy (x) = 1;U; (z) = 2z.
Ils sont liés aux polynoémes de premiére espace par les relations

1

Un (IL‘) = 1 — 22 (CCTTH—l - Tn+2)

U, (1) = n+1.

15



2.2. Signes alternés du polynoéme de Tchebychev

leur norme vérifie la relation

1
||Un||§:/103 (2)

Exemple 2.1.1 (calcul U,)

dx B
V1—22 B

™
B .

Up(z) = 1

Up(z) = 2z

Uy(z) = 4a®—1

Us(z) = 82° —4x

Uy(z) = 162* — 122 +1
Us(z) = 322° —322° +6x

2.1.3 Relation entre 7;, et U,

Soit n un entier naturel non nul, pour tout réel, on a: T, (cos ) = cosnf. En dérivant cette

relation pour tout réel on obtient
—sin 0T (cosf) = —nsinnf.

on encore

1 /
VO € R;sin 6 (ETn) cosf = sin nf.

par unicité de U,, on a donc [6]

1
Yn e N*; U, = ~T'
n

n

2.2 Signes alternés du polynéme de Tchebychev

T,, est une fonction pair ou impair selon la partie de n:

Yn € N;T, (z)= cos(narccosx) = cosnf.
-1 < cosnf <1
<

T, (x) <1

16



2.3. Formule de christoffel - Darbouxe

Donc le polynome de Tchebychev est de degré < n défini sur [—1,1].

T, : x—T,(x)
-1,1] — [-1,1]

r=cos T, (x)=cosnb

(2k+1)m — g (2k+1)7r‘
2 2n

Donc le polynéme de Tchebychev s’annul aux points

T, (r) =0= cosnl =0 <= nl =

2k +1
T =cosl, k€ Ztel que 0, = w
2n
(sin=0=Ty(x)=1.)

T,, prend, les valeurs alternatives —1,1,—1,... sinf = kn = 0 = %" 8]

2.3 Formule de christoffel - Darbouxe
Tn+l ('T) Tn (y) - Tn (.CE) Tn+1 (y)
r—Yy
en effet, 1 vrai sin =0;2n — 1 — n,

:2]§Tk(x)Tk(y).

on applique la relation de récurrence pour se ramenera ’anciennumeérateur

Ty () To (y) = T (2) Toga (y) = 20T, (x) — Tt (2)] T (y) — T (%) 29T (y) — Toa ()]
= 2 (x - y) T, (.CL') T, (y) + T (:U) Th (m) T, (?/)

et on divise par x — y. [3]
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Partie 11

Propriétés des polyndémes de

Tchebychev

18



2.4. Quelques propriétés des polynémes de Tchebychev

2.4 Quelques propriétés des polynémes de Tchebychev

1) - Parité pour tout n € N, on a:

2) - Pour tout x € [—1,1], on a:
Tn (2)] < 1.

3) - Pour n pair est T}, est pair et pour n impair 7,, est impair

4) - Pour x =cosf € |—1,1[et n # 0 :

n sin nf
T (@) = sin 6
et en particulier :
T (1) = n?
T (-1) = (-1)"n*
T,,(0) = 0
15,11 (0) = (=1)"(2n+1)

sons-entendu dérivée adroite en -1 et a gauche en 1.

5)- Dans Uintervalle [—1,1],7), a ses extrema aux n + 1 points.

T = cos (%ﬂ') avec T, (7)) = (=1)";k=0,...,n.
T,, vant alter nativement 1 et -1 aux extrema 7 (données en ordre décroissant).
Preuve. 1) - T,, (1) = cos(narccos1) = cos (n0) = cos0 = 1, puis T, (—1) par parité

ou imparité. Puis Ty, est impair donc 75,41 (0) = 0 puis pour z = 0 on a § = § d’ott

Ts, (0) = cos (2n%) = cos (nm) = (—1)".

3) - Avec x = cos) = —cos (0 +m) on a T, (—x) = T, (cos (0 + 7)) = cos (n (0 +m)) =

(=1)"cos (nb) = (—1)" T, (x).

4) - Puis posont x (0) = cosf on a T, (x (f)) = cos(nh) qui donne par dérivation de

fonction composée T (x () 2’0 = —nsinnd d’ou (1.37) pour x € |—1, 1] puis pour z = 1 on

19



2.4. Quelques propriétés des polynémes de Tchebychev

a =0, avec sina ~ « au voisinage de o = 0 donc % ~ ”70 = n au voisinage de § =0 et
pour x = —1 onse sert de la parité on imparité de T,,. Comme T5,, est pair on a Ty, (0) = 0 et

pour z =0 on a6 =% donc 73, (0) = (2n+ 1)sin (2n+1)5) = (2n + 1) sin (n7 + 5) =
(=1)"(2n+1).

5) - Puis T,, € [-1,1] et |T,,(£1)] = 1 donnent en -1 et +1 T,, est extremale puis
T! () = 0 pour z € |—1,1] ssi c¢f —(1.37)sin (nf) = 0 quand = = cos@ et 0 € |0, 7| ie,ssi
0=k>pourk=1,.,n—1

Puis 7}, (#4) = cos (n (£7)) = cos (kn) = (—1)*. [4] =

2.4.1 Fonction généatrice
On cherche une fonction de deux variables (z, z) telle que:
G(z,z)= > T,(x)z".
n=0

En posant x = cosf, on a: [5]

1 e . .
G(x,z) = §Z(e’ma—l—e_’m0) 2"z < 1.
0
RN
2 1—efy 11—y
1—2z
G = —
(z,2) 1 —2xz + 22

2.4.2 Equation différentielle

Pour tout n € N, le polynéme de Tchebychev T, vérifie ’éqation différentielle du second

ordre suivante

(1—2*)T) (z) — 2T, (x) + n*T, (z) = 0.
Pour le voir, il suffit de poser x = cos @ et d’utiliser le fait que la fonction cosinus vérifie

cos” (nf) + n?cos (nf) = 0. [5]

2.4.3 Racines des polynémes de Tchebychev
Ils sont déterminés par T), (x) = 0. Ceci équivaut a

cos (narccosz) =0

20



2.4. Quelques propriétés des polynémes de Tchebychev

soit encore

2k —1
arccos r = u , k=1,2,...,n.
2n

Les racines de T}, sont donc données par

2k — 1
xkzcos(u> , k=1,2,3,....n.
2n

Ces racines sont symétriques par rapport a l'origine dans [—1,1]. [1]

2.4.4 Extrémums de T,

A partir de la définition de T,,, il est facile de voir que les extrémums des polynoémes T, sont
données par

m
cos (narccosx) = +1 <= arccosz = k—.
n

Les extrémums ont donc pour abscisses [1]

tk:cos<kﬁ) , k=0,1,2,....n.

n

2.4.5 Propriété de minimisation

Les polynomes de Tchebychev jouent un role important en théorie de 'approximation. Cela
tient & ce que, comme I’ a montré Tchebychev, ce sont 1a les polynomes s’écartant le moins de
zéro sur le segment [—1,1]. Autrement dit, si ’'on désigne par P, I'ensemble des polynomes
de degré n unitaires (c’est-a-dire dont le terme de plus haut degré est " ).On a: [5]

1
Vg € Py sup |q (v)] > sup 5—
|z|<1 o<1 2"

7 [T ()] =

2n—1'

2.4.6 Coefficient de x"
Il est facile de voir, a partir de la relation
T, (z) =22T, 1 (x) — T, o (x)
que

Ty (z) = 22°—1.
T3 (r) = 22°—3m.
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2.4. Quelques propriétés des polynémes de Tchebychev

Ainsi, on peut noter que le coefficient de téte (coefficient du terme de plus haut degré )

de T, est 2", [1]

2.4.7 Polynémes de Tchebychev réduits

On définit les polynomes de Tchebychev réduits T,,, a partir des polynomes T;,, par la relation

o (2) — %Tn (z)

= "4 ...

par construction, les polynomes de Tchebychev reduits sont moniques ( leur coefficient

de téte est égal a 1 ). Ils sont engendrés par la relation de récurrence

Toi1 (2) = 2T, () — iTn_l (z).

qui se deduit facilement de (1.4.1). [1]

Remarque 2.4.1 Si on sonhaite se placer sur un intervalle t € [a,b] on fait le changement

de variable v = 2:2=% ¢ [—1,1] pour se retrouver dans [—1,1].

Les points de Tchebychev sur un intervalle [a,b] quelconque sont definis par un simple

changement de variables :

_a+b b—acos((Q(n—i)+1)7r

ey T on + 2 ) r=n

L’interpolation de Tchebychev de f prise aux points de Tchebychev [’erreur commise dans

une interpolation de Tchebychev vérifie

Ry (z) = f (2) = Pu(x) =2 (b?Ta)

n+1 fn+1 (c)

(n+ 1)1

Démonstration. Pour convertir l'intervalle [a,b] & [—1, 1] . Nous utilisons application

linéaire:

la,b] — [-1,1]

r — t=ax+ 0.
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2.5. Relation récurrence

telle que :

r = a—>t=-—1.

r = b=t=1.

= —1l=aa+f. (1)
= 1l=ab+f. (2)
(et (2) =2=a(b—a) = a==.
En compensation (1) :
2a
I I
b—a +5
2
— [f=-1- ¢
h—
N 2 b+a
b—a v 2
2 b+a
Tr =T,(t)="1T, —
0 =10 =1 (2, (:-23))
2.5 Relation récurrence
La relation suivante est des plus importantes, on a:
Thi1(x) =22T, () —Thq1(z) s n=1,2,... (2.2.1)
En effet,
Thi1(z) = cos(n+1)8 = cosfcosnf — sinfsinnb.
T 1(x) = cos(n—1)0 = cosfcosnf + sinfsinnb.

Toi1 () +Th-1(x) = 2cosfcosnd = 22T, (z).
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2.6. Meilleure approximation de polynémes de degré n

Ou on a bien sur utilise la représentation(??)

La récurrence(??) livre, aussi la fagon la plus simple de se persuader que T, est bien un
polyndome de degré n: a partir des conditions initiales (en n) Ty (z) = 1 et T} (x) = x, on
voit bien que T;,.1 est un polynéme dont le degré vaut une unité de plus que le degré de T,,.

[3]

Exemple 2.5.1

To(x) = 1

Ti(z) = x

Ty(z) = 222 -1

Tz () = 4a2° -3z

Ty(r) = 8x*—8z2+1
Ts (v) = 162° — 202> + 5z

2.6 Meilleure approximation de polyndémes de degré n

Définition 2.6.1 Pourn > 0, le polynéme de Tchebychev de degré n est

én(x) 2" — pp_1(x)

0U Pn_1 est la meilleure au sens de Tchebychev de z™ sur [—1,1], et E,, = ||é,||, est la

norme de Uerreur de meilleure approximation; pour n =0, on défini Ty (z) = 1. [3]

2.6.1 Meilleure approximation d’un polyndéme de degré n dans

P,

La fonction continue la plus simple qui ne soit pas dans V' = P,,_; est un polynome f (z) =
ax™ + .... de degré n.

La fonction d’erreur é = f — p est encore un polynéme de degré n ayant en commun avec
f son coefficient de x™. Les deux problémes suivants sont équivalents:

1. Construire la meilleure approximation p de f (z) = ax™ + o’z"~! + ... dans P,_; sur

[a7 b] Y
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2.6. Meilleure approximation de polynémes de degré n

2. Construite ', 8", ... tels que
é(r) =ax"+ Bz + 82"+ .. (2.3.1)

soit de norme ||.||, minimale sur [a,b].

En effet, si on résont 1, il suffit de prendre é = f — p; si on résout 2, p = f — é. La
formulation 2 montre qu’il suffit de s’occuper de «, a et b. De plus, si on résout 1 ou 2 avec
a =1, il suffira de multiplier la réponce p ou é par a. On peut donc se limiter au probleme:

3. Construire la meilleure approximation de 2" dans P,_; sur [a,b].

Enfin, on raméne a U'intervalle canonique [—1, 1] par le changement de variable:

b b—
t parcout [—1,1] <=z = a—21— + Tat parcout [a,b]. (2.3.2)

On peut donc se limiter a

4. Construire la meilleure approximation de z" dans F,_; sur [—1,1].

2.6.2 Meilleure approximation de polynémes de degré n dans P, -

Ne s’obtient (généralement) pas en passant de n a n — 1, puis an — 2!. Le polynome de la
forme 2"+ B2 1 +..., avec 3 imposé, de moindre norme est de la forme constante T}, (yz + §)

si |8] < ntan® -, sinon, c’est beaucoup plus compliqué. [3]
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Chapitre 3

Quelques Applications de polynémes

de Tchebychev

Les polynémes de Tchebychev formet I'une des familles de polynomes les plus populaires,notamment
pour ses applications en approximation. Et résoudre les problémes difficiles et les équations

différentielles et d’autres applications autre. C’est ce que ce la clarifier dans ce chapitre.

3.1 Equation différenteille lineaire

y =T, (x) est une solution de
(1—2?)y" — 2y +n’y = 0. (3.1.1)
En effet, on peut deriver (1 — z?)y? = n? (1 — y?) :
—2zy”? +2 (1 —2%) y'y" = —2n’yy/

et diviser par y' (aux zéros de y, (3.1.1) est établie par continuité de y,y" et y”). On

peut aussi partir de T,, (z) = cos (nf)

dQ?J 2
y = cosnb — i —n-y, (3.1.2)

et utiliser x = cos : d/df = d/darccosz = —\/1 — x2d/dx.
d? d (d /
Y ( )Z\/1—$2<\/1—:B2y’>,

a® a0 \do”
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3.2. Polynémes de Tchebychev et problémes de Sturm-Liouville

d’ot une forme intéressante (formellement auto-adjointe)

/
V1 — z2 (\/1 - x%/) = —n?y. (3.1.3)
équivalente a (3.1.1) [3]

Proposition 3.1.1 La solution générale de la récurrence (2.2.1) aussi bien que de [’équation

différentielle (3.1.1) est
AT, (z) + BV1 — 22U,—1 (x) = Acosnbf + Bsinn#. (3.1.4)

ot U,_1 (z) est le polynéme de Tchebychev de deuziéme espéce de degré n — 1,défini par

Unt(2) = 520 cos). (3.1.5)

sinf ’

Lorsque (3.1.5) désigne la solution générale de la récurrence (2.2.1), A et B peuvent
dépendre de x, mais pas den; si (3.1.5) désigne la solution générale de I’équation différentielle

(3.1.1) A et B peuvent dépendre de n, mais pas de .

3.2 Polynémes de Tchebychev et problémes de Sturm-
Liouville

L’équation (3.1.3) est bien de la forme de Sturm-Liouville

(p(2)y () +q(@)y (@) = @)y (), a=<z<0, (3.2.1)

avec p(z) > 0 et w(x) > 0 sur (a,b). Un probléme de Sturm-liouville régulier consiste
atrouver des solutions non nulles (fonctions propres) de (3.2.1) vérifiant des conditions aux

limites homogeénes, si p (a) et p(b) # 0. Ici, p(x) = v/1 — 22, on a un probléme singulier

Les fonctions propres sont alors simplement définies par des conditions de régularité aux

limites: valeurs et dérivées finies quand x — a et b.
Ici, avec p () = V1 —2%,¢(x) =0 et w(z) = 1/+/1 — 22, la solution générale de (3.2.1)

est une combinaison de cos 1 et sin pf , ot A = —p? (comme d’habitude, faire z = cos @ pour
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3.3. Coefficients, dérivées et primitives

obtenir d?y/df#* = —p2y). Les dérivées en x sont les dérivées en # divisées par —sinf =
—v/1 — 22 et restent donc finies en +1 si les dérivées en # sont nulles en § = 0 et .
Ceci impose sinur = 0 => u € Z, donc A = —n? n = 0,1,... et la fonction propre
correspondante = cosnf = T, ().

Pour traiter convenablement les problemes de Sturm-Liouville, il faut les définir sur des
espaces de Hilbert (espaces de Sobolev).

Dérivées d’ordre quelconque: en dérivant (3.1.1) p fois, on obtient

d ((1 — xQ)% w) + (n*=p*) (1 - x2)p%1 T (@) _ 0, (3.2.2)

% daptl dxP

3.3 Coefficients, dérivées et primitives

1. 7, (x) = > (71)]71(;(;{:21})!,2%1_% x""%. En effet, nous savons déja que le coefficient de 2"
Z . .

3j<n
est 2”71 et que les coefficients non nuls sont ceux de méme parité que n. Ensuite par (3.2.2)

avec p = n — 27, le coefficient de 2"~% est 1/ (n — 25)! fois

N, (0) “1 arer(0)
W = 02— (n . 2])2 dxn—2i+2
_1 g, (0)
=) doov

1)
= ) 2" 1l

GiG-D.d(n—j)n—j+1)..(n—1)

_9; —9; —2§42)(n—2j+1
n=2j ot de 27292 est (n=2j+2)(n—2j+1)
4j(n—j)

olt a = j/ (n —2j). Ce rapport est donc > 1 tant que a < (V2 —1) /2. A ce mo-

Le rapport des valeurs absolues des coefficients de x
1
da(a+1)
ment, c’est-a-dire quand j ~ n (2 — \/Q) /4, on est en présence du plus grand coefficient,
qui est de 'ordre de (\/§ + 1)”.

2. Plus intéressante est I'expression des puissance de = dans la base des polyndémes de

Tchebychev, base que 1'on va s’habituer & utiliser dans la suite

DAL W 1+ dp—2k0

(1] : est la partie entiére par défaut),
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3.3. Coefficients, dérivées et primitives

ou (Z) = Wlk)' est le nombre de combinaisons de n objects pris k a k (coefficient
binomial).
En effet,
x = cosf = (ew + e‘”) /24" =27" I,ZZZ (Z) i(n—2k)0
3.

T, (x)

otl on termine sur e 4+ ¢~ = 2T} () si n est impair.

Remarquons que 'on a aussi montré U, (z) —

4.

/ T, () do

T
T = nU,_, = 2n (Tnl +Th3+4 ...+ T ou 30) : (3.3.1)
dT, (xr)  dcosnf
dr  dcosf
sin nf
"ing nUn-1 ()
ein@ o e—in@
(T —
n (ei(n—l)G + ez'(n—?;)@ + ”.e—i(n—S)G + e—i(n—l)G)
2n (Ty_1 (x) + Tz (z) + ...)
Ty () T () .
T, (x)dx = — 1 . 3.2
/ (z)dx 2t 1) 2(n_1)(81n7é )+ C (3.3.2)
= — /cos n# sin nfdo
1
= —5/[sin(n+ 1)0 —sin (n — 1) 0] df
cos(n+1)0 cos(n—1)0 , .
- - 1
2(n+ 1) dmon) GnALFC
T, T, — T
(#) 4y = To1 (@) 1) | o (3.3.3)

/

V1— 22

2nv1 — 22
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3.3. Coefficients, dérivées et primitives

T )
/\/%d:p = —/cosn@d@ = sn;jn@ +C
sin nf sin 0
= —+4+C
nsin 6
_ cos(n—{—l)@—'cos(n—l)edl_o (n > 0)
2nsin 6

6. Primitive de 7T, (z)log (x — ¢) .
La primitive est de la forme A, (z)log (x — ¢) — B, (x), ou A,, est une primitive de T,

et B, est un polyndéme. Choissions pour A, la primitive de T}, qui s’annule en x = ¢, soit,

par (3.3.2),
A, (z) = T”“@éif{;“(c) —T”‘lgle__%‘l(c). B, (x) est alors une primitive de A4, (z) / (z — 1) .
An(@) _ Unle) 5 Uni(0) Unz(c) "2Un,, ()

: +3 5

r—c 2(n+1) = +1

k(m)—m—z

T, .
= n—1 (@)

Donc [3]

n—1

Un_Q (C) _ n-2 Un_g_k (C) T
1) mo1 r)
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Conclusion générale

Dans ce travail nous avons apporté une contribution dans la théorie des polynomes
orthogonaux sur le segment et relativement a une fonction poids continue sur ce seg-
ment. Il s’agit des polynémes orthogonaux de type de Tchebychev. La théorie constructive
des polynomes orthogonaux nous obligee de traiter leur propriété des relations de récur-
rences.La propriété des relations de récurrences des polynémes orthogonaux de Tchebychev
joue un role important.Il est trés possible que les propriétés des solutions des problémes
d’approximation et leur relations avec des relations les polynémes orthogonaux de Tcheby-
chev obtenues trouveront leurs applications dans plusieurs domaines des physiques- math-
ématiques.Ajoutons la fonction génératrice engendrée par les polynomes orthogonaux de

Tchebychev et autres identités .
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Résumé:

Le but de cet ceuvre est de savoir les nombreux sortes. Nous prenons en
considération dans ce subjet: nombreux limites Tchebychev. Sa
définition. Ses spécialité et son application sur beaucoup de fonction.
Nous résumons ce qu'on a vu dans les points suivants:
e Importance de la meilleure proximité et son utilisation dans les
fonctions.
e Comment utiliser la rénovation de la relation pour calculer le
nombreux limites Tchebychev.
e Mettre les preferenciel équation en ceuvre et les problemes de
maths et les relations dans le nombreux limites Tchebychev

Abstract:
The aim of this work is to know the numerous vertical limits our thier

severs sorts . We specialise in this subjects: the numerous limits
Tchebychev aur its definition specialties aur its use in manq functions.
What we studied in this thesis we resume it as follows:
e [Impotence of the best proximity aur its use in functions.
e Objectivity of using the recall relation to calculate the numerous
limits Tchebychev.
e To use the preferencial equation the maths problems. Aur relations
in numerous Tchebychev.
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