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INTRODUCTION GENERALE

Le calcul scientifique est une discipline qui consiste & développer, analyser et appli-
quer des méthodes relevant de domaines mathématiques aussi variés que ’analyse, ’algebre
linéaire, la géométrie, la théorie de 'approximation, les équations fonctionnelles, I'optimisa-
tion ou le calcul différentiel. Les méthodes numériques trouvent des applications naturelles
dans de nombreux problémes posés par la physique, les sciences biologiques, les sciences de
I'ingénieur, ’économie et la finance.

Le calcul scientifique se trouve donc au carrefour de nombreuses disciplines des sciences
appliquées modernes, aux quelles il peut fournir de puissants outils d’analyse, aussi bien
qualitative que quantitative. Ce role est renforcé par I’évolution permanente des ordinateurs
et des algorithmes : la taille des problémes que 1'on sait résoudre aujourd’hui est telle qu’il
devient possible d’envisager la simulation de phénoménes réels.

La communauté scientifique bénéficie largement de la grande diffusion des logiciels de
calcul numérique. Néanmoins, les utilisateurs doivent toujours choisir avec soin les méthodes
les mieux adaptées a leurs cas particuliers : il n’existe en effet aucune “boite noire” qui puisse
résoudre avec précision tous les types de probléme.

L’analyse numérique a commencé bien avant la conception des ordinateurs et leur utili-
sation quotidienne que nous connaissons aujourd’hui. Les premiéres méthodes ont été déve-
loppées pour essayer de trouver des moyens rapides et efficaces de s’attaquer a des problémes

soit fastidieux a résoudre a cause de leur grande dimension (systémes a plusieurs dizaines
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INTRODUCTION GENERALE

d’équations par exemple), soit parce qu’il n’existe pas solutions explicites connues méme
pour certaines équations assez simples en apparence.

Dés que les premiers ordinateurs sont apparus, ce domaine des mathématiques a pris son
envol et continue encore a se développer de fagon trés soutenue. Les applications extraordi-
nairement nombreuses sont entrées dans notre vie quotidienne directement ou indirectement.
Nous les utilisons désormais sans nous en rendre compte mais surtout en ignorant la plupart
du temps toute la théorie, 'expertise, le développement des compétences et 'ingéniosité des
chercheurs pour en arriver la. Nous pouvons téléphoner, communiquer par satellite, faire
des recherches sur internet, regarder des films ou plus rien n’est réel sur I’écran, améliorer
la sécurité des voitures, des trains, des avions, connaitre le temps qu’il fera une semaine a
I’avance,...et ce n’est qu’une infime partie de ce que 'on peut faire.

Les méthodes numériques (I’analyse numeérique) est une branche des mathématiques ap-
pliquées s’intéresse au développement d’outils et des méthodes numériques pour le calcul
d’approximations des solutions des problémes mathématique qu’il serait difficile, voire im-
possible, d’obtenir par des moyens analytiques, Son objectif est notamment d’introduire
des procédures calculatoires détaillées susceptibles d’étre mises en ceuvre par des calcula-
teurs (électroniques, mécaniques ou humains) et d’analyser leurs caractéristiques et leurs
performances.

Les méthodes de ’analyse numérique s’intéressent a trouver des solutions approximatives

aux :

* Problémes dont on ignore les exprimer par des expressions analytiques par les éléments
de I'analyse mathématique.

* Les problémes dont les solutions analytique sont inconnues ou difficiles a obtenir de
telle maniére qu’on ne peut les utiliser ou les exploiter, par exemple : le calcul des
racines des équations non linéaires et transcendantes tel que :acos® z 4+ bexp® 4+¢ = 0

* Les intégrales, les solutions des systémes d’équations linéaires ou non linéaires (les
grands systémes).

*

Les équations différentielles ordinaires et aux dérivées partielles, par exemple :3/”. cos x+
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2y +cy=0,....Etc.

Langages de programmation et sciences des données :

Sans rentrer dans le détail de ces méthodes numériques et de leur substrat mathématique
théorique, on peut citer quelques logiciels basés sur des langages de programmation libres
et open source employés aujourd’hui’hui aussi bien en STM qu’en SHS. Les langages de
programmation R et Python sont communément utilisés aujourd’hui et s’accompagnent
de développement logiciels et modules pour faciliter leur utilisation ou bien proposer des
traitements spécifiques.

Le langage MATLAB a été congu par Cleve Moler a la fin des années 1970 & partir de
deux bibliothéques écrites en Fortran : LINPACK et EISPACKA4.

Alors professeur de mathématiques a 'université du Nouveau-Mexique, il souhaitait
permettre a ses étudiants de pouvoir utiliser ces deux bibliothéques sans connaitre le Fortran.
Cleve Moler I'utilisa ensuite pour des cours donnés a l'université Stanford ou il regut un
accueil mitigé de la part des étudiants en mathématiques, habitués au Fortran.

Par contre, les étudiants en technologie, en particulier en traitement du signal, furent
beaucoup plus intéressés. Un ingénieur, Jack Little (en) en comprend rapidement les ca-
pacités et entreprend avec un collégue, Steve Bangert, de le recoder en langage C. Jack
Little, Cleve Moler et Steve Bangert créérent la société The MathWorks en 1984 afin de
commercialiser la version 1.0 de MATLAB 5,6.

MATLAB a ensuite évolué, en intégrant par exemple la bibliothéeque LAPACK en 2007,
en se dotant de nombreuses boites a outils (Toolbox) et en incluant les possibilités données
par d’autres langages de programmation comme C-++4 ou Java.

Dans cette mémoire, on étudie deux méthodes concernant la résolution des équations non
linéaire et leur convergence, dans R et R” la méthode du point fixe et la méthode de Newton
Raphson . Le manuscrit se compose de trois chapitres que nous décrivons briévement.

Dans le premier chapitre, on commence par définit les notions principales concernant
I’analyse réel et numérique, certains espaces utilisés dans ce travail fait et représenté par
les espaces vectoriels normés, ’espace de Banach et métrique, ainsi, certaines définitions
importantes ont été rappelées, telles que continuité, convexité et convergence pour résoudre

un systéme d’équations non linéaire, d’autre parte, nous avons défini la dérivation des ma-
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trices Jacobienne et Hessenne dans les espaces utilisés. Dans le deuxiéme chapitre de cette
mémoire nous étudions deux méthodes, on commence par les théories qui trouvent des so-
lutions numériques d’une équation non linéaire dans R, en particulier la méthode du point
fixe et la méthode de Newton. Dans chaque méthode, nous avons présenté ses conditions
et le critére de convergence comme exemples de clarification. Dans le troisiéme chapitre de
cette mémoire nous étudions deux méthodes, on commence par les théories qui trouvent
des solutions numériques d’une systéme non linéaire dans R", et n € N en généralisation la
méthode du point fixe et la méthode de Newton. Dans chaque méthode, nous avons présenté
ses conditions et le critére de convergence comme exemples de clarification. Enfin, le dernier

chapitre de cette mémoire est consacré a 1’étude et applications Matlab




QUELQUES NOTATIONS

Certaines notations seront utilisées tout au long de ce mémoire que nous listons ci-

dessous :
R Ensemble des nombres réels.
Rt Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
R™ Espace vectoriel réel de dimensionn construit sur le corps des réels.
N Ensemble des nombres naturels.
C Ensemble des nombres complexes.
la, b) Intervalle semi-ouvert de R d’extrémités a et b.

C=C(K,F) Ensemble des fonctions continues de K dans F.
C" =C"(Ja,b]) L’espace des fonctions n—fois continument différentiables dans]a, b].

|- | Valeur absolue d’un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.

f On dit qu'une fonction numérique lorsque 'ensemble d’arrivée est R
EV Espace vectoriel .

EV.N Espace vectoriel normé .

B(0,1) La boule unité.

B(0,1) La boule fermé.

D Un ouvert.




CHAPITRE 1

PRELIMINAIRE ET QUELQUES
DEFINITIONS D’ANALYSE

Ce chapitre est composé de trois sections. Dans la premiére section, on considére les
espaces sont résumés dans ces trois paragraphes on définit les notions principales concernant
I’analyse numérique, les espaces vectoriels normés, 1’espace de banach et métrique. Dans la
deuxiéme section, on considére et divisé en quatre paragraphes un systéme d’équation non
linéaire, continuité, convexité et convergence. Enfin, le dernier section de ce chapitre, en

tout, quatre paragraphes différentiabilité , matrice Jacobinne et matrice de Hessen.

1.1 Les espaces

Les espaces vectoriels sont des structures algébriques que ’on retrouve quasiment par-
tout en mathématiques et qui sont la structure de base en définitions importantes et pro-
position. Vous avez déja rencontré de nombreux espaces en mathématiques, sans jamais les
nommer ainsi. Le but de ce court chapitre introductif est de vous permettre de reconnaitre,
en tant que tel, les espaces vectoriels que vous connaissez déja, ainsi que quelques objets
mathématiques fondamentaux de Analyse réel et numérique . Dans ce chapitre comme pré-

cédemment, K désigne ’ensemble R ou I’ensemble C.




1.1 Les espaces

1.1.1 Espaces vectoriels normées

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme|?|.
Cette structure mathématique développe des propriétés géométriques de distance com-
patible avec les opérations de 1’algebre linéaire. Développée notamment par David Hilbert et
Stefan Banach, cette notion est fondamentale en analyse et plus particuliérement en analyse

fonctionnelle, avec 1'utilisation d’espaces de Banach tels que les espaces Loubeig .

Definition 1.1.1. Soit E un espace vectoriel sur K. Une norme sur E est une application
N : E — RT qui satisfait les propriétés suivantes
1. Propriété de séparation : si x € F, N(z)=0<x=0.
2. Pour tous v € E;X € K, on a N(Ax) =| A | N(z) (la norme est dite positivement
homogeéne).

3. Inégalité triangulaire : si x,y € E , alors N(x +vy) < N(z) + N(y) .

Une application qui satisfait les propriétés 2. et 3. mais pas forcément 1. est appelé une
semi norme sur F.

Habituellement une norme est notée par N(x) =|| = || ou N(z) =| z |.
Il est important de retenir 'inégalité suivante, conséquence immédiate de 'inégalité trian-

gulaire : si || . || est une semi-norme sur £, alors

Vo,y € B, | [lz] =yl [< llz =yl

Un espace vectoriel normé est la donnée d’un espace vectoriel E et d’'une norme || - || sur E.

Exemples fondamentaux de normes dans K"

1. La relation

|| X ||OO: llgi}; | Z; |7 X = (xlv 71:71) € KTL’

définie une norme sur K" .
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2. Soit p € [1,00[ .Dans 'espace vectoriel de dimension finie K" , on définie la norme

H X ||P , pour X = (xla 7In) , par

n »
Il [lp= (Z EZ |’”>
k=1

Si p =2 et K =R, on reconnait la norme euclidienne canonique dans R".

L’inégalité triangulaire pour la norme || . ||, a pour nom l'inégalité de Minkowski.

Cette inégalité peut se déduire de 'inégalité de Holder.

Normes équivalentes

Definition 1.1.2. Soient N et Ny deux normes sur un espace vectoriel K.

On dit que Ny et Ny sont équivalentes s’il existe deux constantes «, [ positif telles que
Ve € B, aNi(z) < Ny(x) < BNi(x).

Proposition 1.1.1. Deux normes sont équivalentes si et seulement si elles définissent les
mémes suites convergentes.
On en déduit que deux normes équivalentes définissent les mémes ensembles ouverts,

fermés, compacts.

Proposition 1.1.2. Si deux normes sont équivalentes, alors toute partie bornée pour ['une

I’est aussi pour l'autre.

Theoreme 1.1. Dans un espace de dimension finie E sur K, toutes les normes sont équi-

valentes.

Corollaire 1.1. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, toutes les normes
définissent les mémes ensembles ouverts, fermés, bornés, compacts, denses, ... ainsi que les

mémes suites convergentes.

Remarque 1.1.1. La réciproque du théoreme est vraie. Mais le résultat est faux en dimen-

ston infinie.
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Corollaire 1.2. Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les parties compactes

sont les parties fermées et bornées.

Theoreme 1.2. Soit E un espace vectoriel normé. La boule unité de E est compacte si et
seulement si FE est de dimension finie.

Remarquons que si la boule unité de E est compacte, alors toute partie fermée et bornée
de E [’est aussi et réciproquement.

En effet , si B = B(0,1) est compacte, alors toute boule fermée centrée en 0 l’est aussi.

Donc tout fermé borné de E est contenu dans un compact et est donc compact.

1.1.2 Espaces métriques

Nous allons introduire la notion de distance et d’espace métrique|l1]. Quand on s’inté-
resse & la continuité, ce qui importe ce n’est pas la distance elle-méme mais les ouverts définis
a partir de la distance (des distances différentes peuvent conduire aux mémes ouverts).

Si une topologie est définie par une distance, la structure topologique n’utilise qu’une

partie des informations fournies par la distance.

Distance

Definition 1.1.3. Soit E un ensemble non vide. On appelle distance sur E |, toute applica-

tion qui satisfait les propriétés suivantes
d:ExE— R,

telle que, pour tout x, y et z € E, on dit

(D1): d(z,y)=0&z=y.
(Dy) = d(z,y) =d(y,z) (symétrie) .
(D3) :  d(z,2) <d(x,y)+d(y, z) (inégalité triangulaire) .

(E,d) s’appelle espace métrique ou E est un ensemble et d est une distance.

Remarque 1.1.2. §i A C FE alors la restriction de d a A X A, notée da, posséde les

propriétés (Dy), (Dz) et (D3) ci-dessus. (A,d4) est un sous espace métrique de (X, d).
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Exemples de métriques

Exemple 1.1. L’ensemble des nombre réels R ou C muni de la distance usuelle est un
espace métrique

d(x,y) :‘:U_y‘? vx7y€R7

ou || - || représente la valeur absolue dans R ou le module dans C.

En effet

Soit x,y dans R tel que
(Dy):d(z,y) =0&|z—y|l=02r—y=0a2=y, VryckR
(D2) s d(z,y) =|z —y [=| =(y —2) |=ly —z |=d(y,z), Vz,yeR
Alors |

(D3) :d(z,y)=lz—y|=le—z+z—y|<|z—2z|+|2—y]|, Vz,y,zeR

Exemple 1.2. Métrique discréte. Elle est définie par

1, s z#uy.

0, st x=uy.

d(z,y) =

Exemple 1.3. Soit E = A" (A = K ou C). Pour tous x = (x;)1<i<n €ty = (Yi)1<i<n de
A", DUapplication définie par

d(x,y) = sup [lz; — 4l

1<i<n

est une métrique.

Dans autre ,st a est réel > 1, on a une métrique définie par

du(z, ) = ( sup i — yl-na}é) .

1<i<n

Proposition 1.1.3. [?/

Tout espace normé est un espace métrique.




1.2 Un systéme d’équations non linéaire- Continuité - Convexité
- Convergence des suites

1.1.3 Espaces Banach

En mathématiques, plus particuliérement en analyse fonctionnelle, on appelle espace
de Banach [11] un espace vectoriel normé sur un sous-corps X de C, complet pour la dis-
tance issue de sa norme. Comme la topologie induite par sa distance est compatible avec
sa structure d’espace vectoriel, c¢’est un espace vectoriel topologique. Les espaces de Ba-
nach possédent de nombreuses propriétés qui font d’eux un outil essentiel pour 'analyse
fonctionnelle. Ils doivent leur nom au mathématicien polonais Stefan Banach.

L’espace (E, || . ||g) s’appelle espace vectoriel normé dans E sur K.
Proposition 1.1.4. Tout espace vectoriel normé de dimension fini est complet.

Definition 1.1.4. Un espace (E,|| . ||g) est dit espace de Banach s’il est complet c-a-d

toute suite de Cauchy convergente vers un élément de E.

Exemple 1.4. (R, || - ||) est un espace de Banach.
En effet soit (x,)nen une suite de Cauchy dans R donc elle est bornée et d’apres le
théoréme de Bolzano-Weierstrass donc (x,)nen admet une sous suite convergente mais la

proposition donne la convergence de (Tp)nen -

Exemple 1.5. R" est un espace de Banach pour chacune des normes suivantes :

S =

[ flp= (Lo [P+ o [P o [ [7)7, 1 < p <o,

et

|  [|oc= max(| 1 |,...,| Zn |).

Cette derniére norme s’appelle la norme de la convergence uniforme dans R™ .

1.2 Un systéme d’équations non linéaire- Continuité -

Convexité - Convergence des suites

1.2.1 Un systéme d’équations non linéaire

Une équation est dite non linéaire lorsqu’elle implique des termes de degré supérieur
a 1 dans la quantité inconnue. Ces termes peuvent étre polynomiaux ou susceptibles d’étre

décomposés|13].

6]



1.2 Un systéme d’équations non linéaire- Continuité - Convexité
- Convergence des suites

Dans certains cas, il est possible de trouver les racines exactes de la fonction f(z) =0,
par exemple lorsque f(x) est un polynéme quadratique, ou cubique, sinon, on essaie de
trouver des solutions utilisant certains méthodes numeériques (des méthodes itératives).

Le principe de ces méthodes de résolution consistent a partir d’un point arbitraire - le
plus proche possible de la solution recherchée et d’arriver a la solution progressivement a

travers des tests successifs.

Definition 1.2.1. Soit f : R® — R est définie comme étant non linéaire lorsqu’elle ne

satisfait pas le principe de superposition qui est

fzy, e, o) # f(x1) + f(22) + oo 4+ f(20). (1.1)

Maintenant que nous savons a quoi se réfere le terme non linéaire, nous pouvons définir

un systeme d’équation non linaire

Definition 1.2.2. Un systeme d’équations non linéaires est un ensemble d’équations comme

suite
x € R", F R" — R”
tel que
F(x) =0. X = (21, %9, ..., Tn) — F(x1,29,...,2,).

Donc

F(z) = F(x1,29,...,2,) = (fl(xl,xg, oy ), fo(x1, oy s )y ey fr(T1, T, ,xn)) = Ogn.

Alors

fl(l'l, T2y ey .Z'n) = 0,

f2($1, Ty euny [L’n) = 0,

fn(xlax% "'7'rn) = 07

ot (1, T2, ...,x,) € R™ et chaque f; est une fonction réelle non linéaire i = 1,2, ..., n.

Definition 1.2.3. Une solution d’un systéme d’équations fi, fo, ..., fn en a variables est un

point (ay,....,a,) € R"™ tel que
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fl(al, ...,an) =..= fn((ll, ...,an) =0. (12)

Parce que les systeme d’équations non linéaires ne peuvent pas étre résolution aussi bien

que les systemes linéaires , nous utilisons des procédures appelées méthodes .

Definition 1.2.4. Une méthode itérative est une procédure qui se répéte indéfiniment en-
core une fois, pour trouver la racine d’une équation ou trouver la solution d’un systéme

d’équations.

Definition 1.2.5. Soit F' une fonction réelle de D C R"™ to R™ .Si F(p) = p , pour un

certain p € D , alors on dit que p est un point fixe de F.

1.2.2 Continuité
Application continue

Definition 1.2.6. [/0]
Soit (X,d) et (Y,d') deux espaces métriques et soit a € X .On dit qu ?une application

f: X =Y est continue au point a si

lim f(2) = f(a),

c’est a dire :

Ve > 0,30 > 0,Vxr € X d(a,z) <6 = d'(f(a), f(z)) < e.

Continuité sur un ensemble

Definition 1.2.7. On dire que f : (X,d) — (Y,d') est continue sur (X,d) si elle est
continue en tout point de X.

Uniformément continue

Definition 1.2.8. Une application f : (X,d) — (Y,d’) est dite uniformément continue

sur X si elle vérifiée

Ve > 0,30 > 0,Ve, 2’ € Xd(z,2') <6 = d'(f(x), f(z)) <e (1.3)
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1.2.3 Convexité

Ensemble convexe

Definition 1.2.9. [/0] On dit que C C X est un ensemble convexe si

Va € [0,1],¥(z,y) € C*:ax+ (1 —a)y € C

Fonction convexe

Definition 1.2.10. Soit A C X un ensemble convexe et f : X — R une fonction convexe

sur A st

A convexe B non conveze

A est un ensemble convexe car tous B n'est pas convexe car il existe au moins
les segments [xr,y] sont inclus dans A. un segment [x.y| qui n'est pas inclus dans B.
f(Oéy + (1 - Oz)I) < af(y) + (1 - Oz)f(ﬂ?), V%y € C,VO./ € [07 1]

1.2.4 Convergence
1.2.4.1 Convergence simple

Definition 1.2.11. [10] soit I un intervalle de R | (f,) une suite de fonctions définies
sur I, et f définie sur I. On dit que (f,) converge simplement vers f sur I si pour tout x

appartenant a I, la suite (f,(x)) converge vers f(x).

Exemple 1.6. Soit I =[0,1] et f,(x) = 2" Il est clair que (f,) converge simplement vers

la fonction f définie par f(x) =0 si x dans [0,1] et f(1) = 1.

9]
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Dés cet exemple trés simple, on constate l'insuffisance de la convergence simple : chaque
fonction (f,) est continue, la suite (f,) converge simplement vers f, et pourtant f n’est pas
continue. Ainsi, la continuité n’est pas préservée par convergence simple. C’est pourquoi on

a besoin d’une notion plus précise.

1.2.4.2 Convergence uniforme

Definition 1.2.12. Soit I un intervalle de R, (f,) une suite de fonctions définies sur I, et

f définie sur I.On dit que (f,) converge uniformément vers f sur I si
Ve > 0,3ng € N,Vz € I,Yn > no,| fu(z) — f(z) |[<e.

Si on note || fr, — f |loo=sup| fu(x) — f(x) |;x € I on peut aussi remarquer que f,(z)
converge uniformément vers f si 'on a || f, — f [|cc— 0.

La précision apportée par la convergence uniforme par rapport a la convergence simple
est la suivante : dire que f,, converge simplement vers f sur [ signifie que, pour tout point
x de I, et soit (f,(x)) converge vers f(z). La convergence uniforme signifie que, de plus, la
convergence a lieu "a la méme vitesse" pour tous les points x.

Essayons d’interpréter la différence entre la convergence simple et la convergence uni-

forme sur la figure dynamique suivante : on représente la suite de fonction

falz) = nze ™"

pour a = 0,5, a = 1 ou a = 1,5 .Cette suite de fonctions converge simplement vers la
fonction nulle sur 'intervalle [0, +oo[. La bosse correspond a || f,, — f [|oo-

Dans les trois cas, elle se déplace vers la gauche, ce qui va entrainer la convergence simple
de la suite vers 0 : tout point de ]0, +oo[ sera & un moment donné a droite de cette bosse, et
on aura f,(z) qui tend vers 0. En revanche, pour @ = 1,5 , la hauteur de la bosse augmente :
il n’y aura donc pas convergence uniforme.

Pour a = 1, la hauteur de la bosse reste constante. Il n’y a pas la non plus convergence
uniforme.

Enfin, si a = 0,5 , la bosse s’aplatit, et sa hauteur tend vers 0 : cela signifie que la suite

(fn) converge uniformément vers 0 sur [0, +o0.
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FIGURE 1.1 — La convergence

Theoreme 1.3. Si les (f,) sont des fonctions continue sur I, et si elles convergent unifor-

mément vers f sur I , alors f est continue sur 1.

Theoreme 1.4. Siles (f,) sont des fonctions continue sur I = [a,b],et si elles convergent

uniformément vers f sur I , alors on a :

b
/ | fulw) = f(@) | dz =0 (1.4)

Theoreme 1.5. Soit (f,) une suite de fonctions de classe C* sur I. On suppose que

* il existe xo dans I tel que f,(xg) converge .

*(f!) converge uniformément vers une fonction g sur I.

Alors (f) converge uniformément vers une fonction f sur I, f est C* , et f' =g.

Ce théoréeme se déduit aisément du précédent, en remarquant que

ful@) = fulao) + / Cp)r, (15)

et en passant a la limite.
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1.2.4.3 Suite convergente

Definition 1.2.13. Une suite (x,)nen d’éléments d’un espace métrique (X, d) converge ou

tend vers un point a € X lorsque n — 0o ssi lim,_,o d(zn,a) =0, c’est-a-dire
Ve >0,IN. €N, Vn > N, d(x,,a) <e.
On dit aussi que a et la limite de {x,}nen et on note x, — a ou lim, o =, = a.

Remarquons que cette limite existe, alors elle est unique.

En effet, si on a a et b dans X tel que

Ve > 0,3dN. € N,Vn > N, : d(z,,a) <,

Ve > 0,3N! € N,Vn > N!: d(x,,b) <€,

alors, pour n > sup{N, N/} on a d(a,b) < d(a,z,) + d(z,,b) < 2¢, et donc d(a,b) <
2¢,Ve > 0.
D’ou d(a,b) =0, ce qui donne a = b.

1.2.4.4 Meéthode convergente

Une des choses dont nous discuterons est la convergence de chacune des méthodes nu-

mérique.
Definition 1.2.14. On dit quéune suite converge si elle a une limaite .

Definition 1.2.15. Soit p, une suite qui converge vers p , ou p, # p .St constantes A, > 0

existent telle que
i [Pt =Pl (1.6)
n—00 | Pn — D |0‘

On dit alors que p , convergence différentes.

Definition 1.2.16. Une suite p, , est dite linéairement convergente si p, converge vers p

d’ordre oo =1 , pour une constante A < 1 telle que

lim M =\ (1.7)
n—oo | pp — P |
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Definition 1.2.17. Une suite p , est dite quadratiquement convergente si p converge vers

p d’ordre o = 2 telle que

. |pn+1_p|
lim ——————— = )\, 1.8
n—00 |pn—p|2 ( )

Definition 1.2.18. Une suite p, est dite super finement convergente si
lim [Pt =P (1.9)
oo | pp —p |
Remarque 1.2.1. La valeur de a mesure la vitesse a laquelle une séquence converge .
Ainsi, plus la valeur de a élevée, plus la convergence de la suite est rapide . Dans le cas
des méthodes numériques, la séquence des solution approchées converge vers la racine . Si
la convergence d’une méthode itérative est plus rapide, alors une solution peut étre atteinte

en moins d’interactions par rapport a une autre méthode avec une convergence plus lente.

1.3 Différentiabilité - Gradient - Jacobien

1.3.1 Différentiabilité

Definition 1.3.1. (1) Soit f est dite différentiable [15] en a € R", sl existe L € L(R™,R™)

et une application q : 2 — R™ qui tend vers 0 en a telles que

VeeR", f(x)= f(a)+ Lz —a)+ || x — a || q(z). (1.10)

(2) Soit L est unique et on la note df, .
On dit que f est différentiable, si elle est différentiable en tout point. Dans ce cas, sa
différentielle est I’application
df : R" — L(R",R™)
(1.11)
a — dfy,.
On munit L(R™,R™) de sa norme subordonnée auzx deuzr normes sur R™ et R™.
Sidf : R™ — L(R™,R™) est continue sur R™, on dira que f est de classe C' et on notera

f e Cl(R" R™).
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Notation : On notera dans la suite 0,(||  — @ ||) toute application de R™ dans R™ qui
divisée par la norme || z —a || , tend vers 0 losque z — a.

Ainsi on peut réécrire la formule dans la définition de la différentiabilité par
Ve e R", f(x) = f(a) + L(z —a) + Ou(]| x — a ). (1.12)

Voyons que cette notion de différentiabilité généralise bien la notion de dérivée directionnelle

au sens de Gateaux.

Proposition 1.3.1. Si f est différentiable en a € R™ | alors f est Gateaux-différentiable

ena et ona

Vv € R", D, f(a) = df,.v.

Donnons maintenant quelques exemples d’applications différentiables.

Exemple :
1. Si f est constante, alors f est différentiable et sa différentielle est ’application nulle.

2. Si f € L(R",R™) , alors [ est différentiables et sa différentielle est 1’application

constante égale a f.

3. Si f e L(R™ x R, R™) est une application bilinéaire. Alors f est différentiable et on
aV(z,y) e R" xR", V(hy, hy) € R* xR"

df(a:,y)'(hm7 hy) - f(CC, hy) + f(hmay)

4. L’application P; d’élévation a la puissance j sur M,,(R) est C' et sa différentielle est

donnée par
j—1

VH € My (R),dP;M(H) =Y  MFHM/™*.
k=0

Proposition 1.3.2. Soient f,g: Q — R™ deux applications différentiables en a € ) .
Alors

1. f est continue en a

2. Pour tout N € R, d(f + \g) = df, + \dyg, -
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3. Si f et g sont a valeurs réelles, alors le produit fqg est différentiables en a et on a pour

tout h € R
d(fg)a-h = (dfa-h)g(a) + f(a)(dga-h).

En fait I’étude de la différentiabilité peut se ramener aux applications de a valeurs dans

R comme le montre la proposition suivante.

Proposition 1.3.3. Notons les coordonnées de f de la maniére suivantef = (fi,..., fm) -
Alorsf est différentiable en a si et seulement si toutes les applications coordonnées f; sont

différentiables en a. Dans de cas, la différentielle de f est donnée par
df, = (df1(a), ...,dfm(a)) € L(R™ R™). (1.13)

Enfin, le théoréme suivant permet d’exprimer la différentielle d’'une composée d’applica-

tions différentiables, ce qui est utile en pratique.

Proposition 1.3.4. Soient 1, )y deuz ouverts de R™ et R™ respectivement, f : Q1 — R™ et
g : Qo — R¥ deux applications différentiables, avec f(2y) C Qo . Alors si f est différentiable

ena €y et g en f(a), la composée go f est différentiable en a et on a

d(go f) = dgsy o dfa. (1.14)

Proposition 1.3.5. Si f est différentiable en a € Q0 , on a pour tout h = (hy, ..., h,) € R":
dfa(h) = 3 -0 hidif(a) -

Le théoréme suivant est important puisqu’il permet de montrer la différentiabilité d’une
application uniquement grace a I’étude des dérivées partielles, avec une hypothése de conti-

nuité supplémentaire.

Theoreme 1.6. Il y a équivalence entre :
1. feC(Q,R™).

2. f admet des dérivées partielles o f(a) pour tout k € 1,....,n , pour tout a € Q) . De

plus les applications dérivées partielles §x f(.) sont continues sur Q.
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1.3.2 Gradient

Definition 1.3.2. [15] Soit f : Q — R différentiable. On définit le gradient de [ en a € Q

comme ['unique vecteur V f, € R™ vérifiant :
df, = (Vfa,.) € LIR"R) .

De plus on a

d1f(a)
Vie= . . (1.15)
onf(a)
Remarque 1.3.1. 1. Dans le cadre Hilbertien, [’existence d’un tel vecteur est assuré par

le théoréme de Riesz ( on suppose 'application linéaire continue dans la définition de

la différentiabilité dans le cadre du calcul différentiel sur des espaces de Banach ).

2. Le vecteur gradient V f, est la direction dans laquelle f varie le plus autour du point
a. Cela est une conséquence directe de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, ainsi que de la

caractérisation du cas d’égalité par la colinéarité des vecteurs
Vh e R, | (Vfa,h) <[ Viall - [[ ]l (1.16)

C’est cette propriété qui sous-tend les algorithmes d’optimisation dits de "descente de

gradient .

1.3.3 Jacobien

soit f: Q — R™ différentiable en a € ). On définit sa jacobienne en a comme la matrice

de l'application df, dans les bases canoniques de R" et R™

h(z)dhi(a) - ol (x)
o fi L () L(z) - L ()
Jf(a) = (g)(i,j)e[l,...,n]><[1,...,m] EMyn(®R) = ° ’ . ° ,
J . . T .
82 () o(z) - ()
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ou l'on note f = (f1,..., fm)-

1.3.4 Matrice de Hesse

Definition 1.3.3. [77] La matrice Hessienne est une matrice de dérivées partielles du second

ordre

52 f 52 f 52f

oy (x) Sz1502 (®) - Soaden (z)
52 52 52

[ ] | e 2@ - ()

0@ = 5o, | = )

Li0Tj | ;; : : : :
82 fn 82 fn 62 fn

dxndxy (ZL‘) 0xn 0T (CL’) T 62xp (ZE) (IL‘)




CHAPITRE 2

RESOLUTION NUMERIQUE D’UNE
EQUATION NON LINEAIRE DANS R

Ce chapitre est composé de deux sections. Dans la premiére section, on considére une
méthode point fixe et dans la deuxiéme section, on propose d’étudier une méthode Newton
appliquée a la résolutions d’équations non linéaires consiste & élaborer un schéma itératif.

L’objet essentiel de ce section est 'approximation des racines d’'une fonction réelle d'une

variable réelle, c’est a dire la résolution approchée du probléme suivant :

xo donne € |[a, b|.

f(x)=0.

(2.1)

La valeur de la variable x qui vérifie cette égalité est appelée solution (ou racine) de
I’équation, elle est notée xg .

Dans beaucoup de cas, on doit recourir aux méthodes numériques car la solution ne
peut pas étre déterminée analytiquement. Ainsi, résoudre cette équation revient a définir
une succession d’éléments (solutions intermédiaires xo ) ) qui convergent vers la solution
désirée lorsque k tant vers I'infini. On ne parle pas de la solution exacte, car souvent elle
n’existe pas, cependant on cherche une solution qui soit approchée de la solution exacte avec

une certaine précision.




2.1 Méthode de point fixe :

Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre I’équation non linéaire, ces mé-
thodes se distinguent par leurs principes et leurs vitesses de convergence. Nous introduisons

dans cette section la méthodes de point fixe et de Newton.

2.1 Meéthode de point fixe :

Une des méthodes parmi les plus importantes de résolutions numérique des équations
est la méthode du point fixe appliquée a la résolutions d’équations non linéaires consiste
a ¢laborer un schéma itératif, en 'occurrence une suite convergente vers un point fixe x
d’une certaine application g, ce point fixe est en 'occurrence. L’objectif ce méthode est la

résolution d’équation du type
f(z)=0. (2.2)

Soit z* une solution de f(z) = 0, replagons I’équation par une équation équivalente ou I'idée

générale est de se ramener & une équation du type :

g(@) =z (2.3)

oll x = z* est un point fixe de 'application g.

Cette section est divisée en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous com-
mengons par présentation de la méthode et démontrons un théoréme d’existence et d’unicité
de la solution, puis trois points de convergence ont été étudiés sur les données. Ensuite, dans
le deuxiéme paragraphe nous donnons critére de convergence du méthode. Enfin, dans le
troisiéme paragraphe, nous énongons exemple numériques.

Les techniques employées sont basées sur la théorie de résoudre 1’équation non linéaire,

suivi par méthode de points fixes.

2.1.1 Présentation de la méthode

On introduit alors une suite d’itérée (z,),>0 qui converge vers le point fixe o de g,
qui est en loccurrence la solution de I'équation f(z) = 0, en une équation équivalente

g(x) = x ou g est une fonction auxiliaire bien choisie. Le point « est alors un point fixe de
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g. Approcher les zéros de f revient a approcher les points fixes de g. Le choix de la fonction
g est motivé par les exigences du théoréme de point fixe.

En effet, elle doit étre contractante dans un intervalle I de «, ce qui revient a vérifier
que |¢'(z)] < 1 sur ce intervalle.

Dans ce cas, on construit une suite (z,),en définie par

xo dans [a, b], (2.4

Tni1 = 9(Ty), Vn > 0.

Il ne reste plus qu’a appliquer localement le théoréme de point fixe pour démontrer que

a = lim z,. (2.5)

n—0o0

Etant donnée f, il y a plusieurs choix possibles pour g.
Exemple 2.1. Vous avez [’équation suivante
2 2 L,
—a=0&2"4+20 —a =21+ §($ —a+2zx)=ux.

Quel est le bon choix pour g 7. Il sera nécessaire de demander que g soit contractante

Applications contractantes

Une application g est k-contractante sur un intervalle I lorsque
1. g(I) C I, (indispensable pour itérer g).

2. Il existe une constante k vérifiant 0 < k < 1 telle que, pour tout = et y dans I,
l9(y) — 9(x)| = kly — x]. (2.6)

Remarque 2.1.1. Si g est dérivable sur I et |¢'(x)| < 1 est majorée par k, alors, d’aprés

la formule des accroissements finis, g vérifie (2-).

Théoréme du point fixe

Theoreme 2.1. [?/ Existence

Si g € C([a,b]) et ¢'(x) € C([a,b]), alors g a un point fize o en [a,b].
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Unaicité.

Si g € Cla,b] et s’il existe une constante k dans [0,1[ telle que
9'(x)] <k, (2.7)

sur [a, b] alors
(1) Le point fize v est unique.

(2) La suite définie par x,11 = g(x,) converge vers « le point fize de g, Vo € [a,b].

Point attractif

Théoréme de convergence

Proposition 2.1.1. [?] Soit g : [a,b] — [a,b] de classe C'. On suppose que g admet un
point fize o — [a, b], vérifiant | ¢'(a) |< 1.

Alors il existe une intervalle [a,b] de « dans I tel que la suite (x,) définie par

xo € |a, b,
o € o] .
Tpi1 = g(2n), V0 > 0,

est converge vers «.

Démonstration :
Comme | ¢'(a) [< 1, il existe & # 0 tel que | g’(a) |[< k < 1. De plus, ¢’ est continue sur [
donc il existe [a,b] = [@ — h,a + h] C I(h > 0) tel que

Va € la,b],| ¢'(z) [< k< 1.

Donc g est k-contractante sur [a, b]. En particulier,g(x) € [a, b].

Le théoréme de point fixe appliqué localement & g dans [a, b] implique que
Vg € [a,b],lim, o z, = &

Definition 2.1.1. Le réel o vérifiant les hypotheéses du théoreme précédent est appelé point
fize attractif de g et |a,b] correspondant est dit intervalle de convergence de la méthode

d’approximation.
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Vo = [B,7], aetp € R,

contenant « tel que

0=4g(a) <1, Vzelbn]

Si —1 < ¢’(a) < 0, prendre comme intervalle de convergence

Va = [ﬁag(ﬁ)]a

tel que :
—1<g'(@) <0,Vz € [B,9(B))-

Démonstration :
L’existence de [a, b] de av est assurée par le théoréme de convergence pour un point attractif.
La formule de Taylor appliquée a la fonction g au point € a l'ordre m donne : il existe un

réel ¢, dans U'intervalle (z,, «) tel que

(m—1) (m)
tuss = g(0) + /@) = ) ot o S = @) 4 T o, . 29)
Si on suppose de plus que
g (@) =...=g" (a) =0 et g"(a) #0,
alors o
g " (Cn) m
Tpyp1 = a+ T(xn —a)™. (2.10)
Donc
|Tni1—c g™ (cn)| lg"™ ()| - ;
- Le rapport rcafm =l tend vers *— =" qui est fini et non nul,
- Pour tout € > 0, le rapport Ixi"jéljn‘ﬂ = lf;(;i(fﬁ'e tend vers oo .
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Cas d'un point fixe attractif

Y
-

1.0} P

13 1.4 1.5 1.8 1.7 1.8 19 2 241 2.2 2.3

FIGURE 2.1 - la convergence de racine dans le cas point fixe attractif
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2.1.2 Point répulsif

Théoréme déconvergence

Theoreme 2.2. [?] Soit g : [a,b] — [a,b] de classe C*. On suppose que g admet un point

fize a € [a, b] vérifiant |¢'(«)| > 1. Alors il existe [a,b] de « tel que la suite (z,,) définie par

o € [a,\{a},

Tnt1 = g(n);Vn >0,

(2.11)

ne converge pas vers «.

g(x)—g(a) |=

r—o

Démonstration : Comme lim, ,, | l¢'(c)] > 1, il existe un voisinage

la,b] = [ — h,a + h], avec h > 0 tel que
Vz € [aab] ,’g(l’) - ‘> ’.QZ—CM’.
Donc (x,) ne converge pas vers a.

Definition 2.1.2. Le réel o vérifiant les hypotheses du théoreme précédent est appelé point

fixe répulsif de g.

Cas d'un point fixe repulsif

a8
5 /-’-
y=axp(x)—2 Y
. j
p
~
3 r
8 #

2| %
1 y'._. 3 r’

} k| E i
of- — 3 -

' a Xg *y Xa
ICI 0.2 [+ I 2 a.a o8 1 1.2 1.4 148 1.8 2

x

FIGURE 2.2 — la convergence de racine dans le cas point fixe répulsif
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Remarque sur la convergence :

Remarque 2.1.2. Lorsque a est un point répulsif de g, celle-ci devient bijective au voisinage

de a et | (7Y () |= m < 1. Par conséquent, le point o devient un point attractif pour

gt

En effet, si |¢'(a)] > 1 alors g est strictement montront intervalle contient de c.

2.1.2.1 Point douteux

Definition 2.1.3. [?/ Soit g : [a,b] — [a,b] de classe C' pour laquelle o est un unique point
fize vérifiant |¢'(«)| = 1. Alors « est appelé point douteux de g, car il peut étre attractif ou

répulsif comme le montre les deux exemples suivants :

Exemple 2.2. Soit la fonction g définie par
g(z) =sinx,x € [0, %]
On aVz € [0, %], sinz < x et pour tout zo € [0,%], la suite itérée (x,) défini par
Tni1 = g(Tn),

est strictement décroissante minorée par 0 donc convergeant vers une limite a.

Comme g est continue et que o = g(a), e = 0 est [unique point fize de g sur [0, %]
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graphe de g
2 T T -
15F " "
,f/
e
1t 5 ]
7
051 /ﬁ-d’-l 1
—_ =
5 ° o X X
o Ao=0 ... XA 0
-0 //
[
- -.-/f
-1 - o
- “,
g y=}{
15 i
4 : : : | . .
-2 -1.5 =1 =0.5 Q [+R-] 1 1.5 2
X

FIGURE 2.3 — la convergence de racine dans le cas point fixe douteux

Exemple 2.3. Soit la fonction g(z) =z, =z € [0,+o0].

On a sinhx > x et pour tout xg €]0,4+00], la suite itérée (x,) défini par

Tpt1 = g(xn)a

est strictement croissante et non majorée donc divergente.

Par conséquent, le point fite a = 0 de g est répulsif.

2.1.3 Ciritére de convergence du méthode

Ordre de convergence
Supposons qu’une suite (x,),>0 converge vers un élément o un point fixe de g.
|lim z,, — a] = |lime,| = 0. (2.12)
T—a Tr—a

ou €, = x, — « représente 'erreur.
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Remarque 2.1.3. [0/ Si ¢'(a) =0, on sait que v est un point attractif. Si de plus g est de

classeC? sur I et s’il existe M > 0 tel que

pour tout x dans un voisinage V,, de « alors d’aprés la formule de Taylor

)2
wg@)(c),avec c €la, x]

d’ot
1
lg(z) — af = §M!$—Oz\2, (2.13)

avec

M = sup|g®(z)|.

zel

La suite(z,,) est alors convergente a convergence au moins quadratique.
Nous allons maintenant présenter un résultat simplifié concernant [’ordre de la méthode

de point fize.
Theoreme 2.3. /5] On définit la méthode du point fize suivante

xo fixé dans |a, b,
(2.14)

Tpy1 = g(l’n)

On suppose que cette suite admet une limite sur [a, b] notée [. Cette méthode est d’ordre

p si % admet une limite réelle strictement positive lorsque n tend vers I'infini.
Démonstration :
On suppose g et p fois dérivable sur [a, b]. En utilisant la formule de Taylor, montrer que

la méthode est d’ordre p si et seulement si

et
9" (1) # 0.

On rappelle tout d’abord la formule de Taylor.
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Soit £ > 1 un entier et soit f une fonction de R dans R £ fois dérivable en a € R, alors

il existe une fonction ¢, de R dans R tel que

r—a)? r —a)k
f@) = fa) + P —a)+ @S 4 0 @,
et
lim €, (z) = 0.
r—a
Maintenant, si g est p fois dérivable sur [a, b], on peut écrire que
Tnt)? Ty, — P
glen) = 900 + 4 ) + 9" O 1 0T ) o -ty
€ el
=g Den+g" ()5 + oo F g(p)(l)p—’f + () (@0 — 1)7,
avec
xlirgl €p(Tn) = 0.
Posons
€p = Tp—1-
On a
Tn+1 = g(ZL‘)7
et
ent1 = g(zn) — g(0),
2 P
=9 D) + 9’“”@ +ot (D) <x’;"’) + ep(@a) (i — 1P,
e? e’
=g (en+g"()5 + . + g(p)(l)p—’,"” +ey(2)ef.
Si la méthode est d’ordre p alors le quotient ez—gl tend vers un réel non nul (car ‘Tx”nﬂ;'zf'

admet une limite réelle strictement positive et on enléve juste les valeurs absolues). Or

d’apres ce qui précede, ona 1’égalité suivante

e.1 g'(l)  g'(l) g® D)y g®(1)
P p—1 +
€en en

e ? T e(p—l)!+ ol + €p(xn).
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A gauche de I'égalité, le terme tend vers un réel non nul. Concernant les termes a droite,

on a que en tend vers 0 quand n tend vers I'infini donc

' 0 ¢()=0,
lim g(l): 9

n—00 e;p_ 1)

+ o0 sinon .

De méme
g 0 ¢"() =0,
lim o7 =
"o 2en + oo  sinon
jusqu’a
1gP=1(1) 0 g(p_l)(l) =0,
lim ———-= =
noe ey (p —1)! + oo sinon.
Par contre g(z;(l) est un réel €,(z,) tend vers 0. Par unicité de la limite des deux cotés
de D'égalité, il faut que ¢'(1) = ¢"(1) = ... = g®"Y(I) = 0 pour que le coté droit tende vers
gV (1)

un réel, T en I'occurrence. La limite réelle est en plus différente de 0, donc on doit avoir

g (1) #0.

Sion a
JO=g")=...=g"V()=0 et ¢P()#0,

alors
p

€,
€nt+1 = Fg(p) (l) + egep(zn)a

et
€n+1 1
eg = Hg(p) (l) + Ep(ZEn),

d’ott comme €,(x,,) tend vers 0 quand n tend vers I'infini

. 1
lim | <ML = =) g®) (1) e RY,

n—+00 eﬁ p!

et la méthode est bien d’ordre p.

Theoreme 2.4. [?] Si g est une application définie sur lintervalle[?] [a,b], a valeurs dans
la,b] alors la suite (x,) définie par xy € [a,b] et la relation de récurrence, x,41 = g(,)

converge vers l'unique solution o de I’équation x = g(x) avec a € [a, b].
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Démonstration
la suite (z,,) est bien définie car g([a,b]) C [a, b].
Montrons, par I'absurde, que I’équation x = g(x) a au plus une solution. Supposons qu’il

y ait deux solutions «; et «y, alors
| o1 —az [=| g(an) — glae) [S L | a1 —as |,

or L < 1 donc nécessairement oy = vy .

Montrons que la suite (z,) est convergente. On a
| o1 — 2 [=] 9(on) = g(@nia) [S L] 2 — 2na |,

et par récurrence
n
Tpy1 — Tp |§ L |‘/L‘1_$0
On en déduit que

1—Lp<‘ ’ "
r1 — X .
1—L =70

| Znp — T [S L™ | 21 — 0 |

Cette suite vérifie le critére de Cauchy, elle est donc convergente vers a € [a,b] , or
'application ¢ est continue donc la limite «v vérifie g(a) = o . On a aussi une évaluation de
I’erreur en faisant tendre p vers l'infini, on obtient

n
1-L

| o —x, |<| 21 — 20 |

On constate que, pour n fixé, I'erreur est d’autant plus petite que L est proche de 0.

Test d’arrét.

Comme nous l'avons expliqué dans l'introduction, la suite x,, converge vers un réel «
vérifiant g(a) = . En fixant la tolérance € on estime qu’on atteint la précision € dés qu’il

existe ng € N tel que
| Tpot1 — Tny |< €

Néanmoins, la situation devient plus concréte lorsque g est négative au voisinage de a.
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Proposition 2.1.2. [/] Soit g : [a,b] — [a,b] de classe C . On suppose que g admet un
unique point o € [a, b] vérifiant —1 < ¢'(x) < 0 pour tout x dans un intervalle de conver-
gence [a,b] de « , soit la suite (x,) définie par
o € Lo 0) (2.15)
Tpr1 = 9(x,), VYn >0.
Alors
VneN, |zpn—al<|zp — 2, .

Par conséquent, soit ng tel que | x,, — a |< €; alors x,, approche a a € prés.

Démonstration On applique le théoréme des accroissements finis a g entre x,, et a. 1l

existe alors (c,) entre z,, et « telle que

g(xn) — g(a) = g'(cn) (2, — ).

Ce qui donne

Tni1 —a =g (cn) (T — ).

Comme ¢'(¢,) <0, (zp41 — @) et (z, — a) sont de signes contraires.
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= :
i +1 LE r

FIGURE 2.4 — Limitation de la racine & la derniére itération ou la condition d’arrét est

satisfaite

Finalement

VneN, |zn—a < Tpp — a0 |-

2.1.4 Avantages et inconvénients de la méthode

Avantage de la méthode du point fixe : C’est une méthode beaucoup plus générale que la
méthode de Newton puisqu’on demande trés peu sur la fonction g (on demande seulement
qu’elle soit contractante, elle peut n’étre méme pas dérivable.)

Inconvénient de la méthode du point fixe : Elle est en général moins rapide (surtout

lorsque k est proche de 1) puisque 'erreur évolue “linéairement” et non "quadratiquement”.
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2.1.5 Quelques exemples
Exemple 01 :

Trouver les racines de ’équation par la méthode du point fixe :

f(z) =2* — 5z + 4.

On choisit U'intervalle [0,2] alors f(0) =4 > 0 et f(2) = —10 < 0.
En effet f(0) x f(2) < 0, alors le racine d’équation dans l'intervalle [0, 2].

On choisit entre les deux fonctions suivantes la fonction qui vérifie

2 +4
r=g(zr) = P
2+ 4
Tpt1 = g(CUn) - 5
On prend la premiére approximation zy = 2
2 2
b Tbrd _ P44 8o
5 5 5
2 2
,, T _ (L6 +4 _616 o
5 5 5
1,312)2 +4 21
x?’:& :i:17144.
5 5
1,144)% + 4
$4:¢ :@:1,062.
5 5
(1,062)* + 4 5,126
— - = ——— =1,025.
Ts 5 5 )
(1,025)% + 4 5,051
Te 5 5 )
1,010)? + 4 2
x7zw :M:LOOZL
5 5
1,004)2 + 4
xs:w :mzl,omﬁ
5 5
1,0016)% + 4 5,0032
Tg = (1,0016)" +4 =2 = 1,00064.

b}
10 = 1,000256.

On remarque que la suite de nombres z; jusqu’a 1y converge vers la racine x = 1 de

I’équation donnée car les solutions sont arrondies a trois chiffres apres la faune.
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Pour trouver 'autre racine de I’équation, on prend la premiére approximation xo = 5, et on

trouve
2 2
w2+ 4 (5)24+4 29
o 5 5 5 ’
2 2
22+ 4 (5,8)2+4 37,64
2 5 5 5 ’
244 7528)24+4 60,6
py= 21 _ (1,528 +4 _ 60, —12,12.
5 5 5

On remarque que la suite de nombres 1, x9, x5 diverge, cela signifie que le choix de la

fonction récursive g(x) n’est pas approprié .

Exemple 02 :

Trouver les racines de I’équation par la méthode du point fixe : 2° — 2 = 0.

On pose 'équation

r=1—2+x.
_2—-2* 45z

x )
5

on choisit la valeur primere xy = 1,2, et on remarque que la valeur réelle de la racine est :
€ = /2 =1,259921, plus le choix est proche de la solution, plus la convergence est rapide.

1" cas : on prend

3
Tyl = T, — 2+ Ty,

pour n € N, on obtuni
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Ty — 1,2

r;=(1,2)* —2+1=0,928.

T2 = —0,273
x3 = —2,293.
x4 = —16,349.

en remarque que n’est pas de convergence.

2¢M¢ cas : on prend

2 — 13 + b,
Tpt+1 = #
To = 1, 2.
r1 = 1,2544.
To = 1,2596.
r3 = 1,2549.
Ty = 1,25992.

On remarque ici que les valeurs successives convergent vers la bonne solution .
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2.2 Méthode de Newton :

En analyse numérique, la méthode de Newton ou méthode de Newton-Raphson|!3] est,
dans son application la plus simple, un algorithme efficace pour trouver numériquement
une approximation précise d’un zéro (ou racine) d’une fonction réelle d’une variable réelle.
Cette méthode doit son nom aux mathématiciens anglais Isaac Newton (1643-1727) et Jo-
seph Raphson (peut-étre 1648-1715), qui furent les premiers & la décrire pour la recherche
des solutions d’une équation polynomiale. Thomas Simpson (1710-1761) élargit considéra-
blement le domaine d’application de I'algorithme en montrant, grace a la notion de dérivée,
comment on pouvait 1'utiliser pour calculer une solution d’une équation non linéaire, pou-

vant ne pas étre un polyndéme, et d’un systéeme formé de telles équations.

Une iteration de la méthode de Newton.

FIGURE 2.5 — Une itération de la méthode Newton

On va étudier dans la section suivant la méthode de Newton pour la résolution d'un
systéme non linéaire, en fait il semble que I’ idée de cette méthode revienne plutot & Simpson.
Donnons I'idée de Newton dans le cas n = 1.

Cette section est divisée en trois paragraphes. Dans le premier paragraphe, nous com-
mencons par présentation de la méthode et démontrons un théoréme d’existence et d’unicite

de la solution, puis de convergence ont été étudiés sur les données. Ensuite, dans le deuxiéme
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paragraphe nous donnons critére de convergence du méthode. Enfin, dans le troisiéme pa-
ragraphe, nous énoncons exemple numeériquees.
Les techniques employées sont basées sur la théorie de résoudre 1’équation non linéaire,

suivi par méthode de Newton.

2.2.1 Présentation de la méthode

Sous sa forme moderne, ’algorithme peut étre présenté brievement comme suit : & chaque
itération, la fonction dont on cherche un zéro est linéarisée en l'itéré (ou point) courant et
I'itéré suivant est pris égal au zéro de la fonction linéarisée. Cette description sommaire
indique qu’au moins deux conditions sont requises pour la bonne marche de I’algorithme :
la fonction doit étre dérivable aux points visités (pour pouvoir y linéariser la fonction) et
les dérivées ne doivent pas s’y annuler (pour que la fonction linéarisée ait un zéro), s’ajoute
a ces conditions la contrainte forte de devoir prendre le premier itéré assez proche d’un zéro
régulier de la fonction (i.e., en lequel la dérivée de la fonction ne s’annule pas), pour que la
convergence du processus soit assurée.

L’intérét principal de ’algorithme de Newton est sa convergence quadratique locale.

Definition 2.2.1. La méthode de Newton s’utilise pour calculer une racine de f(x) = 0,
ou f est une fonction deux fois continiment dérivable de [a,b] dans R. En voici le principe :

soit xg donné, on écrit le développement de Taylor en xq :

f(@) = f(xo) + (v — m0) f'(w0) + (2 — 20)e(x — 20). (2.16)

La méthode de Newton consiste a négliger les termes d’ordre supérieur a 1 (ce qui revient
a assimiler localement la courbe a sa tangente) et a considérer alors que xy est le point qui

annule Uapproximation de f ainsi obtenue, c’est-a-dire

f(zo) + (z1 — 20) f(0) = 0, (2.17)
ce qui donne
_ ., J@)
T == G (2.18)

L’étape ainsi décrite qui permet de passer de xo a x1 permet aussi de passer de x, a

Tp+1-
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L’algorithme de Newton pour résoudre une équation f(x) =0 est le suivant

xo donné ,

F(z) (2.19)

| :fﬂn—m,n}()
n

Il s’agit donc d’une méthode de point fize x,1 = g(x,)pour laquelle g est définie par

i@
A=y

La méthode de Newton est une méthode de point fize telle que ¢'(x*) = 0 c’est a dire que
la dérivée s’annule au point fize de la fonction g.

Une autre maniere de présenter la méthode de Newton, plus graphique, est d’obtenir x, 1
comme l'intersection de la tangente a la courbe y = f(x) au point x, avec l'axe xq .

St la méthode de point fize converge vers x* , alors on a en passant a la limite quand n

tend vers +o0o

On woit alors que l'on obtient bien f(x*) =0 si f'(z*) # 0. On suppose dorénavant que
cette condition est remplie c’est & dire que la courbe y = f(x) n'est pas tangente & l'aze O,

lorsqu’elle coupe cet axe.

2.2.2 Critére de convergence du méthode

Proposition 2.2.1. Soit f une fonction deux fois contindment dérivable sur[11] [a,b] et
x* € [a,b] tel que f(x*) =0 et f'(zx) # 0 .Alors il existe o > 0 tel que la suite générée par

la méthode de Newton

Tp+1 = Tp — }C/((z:))’

converge vers x* pour toul xo € [x* — o, x* + a.

Démonstration :

Comme il s’agit d’'une méthode de point fixe de la fonction g(z) = = — % on calcule la

dérivée de cette fonction au point fixe
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oy 1 (P@P— @) _ @)
g(z)=1 oL = G

et puisque f(z*) = 0 on a ¢'(z*) = 0. On peut donc appliquer la proposition qui montre

'existence de « tel que la suite z,,11 = g(x,,) converge vers le point fixe si xy € [* —a, 2"+

Cette proposition donne une condition suffisante de convergence mais heureusement
la méthode de Newton converge souvent méme si l'on part loin de la solution. Montrons

maintenant que la vitesse de convergence est quadratique, ce qui est mieux que linéaire.

Proposition 2.2.2. La vitesse de convergence d’une suite x,, obtenue par la méthode de
Newton peut étre obtenue comme application de la formule de Taylor-Lagrange. Il s’agit
d’évaluer une majoration de log | x, — a |.

f est une fonction définie au voisinage de a et deux fois continiment différentiable. On
suppose que a se trouve étre un zéro de f qu’on essaie d’approcher par la méthode de Newton.
On fait Uhypothése que a est un zéro d’ordre 1, autrement dit que f'(a) est non nul.

La formule de Taylor Lagrange s’écrit

fla) = f(z) + f(@)(a—2) + 52 (a - )2,

avec & entre x et a .
(2.20)

Partant de approximation x, la méthode de Newton fournit au bout d’une itération

fl) ()

xr — e a= 27 () (x —a)”. (2.21)

Pour un intervalle compact I contenant x et a et inclus dans le domaine de définition

Ni@ —a=

de f, on pose

— ] !
my =min | f'(z) |,

ainst que

My =max | f"(z) | .

zel
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FIGURE 2.6 — example convergence

Alors, pour tout x € 1

M,
|Nf($)—a|§2—ml|x—a2. (2.22)

Par récurrence immeédiate, il vient

K|xn—a|§(K\x0—aD2n,

ou
M.
K=_-—2
2m1
En passant au logarithme
log | x, —a |< 2" log(K | o — a |) — log(K). (2.23)

La convergence de x,, vers a est donc quadratique, a condition que | zog — a |< %

Exemples déconvergence

Les tangentes a la courbe représentant la fonction x — 22 — 2z 4+ 2 en 0 et en 1 coupent
I’axe des x en 1 et en 0 respectivement. Si I'on prend 0 ou 1 comme point de départ, la

méthode oscille entre ces deux points et ne converge donc pas.
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* La tangente a la courbe peut couper l'axe des abscisses hors du domaine de définition

de la fonction.

* Si I'on utilise 'algorithme de Newton pour trouver l'unique zéro x, = 0 de la fonction
Tpy1 = —xy la suite générée ne converge donc pas, méme localement (c’est-a-dire méme
si xy est pris proche du zéro x, = 0). Le probléme provient ici, en particulier, de la

non-différentiabilité de la fonction en 'unique zéro x, =0 .

Critére d’arrét

Des critéres d’arrét possibles, déterminés relativement & une grandeur numériquement né-
gligeable, sont

| fzx) < erou || zppn —ap [|< e, (2.24)

ol €1,€6; € RT représentent des erreurs d’approximations caractérisant la qualité de la
solution numérique.
Dans tous les cas, il se peut que le critére d’arrét soit vérifié en des points ne correspon-

dant pas a des solutions de I’équation a résoudre.

2.2.3 Avantages et inconvénients de la méthode de Newton

L’un des avantages de la méthode de Newton : elle converge trés rapidement : approxi-
mativement, le nombre de décimales exactes double a chaque itération.

L’inconvénient majeur associé a la méthode de Newton : elle demande plus d’hypotheéses
sur f : Nous allons demander que f soit de classe C? sur un intervalle I = [a,b] et que f’ et
f” gardent un signe constant sur cet intervalle. On demande de plus que f(a) et f(b) soient

de signes contraires.
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2.2.4 Exemple numérique de la méthode :

Déterminer la racine de la fonction f(x) = z — 2sinz = 0 par la méthode de Newton-

Raphson 0 est une racine évidente de cette fonction.

flx) =2 —2sinz = f'(z) =1—2cosuz.
La relation de récurrence s’écrit

Ty — 2sinxy

Tp41 = Tk — .
1 — 2coszy

On part de la valeur initiale xy = 2 et on itére

To — 2sinxg

=29 —— = 1,9010.
1= 1 —2cosxzg
— 94
By = gy — L 28T — 1,8955.
1—2cosz;

Et les itérations suivantes donnent la méme valeur. Si ’on part d’une valeur initiale plus

¢loignée de la solution, zog = 1 par exemple, on aboutit a la méme solution mais avec un
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nombre plus grand d’itérations et des valeurs qui peuvent osciller

T = —7,4727.
2o = 14, 4785.
x5 = 6,9351.
24 = 16, 6357.
75 = 8, 3439.
26 = 4, 9546.
27 = —8,3013.
75 = —4,8173.
2o = 3, 7926.

710 = 1,8611.

21 = 1,8062.

219 = 1,8055.

La méthode de Newton-Raphson permet généralement de trouver rapidement et avec
une bonne précision les racines d’une fonction. Il existe cependant des situations ou elle
échoue, par exemple lorsque f'(xg) est faible, c’est a dire lorsque la tangente est presque ho-
rizontale, & proximité d’un extrémum. Enfin, son principal inconvénient est qu’elle nécessite
I'évaluation de la fonction f(z) et de sa dérivée f’(x) qui n’est pas toujours facile a écrire

analytiquement.
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0s

495

FIGURE 2.7 — Les coordonnées du point d’intersection de la courbe f avec 'axe x qui est la

racine de I’équation




CHAPITRE 3

RESOLUTION NUMERIQUE UNE
SYSTEME D’EQUATION NON LINEAIRE
DANS RY

Ce chapitre est composé de deux sections. Dans la premiére section, on considére
résolutions une systémed’équations non linéaires une méthode point fixe et dans la deuxiéme
section, on propose d’étudier une méthode Newton appliquée a la résolutions une systéme
d’équations non linéaires consiste & élaborer un schéma itératif.

L’objet essentiel de ce section est ’approximation des racines d’une fonction dans R" et
n € N, d'une plusieurs variables réelles, c’est a dire la résolution approchée du probléme

sulvant :

Xg donne € D C R"™.
(3.1)
F(x)=0.

Nous allons pour cela etendre au cas de la dimension n > 1 certains des algorithmes
proposes dans les sections précédentes.
La valeur de la variable x = (21, x, ..., x,) qui vérifie cette égalité est appelée solution

(ou racine) de I’équation, elle est notée zg .




3.1 Méthode de point fixe :

Dans beaucoup de cas, on doit recourir aux méthodes numériques car la solution ne peut
pas étre déterminée analytiquement. On ne parle pas de la solution exacte, car souvent elle
n’existe pas, cependant on cherche une solution qui soit approchée de la solution exacte avec
une certaine précision.

Il existe plusieurs techniques permettant de résoudre I’équation non linéaire, ces mé-
thodes se distinguent par leurs principes et leurs vitesses de convergence. Nous introduisons

dans cette section la méthodes de point fixe et de Newton.

3.1 Meéthode de point fixe :

Elle est fondée sur le fait qu'’il est toujours possible de transformer le probléme F(z) =0
en un probléme équivalent du type G(z) —x = 0 ou X* = X est un point fixe de G :
G(X*) = X* — F(X*) =0 . Le choix de la fonction g n’est pas unique.

La méthode revient & déterminer son intersection avec la premiére bissectrice des axes
d’équation Y = X . On part d’'une abscisse initiale xy prise proche de la racine r cherchée
puis on calcule G(z() = x;; connaissant x; oncalcule G(z1) = x5 et ainsi de suite jusqu’a
obtenir une stabilisation du processus, c’est a dire G(z*) = z* avec une précision donnée. La
racine cherchée n’est alors autre que r =~ x* . Cette méthode n’est pas toujours utilisable, elle

doit satisfaire deux critéres de convergence : si x € [a, b] alors G(x) € [a,b] et =1 < G'(z) <1

3.1.1 Présentation de la méthode

Theoreme 3.1. Nous concluons l'analyse des méthodes[15] de résolution des systémes non
linéaires en étendant au cas de la dimension n les techniques de point fixe introduites dans
le cas scalaire[]. Nous récrivons pour cela le probléme F : R™ — R™ | trouver X* € R™ tel
que

F(X*) =0, (3.2)

sous la forme : étant donné G : R™ — R™ | trouver X* € R™ tel que G(X*) = X* ou G

satisfait la propriété suivante : si X* est un point fize de G , alors F(X*) =0, on introduit
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la méthode itérative suivante pour résoudre
G(X™) = X7, (3.3)
étant donné X € R, calculer pour k = 0,1, ... jusqu’a convergence ,
XEHD) — q(x®)), (3.4)

La définition qui suit sera utile dans l’analyse de la convergence des itérations de point

fixe.

Definition 3.1.1. On dit qu’une application G : D C R™ — R" est contractante sur
Uensemble Dy C D s’il existe une constante o < 1 telle que || G(z) — G(y) |[< a ||z —y |
pour tout x, y dans Dy ou || . || est une norme vectorielle[0].

Une application contractante est aussi appelée contraction.

Le théoréme suivant donne 'existence et I'unicité d’un point fixe de G .

3.1.2 Théoréme de ’application contractante

Proposition 3.1.1. 5i G : D C R" — R" est une contraction sur un ensemble fermé
Dy C D telle que G(x) € Dy pour tout x € Dy , alors G admet un unique point fize dans
Dy.

Le résultat suivant donne une condition suffisante pour avoir convergence de la suite. Il

s’agit d’une extension du théoréme vu dans le cas scalaire.

Proposition 3.1.2. On suppose que G : D C R* — R" posséde un point fize X* a
lintérieur de D et que G est continument différentiable dans un voisinage de X* .

On note Jg la jacobienne de G et on suppose que p(Ja(X™)) < 1 .

Alors il existe un voisinage S deX* tel que S C D et pour tout X©© € S, la suite définie

par demeure dans D et converge vers[?] X* .

Le rayon spectral étant I'infimum des normes matricielles subordonnées, il suffit, pour

etre assuré de la convergence, de vérifier qu'on a || Jg(z) ||< 1 pour une certaine norme.
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Theoreme 3.2. Soit G € C(R",R™) ), on définit la fonction F € C(R",R™) par F(z) =
xr — G(x).0n peut alors remarquer que G(x) = 0 si et seulement si F(x) = x. Résoudre le
systeme non linéaire revient donc a trouver un point fixe de F'. Encore faut il qu’un tel point
fixe existe.

On rappelle le théoreme de point fize bien connu.

Soit E un espace métrique complet, d la distance sur E, et F' : E — E une fonction

strictement contractante, c’est a dire telle qu’il existe k €]0, 1] tel que
d(F(z), F(y)) < kd(z,y), (3.5)

pour tout x,y € E Alors il existe un unique point fize x* € E qui vérifie F(z*) = x*. De

plus si 20 € E, et 20D = F(z®), Yk > 0 alors %) — 2% quant k — +o0.

Démonstration :
Etape : 1 Existence de z* et convergence de la suite
Soit 2 € E et (z®)4en la suite définie par 2**+) = F(x®)) pour k£ > 0. On va montrer

que
1. La suite (z(®)en est de Cauchy (donc convergente car E est complet),

2.

lim z® = 2* est point fixe de F.
n—-+0o0o

Par hypotheése, on sait que pour tout £ > 1,
d(z*Y 2% = d(F (™), F(z®Y)) < kd(z®, 2+D).
Par récurrence sur k, on obtient que

d(z* ) 2 ®)) < kd(2®, 20), Vk > 0.

Soit k>0 et p > 1, on a donc
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d(a:(k“’), x(k)) < d(x(kwLp)’ x(kﬂa*l)) 4o+ d(:v(k+1), x(k))'

P
< Z d(:p(k+p), m(1<r+(1—1))_

qg=1
P
< Z kRt (2, x(O))_
q=1

< d(zW, 2ONEF(1 + k+ .+ kP,
k,k
< d(x(l),x(o)),—k — Oquandk — +oocark < 1.
J —_—

La suite (2®),cy est donc de Cauchy, i.e.

Ve >0, 3k, e N;Vk > k., Vp>1 d(z*+P) By < e

Comme E est complet, on a donc z*) — z* dans E quand k — 400 Comme la fonction
F est strictement contractante, elle est continue, donc on a aussi F(z*)) — F(z*) dans
E quand k — +oo. En passant a la limite dans 1'égalité z*+) = F(2®) on en déduit
que z* = F(z*) .

Etape 2 : Unicité

Soit * et y* des points fixes de f, qui satisfont donc : z* = F(z*) et y* = F(y*) .Alors
d(F(z*), F(y*)) = d(z*,y*) < kd(z*,y*); comme k < 1, ceci est impossible sauf z* = y*.

La méthode du point fixe s’appelle aussi méthode des itérations successives. Dans le cadre
de ce cours, nous prendrons £ = R", et la distance associée a la norme euclidienne, que

nous noterons | . |.

V(x,y) € R" x R", avec x = (T1,...,20), Y = (Y1, -+, Yn)-

d(x,y) =[x —y|= <Z(fc - yi)Q) :

=1
Généralisation

Remarque 3.1.1. [15] Le théoréme passé se généralise en remplagant l’hypothése F' stric-

tement contractante” par il existe k > 1 tel que F®) = Fo Fo ..o F;k fois est strictement
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contractante ” (reprendre la démonstration du théoréme pour le vérifier).

La question qui vient alors naturellement est : que faire pour résoudre G(x) = 0 si la
méthode du point fize appliquée a la fonction x — x — G(x) ne converge pas Dans ce cas,
F n’est pas strictement contractante ; une idée possible est de pondérer la fonction g par un
parameétre w # 0 et d’appliquer les itérations de point fize a la fonction F,(x) = x — wG(x),
on remarque la encore que x est encore solution du systeme passé si et seulement si x
est point fize de F,(x). On aimerait dans ce cas trouver w pour que F,, soit strictement

contractante, c.a.d. pour que
| Fo(e) = Fu(y) =l 2 —y = w(G(z) = Gly)) <k |z -y, (3.6)
pour ¥(z,y) € R" x R™ avec k < 1.

Or

|2~y —w(G(x) - Gy)) " = (z -y —w(G(z) - Gy))).(x =y —w(G(z) - G(y)))
=z —y " —2(z - y)(w(G(z) = GW))) + w* | G(2) = G(y) |-

Supposons que ¢ soit lipschitzienne, et soit M > 0 sa constante de Lipschitz

|G(z) = Gy) s M |z —yl, VoyeR"
On a donc
|2 —y—w(G(2) = G(y)) P'< 1+’ M?) [z —y | —2(z — y)(w(G(2) — G(1)))-
Or on veut
|2 —y—w(G(z)—GW) P<k|z—y]|? avec k < 1. (3.7)

On a donc intérét a ce que le terme —2(z—y) w(G(z)—G(y)) soit de la forme —a | z—y |?

avec a strictement positif. Pour obtenir ceci, on va supposer de plus que
Ja > 0 tel que (G(x) —G(y)).(x —y) > a |z —y|>, Va,ycR™
On obtient alors

|2~y —w(G(2) - G(y)) ’'< 1 +w’M* —2wa) |z —y |*. (3.8)
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Et donc si w €]0, %[ le polynome w?M? — 2wa est strictement négatif : soit —u (noter

que p €]0,1[) et on obtient que

|2~y —w(G@) - G) P<A—p) |z —y]*.

On peut donc énoncer le théoréme suivant

Point fixe de contraction avec relaxation

Theoreme 3.3. On désigne[15] par | . | la norme euclidienne sur R™. Soit G € C(R",R")
lipschitzienne de constante de Lipschitz M > 0 et telle que

Ja > 0 tel que (G(z) —G(y)).(x —y) > a |z —y |* Vo, y € R,
est vérifiée, alors la fonction F,, — © — wG(x) est strictement contractante si

2
O<W<W'

Il existe donc un et un seul z* € R™ tel que G(z*) = 0 et 2™ — 2* quand k — +o0o avec
e* = (™) — wG(z®).

Remarque 3.1.2. Le théoréeme passé permet de montrer que sous les hypothéses et pour

w €0, %[ on peut obtenir la solution de exemple passé en construisant la suite

g* ) = 2™ _ @ (z®), n >0,
(3.9)
) e R™.
Or on peut aussi écrire cette suite de la maniére suivante (avec F(x) = x — G(x)
g* ) = p(z®), vn >0,

2® D = Lr*) = (1 4 w)2® 20 ¢ R™.

En effet si x5tV est donné par la suite, alors
g* ) = D = (1 4+ w)a® = wF (W) + (1 - w)2® = —wG (W) + 2.

Le procédé de construction de la suite (2.8) est lalgorithme de relazation surF.

La proposition suivante donne une condition suffisante pour qu’une fonction vérifie les

hypotheses.
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Proposition 3.1.3. Soit h € C*(R™,R) et ()\;)i=1.n les valeurs propres de la matrice hes-

sienne de h. On suppose qu’il existe des réels strictement positifs o et M tels que
a < \(z) <M, Vie}l,...,n}, Vr e R".

Alors la fonction G = Vh (gradient de h) vérifie les deuzx hypothéses du théoréme passé

Démonstration :

Montrons d’abord que ’hypothése est vérifiée. Soit (z,y) € (R™)? on veut montrer que

(G(x)—Gy)(z—y) >alz—y .

On introduit pour cela la fonction ¢ € C!(R,R™) définie par

p(t) = Gz + iy — x))-

On a donc
P(1) = 9(0) = Gly) = Gla) = | it (3.10)
Or
#(t) = DG(x + ty — 2))(y — ).
Donc

Gly) - Glz) = /0 DGz + t(y — 2))(y — 2)dt.

On en déduit que
(@) 6@ —» - | DG+ 1y — )y — )y — )it
Comme Ai(z) € [a, M] , Vi € {1,....n}, on a
alwP<DGRww <M |wl pourtoutw, z € R".
On a donc
(@) - G(a)) - (v — ) > /01a ly—aPdi=aly—zf, (3.11)

ce qui montre que 'hypothése est bien vérifiée.
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Montrons maintenant que ’hypothése est vérifice. On veut montrer que | G(y) —G(x) |<

M |y — x |. Comme

Gly) - Glz) = / DGz — ty — 2))(y — a)dt,

on a

1
|G~ 6) | < [ | DG~ tly )y —a) | de
0
1
< [ 10G@—tty ) | y-=]dt

0

ou | . | est la norme sur M,,(R) induite par la norme euclidienne sur R" .

Or, comme \;(x) € [, M| pour tout i = 1,...,n la matrice DG(xz —t(y — z))(y — x)) est
symétrique définie positive et donc, d’aprés la proposition son rayon spectral est égal a sa
norme, pour la norme induite par la norme euclidienne.

On a donc
| DG(x —t(y — 2))(y — 2)) [= p(DG(z — t(y — z))(y — x))) < M. (3.12)

On a donc ainsi montré que : | G(y)—G(z) |[< M | y—x | ce qui termine la démonstration

3.1.3 Ciritére de convergence de la méthode

Vitesse de convergence

Definition 3.1.2. [15] Soit (2),en € R™ et 2* € R™ On suppose que ) — x* lorsque

k — 400, que la suite est non stationnaire, c.a.d. que x®) # x* pour tout k € N | et que

) g |

=B e0,1]. 3.13
S Ty 0,1] (3.13)

On s’intéresse a la “vitesse de convergence” de la suite ())en . On dit que :
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1. La convergence est sous—linéaire si 3 = 1.

2. La convergence est au moins linéaire si € [0, 1].

3. La convergence est linéaire si  €]0,1].

4. La convergence est super linéaire si f = 0. Dans ce cas, on dit également que

a) La convergence est au moins quadratique s’il existe v € R, il existe ng € N tels que si
(a) g q q yeRy 0 q

k > ng alors

k+1)

I g <y lla® —at |2 (3.14)

(b) La convergence est quadratique si

' “ x(k—&-l) —x* H
1 = ) 1
A e e 17 (3.15)

Plus généralement, on dit que

(a) La convergence est au moins d’ordre p s’il existe v € Ry il existe kg € N tels que si
k > ko alors
[ —a® <y || a® = [P (3.16)

(b) La convergence est d’ordre p si

' H x(k—&-l) —x* H
| = ) 1
e e 77 (3:17)

Vitesse de convergence d’une méthode

Proposition 3.1.4. Soit F € C}(R,R) on suppose qu’il existe v* € R tel que F(z*) = z*

On construit la suite
@ e R,
(3.18)
2D = p (W),
1. Si on suppose que F'(x*) # 0 et | F'(x*) |< 1 alors il existe a > 0 tel que 2 € I, =

[z* — o, 2"+ a] on a
™ = 2 lorsque k — +o0.
De plus si 2 % 2% pour tout k € N alors

) — o |

ECErS —| F'(z") |= B avec B €]0,1].

La convergence est donc linéaire .
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. Si on suppose maintenant que F'(z*) = 0 et F € C*(R,R) alors il existe a > 0 tel que

0 ¢ I, =[z*—a,2* +a] on a x® — 2* lorsque k — +oo et si a®) # 2* | Vk € N alors

1
p=g | Fx)].

- —
| ) — 2= |2 9

Dans ce cas, la convergence est donc au moins quadratique .

3.1.4 Avantages et inconvénients de la méthode

Avantage de la méthode du point fixe : C’est une méthode beaucoup plus générale que la
méthode de Newton puisqu’on demande trés peu sur la fonction g (on demande seulement

qu’elle soit contractante, elle peut n’étre méme pas dérivable.)
Inconvénient de la méthode du point fixe : Elle est en général moins rapide (surtout

lorsque k est proche de 1) puisque 'erreur évolue “linéairement” et non "quadratiquement”.

3.1.5 Exemple numérique
Trouver la solution du systéme d’équations suivant :

Byt —6x4+3=0
23— —6x+2=0,
pour (zo,¥o) = (0,5;0,5)
Nous écrivons le systéme d’équations comme suit
r=Fz,y) ="+
y=Glz,y) = 5= +1
2

F,=% F,
CE 2
Go =5 Gy T
|F+F\_§ +8 =054 055 05— (25 <]
|Got Gy l=l 5+ |= 555 = 02008 = 05 =025 < 1

Anisi la condition de convergence est satisfaite,nous pouvons donc appliquer les deux

relation itératives
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Topr = §(T +43) + 5
Ynt1 %(1’2 —yp) + %
nous trouvons
z1 = S(@d +yd) + 1 = 1(0.125 4 0.125) + 1 = 0.542
n =4}~ uf) + 5 = 0333
zo = (@} +y}) + 1 = £(0.542) + (0.333)2 4 § = £(0.159) + (0.037) + § = 0.533
yo = (23 — f) + 3 = £(0.542)? — (0.333)% + 1 = 1(0.159) — (0.037) + % = 0.353
x3 = (23 4+ y3) + 1 = £(0.533)* + (0.353)* + £ = 0.532
ys = #(x3 — i) + 3 = $(0.533)* — (0.353)° + = 0.351
x4 = £(0.532)% + (0.351)% + 1 = 0.532
ys = $(0.532)% — (0.351)% + § = 0.531

donc la racine approximation est (0.532,0.531)

3.2 Méthode de Newton

La méthode de Newton pour la résolution d’un systéme d’équations est une généralisa-
tion de I'algorithme de Newton pour la recherche du zéro d’une fonction unidimensionnelle.
Le fait qu'un algorithme pour un probléme unidimensionnel puisse “etre efficacement géné-
ralisé au cas multidimensionnel est une situation exceptionnelle. La méthode de Newton est

souvent aussi appelée méthode de Newton-Raphson.|1(]
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3.2.1 Présentation de la méthode

Dans la formulation classique on écrit le systéme d’équations comme

( fi(y) = 0.
fo(y) =0

Fy)=0= (3.19)
[ fn(y) =0

Cette écriture est équivalente & la notation h(y, z) = 0 , & la différence que les variables
z sont directement dans F'.
On approche la solution y* par la séquence {y(k)} b1 - Btant donné y*) € R et une

évaluation de la matrice Jacobienne

St S5f

ﬁ |y1=y’f ﬁ |yn=yii
VE(y®) =

6 fn Sfn

Sy1 |y1:y’f T Syn |yn:y5

on construit une approximation meilleure y**1) de y* . Pour ce faire on approche F(y) dans

le voisinage de y®) par une fonction affine
F(y) = F(y™) + VW) (y —y®).

On peut résoudre ce “modeéle local” pour obtenir une valeur de y qui satisfasse

Fy™) + VF(y®™)(y —y™) =0, (3.20)
c’est a dire
y=y® — (VF(@y®) " F(y™).

On construira alors un nouveau mod‘ele local autour de la valeur obtenue pour y . A

l'itération k on a

y* ) =y & — (VP (y*) TR (y*),
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et y*+1) est solution du systéme linéaire

VEy® (y*D —y®) = — p(y® . (3.21)
HJ/_/\—’_/ T

Méthode de Newton

La méthode de Newton est 'une des méthodes numériques les plus populaires et est
mémé désignée par Burden et Faires comme la méthode la plus puissante utilisée pour
résoudre I'équation

f(z)=0. (3.22)
Cette méthode provient du développement en série de Taylor de la fonction
(),

autour du point x7.

Fla) = F @)+ @ —a) £ o) + o (o a)? ) o

Ou j et ses dérivées du premier et du seconde ordre. f’ et f” sont calculés en x; si nous

prenons les deux premier termes du développement en série de Taylor,nous avons

f@) = f(21) + (& = 21) f' (21) - (3.23)

On pose alors (3.2) a zéro(i.e f(x) = 0 pour trouver la racine de I’équation qui nous

donne

f(z) + (@ —a1) f' (z1) = 0. (3.24)
En réarrangeant le(3.3)nous obtenons la prochaine approximation de la racine, nous don-
nant © = o = 11 — —]J:/(éll))

Ainsi en généralisant (3.4)on obtient La méthode itérative de Newton

Ti = Tij—1 — LZ_I),Z € N, (325)

[ (i)

ou x; — T asi — 00 , et est 'approximation d’une racine de la fonction f(z).
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Remarque 3.2.1. Lorsque les itérations commencent a avoir les memes valeurs réétées, as

x; c’est a dire x; = x;11 = barz, cela indique que

flz) =0
converge versbarx. Ainsi ,x; est la racine de la fonction f(x).

Preuve de remarque :

Puisque
Tit1 = T4 / <xz>
[ (i)
si x; = 41, alors @)
J (;
T ()
Cela implique que
flai) 0
[ (@)
et donc
f(z;) =0.

Un autre indicateur que z; est la racine de la fonction est s'il satisfait que |f(z;)| < €
o € > 0 est une tolérance donnée. Cependant, (3.5) ne peut étre utilisé que pour résoudre
des équations non linéaires ne faisant intervenir qu’'une seule variable. Cela signifie que nous
devons prendre (3.5) et le modifier, afin de 'utiliser pour résoudre des équations algébriques
non linéaires impliquant plusieurs variables.

Nous savons de 'algébre linéaire que nous pouvons prendre des systémes d’équations
et exprimer ces systémes sous la forme de matrices et de vecteurs. Dans cet esprit et en
utilisant la Définition 2.2.

nous pouvons exprimer le systéme non linéaire comme une matrice avec un vecteur
correspondant. Ainsi, I’équation suivante est dérivée :x*) = x(*b=1 — J (x("/’_l)y1 F (x*=1)
ou k=1,2,...,n représente l'itération x € R".

F est une fonction vectorielle, et ( J(x))™! ’ est 'inverse de la matrice jacobienne. Cette

équation représente la procédure de Newton Méthode de résolution de systémes algébriques
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non linéaires. Cependant, au lieu de résoudre I'équation f(z) = 0, nous résolvons mainte-
nant le systéme F'(z) = 0. Nous allons maintenant passer par ’équation et définir chaque

composant.

(1) Soit F' une fonction qui envoie R™ sur R™.

f1 (l’l, To, ... ,l’n)
X1, Lo, ..., T
F (z1,29,...,2,) = f2 (@1 2 n) (3.26)
fn (.Tl,xg, 7xn)
ou:f; :R*"—=R
(2) Soit x € R™. Alors x représente le vecteur
T
X2
X =
T
ona,x; € Randi=1,2,...,n. (3) D’aprés la Définition 2.13, nous savons que J(x) est la
matrice jacobienne.
AinsiJ(x) ™! est
[ o of of 17!
g (X)) gn(x) o gE(x)
J(x)™! = f‘m_( ) (%2.( ) 3%‘( ) (3.27)
dfn Ofn Ofn
| G g o g |

Nous décrivons maintenant les étapes de la méthode de Newton
Etape 1 :
Soitx(® = (x§°), 20 ,33510)>

Etape 2 :
Calculez J (X(O)) et F (X(O)).
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Etape 3 :
Nous devons maintenant calculer le vecteur y©@, ot
Y1
Y2
y =
Afin de trouvery® , nous résolvons le systéme linéaire J (x(?) y(® = —F (x(¥), en utili-

sant I’élimination gaussienne.

Remarque 3.2.2.

En réarrangeant le systeme a [’étape 3, nous obtenons que

yO — _J (X<0))—1 F (x)

nous pouvons remplacer . La signification de ceci est que, puisque

nous pouvons remplacer —.J (X(O))_l F (x(o)) ),

dans note formule itérative par y(©.
Ce résultat donnera que x® = x(=1 — J (x(’“_l))_1 F (x*1) = xE=1) — y (k=D

Etape 4 : une fois que y(o) est trouvé,nous pouvons maintenant terminer la premiére

itération en résolvant pour x" . Ainsi,en utilisant le résulta de étape 3 :nous avons cel

3.2.2 Critére de convergence de la méthode

Le taux de convergence rd’une méthode itérative est défini comme

(k+1) || r

le = (3.28)

)
ko | e ]
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ou exp® est lerreur ‘a l'itération k et ¢ une constante finie. On distingue alors les cas
particuliers suivants :

* r=1et c<1, convergence linéaire

* r > 1, convergence super-linéaire

* r =2, convergence queadratique

Dans la pratique ceci correspond 0 un gain de précision par itération d’'un nombre de
digits constant pour une convergence linéaire ; I’accroissement de la précision par itération
va en augmentant pour une convergence super-linéaire, et dans le cas d’une convergence
quadratique la précision double & chaque itération.

La méthode de Newton converge quadratiquement sous certaines conditions. On vérifie
g™ —y* < By ™Y =y [PE=1,2, .. (3.29)

ou 10 mesure la non-linéarité relative
I VE(y)™ <8 <0, (3.30)

et v est la constante de Lipschitz.

La convergence est seulement garantie si y(°) se trouve dans un voisinage de y*, voisinage
qu’il faut définir.

Pour la solution de modéles macroéconométriques, y(%) est défini par y,_; ce qui constitue
en général un bon voisinage.

La convergence quadratique des itérations de I'exemple 1 peut étre vérifiée dans le tableau

(k)

de la Figure 1 En effet pour chaque composante y,’ , on vérifie

’ yi(kJrl) - nyI ’<‘ yl(k) _ yiSOZ ‘2 . (331)
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3.2.3 Avantages et inconvénients

L’un des avantages de la méthode de Newton est que sa forme n’est pas trop compliquée
et qu’elle peut étre utilisée pour résoudre une variété de problémes. L’inconvénient majeur
associé a la méthode de Newton est que J(x), ainsi que son inversion doivent étre calculés a
chaque itération. Le calcul de la matrice jacobienne et de son inverse peut prendre beaucoup
de temps selon la taille de votre systéme. Un autre probléme auquel nous pouvons étre
confrontés lors de I'utilisation de la méthode de Newton est qu’elle peut ne pas converger.

La complexité de la méthode de Newton est déterminée par la résolution du systéme
non linéaire. Si 'on compare les méthodes itératives avec la méthode de Newton pour une
itération on remarque que la différence de travail réside dans I’évaluation de la matrice
Jacobienne et la solution d’un systéme linéaire. Ceci peut paraitre un désavantage de la
méthode de Newton. Dans la pratique cependant on peut montrer que lorsque on résoud le
systéme linéaire avec une méthode directe creuse et lorsqu’on utilise des dérivées analytiques
les deux méthodes sont de complexité comparable étant donné que le nombre d’itérations
pour Newton est nettement inférieur aux nombre d’itérations pour les méthodes itératives.

Si la méthode de Newton ne parvient pas a converger, cela entrainera une oscillation

entre les points.

3.2.4 Exemple numérique

Exemple 1 :

On considére le systéme nonlinéaire

f1($1, 5U2) = zoexp™ =2 =0,

f2($1,l'2) = T2 +$% —4 = 0,

, .. Ji(zy, 22)
qu’on peut écrire sous la forme f(xq,x9) = = Ogz ou X = (21, x2).
f2($1, $2)
La Jacobienne de F' est
roe®™ el
Jp@) =
2[L‘1 1
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Une itération de la méthode de Newton en partant de approximation initiale (29, z9) =

(0,1) revient a calculer X; ou Xy = (0, 1) le vecteur initial alors

X, = X — (Jr(X0)) ' F(Xo).

Donc
Jr(Xo) =
01
alors
o 1 -1
(Jr(Xo)) ™ =
0 1
et

Alors la premiére itération

0
X1 = Xo — (Jp(Xp)) ' F(Xo) = - =
1 0 1 -3 4

On ne peut pas prendre 'approximation initiale (2, 29) = (1,2) car dans ce cas

2e e

Jr(xo) = -

n’est pas une matrice inversible .

Exemple 2 : On veut résoudre le systéme non linéaire
2 _
] =1
2 2
x]+ a5 =2
2 2

lequel est équivalent &

fi(wy, 29, 23) =27-1=0
Ji(xy, 29, x3) =224 22-2=0
f1($1,l’2,1‘3) :l’?"—fﬁl’g—f—xg:l
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— On calcule 3 itérations de la méthode deNewton en partant du vecteur initial (29, 29, 23) =

(0,75;—0,75;0,75). Donc on calcule X7, X5, X3.

La Jacobienne de F' est

211 0 0
Jrx) = 211 205 0
201 + 1o X1 213
Alors
1,5 0 0 1 0 O
Jrxy=115 —-1,5 0 |=1L35[ 1 -1 0
0,75 0,75 1,5 0,5 0,5 1
Ce qui implique que
1 0 0
(JF(XO))_ —1—15 1 -1 0
-1 0,5 1
Le vecteur
f1(Xo) —0,4375
F(Xo) = | fo(Xo) | = | —0,875
f3(Xo) —0,4375
Ainsi
0,75 10 0 —0,4375
Xi = Xo— (Jr(Xo)) ' F(Xo) = | —0,75 +T15 1 -1 0f] —0,875
0,75 -1 0,5 1 —0,4375
1,0416
= | —1,0416 | = 1,3888X,
1,0416
Alors

Jrx)) = 1,3888Jp(xq),
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donc
(Jrxn) ™ = 1,3888(Jr(x0)
Le vecteur
f1(X3) 0, 0849
F(X1)=| fo(x1) | = | 0,1698
f3(X1) 0, 0849
Ainsi
1,0416 1 0 0\ (00849
&:&—Ummﬂﬂ&)::—um6+z%w 1 -1 0] |o0,1698
1,0416 —1 0,5 1/ \0,0849
1,0008
= | —1,0008 | = 1,3344X,
1,0008
Et
1,0008 1 0 0\ {0,0016
Xy =Xy — (Jp(Xy)) 'F(Xs) = 1,008 | + 5555 [ 1 —1 0] [0,0032
1,0008 —1 0,5 1/ \0,0016
1, 0000
= | —1, 0000
1, 0000

On regroupe tous les résultats dans le tableau qui suit

k| X [ Xri1 — Xl

0| Xo = (0.75,-0.75,0.75)"

1| X, = (1.0416, —1.0416, 1.0416)7 | || X, — Xo|| = 0.5 >

2 | X, = (1.0008, —1.0008, 1.0008)” | | X5 — Xi|| = 0.0706 > ¢

3| Xy = (10000, —10000, 100007 | | X5 — Xs|| = 0.00000192 < ¢ = 107,

TABLE 3.1 — Les résultats pour trois itérations
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— On ne peut pas démarrer ’algorithme si

219 0 0

219 229 0

04 .0 .0 0
207 + x5y ] 2wy

n’est pas une matrice inversible , donc si le det

detr]F(XO) = 0.

det Jp(xy) = 23000 92)

si et seulement si 2 =0 ou 2y =0 ouzd =0.

=0,




CHAPITRE 4

APPLICATION NUMERIQUE EN MATLAB

Dans ce chapitre, nous discuterons des algorithmes et des méthodes pour trouver les
racines des équations algébriques non linéaires ott nous appliquerons la méthode du point
fixe et la méthode de Newton en utilisant I’environnement Matlab pour trouver des solutions

pour les équations non linéaires et les systémes d’équations non linéaires.

4.1 Reésolution numérique des équations non linéaires f(x)=0

4.1.1 Meéthode du point fixe :

Exemple 01 : La résolution d’équations
flx)=2*-22"4+2-3=0

, par la méthode du point fixe
Trouver la racine de I'équation 23 — 222 + x — 3 = 0 pour valeur initiale o = 0.5

les résultats essayer pour différentes valeurs initiales prises dans [0, 10].
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cley; clear; closa all
f = inline('x"3 - 2*x"2 + x - 1"}
g = inline('sgrti{{ 2*x"2 - x + 3}/ /x1"}
E = le-3; itermax = 100; ={(l)= 0.5; dx=1; k=1;
while abs{dx} > E

x(k+l) = gi=xik));

:printf(' n the solution 1s : f for the iteration N® : £, =ik), k)

dx = abs(x{k+l) - x{k));

k=k+1;

if kritermax

break;

end
end
plot {x)
grid
title('pour waleur initiale x = 0.5")
xlabel {("1terations')
ylabel ('x')
fprintf(''\n la solution est : f ', x{end))
fprintf('\n f{=x) = £ ', Eilx{end)))
>>
Ff =

Inline function:
fix) = x*3 - 2%x"*2 + x - 3
q =

Inline function:
glx) = sgre(( 2*x*2 - x + 3)/x)

]

la seolution de 1 equation est 0.500000 4 1 itération H 1.000000
la solution de 1 éguation ast 2.449490 a4 1 itération H" 2.000000
la solution de 1 éguation ast 2.263565 a 1 itération H" 3.000000
la solution de 1 éguation ast 2.202833 4 1 itération N" 4.000000
la solution de 1 aguation ast 2.18B3472 a 1 itération N" 5.000000
la solution de 1 aguation ast 2.177361 a4 1 itération N® 6.000000
la solution de 1 aguation ast 2.175440 a 1 itération N® T.000000
la solution de 1 égquation est 2.174836 a4 1 itération N” B.000000
la seolution de 1 equation est 2.174646 a 1 itération NH" 9.000000
la solution est : 2.174587

£(x) = 0.000177
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pour valeur nitisle g 0.5

2.5 T T T T L3
/ I ; ;
2 ! !
E | |
£ sk 1 1
k-] |
w 1|
11— — - o
u 5 JI‘ l.‘ i L i
2 3 4 5 6 T 9 10
itrations
pour différentes saleurs initiales 0 = [0 ~ 10]
1& L3 & & * 13 L3

ssluion

FIGURE 4.1 — Convergence d’'une méthode de point fixe pour différentes valeurs initiales

Exemple 02 :

Trouver la racine de 1’équation :

22— —-10=0

10

fix}

]
e
N

_5 N

—
10
15 =

2 -1.5 -1 05 0O 05 1 1.5 2

FIGURE 4.2 — Les coordonnées des points dintersection de la courbe de f avec I'axe des

absciesses
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Considérez la formule itérative g;(z) =

10
x3—1

et étre x,41 =

x?,l—o_l,n = 1,2,... On met la

valeur initiale (estimation initiale ) xy valant 2,0, on trouve la suite de valeurs suivante :

8 7 6 5 4 3 1
-10 -9.99e-3 -10 -9.978e-3 | -10.004 0.071 | 5.214 | 1.429
-9.99e-3 -10 -9.99e-3 -10 -9.978e-3 | -10.004 | 0.071 | 5.214 | 1.429

TABLE 4.1 — Convergence d'une méthode de point fixe pour la fonction g2(x)

Nous trouvons que le processus itératif avec la formule g; entre dans une boucle infinie

Sans convergence.

On considére donc une autre fonction de la forme go(z) = (z + 10)4, alors la formule

récursive en point fixe est :

Tpt1 = (T + 10)%,

n=0,1,2 ..

On pose 'estimation initiale de la valeur initiale xo a 1,0, puis 2,4, 15,50 et —7 (dans

le but d’étudier l'effet de I’estimation des valeurs initiales sur la convergence), on trouve la

série suivante de valeurs :

6 5] 4 3 2 1 0
1.85558 | 1.85558 | 1.85553 | 1.85424 | 1.82116 | 1.0
1.85558 | 1.85558 | 1.85559 | 1.8558 | 1.861 2.0
1.85558 | 1.85558 | 1.85559 | 1.8557 | 1.85866 | 1.93434 | 4.0
1.85558 | 1.85558 | 1.85560 | 1.85615 | 1.87029 | 2.23606 | 15
1.85558 | 1.85558 | 1.85563 | 1.85696 | 1.89086 | 2.78315 | 50
1.85558 | 1.85558 | 1.85555 | 1.85474 | 1.83410 | 1.31607 | -7

TABLE 4.2 — Le processus itératif ne converge vers aucune valeur d’approximation initiale.
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g
8

FIGURE 4.3 — Le processus itératif converge trés rapidement vers la racine

Nous constatons que pour go, la série de valeurs récursives converge rapidement vers

1, 85558 avec toute estimation initiale.

91
Mettons dans la formule g3(z) * la formule récursive en point fixe

x, + 10)°%
Tpi1 == Q, Oun=0,1,2,...n
Ty,

En supposant que la valeur initiale de xy est de 1,8 (une bonne estimation par rapport

a la valeur racine), nous trouvons

98 6 5 4 3 2 1 0
1.8555 | ... | 1.82129 | 1.89355 | 1.81529 | 1.90035 | 1.80825 | 1.9084 | 1.8

TABLE 4.3 — Le processus itératif converge mais trés lentement.

Nous constatons qu’avec toute supposition initiale, le processus itératif pour g3 converge,
mais trées lentement.

Interprétation géométrique de la convergence avec g, go et g3 .
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i 3 _g1|:x'| i

=
At y=x
2} ° %

91{.1:-
ka

FIGURE 4.4 — Figure g1, le processus itératif ne converge vers aucune valeur d’approximation

initiale.

35 * ™

'ga.':”

FIGURE 4.5 — Figure g», le processus itératif converge trés rapidement vers la racine qui est

le point d’intersection de la droite y = x et de la courbe y = go(x) comme le montre
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FIGURE 4.6 — Figure g3, le processus itératif converge mais tres lentement.

Les graphiques g1, g» et g3 montrent le tracé itératif de convergence en point fixe avec
g1, go et 3 respectivement pour les valeurs d’approximations initiales zq = 2. il est clair que :
- Figure g1, le processus itératif ne converge vers aucune valeur d’approximation initiale.
- Figure ¢, le processus itératif converge trés rapidement vers la racine qui est le point
d’intersection de la droite y = x et de la courbe y = go(x) comme le montre la figure.
- Figure g3, le processus itératif converge mais trés lentement.
Ou l'on peut écrire un programme en Matlab pour retrouver les derniers murs de

I’exemple précédent comme suit :
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clear:cle:
g = inline('exp((exp(-x}/ 3} ")
E=le-3;x0=2;
n=0; dx=1;
while dx>E & n<100
®xl=g (=0} ;
dx=abs (x1-x0) ;
w0=xl;
n=n+1l;
end
disp(['sclutiocn : '",numZstr(xl),', iteraticns : ",numZstr(n)])

»>> solutien : 1.1154, iterations : 5

4.1.2 Meéthode de Newton :

Exemple 01 :

Trouver la racine de ’équation

f(z) = xzsin(m x ) — exp(—x) =0
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clec; clear; close all
f = inline('x*sin | 1)
df = inline('sin =)+ 11*cos (pl¥x)texp (—x)
E = le-4; itermax = 100; =(l)= 0.5; dx=1; k=1;
while abs{dx) > E
®(k+1l) = x={k} - fixn{k)}/df(xik)):
fprintf (' la solution de 1 éguation e l itérati £'y =ik), k)
dx = absix{k+1l) - x{k)});
k=k+1;
if k»itermax
break;
end
end
plot (=)
grid
title('pour leur initiale = "1
xlabel ("itérations')
yvilabel {("x")
fprintf{'\n la salution est : £ ', xi{end))
fprintf({'\n f{=) = % ', Elx({end)))
o
F =
Inlinae function:
fix) = x*sin (pi*x)-exp(-x)
df =
Inline function:
df (%) = sin(pi*x)+x*pi*cos (pi*x)+exp(-x)
la solution de 1 équation est : 0.500000 & 1 itération N° 1.000000
la solution de 1 égquation est : 0.566311 a 1 itération N° 2.000000
la solution de 1 éguation est : 0.577812 &4 1 itération N° 3.000000
la solution de 1 éguation est : 0.578B262 &4 1 itération N° 4.000000
la solution est : 0.57B2&3
fix) = <1.9133e-012

pour valeur initiale o = 0,5
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pour valieur initigle x, = 0.5

052

05T

.-"'F

Ll
::/ ........
¥

FIGURE 4.7 — Convergence de la méthode de Newton vers la racine

les résultats essayer pour différentes valeurs initiales prises dans [0, 100].
Exercice 02 :

Trouver la racine de I'équation f(x) =22 — 7

4 3 2 1

2.00 2.01 | 2.26 | 3.33 | 6.00

2.4e-4

0.062

1.137

7.11

32

4.00

4.031

4.533

6.66

12

2.00

2.00

2.01

2.26

3.33

6.1e-6

0.015

0.25

1.06

2.66

TABLE 4.4 — Convergence de la méthode de Newton pour la fonction f (x)
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4 3 2 1 0 n
200 | 201 | 226 [ 333 [ 600 | x,
24e4 | 0062 | 1137 | 711 | 32 | fix)
400 | 4031 | 4533 | 666 | 12 | f(x)
200 | 200 | 201 | 2.26 | 3.33 | Xum
6.1e6 | 0015 | 025 | 1.06 | 2.66 | dx

pour waleur initiale w, = 0.5

12 F

=R o

FIGURE 4.8 — Convergence de la méthode de Newton pour différentes valeurs initiales

Ainsi, en utilisant une valeur initiale de xq aprés 4 étapes, nous trouvons une racine de
'équation f(z) = 2% —4 est z = 2. Si nous devons choisir une valeur initiale différente, nous
pouvons trouver la méme racine, ou nous peut trouver l'autre, r = —2.

les résultats essayer pour différentes valeurs initiales prises dans [0, 100].
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pour diféiventes valeurs intiales x, = [0 - 9000)
BOD T T H

3 4 5 B T B
ibratiore

FIGURE 4.9 — Seul point d’intersection avec I’axe des abscisses (seul racine)

Algorithme de la méthode de Newton :

Les étapes de l'algorithme de Newton sont les suivantes :

- pour que f soit une fonction différentiable. Nous cherchons a résoudre pour f(x) = 0,
en commencant par une estimation initiale de x = x.

- Dans la niéme étape, étant donné xn, approximez les x,, 1 suivants dans une relation
récursive :

- Tpi1 = Ty — Jf,((:;’;)) puis répétez

- Arrét lorsque la condition de convergence | z,41 — x, |< € est remplie, ou € est la
tolérance (précision requise)
Un programme peut étre écrit en Matlab pour trouver la racine de I’équation précédente

comme suit :
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clear;ele;

f = inline (' x"2-15");
df = inline('2*x ");
E=le-3;x0=2;

n=0; dx=1;

while dx>E & n<100
xl=x0-£ (x0) /dE (x0);
dx=abs (x1-x0) ;

wl=x1;
n=n+l;
end
disp{['selutien : ',num2stri{xl),"', iterations : ',num2stri{n)])
fplot (£, [0,10]);hold on;plot(xl, O0,'oar')
xlabel ('iterations');ylabel('£fix})");grid

fix]
&
Y

a’fﬁ/ﬁ;
o - 4
_.---"'"'"H‘Hr
Ay 1 2 a 4 5 B T B PR

Convergence les deux racines par la méthode de point fixe

Observation :

Cette méthode est meilleure, plus rapide et plus précise que la méthode de classification

répétée.




4.2 Résolution numérique d’un systeme non-linéaire :

4.2 Reésolution numérique d’un systeme non-linéaire :

4.2.1 Meéthode du point fixe :

Exemple 01 : Trouver la solution du systéme d’équations suivant :

23+ —6xr+3=0,

¥ —y? —6x+2=0, pour (zg,y0) = (0,5;0,5).

Nous écrivons le systéme d’équations comme suit

24y 1
-y 1
y=9(@y)=—F—+3

cley clear; closse

fl = inline('x"3+y"3-6*x+3")

f2 = inline('x"3-y " 3-6*y+2'}

fxy = inline{'(x + 6+1/2%)

gxy = inline(' (x"3-s B+ 1 "1 ;

E = le-4; itermax = 100; =x{(l)= 0.53%; vi{l)= 0.53; dx=1; k=1;

while abs(dx) > E
lk+l)=Exy(=x(k),vik)):
yiktl)=guy(=xik),vik));




4.2 Résolution numérique d’un systeme non-linéaire :

fprintf('""n la solution de 1 éguation est : f ,%f a 1 itératiaon
=ikl,vik), k)

dx = abs(max([x{k+l) — =(k);y(k+1l}) - wik)]}}:

k=k+1;

if kritermax

break;

end
end
subplot(2,1,1)
plot (x)
grid
title('pou
xlabel ('itérations
yvlabel {"x'")
subplot(2,1,2)
plot{x})
grid
xlabel ('itérations')
vlabel ('y")

fprintf({''\n la ion est @ %f , %£', =(end), y{end))
fprintf({'n = %f ', fli(x{end),y(end)))
fprintf£({'%n = %f ', £2(x{end),y(and) )}
pour valaurs initiales %= 0.5, ¥o = 0.5
0.58 T T T T
0.56
« 054 / F—
0.52
ﬂj1 15 2 25 3 a5 4 4.5 5 55 -1
itérations
0.58 T T T T
nsﬁ - " ] . . e
0.52
05 L i i L
1 15 2 25 3 a5 4 4.5 5 55 -1
itérations

FIGURE 4.10 — Convergence les deux racines par la méthode de Newton.




4.2 Résolution numérique d’un systeme non-linéaire :

>
fl

Inline
£flix,¥y)

£f2 =

la
la

la
la

Inline
£2(x,vy)

solution
solution
solution
solution
solution

la solution est :

function:

= x*3+y"3-6%x+3

function:

= x*3-y3-6%y+2

egquation
eguation
equation
eguation
egquation

RRRER

£1(x,y) = -0.000025
£2 (x,y) = -0.000001

est
est
est
est
est

4.2.2 Méthode de Newton :

- e e T s

0.532375 , 0.

. 500000
.541667
.532661
.532560
.532391

351258

,0.500000 & 1 itération N°
,0.333333 a4 1 itératiomn NW"
,0.353648 4 1 itératiomn H"
,0.351150 a 1 itération N°
,0.351291 &4 1 itération W®

Exemple 02 : Trouver la solution du systéme d’équations suivant :

=1,

pour (zg,y0) = (0,75;0,75).

Nous écrivons le systéme d’équations comme suit

flzy) =2+y*—1=0,

g(z,y) =2 —y*+

=0,

of of
. 5 2x2
N oxr 0y _ y
5_95_9 2 — 2y
0x ox

{5 T T L

.0ooooo
.0ooooo
.0ooooo
.0ooooo
.0ooooo



4.2 Résolution numérique d’un systeme non-linéaire :

cler clear; close all

f = inline('x"2+y~2-1"})

g = inline ('x"2-y"2+1/2")
fx = inlina('2*x")

fyv = inline('2*y"'}y ;

gx = inline('2+*x")

gy = inline{'-2*y"');

E = le-4; itermax = 100; =x{(l)= 0.75; vi{l)= 0.75; dx=1; k=1;
while abs{dx) > E

J = [fxix(k)),fyiyik))sgxixik)), gyiyiki)];
F= [flxik),yik))rglxikl,yikd)]:
¥ = [e(kl;y(k)] — inv(J)*F;

wik+1l)=X (1) ;yiktl)=X({2);
fprintf(''n la solution de 1 éguation est : %f ,%f & 1 itération WN® : %f',
=ik, yik), k)
dx = abs(maxi{[x{k+l) — ={k);y(k+1} - vik)])}:
k=k+1;
if k»itermax
break;
end
end
subploti(2,1,1)
plot (x})
grid
title('pour wvaleur initiale x 0 = 0.75, v 0 = 0.75")
xlabel ("itérations®)
yvlabel {('x')
subplot(2,1,2)
plot (x})




4.3 Analyse d’erreurs pour les méthodes itératives

'y m{=nd), y(=nd])

f{x(end}, yi{end

gi{x (end) ,; y{end) b )

pooas vk inftiake xy = 0.7, y, = 0TS

0g T T T
08
xcv:\\ |
o8 —
x\‘-—h____
o8 15 : 3 3 3% 4
Ll e

,n:\.\\ | | |

o5

e

>>

Inline function:
fix,y) = x"2+y"n2-1

Inline function:
glx,y) = :||:""2—:|r""2+1.|"2

la solution de 1 équation est : 0.750000 ,0.750000 a 1 itération H* : 1.000000
la solution de 1 équation est : 0.541667 ,0.875000 a 1 iteration WY : 2.000000
la solution de 1 é@quation est : 0.501603 ,0D.B66071 a 1 itération W™ : 3.000000
la soluotion est : O.500003 , O.8&66025

£fix,y¥) = 0.000003
gix,y) = 0.000003

4.3 Analyse d’erreurs pour les méthodes itératives

Caractéristiques de convergence méthode du point fixe représenté par une condition suf-
fisante de convergence de la suite des approximations est que la valeur absolue de la pente
de F soit inférieure & 1 dans un voisinage de la racine r, et que x0 le point de départ soit
dans ce voisinage.

Alors que la convergence de méthode de la newton est plus fiable que la méthode du point
fixe qui est basée sur la formule itérative extraite.

On reprend la fonction




4.3 Analyse d’erreurs pour les méthodes itératives

f(z) = 2% —sin(z) —3  sur[l,2]

Nous allons décrire graphiquement ’évolution de |z, — a| en fonction de n pour les deux

méthodes du point fixe et de newton comme suit :

1 I I
—&— meéthodes du point fixe
=—&— méthodes du newton
- : ! :
= ' ' '
: = = £
1 2 3 4 3 G T & 9
terations
30 T T I I I
E E —&— méthodes du point fixe
] . N I A ] . melthudesdupex-iun
g : :
o L ol Rt ol ittt i e Pommmmm
of & & & &
1 2 3 4 5 G T a8
terations

FIGURE 4.11 — Convergence et la vitesse de convergence pour les deux méthodes itératives




4.3 Analyse d’erreurs pour les méthodes itératives

clcyeolear;close all

f = inline("x"2 - =sinix) - 3")
df = inline("2*x - cos(x)")
g = inline('sgrt(sin(x) + 3)")
x=0=0.5;
x(1l)=x0; n = 1; E = 1le-3;
de = 1;
while dx > E
x(n+l) = gi(=xinl});

dx = abs(x(n+tl) - =(n));
erin) = d4dx;
n=n+ 1;
end
subpleot (Z2,1,1)
plot (x, "—-or", 'LineWidth", 2)
subplet (2,1, 2)
plot{er, '-or', 'LineWidth', 2}
x (end)
dx = 1; clear x; clear er;
x(1)==x0; n = 1;
while dx > E
x(n+l) = x(n) - £i{x(@n))/df(x(n));
dx = aba(x(ntl) — =in));
erin) = dx;
n=n+ 1;
end
subplet (2,1,1)

hold on

plot{x, "-ob', 'LineWidth"', 2}

legend ('méthode= du point fixe', 'méthodes du newton')
x (end)

grid

xlabel ("itérations")

vlabel ('racine x'")

subplet (2,1, 2)

held con

plot (er, "-cb", 'LineWidth"', 2)

legend ('m&thodes du point fixe', 'méthodes du newton')
grid

xlabel ('i1térations")}

ylabel('l'"errsurs 4d x")




4.4 Test de robustesse

e
£ =

Inline function:

fix) = x*2 - sin(x) - 3
df =

Inline functicn:

af(x) = 2*x — cos(x)
g = . .

Inline function:

gix) = agrtisin(x) + 3)
ans =

1.979310050556231

ans =

1.579320157484580

4.4 Test de robustesse

Soit un systéme non linéaire (5D) défini par 1’équation non linéaire suivante :

(23501 + 222+ 2% 24+ 0.01 % 25 — 1.45 = 0,
—224+13xx25+9=0

2xx3—252+9=0 (4.1)
x1® — 2% x4 *x 23+ 252 —0.8=0

\ —bxx3—ab—3*xxhxxd*xx2+3.6=0

- Méthode du point fixe :
pour les valeurs initiales :21(0) = 22(0) = x3(0) = z4(0) = z5(0) =1




4.4 Test de robustesse

la
1a
1a
1la
la
la
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1a
1a
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o0 : : : : '
| | | | —— x1
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FIGURE 4.12 — Convergence de les solutions par la méthode du point fixe

solution est
est

ezt

s=olntion
=zoluntion
soluntion est
est

est

soluticn
soluticn
solution est
est

est

solution
solution

=olntion est

e b i s s s L0 s RO

zoluntion est :

zoluntion ezt @ 4
f£1(x1,x2,x3,x4,x5)
2 (x1,x2,x3,x4,x5)
£3(x1,x2,x3,x4,x5)
f4(x1,x2,x3,x4,x5)
£5(x1,x2,x3,x4,x5)

-0.000132 >

.216440 ,10.300000 ,-5.000000
.463402 ,7.%60000 ,-0.811650
.4072%3 ,6.991440 ,-0.830758
.547086 ,8.9%0673 ,-1.287281
.215376 ,8.9%85763 ,-1.001024
466760 ,8.9%33176 ,-1.001566
480217 ,8.5%%0579% ,-1.001867
.483%45%0 ,8.9%%0660 ,-1.001042
.490984 ,8.9%0722 ,-1.001033
.491347 ,8.9%0743 ,-1.001026
.491412 ,38.9%%0746 ,-1.001024
.491412 |, §.990746, -1.001024,

= 0.000154

= 0.000001

= -0.000002

= -0.001010

,—0.930000
. 714906
.786737
. 783465
.115151
. 454585
. 760460
542471
. 853662
.B56133
.B56745
-44.856745,

. 800000
. 345046
007175
010552
.012542
007247
.007185
007137
007121
.00711%9
.007118
-0.00711%8

el R me Qe pee Qe @ie Qe P Qe

l'itération
1'itération
l'itération
l'itération
l'itération
l'itération
l'itération
l'itération
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l'itération
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M®
N®
N®
Nﬂ
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4.4 Test de robustesse

valeurs initiales

Convergence de la méthode de la méthode du point fixe pour différentes valeurs initiales

x:(0)=xz (0)%3;0}=x4 (0)=x:

solutions

Convergence

0.5

4491434
8.990746
-1.001024
-44.856878
-0.007118

18000

16000
14000
12000

10000

B8}

4491434

8.9907456
-1.001024
-44.856868
-0.007118

50

4491433
8.9907456
-1.001024
-44.856876
-0.007118

- Méthode de Newton :

pour les valeurs initiales :x1(0) = x2(0)

x3(0)

x4(0)




4.4 Test de robustesse

200 : T : : '
' ' ' ——x1
: : : : —&—x2
150 _. 1 —B— x3
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FIGURE 4.13 — Convergence de les solutions par la méthode de Newton

zolution est @ 11.882770 ,-3.143164 ,16.830031 ,-%
zolution est §.968517 ,-0.818317 ,-23.071373 ,-
zolution est @ -8.385131 ,-6.750773 [182.787318 ,
zolution est -13.051377 ,-5.5392%7 ,10.83%8583 ,
golution est @ -9.025435 ,-4.613867 [ -22.01%55% ,
zolution eat -&.686635 ,-3.86788% ,-27.9834688 ,
zolution eat -53.745582 ,-3.4581%0 ,-27.581369% ,
zolution est -3.477733 ,-3.351741 ,-Z5.Z57031 ,
zolution est -3.412736 ,-3.338754 ,-24.391325 ,
zolution est -3.406520 ,-3.33%136 ,-24.290531 ,
zolution est -3.406216 ,—-3.338107 ,-24.283445 ,
zolution est -3.406201 ,-3.33%106 ,-24.283211 ,
zolution est -3.406200 ,-3.33%106 ,-24.2831%85 ,
zolution eat -5.408200 , -3.3359108, -24.2851%%,

flixl,=x2,x3,x4,x5)
f2(xl,x2,x3,x4,x5)
f3(xl,x2,x3,x4,x5)
fa(xl, x2, x3,x4,x5)
To(xl,x2,x3,x4,x5)

178745
.239032
132510
.59405934
L282080
. 4859324
40541
420200
.415040
.4147587
.414776
.414775
1.414775,

-

o on

e ]

248310

,—9.342434 a4 1'"itération HN®
,—7.552551 & 1'"itération N®
,—12.11587% & 1l'itération N*
,—11.184075 & 1l'itération N*
,—10.472206 & 1l'itération N*

,—a.
,—a.
,—9.
-
-
-
-
-

98376
583223
301335
49211%
491643
491621
491520
491520

-5.451620

a
a
El
a
a
a
a
a

1l'itératicn
1l'itératicn
l'itération
1'itération
1'itération
l'itération
1l'itératicn
1l'itératicn

N°
N°
ND
N°
N°
N°
N°
N°



4.4 Test de robustesse

Convergence de la méthode de la méthode du Newton pour différentes valeurs initiales

valeurs initiales

cas solutions Convergence

x (0= (D)=a D) (0=
(0)

-5.406200

-3.339106

1 0.5 -24.285199

1414773

-0.491620

4491433

3.090746

B8]
Ln

-1.001024

-44.856872

-0.007118

-11.523581

-0.906403

3 a0 -54.136047

13.604436

-7.620310 ) ; H ]

On peut remarquer a partir des résultats précédents de la résolution du systéme non linéaire

(5D) que la méthodes de point fixe pas toujours convergentes et newton converge trés vite .

Dans ’étude précédente, en utilisant 1’environnement Matlab, nous avons présenté des
applications par les méthodes itératives pour résoudre des systémes avec une seule et un
systéme des équations non linéaires, et avons constaté qu’elles convergent vers la racine par

itérations rapides selon la formule itérative pour la méthode de point fixe méthode et selon




4.4 Test de robustesse

le valeur initial pour de la méthode de Newton.




CONCLUSION GENERALE

A partir de cet article, il est str de dire que les méthodes numériques sont un volet vital

des mathématiques. Ils sont un outil puissant non seulement pour résoudre des équations
algébriques non linéaires & une variable, mais aussi pour des systémes d’équations algé-
briques non linéaires. Méme des équations ou des systémes d’équations qui peuvent sembler
simplistes dans leur forme peuvent en fait nécessiter 1'utilisation de méthodes numériques
pour étre résolues. Les méthodes numériques sont également in uentielles dans la résolution
des problémes aux limites des équations différentielles ordinaires non linéaires. Résoudre
des problémes de valeurs aux limites d’équations différentielles ordinaires linéaires peut étre
assez difficile. Ainsi, il serait presque impossible de résoudre des problémes de valeurs aux li-
mites d’équations différentielles ordinaires non linéaires sans mettre en ceuvre des méthodes
numériques. Dans cet article, nous n’avons examiné que deux méthodes numériques, cepen-
dant, il y en a plusieurs autres que nous n’avons pas encore examinées de plus prés.
Les principaux résultats de cet article peuvent étre mis en évidence dans deux domaines
différents : la convergence et le role de la méthode de Newton. En ce qui concerne la conver-
gence, nous pouvons résumer qu'une méthode numérique avec un taux de convergence plus
¢élevé peut atteindre la solution d’un systéme en moins d’itérations par rapport a une autre
méthode avec une convergence plus lente.

Par exemple, la méthode de Newton converge de maniére quadratique et la méthode du

point fixe ne converge que de maniére super linéaire. L’implication de ceci serait que, étant




donné exactement le méme systéme d’équations non linéaires désigné par F, la méthode
de Newton arriverait a la solution de F' = 0 en moins d’itérations par rapport au point fixe.
Le deuxiéme résultat clé de cet article est la signification de la méthode de Newton dans
les méthodes numériques. Dans le cas des deux méthodes de point fixe, la méthode de
Newton est incorporée dans chacun de leurs algorithmes. La méthode de Broyden avait un
algorithme presque identique a la méthode de Newton, a ’exception de 'utilisation de la
matrice d’approximation.
La méthode de Newton une fois que le probléme aux limites a été converti en un systéme
algébrique non linéaire. Non seulement la méthode de Newton faisait partie de ces méthodes,
mais aussi d’autres méthodes numériques diverses que j'avais rencontrées. Cela démontre
la diversité que posséde la méthode de Newton; il peut étre appliqué a de nombreux pro-
blémes. Cela signifie que nous pouvons faire une conjecture que la méthode de Newton est
un processus notable dans le domaine des méthodes numériques.
Ce que j’aimerais faire ensuite en ce qui concerne les méthodes numériques, c’est que j’ai-
merais explorer davantage de méthodes utilisées pour résoudre les problémes de valeurs aux
limites des équations différentielles ordinaires non linéaires. Dans cet article, j'en ai brie-
vement examiné une, mais j’aimerais concentrer davantage mon attention sur ces types de
méthodes itératives. Par exemple, la méthode de prise de vue est certainement une méthode
que j’aimerais examiner de plus pres.
Apres tout le matériel examiné dans cet article, nous pouvons conclure que les méthodes

numeériques sont un élément clé dans le domaine des mathématiques non linéaires.




ANNEX

A.l.

clc; clear; close all

fl = inline('2.3*x14+x2"24+2%x4+0.01%*x5-1.45","=21", "x2", "=3"', "x4","x5")

£z inline('-x2+1.3%=x5+8", 'x1', "=22", "x3", "x®4", "=®5")

f3 = inline ('x2*x3-x5"24+07, "x1", "x2', "x3", "x4","x5")

f4 = inline('x1"3-2%*x4*x3+x5"2-0.8", "x1", "x2", "x3", "x4"', "x5")

f5 = inline('-5*xX3-x5-3*x5*x4*x2+3.6"',"®1", "x2","®3","®4","X5")

E = le-4; itermax = 100; x1(l)= 1l; x2(1)= 1; x3({1)= 1l:; x4(l)= 1; x5(1)= 1;
dx=1; k=1;

while absidx) > E

JT =1
2.3 2%+x2 (k) 4] 2 0.01;...
] -1 Q Q I -
o X3 (K] X2 (K] o ZFES(K) 7o
J*x1l (k) "&d u —a*xX4 (k) —&*X3 (K) A 4= o SR
al =2*xD (k) *x4 (k) -5 =2*xT (k) *xZ (k) —1-2%xms (k) *=xZ(k);...

1:
F o= [F10%1 (%), %2 (%) %3 (k] , %4 (k] , %5 (k]
£ {ael (I}, 23 (i) , 263 [le) , 3ed {12} , 3eE {12} }
£3 (=l (k) , =2 (k) , =3 (k) , 24 (k) , =5 (k) )
£4 (=1 (k] , %2 (k] ,%x3 (k] , %2 {k] , x5 (k] )
Lol (k) ud (K] pud (k)  mE (k) puw5(K)) |7
X = [xl({k):=x2(k):=x3(k)=x2(k)r=3(k)] - inv(J)*E;
xlik+1l)= X (1) 2 (k+1l)= X (2); =3 (k+1l)= X(3):; =4 (k+1l)= X(4); x5(k+1l)= X(5):
forinkf("\n  la snlution es=st @ &F (&F _&F &F ,&%F & 1'""itération W® : &A", x1{end), ...
=2 (end) . w3 (end), =4(end), x5({end), k)

EHL = |31 (Efl) — =1 (k) rxd (+l) — k) raE(k4+l) — mE (k) rmd (EE1) — 24 (k) rmb(k+l) — mbik)r]:
dx = abs (max(CEER)} ) :
k—k+1;
1l RIFiLermdas
break;
and
=nd
Erlest. (=T . "=%") zhirilel qaniz
plot{xZ, "-o"):
plot {3, "-=");
plot (x4, "—<") 2
prlest. (x5, "—uw®) -
legend ("=1", "x2°, "=3 ', "H4T, "mD")
grid

®xlakhel ("itératlions")
wlabed ("XHK")

fprintf{""n la ooclution cot @ *E , %E£, £, %L, %E£', xlicnd), =2 (cnd), =2 (cnd), xil{cnd), =5 {cnd))
tpraintt{'wn £l [:ml,xd,x3,x%e,80) = %X ', tl(xllend),xd(end), xd{end), x4 (end) , xsiend) )}
Fprin. M FZ2i=1, =2, =53, =4, =5) — =0 ", F2{=1 {(emd) , =2 {end) x5 {emi) =23 (ernd) o x5 (enel) 2 )
frrincf(''n £I(xl,xE,xd,x4,x53) = 2 *, £I(xli{end),xEZ{end),xzd{=nd) . x4 (end) . x5 (end) i)
fprincf({"'\n £4(xl,x3, x3,x4, x5) = £ ", f£4(x]l(end),x2{end) , =3 {end) x4 (end) , =5 {end) )}
tpraintt{"wn S (xl,x¥d,x3, x4, x5) = X ', tbo(xl(end),xd(end), x3(end),xd4(end),xs{=nd) )}




clc: clear; close all

fl = inline('2.3%*x1+x2"2+2%=4+0.01%x5-1.45", "=x1"', "x2", 'x3", "®4"', "x5") ;
£2 = inline('-x2+1.3%x549", "x1', "x2", "'x3", 'x4"', '®X5");
£3 = inline('x2*x3-x5"249", "'x1',"x2", "'x3", 'x4', '®5");
f4 = inline('x1*3-2%x4*x3+x5°2-0.8", 'x1"', "x2", "x3", "x4"', 'x5") ;

£5 = inline('-5*x3-x5-3*x5*x4*=x2+3.6', 'x1", "x2", "®3", "x4", 'x5'};
g4 = inline('—(2.3*x1+x2"~240.01*x5-1.45) /2", "x1"', "x2", '®x3", "®4", "X5") ;

gl = inline("1.3*x53+%","=x1","x2","®x3"', "=#4","®5");

g3d = inline('—(-x5"2+49) /x2","x1", "®x2"',"®3", "x4","x5");

gl = inline(' (- (-2*x4*x34+x5°2-0.8)) "~ (1/3) ", "x1", "®x2"',"x3"', "'x4", '®5") ;

g5 = inline (' (-5*x3-x5+3.6)/ (3*xd*x2) ", 'x1', "x2", "'®3", 'x4",

E = 1le-4; itermax = 1000; x1(1l)= 1; x2(1)= 1; x3(1l)= 1:

dx=1; k=1:

while abs|{dx) > E
®1 (k+1)=gl (=1l (k) , =2 (k) , =3 (k) ,=x4(k),=x3(k));:
®2 (k+1l)=g2 (rl (k) =2 (k) =x3 (k) , =2 (k) ,=x5(k)):
®3(k+1)=g3 (xli{k), =2 (k) ,=x3(k),=x2(k),x3(k)):
®4 (k+1l)=g4 (=1 (k) , =2 (k) , =3 (k) ,=x4 (k) ,=x3(k)):
®5(k+1)=g5 (2l (k) , =2 (k) , =23 (k) , =4 (k) ,x5(k)):

x4(1l)= 1:

"X5")

x3(1)= 1:

fprintf('"n la sSolution =3t : %f ,%*f ,%f ,%3f ,%f & 1''itération N® : %d4',

x2(end), x3(end), =4({end), =x5(end), k)

*®1 (end) ,

ERE = [=l({k+l}) - =1(k)r=2(k+l) - =2(k) ;=3 (k+1) - =3(K),x2(k+l) - =4 (k) rx5(k+t1l) - =5(k):]1;
dx = abs (max (ERR)):
k=k+1;
if kritermax
brealk;
end
end
ploet{xl,"-*") rhold on;
plot(x2,"-o") 7
plot (x3,"-3");
plot (x4, "-<");
plot (x5, "-v");
legend ("x1", "x2", "=®3", "x4', "x5")
grid
xlahel ("itérationa')
ylabel ("X")
fprintf("%n la solution eat : %f , %f, %£, £, %f', xliend), xZ(end), x3(end), x4(end), x5(end))

fprintf({""n £1(xl,x2,x3,x4,x5) = 3f ',
fprintf(""n £2(xl,x2,x3,x4,x5) = %2 ',
fprintf(""n £3(xl,x2,x3,x4,x5) = 2 ',
fprintf(''n £4(xl,=x2,x3,x4,x5) = 2f ',
fprintf('"n £5(xl,x2,x3,x4,x5) = 3£ ',

£f1(xl{end),xZ (end) ,x3{end) ,x4(end) ,x3(end)))
f2(xl {end), xd (end)} ,x3 (end) , x4 (end) , x5 (end) )}
£3(xl (end), x2 (end) ,x3 (end) , x4 (end) , x5 (end) })
f4(xl {end),xZ (end) ,x3{end) , x4 (end) ,x3(end) ) )
f5(xl (end) , x2 (end) ,x3 {end) , x4 (end) , x5 (end) ) )
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Quelques mathématiciens célébres liés a I’étude des analyses numériques :

Charles Hermite (1822-1901), mathématicien frangais qui a beaucoup travaillé sur les poly-

nomes (entre autres), on lui doit I'interpolation qui porte son nom.

Joseph Louis, comte de Lagrange(1736-1813), mathématicien, on lui doit entre autres choses

la notation f’ pour désigner la dérivée d’une fonction.

100



Sir Isaac Newton (1642-1727), Newton qui partage avec Gottfried Wilhelm Leibniz la décou-
verte du calcul infinitésimal, a également développé une méthode éponomyme pour trouver

un point fixe.
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Résumeé
Ce projet de séminaire spécialisé se concentrera sur les méthodes numériques im-

pliguées dans la résolution de systémes d’équations non linéaires. Dans la premiére
partie de ce travail, nous parlons de I’accélération de la convergence des méthodes
itératives de point fixe.  Nous parlerons particuliérement de I’itération de Newton
et de la fagon dont on peut augmenter son ordre de convergence. Cette méthode,
nommée d’apreés Isaac Newton, est un algorithme populaire pour approximer le zéro
d’une fonction. Nous parlerons donc des conditions dans lesquelles cet algorithme
nous donne des résultats valides.  Dans la deuxiéme partie de ce travail, nous ap-
pliquerons les résultats de la premiére partie au probléme de la recherche de la
racine n-ieme d’un nombre.  Cela nous conduira a des familles d’algorithmes que
nous comparerons. Nous présenterons également des méthodes associées trés spéci-
fiquement au calcul de la racine n-iéme d’un nombre que nous généraliserons pour
tout probleme.  Al’aide du programme informatique Matlab, nous allons résoudre
un probleme aux limites d’un systéme ordinaire non linéaire..
Mots clés :Systéme d’equation non-linéaire, convergence, contraction ,méthode de point
fixe, méthode de Newton.

Abstract

This Honours Seminar Project will focus on the numerical methods involved in
solving systems of nonlinear equations.  In the first part of this work, we talk about
the acceleration of  the convergence of iterative methods of  fixed point.  We will
speak particularly of the iteration of Newton and the way in which one can increase
its order of convergence. This method, named after Isaac Newton,  is a popular
algorithm for approximating the zero of a function. We will therefore talk about
the conditions under which this algorithm gives us valid results. In the second part
of this work, we will apply the results of  the first part to the problem of finding
the n-throot of  anumber.  This will lead us to families of  algorithms that we
will compare. We will also present methods associated very specifically with the
calculation of the n-th root of a number that we will  generalize for any problem.
Using the computer program Matlab, we will solve a boundary value problem of
a nonlinear ordinary system.

Keywords: Non-linear equation system, convergence, contraction, fixed point method,
Newton method.
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