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Notations générales

[]  ensemble des combinaison linéaires.

| .|| norme.

B(xo,r) = {z;|| x —x0 ||[< r} Dboule ouverte, centrée en z( de rayon r.
Bp(xo,7) = {z;|| x —xo ||[< 7} boule fermée, centrée en xy de rayon r.
d(.,.) une distance.

(.,.) produit scalaire.

H espace de Hilbert.

| .| module.

A+ orthogonal de A.

T—! inverse d’un opérateur 7.

Iy opérateur identité.

ker(T) mnoyau de 'opérateur T.

Im(T) image de 'opérateur T.

Lo(X,Y) espace des opérateurs linéaires de X dans Y.

L(X,Y) espace des opérateurs linéaires borné de X dans Y.

L,(X) ensemble des opérateurs linéaires réguliers de X dans X.
L.(X,Y) ensemble des opérateurs linéaires compacts de X dans Y.
X' espace dual de X.

G(T) graphe de Popérateur T.

T* opérateur adjoint de 'opérateur T

o(T) ensemble spectrale de T'.

p(T) ensemble résolvante de T'.

op(T) ensemble spectre ponctuel.
o.(T) ensemble spectre continu.
or(T) ensemble spectre résiduel.

M, (R) ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

STT(R™)  ensemble des matrices carrées d’ordre n symétriques définies positives.

Q CR™ ouvert.

LP(Q) = {u mesurable sur Q et [, |u[P<oo} 1<p< oo}

L>*(Q) = {u mesurable sur Q et il existe C tel que | u(z) |< C presque partout sur Q}.

C(€2) espace des fonctions continues sur €.
C.(92) fonctions continues a support compact dans €.

Q) fonctions k fois contintiment différentiables sur Q (k entier > 0).
Ce() N CHQ).

Cp°(2)  ensemble de fonctions infiniment dérivables et bornées sur €.

CH(Q)
Ce(Q) =

H',H} espaces de Sobolev.

iv






Introduction générale

La théorie des opérateurs linéaires d’un espace linéaire normé vers autre, constitue un lieu de
rencontre privilégié pour diverses disciplines des mathématiques. Les opérateurs linéaires continus et
compacts d’un espace linéaire normé vers autre, forment une classe assez particuliere des opérateurs
linéaires d’un espace linéaire normé vers autre.

Un des problemes fondamentaux de la théorie des opérateurs linéaires continus celui qui concerne
I’étude des opérateurs linéaires continus d’un espace de Hilbert dans autre espace hilbertien. On définit
ainsi les opérateurs adjoints des opérateurs linéaires continus d’un espace de Hilbert qui est aussi un
opérateur linéaire continu, possede les mémes propriétés de l'opérateur linéaire original. Dans ce
mémoire, nous allons traiter quelques notions et applications et propriétés structurelles des opérateurs
linéaires continus et compacts d’un espace linéaire normé ( ou de Hilbert) vers autre.

Ce travail est composé de 3 chapitres :

Le premier chapitre est consacré au rappel sur les espaces et sous espaces linéaires on parle aussi sur les
ensembles linéairement indépendants,sous-espaces engendrés. On met ’accent sur quelques notions des
espaces métriques, et les espaces normés, aussi quelques notions sur les espaces de Hilbert, on parlera
sur quelques propriétés de l'orthogonalité. Citons 1’égalité de parallélogramme, aussi le théoréme de
la projection orthogonale d’un point quelconque sur un sous ensemble fermé et convexe de cet espace
de Hilbert. On termine le chapitre par quelques notions sur les familles orthogonales.

Le deuxieme chapitre est la suite du premier. Dans ce chapitre, on présente les définitions et
les propriétés générales des opérateurs linéaires continus d’'un espace linéaire normé vers autre. On
parle aussi sur les opérateurs linéaires continus inversibles d’'un espace linéaire normé vers autre et
I'inégalité de 1’énergie. On donne quelques exemples des opérateurs linéaires continus inversibles, la
transformation inverse est linéaire mais n’est pas continue. La famille des opérateurs linéaires continus
d’un espace linéaire normé vers autre constitue aussi un espace linéaire normé, qui nous permettra
de définir 'opérateur adjoint de cet opérateur linéaire continu et de calculer sa norme ( 'opérateur
linéaire continu et son adjoint ont la méme norme ).

L’ensemble des opérateurs linéaires continus inversibles d’un espace linéaire normé dans lui-méme
constitue la structure d’algebre. Dans ce chapitre deux on définit encore 'opérateur linéaire continu

et compacte, on parle aussi sur le théoréme de graphe fermé.



Les opérateurs linéaires continus d’un espace de Hilbert dans autre est une partie trés importante dans
ce chapitre deux, on parlera aussi sur les opérateurs adjoints des opérateurs linéaires continus d’un
espace de Hilbert vers autre espace hilbertien. On parle ainsi sur les opérateurs linéaires continus auto
adjoints d’un espace de Hilbert vers lui méme et leurs propriétés structurelles.(spectre et ensemble
résolvant d’un opérateur continus d’un espace de Hilbert dans autre).

Le troisieme chapitre s’occupe de trois applications sur les opérateurs linéaires continus d’un
espace linéaire normé vers autre. Ces applications sont choisis selon le cas, ces applications sont
illustrées par les propriétés structurelles citées aux chapitre un et chapitre deux. Une de ces application
est application directe des théoreme de Hahn Banach et le théoréme de Banach-Steinhaus. La deuxieme
application on s’intéresse d’étudier le théoréme de Lax-Milgram sur un intervalle borné qui se réduit a
I’étude du probléme de Dirichlet pour I’équation de Sturm-Liouville, durant cette étude nous effectuons
un opérateur différentiel linéaire continu, alors nous investissons quelques notions et théorémes déja
donnés au chapitre deux. La troisieme application on investit une équation intégrale de Fredholm
qui se réduit a étudier un opérateur intégral, on montrera que cet opérateur est linéaire borné donc
continue en fin on montre que cet opérateur intégral est compact.

Le mémoire se termine par une conclusion générale.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous aborderons la définition des les espaces et sous espaces linéaires On met
I’accent sur quelques notions des espaces métriques, et les espaces normés, aussi quelques notions sur

les espaces de Hilbert, on parlera sur quelques propriétés.

1.1 Espaces et sous-espaces linéaires

Définition 1.1.1  Un espace linéaire (vectoriel) X sur le corps K est un ensemble non vide des

éléments x,y, ..., appelés vecteurs, muni de deuzr opérations.

1. La premiére opération, l’addition, est une opération interne pour laquelle X devient un groupe

abélien. 1l existe donc une application X x X — X, notée
(z,y) >z +y,

qut a les propriétés suivantes : pour tout x,y,z € X
(a) 2+ (y+2)=(x+y)+=z (associativité).
(b) 1l existe en X un vecteur 0, le vecteur zéro, tel que pour tout x € X on aura x+0 = 04z = z.

(c) Pour tout x € X, il existe dans X un vecteur (—x), l’opposé de x,
tel que x + (—z) = (—x) +x = 0.
(d) x+y=y+uz (commutativité).
2. La deuxieme opération, la multiplication des vecteurs par les scalaires est donc une opération

externe. C’est Uapplication K x X — X, notée (o, ) — ax, qui posséde les propriétés suivantes :

pour tout x,y € X et o, € K

(a) Si1eK alors lx = z.

(b) (af)z = a(fz) (associativité).
(¢c) (a+ B)r = ax + Bz (distributivité par rapport a la somme des scalaires ).
(d) a(xz+y) =axr+ ay (distributivité par rapport a la somme des vecteurs ).



Définition 1.1.2  Soit X un espace linéaire sur le corps K. Sous-espace linéaire de X est un sous-
ensemble X1 C X qui forme lui-méme un espace linéaire, sur le méme corps K, par rapport aux
opérations de X restreintes d X.

On peut vérifier facilement que X1 C X, Xy # 0, est un sous -espace linéaire de X si et seulement si
z,y e Xy = (x+y) € Xy,

et

reX,a e K= ar € X.
Exemple 1.1.1  Le corps K est un espace linéaire sur K.

Exemple 1.1.2  Soit N,, = {1,2,--- ,n} Uespace linéaire F(N,,K) est noté K". Chaque vecteur
x € K" est déterminé par n nombres de K, (1 = z(1),(2 = x(2),- -+ ,(y = x(n). Les éléments de K"
sont des n-uples x = (C1,C2, -+ ,(n)-

Six=(C,C2 1 Cn) ety = (1,72, ,1n), alors

r+y=(CG+nm,G+n, -+ 1)

et

oar = (aCIaaCQa o 704C77«)

L’élément nul est 0 = (0,0,---,0) et l'opposé de x est

—r = (=G, =G5+, —Cn)-

1.2 Ensembles linéairement indépendants,sous-espaces engendrés
Définition 1.2.1  Soit X un espace linéaire sur K et A = {x1,x9,...,2,} CX
n
Z QT (1.1)
k=1

S’appelle une combinaison linéaire. Les éléments aq, g, ..., an, € K, s’appellent les coefficients de la

combinaison linéaire.
Remarque 1.2.1  [A] L’ensemble des combinaison linéaires sur A.
Définition 1.2.2  Soit A = {z1,x2,23,...,x,} un ensemble fini contenu dans X.

n
L’ensemble fini A est linéairement indépendant < <Z arrp, =0=>a1=0,a0 =0, ...,ap, = 0) .
k=1
(1.2)

Dans le cas contraire A est linéairement dépendant.



Exemple 1.2.1  Dans lespace linéaire C([a,b]) a < b, lensemble A = {1,t,t2,--- 1"} est linéai-
rement indépendant.

En effet, pour tout n € N, la relation agl + ait + ast® + -« + a,t™ = 0 pour tout t € [a,b] entraine
a; = 0,4 = 0,1,---,n. Par convention, on considéré ’'ensemble vide ) comme étant linéairement

indépendant.

Définition 1.2.3  Un sous-ensemble B de X s’appelle une base algébrique de l’espace linéaire X si :
1. B est un ensemble linéairement indépendant.

2. [B] =X, i.e. le sous-espace linéaire engendré par B est X.

1.3 Espaces métriques

Définition 1.3.1  Soit X un ensemble quelconque non vide. Une semi-métrique, ou semi-distance,

sur X est une application

U:XxX—=>R
telle que, pour tout x,y,z € X on a
1) Y(z,y) >0, (propriété de non-négativité).
c2)  Y(x,x)=0, (propriété d’identité).
c3)  U(z,y) =¥Y(y,x), (propriété de symétrie).
cy)  Y(z,y) <U(z,2)+ ¥Y(z,y), (inégalité de triangle).

L’ensemble X muni d’une semi-métrique ¥ s’appelle espaces semi-métrique que nous notons

par (X, ¥).

Définition 1.3.2  Soit X un ensemble quelconque non vide. Une métrique ou encore une distance
sur X est une semi-métrique d : X x X = R, telle que
cs). d(z,y) = 0 implique © = y.

L’ensemble X muni d’une métrique d s’appelle espace métrique, noté par (X,d) .

Exemple 1.3.1 d(z,y) = 15;3‘“ est une distance sur R, car pour tout x,y € R on a :

1. d(x,y):()(:)lﬁgglyl:0<:)\w—y]:0<:>x:y.

= eyl _ _=Uy—a] _ _ly—=z] _
2 d@,9) = TRy = Tl — Tr-a = 40 2)-

3. Pour vérifier la propriété c4), il est suffisant d’observer que pour tout o, 3,y > 0, tels que

vy<a+pf, ona
vy < a+ S < « n I3 .
l+v " 14+a+p " 1+a 1+

onposca=|z—yl,B=ly—z|y=lz—z].




Définition 1.3.3 On dit que deux distances dy, dy sur un ensemble E sont équivalentes s’il existe

deux constantes réelles 5 > a > 0 telles que :
ady(z,y) < da(z,y) < Bdi(x,y), pour tout z, y € E.

Exemple 1.3.2 Soit (d;)i<i<p une famille finie de p distances sur E;, on pose

Di(z,y) = sup di(zi,y:); Dafw,y) = > di(wi, yi)-
SISp 1

Pour tout x = (1,2, ...,25) €ty = (y1,Y2, ..., Yn) de E.
Ona:

sup d;(zi, yi)
1<i<p

i(zi,yi) < p sup di(zs, i),
1<i<p

1 M*cs

donc

Di(z,y) < Dy(z,y) < pDi(z,y).

Alors D1 et Do sont équivalentes, telles que o =1, 8 = p.

1.4 Espaces normes

Définition 1.4.1  Soit X un espace linéaire sur K. On appelle semi-norme pour X, une application

p: X = R, telle que pour tout t,y e X et A€ K on a :

Np) p(x) >0, (propriété de non-négativité).
No) p(Az) =| X | p(z), (propriété d’homogénéité absolue).
N3) p(z+y) < p(z)+ ply), (propriété de sous-additivité).

Il est possible que p(z) =0 et x # 0.

L’espace linéaire X muni d’une semi-norme s’appelle espace semi-norme.

Définition 1.4.2  Soit X un espace linéaire sur K. On appelle norme sur X, une application
II.]: X = R, telle que || . || est une semi-norme pour X et de plus
Ny) || z ||= 0 implique x = 0.

Un espace linéaire X muni d’une norme s’appelle espace normé, noté par (X, | . ||).
Exemple 1.4.1  Soit E = M, (R), si A est dans E, on pose A = (a;j)1<i,j<n alors
I Alloo= sup fai,
1<4,5<n

définit une norme sur E.



Exemple 1.4.2  L’espace C(]0,1],R) et dit normé, lorsqu’il est muni d’une des normes suivantes :

1] f leo= sup_|f(?)].

t€[0,1]

1
ZHfMZA!ﬂMﬁ
3 F lla= LS| £(2) 2 dt.

Un espace normé est un espace métrique dont la distance est définie par
d(z,y) =z -yl

Définition 1.4.3  On dit que deuz normes ||.||1, ||.||2 sur un ensemble E sont équivalentes s’il existe

deuz constantes réelles 5 > o > 1 telles que
allelh< @ lls< 8 @ |1, pour tout z € E.

Définition 1.4.4 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace linéaire normé complet.
Note : On dit qu’un espace normé (X, || . ||) est complet si toute suite de Cauchy de X est convergente

dans X.

Exemple 1.4.3  L’espace E = C([a,b],R™) des fonctions continues de [a,b] dans R™. Le nombre

= t
I 7= mas, | 7(0) |
ot | . | est la norme dans R™, définit une norme rendant (E,|| . ||) un espace de Banach.

1.5 Espaces de Hilbert

Définition 1.5.1  Soit X un C espace linéaire, s’il existe un nombre complexe Z = (x,y) pour tout

couple de vecteurs x et y dans X qui vérifie les conditions suivantes :

1. Vx € X (x,x)

Vv

0.

2. VreX (r,x) =0 2 =0.

3. Vx,yeX (z,y) = (y,z).
4. Va,y,z € X (x +y,2) = (z,2) + (y, 2).
5. Vx,yeX viaeC Az, y) = Nz, y).
Alors (x,y) est dit produit scalaire de = et y, et on note par (z,y).

Un espace linéaire muni d’un produit scalaire est appelé un espace préhilbertien.

Définition 1.5.2 Un espace de Hilbert est un espace complet par rapport a la norme induite par
un produit scalaire. Em d’autres mots, un espace de Hilbert est un espace de Banach dont la norme est
induite par un produit scalaire.

Note : ( Espace de Hilbert = Espace préhilbertien + complet ).



Exemple 1.5.1  L’espace

P(C) = {x = (z;)i; 1 € (C,Z | z; |*< oo},

i=1
muni du produit scalaire

00
i=1

est un espace de Hilbert.

Quelques proprietées

e Inégalité de Cauchy-Schwarz : pour tout x,y € X, on a

(@, )| < /(@ 2)\/ (Y, v)-

Preuve. L’inégalité (1.3) est trivialement satisfaite si (x,y) = 0.

Nous supposons donc que (z,y) # 0. Alors nous obtenons

L. (z,y)y . {zyy >
OV ma) [ )V y) Vi) )V (Y y)
<1 2wyl +1
T Vma)(yy)
donc
o 2[ )| 2[(z, y)
0=t \/<af7af>\/<y,y>+1é\/<x,x>\/<y,y>§2

= [(z,y)| < /{2, 2)\/(y,y).

Corollaire 1.5.1

Preuve.

0< (oo - lwa? = (Vo)
= e < 3 () + (Vo))

d’aprés linégalité de Cauchy-Schwarz (1.3)

[z, 9)| < 5 ({2, 2) + (¥, 9)-

N

e Loi du parallélogramme : Pour tout x,y € X,on a

lz+y P+l —yP=2(2” + 1y ?).

(1.4)



Preuve.

En effet

lz+yP+lz-ylP=(@+y,z+y)+ (@ —yz—y)
= (z,z) + (,y) + (y,2) + (4, )
+{z,2) — (7, 9) — (y,7) + (v, )

=2(l = I*+ 1y II*)-

Théoréme 1.5.1 [5]  Soit X un espace de Banach. X est un espace de Hilbert (i.e. sa norme est

induite par un produit scalaire) si et seulement si pour tout x,y € X, on a

lz+y P +llz—yP=20« I + 1y ).

Le produit scalaire est unique, et on a

1 : , : ,
(o) =(le+y P =z =yl +i | o+iy | =i |2 —iy |[*).

Théoréme 1.5.2  Soient H un espace de Hilbert, A C H un ensemble non vide conveze et fermé et
xg € H \ A.

Alors il existe un et seulement un yo € A, tel que || zo — yo ||= in}f4 | zo—vy] -
ye



Preuve.

a) Montrons d’abord 'existence de yp.

Soit d = imﬁ1 | 20 — v ||> 0 choisissons une suite {y,; || zo —yn |< d+ +,n € N*} € A d’apres la
ye

n
loi du parallélogramme(1.5), nous obtenons
lym =y I =II (9 = 20) = (yn = w0) |I”

Yn + Ym
2

=2 [l ym — 0 > +2 | yn — zo I —4 | I

1 1
<2d+ —)? +2(d+ —)? — 4d?
m n

2 4

4 2
=—d+ S+ -d+ 5 <e
m m n n

Sim,n > ng(e) puis que A est un ensemble convexe, Y22Un € A et || L2t¥n — g ||2> d2. Donc
{yn;n € N} C A est une suite de Cauchy et il existe un yo € H tel que le Yn = 0.
n—oo

Parce que A est fermé yy € A.

b) Montrons que || zo — yo ||= d. Nous avons

1 )
d<|[lzo—yo [<|| 2o —yn || + || yn — ¥0 H<d+ﬁ+57 sin > ng(e),

| w0 — 5o [|=d.

c) Il nous reste & montrer 'unicité de yo. Soit zg € A, tel que || zo — yo ||= d. En utilisant la loi du

parallélogramme (1.5) , on a

I 20 = yo [I*=l (20 — x0) — (yo — x0) II”

=2 20— o |* +2 | yo — xo |* = I| 20 + 50 — 220 ||

20tY%

—4d® — 4
| 5

zo ||>< 4d? — 4d* = 0.

Dou 2y = yo.

1.6 Orthogonalé

Définition 1.6.1  Soit H un espace de Hilbert.

Deuz vecteurs x,y € H sont orthogonauzx si (x,y) = 0, on note z_Ly.

Remarque 1.6.1  La relation d’orthogonalité possédé les propriétés suivante :
1. OgLx pour tout x € H.
2. zly=ylx.
3. rzlx = x=0g.

4. zlxy,, n €N, et lim || z, —x0 ||= L.
n—oo

10



Définition 1.6.2 Considérons deux ensembles Ay et As non vides d’un espace de Hilbert H.
Nous disons que Ay est orthogonal a As, noté par A11LAs, si pour tout x € Ay et pour tout y € As
on azly, cd.d. (z,y) =0.

Théoréme 1.6.1  Si A est un ensemble non vide d’un espace de Hilbert H, alors
At ={z;z cH, etxlA}

est un sous-espace linéaire fermé de H.

At s’appelle la complément orthogonal de A.

Preuve.
Observons d’abord que A # (§, puis que au moins Oy € A+. Soient 1,20 € A+; A\, o e Ketyc A
alors

(A1x1 + Ae2x2,y) = Ai{z1,y) + Ao(x2,9y) =0

donc Miz1 + Aoz € AL et A+ est un sous-espace linéaire de H.
Soit maintenant zg € AL alors il existe une suite {z,; n € N} C At telle que nh_)rgo | xn — x0 ||= 0.
Nous avons pour tout y € A

(z0,y) = lim (zn,y) = 0.

Donc zg € A+ et AL est un sous-espace linéaire fermé.

Définition 1.6.3  Un ensemble non vide A d’un espace de Hilbert est un systéme orthogonal si :

pour tout x,y € A,x £y, onazx Ly.

Définition 1.6.4  Un ensemble E = {e;;i € I} d’un espace de Hilbert H est un systéme orthonor-

mal st :

1, si i=j
(€i,ej) = 045 = o
0, si iF#£j
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Chapitre 2

Opérateurs linéaires continus

Dans ce chapitre, on présente deux parties dans la premiere partie, nous parlerons les définitions
et les propriétés générales des opérateurs linéaires continus d’un espace linéaire normé vers autre. On
donne quelques exemples des opérateurs linéaires continus. Dans la deuxieme partie nous parlerons les
définitions et les propriétés générales des opérateurs linéaires continus d’un espace Hilbert vers autre.

Nous avons fait définir 'opérateur adjoint.

2.1 Opérateurs linéaires sur un espace normé

Dans ce paragraphe, nous donnons des caractérisations des opérateurs linéaires continus.

soient (X, . |lx) et (Y,]|| . |ly) deux espaces normés sur le méme corps K.

Définition 2.1.1  Soient X et Y deuz espaces linéaires sur le méme corps K.

Une application T : X — Y est additive si :
T(ml + $2) =Tz + Txo

pour tout x1,x2 € X.

Une application T : X — Y est homogéne st :
T(A\z) = \T'z.

Pour tout A e K et z € X.
Une application T : X — Y est linéaire si elle est additive et homogéne.

En d’autres termes, l'application T : X — Y est linéaire si et seulement si
T(Az1 + pxe) = NTxy + pT'xo

pour tout A\, pu € K et x1,29 € X.
Notons par Lo (X,Y) l’ensemble des opérateurs linéaires de X dons Y.
Une application linéaire apparait aussi sous les noms de transformation linéaire ou opé-

rateur linéaire. Nous utiliserons le nom d’opérateur linéaire.
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Exemple 2.1.1 1.  Soit X = L?([0,1]) et

T:X—-X

1
= Tf(z) :/0 (¢ — £) f(t)dt.
2. L’opérateur de multiplication :

M: X=X

f—=>Mf(x)==x-f(x) Vxel01].
3. L’opérateur de Volterra :
V- C([0,1]) = ¢([0,1])
fo V@) = [ ka0t
0
ot k(z,t) est une fonction en x et t (noyau).

Exemple 2.1.2  L’application T : C;°(R) — C;°(R)

donnée par

@i =0

est un opérateur linéaire.

CpP(R) désigne ensemble de fonctions infiniment dérivables et bornées sur R.

Notations :

e  On notera ker(T') le noyau de 'opérateur T'; i.e.
ker(T) = {z € X; Tz = 0}.
Et aussi noté parfois N(T').
e Im(T) désignera 'image de X par T'. On le notera aussi TX; i.e.
Im(T) ={Tx; z € X}
Et aussi noté parfois R(T).

Théoréme 2.1.1  Soit T un opérateur linéaire T : X — Y. Alors
i) T0=0.

ii) TX est un sous-espace linéaire de Y.

iii) ker(7) = {x € X; Tz = 0} est un sous-espace linéaire de X.

iv) T est une application injective si et seulement si Tx = 0 entraine x = 0, i.e. ker(T") = {0x}.

13



Preuve.

i)  Nous avons

T0=T(x+ (—z)) =Tz +T(—x) =Tz —Tx =0.
ii)  Soient y1,y2 € TX tels que y; = Tx1 et yo = T'zo. Pour tout «, € K, on a
T(azxy + Bz2) = aTxy + Ty = ayr + Byo.

Donc ay; + Bys € TX.
iii)  Soient x1,x9 € ker(T') et «, 5 € K, alors T'(ax1+Pz2) = aTz1+5Txe = 0 et ax+Pzo € ker(T).

iv)  Soit T une application linéaire injective. Alors = # 0 entraine Tz # T0 = 0, donc ker(7') = {0x}.
Supposons maintenant que ker(7) = {Ox}. Alors Tz = 0 entraine x = 0, donc T est injectif,

parce que si x1 # xg alors 1 — z9 ¢ ker(T'), donc T'(x1 — x2) # 0, d’ou T'zy # Txs.

Théoréme 2.1.2  Soit X et Y deux espaces linéaires sur le méme corps K et T : X = Y un opérateur
linéaire. Alors T est inversible sur TX et T~! : TX — X est opérateur linéaire si et seulement si T

est injectif.

Preuve.
a) Pour tout y;,y2 € TX, il existe un seul z; € X et un seul z5 € X tel que y; = Tx; et yo = Txg
alors, pour tout A\, u € K

T(Az1 + pxe) = Ay1 + py2 € TX.

Donc

T (1 + pys) =Az1 + pas

=Ty + Ty
b) Si T existe sur TX, alors évidemment T est injectif.
2.1.1 Les opérateurs linéaires bornées
Définition 2.1.2  L’opérateur linéaire T € L,(X,Y) est borné s’ il existe un nombre M > 0, tel que
| Ta [ly< M ||z ||x - (2.1)
Pour tout x € X.

Exemple 2.1.3 1. 1:C([0,1]) = C([0,1])
est bien borné car :

[ Lz =]z <M z[; VM > 1.
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2. L’opérateur de multiplication T' défini sur l’espace C([1,2]), alors :

ITf|l= sup |Tf(x)]
z€[1,2]

= sup |z f(z) |
z€[1,2]
<2 f| (M=2) vfeC(2).
Définition 2.1.3  L’opérateur linéaire T' est continu d xg € X i :

Ve>0,30 >0, Ve eX |[z—zg|x<o=|Tx—Txo |v<e (2.2)

Puis que la continuité de T peut étre caractérisée par les suites, T' est continue a xg si pour toute suite
{zn; n € N} C X telle que :

lim || z, — o ||x= 0.
n—oo

On a

lim || Tz, — Txo ||y=0.
n—oo
Théoréme 2.1.3  Soit zg € X quelconque, si T € Lo(X,Y) alors on a :
Test continue en xg < T est continue sur X.

Preuve.

: . _ : . _ ol Soi
T est continue en xy < { | zp, — 20 ||lx=0= lim | Ty, — Txo ||y O} Soit z € X quelconque
n—oo

lim
n—oo
il suffit de montrer que :

lim ||z, —z ||x=0= lim || Tz, — Tz |[y=0.
n—oo n—oo

. / . ’
Jim ||z, — 2 [lx=0& lim || (2, -2+ z0) — o [[x=0.

On pose y, = (&, — x + xo) on a T est continue en zy = Jim | Tyn — Txo ||y= 0, i.e.
Jim | T(x, —x+x0) —Txo |[y=0

= lim | Tz, — Tz +Txo—Txo |ly=0= lim || Tz, — Tz ||y=0.
n—00 n—00
Donc T est continue sur X.

Définition 2.1.4  L’opérateur T : X — Y est dite uniformément continu si :
Ve> 0,30 >0,Vz,y € X ||z —y|x<o=|Tzr—-Ty ||y<e (2.3)

o ne dépend pas de €.
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Définition 2.1.5 (Application lipschitzienne) Si k est un réel positif, on appelle application

lipschitzienne de rapport k, toute opérateurs T vérifiant :
| Tz =Ty y<kllz—ylx.
Eventuellement on précise : k-lipschitzienne.

Exemple 2.1.4  Soit E C (R4, |.|), on définit lopérateur T par :

x
Tz = .
v 1+x
On aVr € Ry
Z Y
Te—Tyl = - v
Tz vl ‘1+x 1+y

x(14+y)—y(l+x)

(1+2z)(1+y)

rT+xy—Yy—yx
(I+z)(1+y)

E
(I+y)(1+2)

< Jlz—y|

C’est-a-dire T' est lipschitzienne de rapport 1 sur Ry.

Remarque 2.1.1 1] est clair que, si T est lipschitzienne alors, T est uniformément continue mais
le contraire n’est pas toujours juste, par exemple Uopérateur T : |0; 1] — R qui est définie par Tx = \/x

est uniformément continue sur Ry, mais elle est non lipschitzienne.

Théoréme 2.1.4  Lopérateur linéaire T € L,(X,Y) est continu sur X si et seulement s’il est borné.

Preuve.

a) Soit T un opérateur linéaire borné et soit zy € X quelconque. La relation (2.1) appliquée & (x — xg)
| T(x — o) [l[y< M || x — o [|x .

montre que T est continu a xg et donc sur X.

b) Montrons que (2.2) entraine (2.1) en vérifiant que non (2.1) entraine non (2.2). Supposons donc

qu’il existe des vecteurs x,, € X, || zp, [[x=1 tels que
| T Iy 1 Il 2 1= n.

La suite {y, = z,,,/v/n; n € N*} converge vers 0, mais puis que || Ty, |ly> v/n

{T'yn; n € N*} ne converge pas vers 70 = 0.
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Exemple 2.1.5  Soit T € L,(C;°(R)), Cp°(R)) défini par

TH(t) = d{lf).

Pour tout f € Cp°(R). Alors nous avons pour f(t) =sinnt, || f |lo=1 et || Tf ||=]| ncosnt ||o= n,
donc T n’est pas borné et pas continu sur Cp°(R).

Notons par L(X,Y) C Lo(X,Y) l’ensemble des opérateurs linéaires continus de X dons Y. Observons
d’abord que L(X,Y) # 0, puis que au moins 'opérateur nul 0 € L(X,Y). Nous donnons maintenant

des caractéristiques différentes pour un opérateur linéaire continu.

Théoréme 2.1.5 Soit T € L,(X,Y). Les énoncés suivants sont équivalents
1) T est continu a 0.

2) T est continu sur X.

3) T est uniformément continu sur X.

4) IM >0 : || Tz |[y< M || z ||x, pour tout z € X.

5) M >0 : | Tx ||y< M, pour tout x € Bp(0,1), i.e. {Vx € X;|| z ||x< 1}.
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Preuve.
5) = 4)
x =0 :4) est vérifié
x#0: m € Br(0,1) donc
x
II'e Il

1
= —— | Tz lly <M
[

(A )y <M

=Tz |ly <M zlx VeeX—{0x}.
4) = 3)
T est uniformément continue < Ve >0,3A > 0 tel que Vz,2 € X || 2—a ||x< A =|| Tz—Tz |y< e
Soit € > 0, on pose A = 57 on a

[ Te =Tz |y = T(z —2) |y

SMHw—x/ IIx -

Donc

€
M
=M|z—2a |[x<e

lz -2 |Ix <

=|Te—Tz ||y <M|z—2 ||x
€

<M(M)=6

=|| Tz —Tz |y <e
3) =2) et 2)=-1) évident par définition.

1) =5)

Ve>0,3A >0 tel que | z|x< A= Tz |y<e Poure=1ona
N >0 zlx< A= Tz ||ly< 1.

Soit = € Bp(0,1) =]z |x<lona:

A A A
Sel=5 lelx< S <h

15

A
= T(Ga) Iy <1
A
= 5 I Te|ly <1

2
=|| Tz |ly < 5~ =M, Yz € Br(0,1).
1
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2.1.2 L’espace norme (L(X;Y),| . ||)

Dans ce qui suit, L(X,Y) signifie 'ensemble des opérateurs linéaires continus de X dans Y qui est
un sous-espace linéaire de I'espace linéaire L, (X, Y). Donc L(X,Y) peut étre regardé lui-méme comme

un espace linéaire sur le corps K. Introduisons maintenant une norme pour L(X,Y).
Théoréme 2.1.6  L’application || . ||: L(X,Y) — R donnée par
| T [|=sup{|| Tz ly;x € X et ||z [[x< 1} (2.4)

est une norme pour L(X,Y).

Preuve.
Pour tout T' € L(X,Y), || T ||= 0 et || T || est finie. Si || T ||= 0, alors Tx = 0 pour tout x € X. En

effet pour x # 0
x

I T ly=I = [Ix]| T ly= 0.

|z |x
Donc Tz = 0 sur X et T'= 0. Pour tout A € K, || XT" ||= |A| || T" || parce que

AT || = sup{l| AT)z |lv; || = [lx< 1}

sup{[Al | T |ly; || = [[x< 1}

AT
En fin, pour tout = € X, tel que || z ||x< 1, nous avons

(T + To)z |ly=| Thew + Tox [ly <[| Taz |y + || Tox [ly

<IT A+ 172 -

Remarque 2.1.2 [6] Soit T € L(X,Y) alors

| T = sup {|| Tz |y}
llzllx<1

= sup {|| Tz [lv}

llzllx=1

— s 1T NIy
= sup{-————
w20 || @ [Ix

}

=inf{M;|| Tz |[y< M || x ||x, pour tout = € X}.

Théoréme 2.1.7  Soient (X,|| . ||x) un espace normé et (Y,|| . ||y) un espace de Banach. Alors

L(X,Y) est un espace de Banach.
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Preuve.
On sait déja que L(X,Y) est un espace normé.Il nous reste & montrer que L(X,Y) est complet. Soit
{T;n € N} C L(X,Y) une suite de Cauchy. Alors || T, — T), [|[< e si n,m > np(e). Pour z € X fixé
I'inégalité
| Tox =Tz [y<|| T =T || - | @ [Ix< e || 2 lx n,m > no(e).

Montre que { T,z;n € N } C Y est une suit de Cauchy. Mais (Y, || . ||y) est un espace de Banach,
donc T,,x est convergente, i.e. ngrfm T,z existe pour tout x € X. Définissions I’application 7' : X — Y
par Tx = lim T,z, pour tout z € X. Montrons que T' € L(X,Y).

n—+o0o
D’abord T est linéaire parce que

T(ax +py) = lim Ty(ax + fy)
= lim (aThz + ST,Y)

n—-+o0o

=aoTlx+ BTy

pour tout o, 5 € K et z,y € X.
D’autre part, nous avons

| Thx ||y< M || z ||x, pour tout z € X.

Ce qui entraine, pour n — 0o, que
| Tz ||y< M || z ||x, et donc T € L(X,Y).

Enfin, montrons que T, M) T.

Nous avons

| Tz — To ly <|| T = T || - | @ Ix

<€||x||x.

Sin,m > ng(e) et pour tout z € X.

En fixant n, nous obtenons pour m — oo. Nous avons

| Tx —Tho |y <[|T—-Tn| || z|x

<e|lx|x, sin>ng(e),

et donc

| T—1T,||<e, sin>ng(e), cca-d Ty, M> T

Corollaire 2.1.1  Soit (X, . ||) un espace normé. Alors Uespace dual topologique X est un espace

de Banach. En effet X' = L(X,K) et K est un espace de Banach.
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Théoréme 2.1.8  Soit T € L,(X,Y). L’opérateur inverse T~ existe et est continu sur TX C Y si

et seulement s’il existe un nombre k > 0, tel que
Elx||x<|| Tz ||y, pour tout x € X.

Preuve.

Si X = {0x} il n’y a rien a dire. Supposons donc que X # {0x}

1. Soit T~ € L( TX,X). Evidemment T~ # 0.
VyeTX, [Ty Ix<I T - [y llv
et donc, en posant y = Tz, nous obtenons
Iz x| 771 - || Tz v,

parce que || 771 ||> 0, la relation 2.5 est montrée avec k =

=

2. Supposons maintenant qu’on a (2.5). Alors
ker(T) = {z; Tz = 0} = {0x},

done T~ 1 existe sur TX et T—! est linéaire.

Montrons que T~ est continu
VeeXk | x|x<|| Tz ||y -
Soit = Ty, i.e. y = Tz, alors
kI Ty x<lly v

entraine que

1
| Tty [|x< z |y lly, Yy € TX, et T~! est continu.

Exemple 2.1.6 Soit T 'opérateur définie par : C([a,b]) — K tq Tx = f;x(t)dt
avec || & [loo= max |z(t)].
Montrons que T € (C([a,b]))’. En effet

Vr,y € C([a,b]) VA, B € K T(\x + By) = /b()\x + By)(t)dt

= [ Ouate) + yta) a
ab b
- / Az (t)dt + / By(t)dt

- ,\/abx(t)dtjtﬁ/aby(t)dt

= Mz + 6Ty.
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Donc T est linéaire.

T est bornée. En effet : Vo € C([a,b]) on a

Donc | T \|(C([a7b}))/§ b—a.
Soit g € C([a,b]) tel que zo(t) = 1, Vt € [a,b]. Donc || zg ||co= 1.
En plus :
b b
Tx():/ :Eo(t)dt:/ dt=b—ua

| T |

| Txo ‘
=b—a<supr—— =[| T| >
I zo oo w20 || 2 [l (C([ad]))

Conclusion : || T H(C([a,b]))’: b—a.

Théoréme 2.1.9 (Hahn-Banach, forme analytique) [?]  Soit E un espace linéaire sur R et

p: E — R une application vérifiant

p(Az) = Ap(z), Vz € E et VA > 0. (2.6)

p(z+y) <p(zx) +ply), Vz,y € E. (2.7)

Soit d’autre part, G C E un sous-espace linéaire et soit g : G — R une application linéaire tel que
g(z) < p(z), Yz € G. (2.8)
Alors il existe une forme linéaire f définie sur E qui prolonge g, i.e.
9(z) = f(z),Vz e G

et telle que
f(z) <p(x), Vo € E. (2.9)

Preuve. Pour le démonstration voir [2], page 1.

Corollaire 2.1.2  Soit G un sous-espace linéaire de E et soit g : G —> R une application linéaire

et continue. Alors il existe f € E' qut prolonge g et tel que

I lle=llglle -
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Preuve. Appliquer le théoreme 2.1.9 avec p(z) =|| g || - [| 7 || & -

Corollaire 2.1.3  Pour tout zg € E il existe fo € E tel que

I fo ll =l zo Iz, et {fo,x0) = zo |IZ -

Preuve. Appliquer le corollaire 2.1.2 avec G = Rz, et g(tzo) =t || 7o ||% de sorte que

19 ller=l 2o ll& -

Corollaire 2.1.4  Pour tout x € E on a

lzlg= suwp |(f,z)|= max |(f,z)].
feE’ ferE
£l e <1 Fller <1

Preuve. Supposons que x # 0. Il est clair que

sup | (f,2) |<[| 2 & -
feE’
11 <1

D’autre part (corollaire 2.1.3) on sait qu'il existe fo € E tel que || fo || =l = |5 et (fo,z) =] z || .
On pose f1 =|| z ||z fo de sorte que || f1 || zr=1et (f1,2) =|| = ||

Théoréme 2.1.10 (Banach-Steinhaus)[?] Soient E et F deux espaces de Banach. Soit (T;);cr
une famille (non nécessairement dénombrable) d’opérateurs linéaires et continues de E

dans F'. On suppose que

sup || Tiz ||< o0, Vz € E.
i€l

Alors
sup || i [|lr(z,7)< oo
i€l

Autrement dit, il existe une constante c telle que

| Tz |<c|z|,Vz € EViel.

Preuve. Pour le démonstration voir, [2], page 17.

Théoréme 2.1.11 (Arzela-Ascoli)[12] Soit (X, ] . ||x) un espace norme compact, (Y, || . ||y) un

espace norme complet. Une partie A de C(X,Y) est relativement compacte si et seulement si :

1. A est équicontinue, c’est-a-dire :
VeeX, Ve>0, In>0VfecA VyeX |[z—ylx<n =| flz)— fly) [[vy<e

2. Pour tout x € X, Uensemble A(x) = {f(x);f € A} est relativement compact, (i.e. A est

uniformément borné).

Preuve. Pour le démonstration voir, [12], page 346.
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2.1.3 L’algébre de Banach L(X)

Si (X, || . ||) est un espace de Banach, alors L(X) = L(X, X) muni de la norme introduite dans (2.4)

est aussi un espace de Banach. De plus L(X) est une algebre linéaire avec identité.

Définition 2.1.6  Une algébre linéaire X munie d’une norme s’appelle une algébre normée si on a
pour tout x,y € X
lz-yll<lzl-[lyl- (2.10)

Remarque 2.1.3  La condition (2.10) assure la continuité du produit de deux vecteurs dans une
algébre linéaire. En effet, si nll)rfoo | zn, —x0 ||= 0, et Jim | yn —yo [[=0
| Znyn — zoyo | =| Tnyn — Toyn + Toyn — zoyo ||

Slan—zo Il wnll + 2ol - [1yn —yo |[— 0 lorsque n — oo.

Définition 2.1.7  Un algébre de Banach est une algébre normée qui est compléte par rapport a la

norme, i.e. Un espace de Banach.
Théoréeme 2.1.12  Soit (X, || . ||) un espace de Banach. Alors L(X) est un algébre de Banach .

Preuve. Nous savons déja que X est un espace de Banach et que X est une algebre linéaire avec

identité. Il nous reste & montrer que pour 71,75 € L(X) on a
[TioTy || Tofl-[[ T2
Soient donc T4, T» € L(X). Alors

| (Ty 0o To)x || =|| T1(Tox) ||
<ITy | - | Tox ||

<ITll- T2 - =

Vz€Xdone TyoTh € L(X), et |TioTa |<ITil- T2 -

2.1.4 Opérateur régulier

Définition 2.1.8  Soient (X, || . ||) un espace de Banach. Un opérateur T € L(X) est régulier, si
a) TX =X.
b) T emiste sur X, et T~ € L(X).

L’ensemble d’opérateurs réguliers sur X est noté par L,(X).
Exemple 2.1.7  Soit X = [2(C), et considérons 'opérateur de déplacement Ty € 1(X) défini par

1—'8'r = TS((CluCQv o )) = (074-17(27 o )

Alors Ty est injective et T, ! € L(TsX), mais pas dans L(X), donc Ty n’est pas réguliére.
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Exemple 2.1.8  Considérons (X = Cla,b], || . [|«), et T € L(X) défini par

T(f)t) =tf(t), feX
Alors T € L,(X), si et seulement si 0 ¢ [a,b].

Théoréme 2.1.13  Soient Ty, Ty € L, (X) alors Ty o Ty € L, (X), et AT} € L, (X)
pour tout A € K \ {0}.

Preuve. Montrons d’abord que T} o T admet une inverse sur X, et que
(Tl o Tg)il = T2_1 o Tl_l.

En effet
(T1 o TQ)X = T1X =X

et
(TroTz) o (Ty o Ty ) = (T o Ty ) o (Th o Ty) = Ix.

Puis que I’élément inverse, s’il existe, est unique
M )
-1 _ -1 -1
(TloTQ) —T2 OTl .

D’autre part

(T o)™ [|=) Tyt o T I T |- T T II< oo

Ce qui montre que Ty 0 Ty € L(X). Si A # 0, (\Ty)~! = 1/ ATyt et

_ 1 _
I (AT~ = B 1T < 0.
Donc AT7 € L, (X), pour tout A € K \{0}.
2.1.5 Opérateur compact
Soient (X, || . ||x) un espace normé et (Y,|| . ||y) un espace de Banach.

Définition 2.1.9  Un opérateur linéaire T € Lo(X,Y) est compact ou complétement continu si
limage de chaque ensemble borné de X est relativement compact dans Y.

Notons par L.(X,Y) C L,(X,Y) l’ensemble des opérateurs linéaires compacts de X dans Y.
Remarque 2.1.4  SiT € L.(X,Y) alors T € L(X,Y) i.e. Un opérateur linéaire compact est continu.
Exemple 2.1.9  On définit 'opérateur T comme suit T : C(]0,1]) — C([0,1]) tq

Tf(z) = /01 K (o, t) f(t)dt

ot K :[0,1] x [0,1] — C est continu.

On montre :
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1) T est un opérateur linéaire compact.
2)  Dans le cas K(z,t) = e**t détermine la norme de T.

Solution :
1)  La boule unité dans C([0,1]) est Bp(0,1) = {f € C([0,1]); ]| f lloo< 1}.
Pour montrez que TBr(0,1) est relativement compact dans C([0,1]) on, utilise le théoréme d’Arzela-

Ascoli 2.1.11.

i) TBr(0,1) est uniformément borné : En effet Vf € Br(0,1) on a
1
Tr@) | = [ K@@
1
< [ 1K@l
1
< Sl [ 1K) | de
1
g/o | K(z,0) | dt

= sup |Tf(zx)|< sup [y | K(z,t)|dt.

FEBR(0,1) 2€[0,1]
On pose M = sup fol | K(x,t) | dt on trowve || Tf ||< M. D’ou TBp(0,1) est uniformément
z€[0,1]
borné.

i) TBp(0,1) est équicontinu : En effet Vf € Bp(0,1) et pour tous x,y € [0,1] on a
1
I TS) = TF@) | =] [ (K0 = K@)/ (0
1
NSl [ 1 8) = K(a,0)) | de
0

< [ - Kt i
1

</ edt = e.
0

Donc 36 = € tel que |y —x |< 0, d’ou TBp(0,1) est équicontinu.

2) Déterminons la norme de T on a

1
| Tf(z)| =] /0 T f(t)dt |
1
_ex et
ey /0 F(t)dt |
1
x t
<o Sl [ et

<ele=1) || flloo

= Tf llw< ele =1) || f lloo - Done || T [|< e(e = 1).
Maintenant, on montre || T ||> e(e — 1), on prend g(x) =1 Vx € [0, 1]

1
Tg(x) :/ et
0
1
= ez/ eldt.
0
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Donc || T ||| Tg |loo= e(e — 1), alors

[T = e(e —1).

2.1.6 Convergence dans (L(X,Y),| .||

Définition 2.1.10  Soient {T,,; n € N} CL(X,Y) et T € L(X,Y).

a) La suite {T,,; n € N} converge en norme, ou uniformément vers T si
Jim || T, =T [|= 0,
et nous écrivons T, — T.
b) La suite {T,; n € N} converge ponctuellement vers T si
lim || T,z — Tz |ly= 0, pour tout x € X.
n—oo
Et nous écrivons T,, — T.
c) La suite {T,; n € N} converge faiblement vers T si
2 (Tpa) = z (Tx),
pour tout z eY et pour tout x € X, et nous écrivons T, — T.

Exemple 2.1.10  Soit (T},)nen € L(I?(C)) défini par :

1 1 .
To(z1, 22, -+ ) = (5961, 5962,"'), n €N

Ona :
| Toll = sup || Thz |2
llz][,2<1
1
= sup || (=21, —@,) |2
fofl2<1 T n
1

=— sup | (21,22, ) [|p2
n Hm||l2§1

1 1
=— sup | z|p<——0prendn — .
M lzfl,2 <1 n

Donc lim || T, ||=0 c’est-a-dire T,, — 0.
n—oo

Exemple 2.1.11  Considérons la suite d’opérateurs linéaires bornés (Ty,)nen définit de 1?(C) vers
12(C) comme suit :

Tn(.Il,J?Q,"') = (0’07 7O,xn+1;xn+27"’)‘
On va montrer lim | Tnz ||l;2= 0 Vo € I*(C) on a

o0
| Thz = Z | z; |>— 0 prend n — oc.
i=n+1

Done T,, 5 0.
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Exemple 2.1.12  Considérons la suite des opérateurs suivante :

T, : R — I*(C)
5 sep
tel que e, = (0,0, -, \1/ ,+++) on va montrer a:/(Tns) — 0 prendn — oo, Vz' € (lz((C))/ Vs eR
rang n

on a

= sz (en)
=52 (0,0,--+, 1 )
~—
rang n
Donc lim x/(Tns) =0=1T, 0.
n—oo
Théoréme 2.1.14 a) T, - T entraine que T,, — T.
b) T,, - T entraine que T, — T.
Preuve.
a) Nous avons pour tout z € X
| Thx — Tz |ly=|| (T — Dz ||y<|| T =T || - ||  ||x— 0, si n — oo.

b) Nous avons pour tout 2 €Y, et pour tout = € X fixé

o (Tya) — @' (Tw)| = |2 (T, — T)x)|

<z ||| Tne =Tz |y — 0, sin— oo.

Remarque 2.1.5 T, = T n'entraine pas T, — T. Considérons X =Y = 12, et soit T, € L(X)

la projection orthogonale de X sur (en41,€nt2,- "), i.e.

Tn((<17<~27'”)) = (0707 707€n+17<’n+27' : )

n fois
Alors nous avons pour tout x € X,
o0
I (T = 0)z 3= D [Gl* = 0,50 n — oo,
k=n+1

et T, —= T = 0. Mais d’autre part,
| To | =] Thenti |2=1 - 0
c-d-d. T), % T = 0.

Remarque 2.1.6 T, — T n’ entraine pas T,, — T.
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Remarque 2.1.7  Rappelons qu’ une suite {xn;n € N} d’éléments d’un espace normé (X, . ||)

converge en normé vers un élément r € X si

Jim || 2, — 2 [|= 0.

De plus la suite {x,;n € N} converge faiblement vers x si

lim Tx, =Tz VT € X.

n—oo

comme dans les cas précédents la convergence en norme implique la convergence faible mais pas in-
versement.
2.1.7 Théoréeme du graphe fermé

Définition 2.1.11  Soient X, Y deux espaces linéaires sur le méme corps K, et T € L,(X,Y). Alors

le graphe de l'opérateur linéaire T est l’ensemble
G(T)={(x,Tx);x € X} CXxY.

Définition 2.1.12  Soient (X, || . ||x) et (Y,| . ||y) deux espaces normés, et T € Lo(X,Y). Alors T

est opérateur linéaire avec un graphe fermé si pour tout xg € X ;

lim ||z, — o |[[x=0
n—oo
et =  yo=Txg.

Jim || Ty — yo ly=0

Observons que T € Lo(X,Y) est un graphe fermé si et seulement si son graphe

G(T) ={(z,Tx);x € X} est un ensemble ferme dans X x Y.

Théoréme 2.1.15 [5]  Soient X,Y deux espaces de Banach, et T € Lo(X,Y). Alors T € L(X,Y) si

et seulement si T est un opérateur avec un graphe ferme.

Preuve. Pour le démonstration voir, [5], page 380.

2.2 Opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert

2.2.1 Formes bilinéaires et formes quadratiques

Définition 2.2.1  Soit X un espace linéaire sur K. Une application f de X x X dans K est une

forme bilinéaire si f(x,y) est linéaire en = et anti-linéaire en y ; en d’autres mots, si

i) Pour tout x1,x2,y € X nous avons

f(wl +$27Z/) = f(xlay) + f($2,y)
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ii) Pour tout x,y1,y2 € X nous avons
f@y+y2) = flz,m1) + f(,2).
iii) Pour tout z,y € X, et A € K nous avons
FOz,y) = Mf(z,y) et f(z,Ay) = Af(2,y).

Définition 2.2.2  Soit X un espace linéaire sur C. Une forme bilinéaire f est dit hermitienne

st on a pour tout x,y € X

f(l',y) - f(va)

Définition 2.2.3  Soit X un espace linéaire sur R. Une forme bilinéaire f est dit symétrique

st on a pour tout x,y € X

f(x,y) = f(y,x)

Exemple 2.2.1  Soit H un espace de Hilbert sur K. Alors le produit scalaire est une forme bilinéaire

hermitienne si K = C est symétrique si K = R.

Définition 2.2.4  Soit X un espace normé. Une forme bilinéaire f est bornée sur X x X s’il existe

un M > 0 tel que
[fy)l <Mz |yl (2.11)

Pour tout x et y € X. 1l est facile a vérifier que U'ensemble de formes bilinéaires forment un espace
vectoriel par rapport auzx opérations habituelles de fonctions et si X est un espace normé, ’ensemble
de formes bilinéaires bornées est un sous-espace que nous pouvons munir d’une norme de la maniére

suivante :

| £l = inf{M; tel que (2.11) est satisfait}
=sup{[f(z,y)l; | z |<1, |y <1}
=sup{[f(z,y)l; [ = |= 1, y [[= 1}

= sup{([f(z, )/ x|l - [y [z # 0,y #0}.
Définition 2.2.5  Soit f une forme bilinéaire sur X. Alors l'application f: X — X définie par
f(w) = f(z,2)

est appelée une forme quadratique sur X.
Soit K = C, si on connait la forme quadratique f On peut récupérer la forme bilinéaire.

En effet I’ équation

fa+y)=fr+ya+y) =Ff@)+ fla,y) + fy,2)+ fy)
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nous donne
fla+y) — fla—y) =2f(,y) +2f(y,2)
et

f@+iy) — flz —iy) = —2if(z,y) + 2if(y,z)

ce que entraine que
Fay) = (Pt o)~ flo—y) +if@ +iy) — i — i)
et f est unique.

Théoréme 2.2.1  Soit X un espace linéaire sur C, et f une forme bilinéaire. Alors f est hermitienne
si et seulement si

f(x) = f(z,z) € R, pour tout = € X.

Preuve.

a) Si f(z,y) = f(y,z) pour tout z,y € X, alors

f(l’,:L') = f(l‘al‘)

et donc f(z,z) € R pour tout z € X.

b) Soit f(z,x) € R pour tout x € X. Alors nous avons pour tout z,y € X

faw) =5 (Fe+v) - fo —y) +if@+iy) - if @ —iy))

4
— i (f(y+x)—f(y—a:) —if(y+ix)+if(y_ix))
= f(y, ).

et f est hermitienne.

Soit maintenant X un espace normé. Nous avons introduit une normé pour les formes bilinéaires
bornées. De méme nous pouvons le faire pour des formes quadratiques bornées, i.e. Pour les formes

quadratiques f, pour les quelles il existe un M(f) > 0 tel qu’on ait pour tout = € X
7 ; 2
|f@) < M)z (2.12)
Nous définissons cette normé par

| £ || = inf{M(f); tel que (2.12) est satisfait}

)
=sup{|f(2): [ z < 1}
= sup{|f(@)[; || = |= 1}
= sup{|f(2)|/ || = ;= # 0}.
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Théoréme 2.2.2  Soit X un espace linéaire sur C. Alors une forme bilinéaire f est bornée si et

seulement si la forme quadratique associée a f est bornée, et nous avons

FANFAEEY FAp

Preuve.

La premiére inégalité étant évidente, nous montrons || £ [|< 4 || £ ||. En effet

. . o 2
| f(z,y) I< (||33+y||2+||$—y||2+||l‘+zy 1>+ || @ — iy ||2) <IFIdrzi+1ylD)

(2.13)

ce qui entraine que

I £l =sapllf(z,9);llzll=1, yll=1}
<4|f.

Remarque 2.2.1  SiX = H est un espace de Hilbert sur C, la loi du parallélogramme (1.5) appliquée

d (2.13) nous donne

ANl fls2ifoe

Remarque 2.2.2  Soit X = H est un espace de Hilbert sur R, et f une forme bilinéaire symétrique.

Alors on a

=07

En effet nous appliquons la loi du parallélogramme (1.5) a

faeal < LV ety 24—y ).

Théoréme 2.2.3  Soit H un espace de Hilbert sur C, et f une forme bilinéaire hermitienne, et

bornée sur H. Alors on a

0=l 7

Preuve. Il nous reste & montrer que | f ||<|| f || . Fixons deux éléments z, et y € H tels que

f(z,y) #0, et soit e’ = f(z,y),/|f(x,y)|. Alors nous avons

f(z.y) = fle "z, y)
1

= ¢ (Femon+y) - fen —y)

et donc en utilisant la loi de parallélogramme (1.5) &

Faal < L (emon oy 2 4 emion -y )

32



nous obtenons

Feal < L 24y )
et donc
£l £

Définition 2.2.6  Soit X un espace linéaire sur K. Une forme quadratique est dite positive, si
f(z) >0 pour tout z € X.
Rappelons que la forme bilinéaire f sur X, associée a une telle f est nécessatrement hermitienne, si

K=C

Exemple 2.2.2  Le carré d’une normé déduite d’un produit scalaire d’un espace de Hilbert, est une

forme quadratique positive.

Théoréme 2.2.4 (Riesz)[11, 1, 10] Si H est un espace de Hilbert sur le corps K et si ¢ e H,

alors il existe un unique y € H, tel que

I

x () = (z,y), pour tout z € H, (2.14)
et de plus
Iz =1yl - (2.15)
Preuve. Pour le démonstration voir, [11], page 123.

Théoréme 2.2.5  Soient H un espace de Hilbert sur K, et f une forme bilinéaire bornée sur H.

Alors il existe un et seulement un T € L(H) tel que
f(z,y) = (z,Ty) pour tout z,y € H.

Preuve.
Fixons y € H. Alors :c;j (z) = f(z,y) € H. D’apres le théoréme de Riesz (voir 2.2.4) il existe un élément
unique z(y) € H tel que :c;(:z) = (z, 2(y)). Il nous faut montrer que 'application y — Ty = z(y) est

dans L(H). En effet nous avons pour tout x € H

(x,2(y1 +y2)) = f(z,91 + v2)
= f(.T,yl) + f(.%',yQ)

= <5L‘,Z(y1)> + <$,Z(y2)>

ce qui entraine que

2(y1 +y2) = 2(y1) + 2(y2)-
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D’autre part nous avons pour tout x € H, et a € K fixé
(2,2(ay)) = f(z,0y) = af(z,y)
= a(z, z(y)) = (z,2z(y)),
ce qui montre que
z(ay) = az(y).
Pour montrer que z est borné. Nous avons pour tout y € H
I 2(y) I” = (2(y), 2(y))
= f(z(),y)
<[ £ 2C) [y i

=z <l £yl

Remarque 2.2.3  Soient H un espace de Hilbert sur K, et f une forme bilinéaire bornée sur H.

Alors il existe un et seulement un T € L(H), tel que
fzy) = <T/:c,y) pour tout x,y € H.
Théoréme 2.2.6  Soit T € L(H). Alors
I T ||=sup{(Tz,y); [|  [|[< 1, ]| y |< 1}

Preuve.
L’inégalité
(T, y)| <[| Tz || - || y |

<ITI- =11yl

montre que

sup{(Tz,y);[| = [< L[|y I< 1} <[ T .
Pour obtenir I'inégalité dans ’autre sens, nous prenons
y=Tz,/ [Tz |, |Tz[#0
et nous avons

1T = sup{[| Tz [; || = < 1}
= sup{(Tz, Tz, || Tz [));[| = [[< 1}

<sup{{Tz,y); [ = [[<1, ]y [I< 1}
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Corollaire 2.2.1  Soient T € L(H), et f(z,y) = (z,Ty). Alors

[

sup{(z, Ty); || = [|< 1, || y [[< 1}
= fl.

2.2.2 Théoréme de Lax-Milgram

Avant d’énoncer le théoréme on fait les hypothéses suivantes :

1) L est une forme linéaire définie sur H de plus, L est continue, i.e. il existe une constante C' > 0
telle que
Vo eH, | L(v) [ C | v |l -

2)  a est une forme bilinéaire définie sur H x H vérifiant de plus

i)  a est continue sur H x H, i.e. il existe une constante M > 0 telle que
V(u,v) e Hx H, |a(u,v) |<K M| wlm:-|v]|m-
ii)  a est coercive i.e. il existe une constante a > 0 telle que
Vu e H, a(u,u) >alu .

Théoréme 2.2.7 [/]  Soient H un espace de Hilbert réel, a une forme bilinéaire, continue et coercive
sur H et L une forme linéaire continue sur H. Alors, il existe un unique élément u de H solution du

probléme

L(v) = a(u,v) Yv € H.

De plus si a est symétrique, u est l'unique solution du probleme de minimisation suivant :
J(u) < J(v) Yv e H

ou J est définie sur H par

J(v) = %a(v, v) — L(v) Vv € H.

2.2.3 Opérateur adjoint

Définition 2.2.7  L’adjoint de lopérateur T' € L(H) est l'opérateur T* € L(H)
(Tz,y) = (z,T"y).
Théoréme 2.2.8 Soit T € L(H), il existe un unique opérateur T € L(H), pour tout x,y € H

(Tx,y) = (z,T"y).

35



Preuve.

Soit y donné dans H, l'application x — (T'z,y) est forme linéaire continue sur H. Par le théoréme
2.2.4, il suit qu il existe un unique z € H tel que, pour tout x € H, on ait (T'z,y) = (x, z). On note
z = T*y. T* est bien défini, et ce de maniére unique, en tant qu application de H dans H car pour y

donné, on définit z, 'image de y par T, de fagon unique. Montrons que 7™ est linéaire

(, T (o1 + By2)) = (T, a1 + By2)

= (T'z,ay1) + (T'z, By2)
a(Tx,y1) + (T, y2)
= alz, T*y1) + Blz, T*ys)

= (x, o™y + BT y2).

D’ou pour tout x € H,
(z, T*(ay1 + By2)) = (z, T y1 + BT y2).

Montrons maintenant que 1™ est borné.

I Ty [1P= (T*y, T*y) = (TT*y,y) | TTy | - Iy I<UT - 1T |- 1y |

=Ty I <[TI-1yll-

Alors T* est borné et de plus
T I< T | (2.16)

il suit que 7% € L(H).
Exemple 2.2.3 1. L’adjoint de l'opérateur identité Iy est Ify = Iy car :
(Iyz,y) = (z, Igy) Yo,y € H.
2. soit T € L(H) définie par

T H—H

x+— (z,a)b

ot a,b € C.

Soit x,y € H

Donc T*x = a(x,b).
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3. On considére opérateur shift S : 12(C) — 12(C) défini par :
S(z1,29,++) = (0,21, 22, ).
Soit x ety dans 1>(C) : Alors

(z,5"y) = (Sz,y)

= <(07I17$27 to )a (yla Yz, ))

=T1Y2 + T2Yys + - -

= <(.T1,$2, T )7 (y27 Yz, ))

Alors S* est défini par :
S*(.Tl, Z2, - ) = (112,333, e )
Théoréme 2.2.9 ( Propriétés de l’adjoint)

1. (A+ B)* = A* 4+ B*; (\A)* = \A*.
2. (A*)" = A;(AB)* = B*A*.

3. VA, B € L(H); Vo, 8 € C
(aA + BB)* = aA* + SB*.

4. Si A est inversible (il existe un autre opérateur A=' tel que A~1A = Iy), alors
(A—l)* — (A*)_l.
5 Tl=lT |-

Preuve.

1. Pour la démonstration on met (A + B)* dans un produit scalaire
(w, (A+ B)*v)

avec v, w € H quelconques. Onsuite on utilise la définition de ’adjoint et la linéarité du produit

scalaire

(w, (A+ B)*v) = (A + B)w,v)

= (Aw,v) + (Bw, v)
= (w, A"v) + (w, B*v)
=

w, (A* + B*)v).
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Donc on trouve que (A + B)* = A* + B*.

De la méme maniere

D'oit (AA)* = XA,

Donc (A*)* = A.

(AA)*w, v) = (w, AAv)

Muw, Av)

= MNA"w,v)
= (AA*w,v).

Donc on trouve que (AB)* = B*A*

Donc (AB)* = B*A*.

(w, (AB)*v) = ((AB)w, v)
= (Bw, A*v)
= (w, B*A™v).

(A + BpB)*w,v) = (w, (aA + SB)v)
= (w, aAv) + (w, fBv)
= a{A*w,v) + B(B*w,v)

= ((aA* + BB*)w,v).

D’ou (aA + BB)* = aA* + 3B*.

4. D’une part, pour tous v,w € H

D’autre part

(w,v) = (A" Aw, v)
= (Aw, (A71)*v).

(w,v) = (w, A*(A*) ")
= (Aw, (A*) 1),

On peut conclure que (A71)* = (4*)~L.
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5. En combinant avec (2.16) :
@)™ <17

=TI <7 - (2.17)

Donc (2.16) et (2.17) =|| T ||=|| T* || .
Définition 2.2.8 A est dit hermitien,ou auto-adjoint,si A* = A, i.e.
(Az,y) = (z, Ay) Ya,y € H.

Exemple 2.2.4 1. Considérons l'opérateur A défini sur L*(R) par

(Az)(t) = e Mz (t)

A est un opérateur borné auto-adjoint. En effet
(Aryy) = [ ety

R
_ / 2(t)e Tyt dt

R

= (z, Ay).

2. L’opérateur identité Iy est un opérateur auto-adjoint car :If = Iy

<IH$,:1]> - <x7IHy>7 V$7y € H.

2.2.4  Quelques classes d’opérateurs

Définition 2.2.9 Un opérateur A € L(H) est dit
1. Positif  si: (Av,v) >0 Yo e H.

Exemple 2.2.5 Iy Uopérateur identité et Oy ['opérateur nul sont opérateur positive car

x € H alors
(Iyx,z) = (x,z) > 0;

(Ogz,z) = (0,z) = 0.

2. Unitaire si: AA* = A*A = Iy c’est-a-dire A~1 = A*.
3. Isométrique si: A*A = Iy.

Exemple 2.2.6 L’opérateur de décalage S (ou shift) est un opérateur isométrie, car pour

S(l‘l,xQ,"‘) = (O)xla$27"')

S* (w1, @2, ) = (w223, ).
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Ona :

S*S(xy, w2, ) = 570, 21,22, )
= (21,72, ).
Alors,S*S = Iy.
4. Projection si: A’ = A.
5. Projection orthogonale si:A?>= A= A*.
Exemple 2.2.7  Soit l'operateur A défini par :
A:R® - R3
(21,22, x3) = (21,0, 73)
On peut vérifier que
A*(z1, 22, 23) = (21,0, 23).
Alors,
A(x1, 29, 23) = A* (21,72, 73)
= A*(z1, 22, 23)
= (71,0, 3)
donc A est une projection orthogonale.
6. Anti-hermitien si: A" =—A.

Exemple 2.2.8 Soit H un espace de Hilbert, A est un opérateur tel que :

Ax =ix, Ve e H,i € C

on a
(Az,y) = (iz,y)
= i{z,y)
= <.%', _Zy>
= (z,A%)
= A'r = —ix = —Ax
d’ou A* = —A, donc A est anti-hermitien.

7. Normaux si: A commute avec son adjoint, i.e. A*A = AA*.
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Exemple 2.2.9  La mutiplication A, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opérateur

normal sur L?([0,1]), car

Ag = L*([0,1]) — L*([0,1]), ¢ € C([0,1])
A f(t) = (1) (1)

On a
(Apf.g) = (£, Apg), Vf,g € L*([0,1])
() (1), 9(1)) = (F(1), p(D)g(1))
donc
(Az9)(t) = ¢(t)g(t)
d’ot
A; = Ags.
Alors,
A*@Acp = AzA,
= AsoA@
= A@A;.

Donc A, est un opérateur normal.

2.2.5 Spectre d’un opérateur

Définition 2.2.10 (valeur propre et vecteur propre) [5] Soit T € L(H), le nombre complexe
est dit valeur propre de T s’il existe un vecteur x dans H—{0u} (s’appelle vecteur propre associé a \)
tel que

(T — M)z =0, Tx = Azx.

Définition 2.2.11 (ensemble résolvante) Soit T € L(H), on dit que A € C appartient a [’en-
semble résolvant de T si T — My est une bijection de H dans H et que (T — M)~ € L(H).

L’ensemble résolvant de T' est noté p(T), i.e.
p(T)={A€C:T — A\l inversible}.

Définition 2.2.12  Soit T € L(H), on appelle spectre de T, et on note o(T) le complémentaire
dans C de p(T). Le spectre de T est donc l'ensemble des A € C tels que T — Xy non inversible, ceci

équivalant a définir o(T) comme l'ensemble des A € C tels que T'— N n’est pas bijective, i.e.

o(T)={AeC:T — Xy non inversible}.
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Remarque 2.2.4
o(T) U p(T)
o(T) N p(T)

C.
0.

Définition 2.2.13  On appelle spectre ponctuel de T l’ensemble des valeurs propres de T', noté o, (T)
tel que
op(T) ={rA€o(T): T — Mu non injectif}.

Remarque 2.2.5  Lorsque H est dimension finie, alors o(T) = op(T).

Mais st H est dimension infinie, on a op(T) C o(T).

01
Exemple 2.2.10  Soit A € M(R) défini par A = ( )

4 0
on a

-2 1
-2

det(A—)\IM2):‘ =N —4=A=-2)(A+2)

det(A—Ap,) =0=>A=2 ou A= -2.

Alors,
o(A) =o0,(A) = {2,-2}.

Définition 2.2.14  On appelle spectre continu de T, et on note par o.(T), l’ensemble
o0o(T)={N€o(T): T — Ny injectif et , Im(T — Xg) # Im(T — \) = H}.
Définition 2.2.15  On appelle spectre résiduel de T, et on note par o.(T), l’ensemble
o (T)={N€o(T): T — Ny injectif et , Im(T — \g) # H}.
Remarque 2.2.6  Le spectre o(T) est la réunion disjointe de trois ensembles

o(T) =0,(T)Uo(T)Uop(T).
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Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre .Nous aborderons de trois applications sur les opérateurs linéaires continus
d’un espace linéaire normé vers autre. Ces applications sont choisis selon le cas, ces application sont
illustrées par les propriétés structurelles citées aux chapitre un et deux. Une de ces application est
application directe des théoréeme de Hahn Banach et théoreme de Banach-Steinhaus. La deuxieme
application on s’intéresse d’étudier le théoreme de Lax-Milgram sur un intervalle borné qui se réduit a
I’étude du probleme de Dirichlet pour I’équation de Sturm-Liouville, durant cette étude nous effectuons
un opérateur différentiel linéaire continu, alors nous investissons quelques notions et théorémes déja
donnés au chapitre deux. La troisieme application on investit une équation intégrale de Fredholm
qui se réduit a étudier un opérateur intégral, on montrera que cet opérateur est linéaire borné donc

continue en fin on montre que cet opérateur intégral est compact.

3.1 Applications des théoréemes de Banach Steinhaus et de Hahn

Banach

o0
On rappelle que pour tous p € [1, +oo[ IP(C) = {a: = (Zp)nen= CC: ¥ |z, [P< oo} est menu de
n=1

=

x P
> @, |p> et
=1

son norme usuelle || z ||;pc)= (

[*°(C) = {ZL‘ = (Tp)nen+ CC: sup |z, |< oo}
neN*

avec

| 2 [lio(c)y= sup |zn|.
neN*

A) Soient n € N* et (a;)ien+ € I2(C). Pour tous n € N* on définie les formes suivantes :
T, : 1*(C) —» C
n
(zi)ien+ = To(zi)ien+ = Y aiw;. (3.1)
i=1
On montre les caractérisations suivants :
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. ¥Yn e N*, T, € (I>(C)).

. Vn € N*, H T, H(lz((C))’: 1[; | a; |2.

On pose :
T:1?(C)—C
(xl)’LGN* = T $1 iEN* = Zazxz (32)

On montre :

. T est une application bien définie et que T' € (I*(C))".

T llzeyy= '21 | a; 2.

. T, == T Cest a diré que la suite (T},)pen+ converge ponctuellement vers T dans [?(C).
Démonstration

T, est linéaire et bornée. En effet
n
T, ((l‘l + « yz Z a/’L T; + ayz = Tn(-xl) + aTn(yi)'
=1

On a, en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwarz(1.3)

n (i) |—|Zam|< Zlai 2 1l 2 (|2

=1

d’ot le point 1). Pour montrer le point 2). On a

Il existe T = (a1, da, ..., n, 0,0,...0...) € I2, tq

n
| Tu(@i) 1= ) ai P= Zla 12 [|,2

| T | | T ()
Tl Z"“'Q e R SR

D’ou le point 2). De nouveau T est linéaire et bornée. En effet

IS
A
M=
B
S

implique

T((z:) + a(yi)) = Y aix; + ay) = T(xs) + oT (y5).
=1

On a, en utilisant 'inégalité de Cauchy Schwarz(1.3)

o0 o
Ti) [=1 Y aiwi |< 4D Lai 2 ]| & e
i=1 i=1
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B)

d’ott le point 3). Pour montrer le point 4). On a
IT [lazy<Il @l -

Il existe T = (a1, g, dz, ...dn, ...) € 12,tq

£) =3 ai P= |5 a2 [ 2 |l
=1 =1
|7 ECOTI
7 ) l, - T !
Tzle ~ Z’a SSUPA e P € e A 0 =T e

D’ot le point 4). On a

e 3 . |2 12 —
lim | Ty (2;) = T(z) |= lim | ) amKHIgIgOJ > \%\J > lzir=o0.

implique

i=n+1 i=n+1 i=n+1
D’ou le point 5) est prouvé.
On suppose maintenant que (a;);en+ est une suite de nombres complexes quelconque.

On se propose de montrer, en utilisant le théoreme de Banach-Steinhaus2.1.10, I'implication

suivante :
[e.e]
(V(l‘i)ieN* € 12((C),Zai:ni est convergente dans (C) = ((ai)iEN* € l2(C)) : (3.3)
i=1
Lemme

o0

<V(xi)i€N* € ZQ(C),Zaimi est convergente dans C> = (V(mi)ieN* € 2(C) : sup | Tp(zi)ien |< o0

i=1 neN*

(3.4)
o0
C’est & dire qu'en admettant I'hypothese : V(z;)ien+ € 12(C), 2. a;z; est convergente dans C,

1=1
montrer que la suite des formes (7},),en+ définie en A) est ponctuellement bornée (i.e : pour

toute suite (z;)jen+ € [2(C) on a : sup | T (xi)ien+ |< 00 ). En effet

neN*
lim | T, (z;) —T(x;) |=0

n—oo

implique que la suite {T},(x;)i>1}nen est convergente dans (C, | . |) donc bornée, il vient alors :

sup | T (4)ien+ [< 00.

neN*

D’ot la formule (3.4). Ce qui assure la validité de la condition de théoréme de Banach-Steinhaus

2.1.10, alors il existe K > 0, tq

Vn e N || Tl ey =4[ Dl @i P < K.
=1
dlaiP<K. (3.5)
=1

Ce qui montre que (a;)ien+ € [(C) : Ce qui termine la démonstration. D’out la formule (3.3).

Il vient alors que
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Corollaire 3.1.1 ( théoréme de Hahn Banach)
E' est Uespace des formes linéaires continues d’un espace normé E dans le corps des nombres
complexes C
Voo € E=3f € E
tq
I g =l 2ol
et

fzo) =l 2o |I% -

Preuve. [z9] = {Azo; A € R} est un sous espace linéaire normé de E, définissons la fonctionnelle
linéaire
g :[xo] = R
Mg = g(Azo) = A || 2o ||,
il est bien que :
9(Azo + apxo) = g(Azo) + ag(pao)

D’ou g est linéaire.Montrons que g est bornée. On a

| 9(ao) 1< M| 2o Il

implique

| 9(Azo) |
g r=sup —————-— =|| zo || £ .
9 s a0 | Al 2o lle ol

D’apres le corollaire 2.1.2 il existe un prolongement linéaire continu f sur E de g tel que

I =l zo [l
et
f(@o) = g(xo) = zo [I% -
Ce qui fallait démontrer.
Applications de théoreme de Hahn Banach

Théoréme 3.1.1  Soit A € L(X,Y), application linéaire continue, alors

Voo € X,3g0 € Y telle que go(Axo) =|| Azo ||y et || go |y =1. (3.6)
Aussi on a,
Vee X |z lx= sup | f()]. (3.7)
fex’
£l <1
Encore,
fl@)=0,YfeX =z =0. (3.8)
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Démonstration.

D’apres corollaire de théoreme de Hahn Banach précédent 3.1.1,

Vg X = AzgeY=3f €Y

tq
I f Iy =l Azo ||y

et
F(Axo) = Azo 1% -

Considérons maintenant,

f(y)

= 27 si ker(A).
90(y) [ Azq H\Y’Sl zo & ker(A)

On remarque que go € Y et

f(Azo)
go(Azg) = = Azo ||y
| Azo ||
aussi que
W lly
|| go ||Y - || AZL’O ||Y -

D’ot le point (3.6). Pour montrer le point (3.7), il est bien que

VieX | f@) <) flly -l e llx

implique

sup | f(a) |<l| 2 [

fex

[£llyr <1
Appliquons le résultat (3.6), en posant, X =Y, et A = Ix € L(X,X) et aussi go(z) =|| = ||x et
” go ||X/: ]_, i.e.
@ =l go(a) [< sup | £(a) .
fex
£l <1

D’otu Iégalité (3.7). Montrons enfin la relation (3.8).
Soit f(x) = 0, pour tout f € X
implique

fl@)=0vfeX et flg<L

D’apres la formule (3.7)

sup | f(z)[=0=| =[x .
fex’
1l <1

D’ou z = 0.
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Théoréme 3.1.2 ( Opérateur adjoint ) Soit A € L(X,Y),application linéaire continue, alors
Ago € Y telle que :go(Axg) =|| Azo ||y et || go |y =1. (3.9)
Et A* e L(Y',X) telle que :
Ve e X, A*(g(x)) = g(Ax) (3.10)
ausst
A" e xy=I1 A ey - (3.11)
Si A, B € L(X,Y) alors,
A+ B e L(X,Y)
VA ueC, A+ uB)* = A"+ uB*. (3.12)
Démonstration.

VzreXona Az € Y alors Vg € Y, il existe f € X tq g(Az) = f(z) d’ou
la définition de A*(g) = f équivalent g(Az) = f(z) . A* € L(Y',X), en effet, Vg,h € Y’

A*(g+ ah)(z) = (g + ah)(Az) = g(Az) + ah(Az) = A*(g)(z) + aA*(h)(x)

aussi
| 9(Az) [<[[ g ly - I AllLey - T2 [Ix -

D’ou A* est linéaire bornée. Pour calculer la norme de A* : On a,

| g(Az) |
| A )= sup

L™ "0 Tally - Telx
gl <1

< Alluey) - (3.13)

Pour montrer I’égalité on utilise le corollaire de théoréeme de Hahn Banach3.1.1,
Vr e X,dgp € Y telle que, go(Azx) =|| Az ||y et || go [[y»= 1.

implique

I Az [ly=[ A™(go) (=) |<I A™ Iy xry - | 2 llx

ce qui nous donne,

| Az ||y .
Ve e X — {OX}a SH A H]L(Y/,X/)
|z lIx
c’est a dire
| A ”L(X,Y)SH A* HL(Y',X') . (3.14)

Dot la formule (3.11). Montrons maintenant la formule (3.12). On a

(AA +pB)*(9(z)) = g(AA + uB)(x)) = AA*(g(2)) + uB* (9())-

D’ou Iégalité (3.12).

48



3.2 Applications de théoréme de Lax-Milgram

Définition 3.2.1 (espace de Sobolev H') Soit I =|a,b| un intervalle dans R.
L’espace de Sobolev H'(I) est défini par

HY(I) = {u € L*(I); 3g € L*(I) tel que /Iuap: —/Igcp, Vo € CHI)}.

O CL(I) est lespace des fonction de classe C*(I) a support compact.

H(I) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire,

/ /

b 7
(w, V) )y = (W, v) p2(py + (U, v )2y = / (wv+uwv), Yu,v € HY(I)

et la norme associce,
/ 1
Il e ry= (e 172y + L w 1Z22r)2 (3.15)

est équivalente a la norme suivante :
!
| u lgr =l v g2y + | w Iz -

1. L’étude du probleme de Dirichlet pour I’équation de Sturm-Liouville.

Soit le probleme aux limites suivant,

(3.16)

{ (—p(uw)y () + qwy(u) = f(u), welo,1[ (E. D)
y(0)=0; y(1)=0 (C.L)

q€C([0,1]); ¢>0 sur [0,1]
p € CH[0,1]); 3a >0 tel que; p>a sur [0,1]

H5(10,1) = {z € H'(J0,1); 2(0) = 2(1) = 0}.

Soit y la solution du probléme (3.16) et soit x un élément quelconque de H(]0, 1[).
Multiplions 1’équation (E. D) par x(u) et intégrons sur ]0, 1], par une intégration par parties on

obtient

/7

1 1

| o @ @) + ayialdu = [ fu)e(u)d
0 0

car z(0) = z(1) = 0.

On considére alors la forme bilinéaire,

1 ! /
Bly,a) = [ oy @) (0) + ay(o)a(o)ldo,

B est évidemment bilinéaire et symétrique. Elle est définie et positive a cause des conditions
imposées a p et q.

B est ainsi un produit scalaire et H(]0, 1[) muni de B est un espace de Hilbert. Le théoréme de
Riesz 2.2.4, appliqué & cet espace, justifie 'existence et 1'unicité de y € H}(]0, 1[), solution du

probleme,

Vo € Hy(10,1)); B(y,z) = L(x),
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avec
1
Lx) = / F(u)(w)du.
0
Revenons a l'application du théoréme de Lax-Milgram 2.2.7, Montrons que B est continue et
coercive.
| By, 2) [S P lly Iz 2 ez +Q@ Iy llez - 2 lz2 -

En notant par P ( resp. Q) la borne supérieure de p(u)(resp. g(u)) sur |0, 1.

Donc
| B(y,2) [ (P+Q) [yl - | @ ||z -

D’autre part B est coercive.

En effet, d’apres les conditions sur p( resp.q); on a

B(z,z) = [} (px'? + qz?) >0
B(z,z)>allz |2, p>a

or,
v € HH00,10: | () [ =| [ o @w)dv |
1 ! ! 1 1
< [ 1ixd @) o <)@ e ([ dvy®
0 0
SEArS
Donc
1 I
/ | 2(u) \Qdug/ I |22 du
0 0
NEIS .
Et donc

(0 ’ o ,
B(e,x) > S(l @ e + 12 32) = 5 |l @ [, d'aprés(3.15)

on a ainsi établi que,

«
e e <| B < (P+Q) 2
«

=[S 2l < B < VPFQ | o
«

> 2 el <l s VPFQ 2w

Ce qui prouve que la norme définie par B est équivalente sur H{(]0, 1[) & la norme H*(]0, 1]).
Soient H = R™, et A € STT(R™) C M, (R) avec,

x) My (R) est Pensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
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sk )

STT(R™) est 'ensemble des matrices carrées d’ordre n symétriques définies positives, ott

R™ est muni du produit scalaire usuel

n
(u,v) =u'v = > ugvy, V(u,v) € R™ x R™.
k=1

Alors A définit une forme af(.,.) bilinéaire continue, symétrique et coercive sur R donnée
par,

n
a(u,v) =u' Av = Z AUV}
ij=1

En effet, on a

a(v,u) =v' Au = (v, Au)
= (Au,v) = (Au) Tv
=u' Alv=u"Av (AT = A)

= (u, Av) = a(u,v)

= a(v,u) = a(u,v) d’ou la symétrie de a(.,.).

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz (1.3), on obtient
| a(u,v) |=[ v Au =] (o, Au) | < ol Au | < A Jull-fo] -

Alors af.,.) est continue.

En outre si A est une matrice symétrique définie positive, alors nous savons que

n

> aiuiug > cllu?.
ij=1

ou, c= .rriin Ai avec \; (i =1,---n) sont les valeurs propres de A.
i=1-n

Cela signifie que a(.,.) est coercive.

Alors d’apres le théoréme de Lax-Milgram?2.2.7 il existe un unique élément u de R™ solution

de probleme,

u' Av=">b"v.
Avec b € R™ (fixé) et Ty(v) =bTv = (b,v).
Ty(v) une forme linéaire en v continue car

| To(w) <O T w ]l

De plus A doit étre inversible et toutes les valeurs propres de A sont non nulles, et comme

a(.,.) est symétrique, u est 'unique solution du probléme de minimisation J(u) < J(v),

1
J(u) = §uTAv —b'v, Yo e R™
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3.3 Equations Intégrales de Fredholm et applications

Soit B = L*(I,C) muni de la norme || . ||2, out I = [0, 1] est un intervalle compact de R.
Ou
| l= /[ 1 5(@) 12 do

Considérons l'opérateur intégral, T : F — E défini par

_ /I K (. 0) f(£)dt

de "noyau" K € C(I x I,C). D’apres I'inégalité de Cauchy- Schwarz(1.3), on a

| Tk (f |—]/Kwt t)dt |

< Kz, ) ll2ll fll2

et
I Tech 1= [ 1 Te(D(@) [ do
/ /K x,t)f(t)dt |* dx
S”f”z//!K(x,t) 2 dtdx
< IB [ K@) 1§ de
<IL 7 1B KI5
on encore

[Tk <[ K fl2 - [ £ 12

Ceci montre que lorsque f € L%(I,C), la fonction Tk est bien définie presque partout et qu’elle est de
carré intégrable.

Tk est clairement un opérateur linéaire, et le calcul ci-dessus montre qu’il est borné et que

T f |2
£ ll2

Pour montrer que Tk est un opérateur compact, nous devons montrer

17 o= sup { L2 02 g e 2,00} <) e

que A :=Tx({f,f € L*(I,C),| f ||2< 1}) est un sous-ensemble relativement compact dans E.

1. Soit f € L?(I,C), telle que || f ||2< 1, alors pour tout x € I
| Tk (f)(z) [=| /K ) f(O)dt [<]| K (@, ) Jl2 - || f llo< sup || K@) [l2< €.
e

Dot A(t) = {Tif(t), f € L>(I,C), | f |[2< 1}) est donc borné.
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2. Equicontinuité : Comme K est continue sur le compact I x I, elle est équicontinue, d’ou pour

tout € > 0 il existe § > 0 tel que :
|21 — o | + | t1 —t2 |< § entraine | K(x1,t1) — K(x2,t2) [< €

Ainsi, pour tout f € boule unité = {f € L2(I,C), | f [2< 1},
par 'inégalité triangulaire on aura
| Tre(P)@n) = Te(F)a2) | [ | KG@at) = Koo, t) || 1) |t
<e[1swa
I

<el £l

<€

car || f ||l2< 1. Celamontre que 'ensemble A := Tk ({f, f € L*(I,C), || f ||2< 1}) est équicontinu.

D’aprés le théoréeme d’Arzela-Ascoli2.1.11, A := Tx({f,f € L*(I,C),|| f ||2< 1}) est relativement

compact dans E. D’ou Tk est un opérateur compact.
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CONCLUSION

Ce mémoire est considéré comme un manuel pour quelques connaissances de bases sur la théorie
des opérateurs linéaires continus connus en analyse fonctionnelle. On a commencé par quelques pré-
liminaires sur les espaces métriques, et les espaces de Hilbert la base de notre travail. Dans ce but,
nous avons illustré les définitions et les propriétés des opérateurs linaires continus d’un espace linéaire
normé ou de Hilbert vers autre, avec des exemples variés toutes les fois que nous avons introduit une
nouvelle notion ou montré un théoréme. Le deuxiéme chapitre de ce mémoire est consacrée a 1’étude
des propriétés fondamentales générales des opérateurs linéaires continus. Le troisiéme chapitre de ce
mémoire est consacrée aux trois projets applications sur les opérateurs linéaires continus. Dans ce cha-
pitre trois de ce travail nous avons apporté des applications différentes illustrées dans le domaine de la
théorie constructive des opérateurs linéaires continus d’un espace linéaire normé (ou de Hilbert) vers
autre. L’application directe des théoréeme de Hahn Banach et théoréme de Banach Steinhausen consti-
tue la premiere application dans ce chapitre trois. La deuxiéme application est une investissement de
théoréme de Lax-Milgram sur un intervalle borné qui se réduit a I’étude du probléme de Dirichlet pour
I’équation de Sturm-Liouville, nous construisons durant cet investissement un opérateur différentiel
linéaire continu. La troisieme application est un investit d’une équation intégrale de Volterra et de
Fredholm qui se réduit a étudier un opérateur intégral, on montrera que cet opérateur est linéaire
borné donc continue en fin on montre que cet opérateur intégral est compact. Nous avons donc trois
buts pour les projets :

a) approfondir le contenu du chapitre.
b) apprendre a faire un développement mathématique.
¢) élargir un peu le champ des applications des opérateurs linéaires continus d’un espace linéaire normé

( ou de Hilbert ) vers autre. Comme le titre de ce mémoire le mentionne.
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Résumé

Dans ce mémoire on a exposé quelques connaissances principales des opérateurs
linéaires continus d'un espace vectoriel normé ou de Hilbert vers autre. On a commencé par
quelques préliminaires sur les espaces métriques, et les espaces de Hilbert la base de notre
travail. Le deuxieme chapitre de ce mémoire est consacrée a I'étude des propriétés
fondamentales des opérateurs linéaires continus. Le troisieme chapitre de ce mémoire est
consacrée aux trois projets applications sur les opérateurs linéaires continus d'un espace
vectoriel normé ou de Hilbert vers autre. L'application directe des théoréeme de Hahn
Banach et théoreme de Banach Steinhausen constitue la premiere application. La deuxiéme
application on investit le théoreme de Lax-Milgram sur un intervalle borné , nous
construisons durant cet investissement un opérateur linéaire continu. La troisieme
application est un investit d'une équation intégrale de Fredholm qui se réduit a étudier un
opérateur intégral ,on montrera que cet opérateur est linéaire borné donc continue et
compact.

Mots clefs: Opérateur linéaire bornée. Continues. Espaces de Banach. Espaces de
Hilbert. Produit scalaire. Norme. Opérateur inversible. Opérateur adjoint.

Abstract

In this memorial we expose fundamental properties of continuous linear operator from
normed spaces ( or Hilbert space ) to other .We start by exposing a few preliminaries on
metrics spaces and Hilbert spaces. The second chapter of this memorial is specified to study
the fundamental properties of linear continuous operators .The third chapter of this
memorial is to make use of three projects works on linear continuous operators from
normed spaces ( or Hilbert space ) to other .The direct application of the Banach Steinhaus
and Hahn Banach theorems is the first application . The second application is to invest Lax-
Milgram theorem on interval to construct of a corresponding linear continuous operator.
The third application is exploitation of integral equation due Fredholm to construct an
integral operator, this operator is linear and continuous and compact.

Keys words : Bounded Linear Operator. Continuous. Banach spaces. Hilbert spaces. Inner
products. Norm. Inverse of Operator. The adjoint of an Operator.
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