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Notations générales

Notations générales
X Ensemble non vide.

R Ensemble des nombres réelles.

R+ Ensemble des nombres réelles positifs.

N Ensemble des nombres entiers naturels.

C Ensemble des nombres complexe.

Z Ensemble des nombres entiers.

Cn ([a; b]) Espace des fonctions contiument dérivables d�ordre n sur [a; b] .

max Le maximum.

min Le minimum.
nX
i=0

La somme �ni.P
La somme in�ni.

E (x) La partie exacte de x.
bR
a

L�integrale de a à b:Y
1�i�p

Produit �ni.

Re (x) La partie réel du nombre complexe x:

Ckn n!=k! (n� k)!:
dn

dxn
La dérivée d�ordre n par raport x:

n! n� (n� 1)� (n� 2)� :::1:

J La déterminant de la matrice

0@ @x
@r

@x
@�

@y
@r

@y
@�

1A :
j : j La valeur absolue.

pn ensemble des polynômes de degré n:
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Introduction générale

Depuis long temps, les mathématiques étaient strictes et objectives, pour cela, elles

sont une ressource principale pour les sciences.

Aujourd�hui avec les progrès elles viennent toujours des nouveaux thèmes pour résoudre

les problèmes posés tel que l�analyse numérique que nous aide de résoudre beaucoup des

problèmes.

Dans notre étude, nous étudierons des importantes polynômes du domaine d�analyse

numérique ce sont les polynômes orthogonaux que sont l�une des outils les plus importante

dans les mathématique pour étude et résoudre plusieurs des problèmes.

Nous intéressons pour l�étude trois polynômes orthogonaux ce sont les polynômes de

Tchebychev, polynômes d�Hermite et polynômes de Legendre et nous donnons quelques ces

application en l�analyse numérique.

Nous avons comporté notre mémoire en trois chapitres:

Dans le premier chapitre, nous présentons également généralité sur les polynômes, notion

de l�orthogonalité avec la dé�nition des polynômes de Tchebychev, polynômes d�Hermite et

polynômes de Legendre et certains dé�nitions dont nous avons besoin dans notre étude.

Dans le deuxième chapitre, nous citerons les propriétés des polynômes de Tchebychev,

d�Hermite et de Legendre.

Dans le dernier chapitre, nous donnons quelques applications des ces polynômes comme

calcul l�approximation au sens des moindres carrés, calcul d�intégration numérique, calcul

de la meilleure approximation et résoudre le problème de Sturm-Liouville.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre est consacré à introduire quelques notions fondamentales, également nous

avons donnée une généralité sur les polynômes, notion de l�orthogonalité avec quelques

dé�nitions dont nous avons besoin dans notre étude.

1.1 Généralité sur les polynômes

Dé�nition 1.1.1 : La notation d�un polynôme est P =
P1

k=0 akx
k, où les nombres ak sont

les coe¢ cients de P , ce sont des éléments de X et ils sont nuls á partir d�un certain rang.

1.1.1 Les caractéristiques d�un polynôme

- Un polynôme est nul si et seulement si tous ses coe¢ cients sont nuls.

- Deux polynômes sont égaux si et seulement s�ils ont les mêmes coe¢ cients.

- Le degré du polynôme P =
P1

k=0 akx
k (noté deg P ) est, si le polynôme est non nul,

le plus grand indice n tel que ak 6= 0, sinon il est égale à +1.
- La valuation du polynôme

P1
k=0 akx

k (noté val P ) est, si le polynôme est non nul, le

plus petit indice m tel que am 6= 0, sinon elle est égale á �1.
- Le coe¢ cient dominant d�un polynôme non nul est le coe¢ cient dont l�indice est égale

au degré du polynôme.

- Un polynôme est unitaire ou normalisé si et seulement si son coe¢ cient dominant est

égale à 1.

2



1.2. Dé�nitions générales

- Le degré et la valuation véri�ent les propriétés suivantes pour tous polynômes P et Q

deg (P +Q) � sup fdegP; degQg

deg(P �Q) = degP + degQ

deg(�:P ) = deg P si � 6= 0

val (P +Q) � inffval P; val Qg

val (P �Q) = val P + val Q

val (�:P ) = val P si � 6= 0

[8].

1.2 Dé�nitions générales

Dé�nition 1.2.1 : Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur E

toute forme bilinéaire symétrique et dé�nie positive c�est-à-dire:

1. 8f; g; h 2 E; 8�; � 2 R h�f + �g; hi = �hf; hi+ �hg; hi:
2. 8f; g; h 2 E; 8�; � 2 R hh; �f + �gi = �hh; fi+ �hh; gi:
3. 8f; g 2 E; hf; gi = hg; fi:
4. 8f 2 E; hf; fi = 0() f = 0:

5. 8f 2 E; hf; fi � 0:

Dé�nition 1.2.2 : Une norme sur un espace vectoriel X (R ou C) doit véri�er:

1. 8f 2 X; k fk � 0:
2. f = 0 () k f k= 0:
3. k �fk =j � j kfk:
4. 8f; g 2 X :k f + g k�k f k + k g k :

Dé�nition 1.2.3 : Soit f et g deux fonctions tel que (f; g) 2 (Cn ([a; b]))2 ; la formule de
Leibniz de la dérivée n-iéme de la fonction [(f � g)n] est

dn

dxn
[(f � g)n] =

nX
j=0

Cjn
dj

dxj
f � dn�j

dxn�j
g: (1.2.1)

3



1.3. Notion de l�orthogonalité

Dé�nition 1.2.4 : Etant donnée une suite (Un )n�0, on appellera fonction génératrice ex-

ponentielle de la suite (Un )n�0la fonction

f (t) =
X
n�0

Un
tn

n!

[10]:

1.3 Notion de l�orthogonalité

Soit ]a; b[ 2 R borné ou non. Soit un poids w : ]a; b[ ! R+ continue. On supposeR b
a
j x j2 w (x) dx est convergente. Soit E = C0 (]a; b[) muni du produit scalaire

hf; giw =
Z b

a

f (x) g (x)w (x) dx;

et k : kw la norme associée.

Dé�nition 1.3.1 : On dit que les deux fonctions f et g sont orthogonaux relativement à

la fonction de poids w (x) sur (a ; b) siZ b

a

f (x) g (x)w (x) dx = 0

[12]:

1.4 Quelques polynômes orthogonaux

1.4.1 Polynômes orthogonaux de Tchebychev

Soit Z un nombre complexe (Z 2 C) tel que j Z j= 1; alors on peut écrire

Z = cos � + i sin � = exp (i�) :

Zn = exp (in�) = cos (n�) + i sin (n�) : (1.4.1)

On a

(a+ b)n =
nX
k=0

Ckna
kbn�k:

4



1.4. Quelques polynômes orthogonaux

(cos � + i sin �)n =
nX
k=0

Ckn (cos �)
n�k (i sin �)k

= (cos �)n + iC1n (cos �)
n�1 (i sin �)1 � C2n (cos �)

n�2 (i sin �)2

�iC3n (cos �)
n�3 (i sin �)3 + C4n (cos �)

n�4 (i sin �)4 + ::: (1.4.2)

la partie réel de (1:4:1) égale à la partie réel de (1:4:2) :

cosn� = (cos �)n � C2n (cos �)
n�2 (i sin �)2 + C4n (cos �)

n�4 (i sin �)4 + :::

= (cos �)n � C2n (cos �)
n�2 �1� (cos �)2�+ C4n (cos �)n�4 �1� (cos �)2�2 + ::::

cette expression représent un polynôme de degré inférieur ou égale à n du variable x = cos �;

� = arccosx [11].

Dé�nition 1.4.1 : Soit n un entier naturel. On appelle Polynôme de Tchebychev le

polynôme dé�nit sur l�intervalle [�1; 1] par l�expession

Tn (x) = cosn� = cos (n arccos(x)) ; � 2 [��; �] :

Les polynômes de Tchebychev construirent un ensemble des polynômes orthogonaux

relativement à la fonction de poids w (x) =
1p
1� x2

, sur l�intervalle [�1; 1], c�est-à-dire

Z 1

�1

1p
1� x2

Tn (x) Tm (x) dx = 0; (n 6= m) :

1.4.2 Polynômes orthogonaux de Legendre

Le polynôme de Legendre d�ordre n prendre par la formule de Rodrigués la forme

suivante

Ln (x) =
1

n!2n
dn

dxn
��
x2 � 1

�n�
:

Cet polynôme est dé�ni aussi à l�aide de la formule de Leibniz par

Ln (x) =
1

2n

nX
j=0

�
Cjn
�2
(x� 1)n�j (x+ 1)j :

Et il s�ensuit que Ln (1) = 1:

5



1.4. Quelques polynômes orthogonaux

Les polynômes de Legendre sont des polynômes orthogonaux relativement à la fonction

de poids w (x) = 1, sur l�intervalle [�1; 1] ; c�est-à-direZ 1

�1
Ln (x) Lm (x) = 0; (n 6= m) (1.4.3)

[9]:

1.4.3 Polynômes orthogonaux d�Hermite

Posons � (x) = exp (�x2) et constatons que pour tout entier n � 0 la dérivée n-iéme

de � (x) est de la forme
dn

dxn
� (x) = (�1)nHn (x)� (x) ; (1.4.4)

c�est-à-dire

Hn (x) = (�1)n exp
�
x2
� dn
dxn

exp
�
�x2

�
:

Hn (x) est un polynôme de dégre n s�appelle polynôme d�Hermite oú cette formule est

la formule de Rodrigués.

Cet polynôme est dé�ni aussi à l�aide de la formulation explicite sous la forme

Hn (x) = n!

E(n2 )X
k=0

(�1)k (2x)n�2k

k! (n� 2k)! :

Les polynômes d�Hermite forment un système orthogonale relativement à la fonction

de poids w (x) = exp (�x2) sur R, c�est-à-direZ +1

�1
Hn (x) Hm (x) exp

�
�x2

�
= 0; (n 6= m) :

6



Chapitre 2

Propriétés des polynômes

orthogonaux

Selon, les notions que nous avons présenté au premier chapitre, nous essayerons ici

à expliquer les propriétés des polynômes de Legendre, Tchebychev et Hermite comme

l�orthogonalité, la relation du récurrence, avec autres propriétés fondamentales:

2.1 Relation de réccurence

Proposition 2.1.1 : Soit (Pi)i�1 une famille de polynômes orthogonaux, alors il existe une

relation de récurrence entre Pn+1; Pn et Pn�1, c�est-à-dire il existe des réels an, bn et cn; tels

que

8n 2 N?; Pn+1 = (an X + bn)Pn + cnPn�1: (2.1.1)

Preuve. La famille (XPn; Pn; Pn�1; :::; P0) est une famille des polynômes ont degré

échelonné donc c�est une famille libre de Rn+1 [X] comportant n+2 vecteurs. On en déduit

que cette famille est une base de Rn+1 [X] ; il existe donc des réels an, bn, cn et �i pour

0 � i � n� 2; tels que

Pn+1 = anXPn + bnPn + cnPn�1 +

n�2X
i=1

�iPi:

On utilise l�orthogonalité de la famille (Pi)i�0

8 0 � i � n� 2; < Pn+1; Pi >w= an < XPn; Pi >w + �i k Pi k2w= 0;

7



2.2. Existence des racines réelles

or d�aprés l�expression du produit scalaire < XPn ; Pi >w = < Pn ; XPi >w et comme

XPi 2 Rn�1 [X] ; on a < XPn; Pi >w = 0: Donc

8 0 � i � n� 2; �i = 0

2.2 Existence des racines réelles

Proposition 2.2.1 : Soit (Pi)i�1une famille des polynômes orthogonaux, alors tout polynôme

Pn, n � 1, admet n racines distinctes, toutes réelles et situées à l�intérieur de l�intervalle

d�intégration.

Preuve. Comme hPn ; 1iw = 0 le polynôme Pn admet au moins une racine réelle avec
changement de signe. Soit a1; :::; ap les racines réelles de Pn avec changement de signe, alors

Pn (x) =
Y
1�i�p

(x� ai)Q (x) ; (2.2.1)

et Q est un polynôme de signe constant. On pose R =
Y
1�i�p

(x� ai). On montre que p = n

en raisonnant par l�absurde, c�est-à-dire on suppose que p < n , alors < Pn; R >w = 0 car

degR = p < n:

L�application : x! (Pn �R) est continue sur [a; b] ; de signe constant et d�intégrale nulle,
c�est donc l�application nulle sur [a; b] :

Comme il s�agit d�un polynôme, c�est le polynôme nul: on aboutit à une contraduction

car deg (Pn �R) =n+ p � 1: Donc p = n.

2.3 Propriétés du polynôme de Tchebychev

2.3.1 Existence et unicité du polynôme de Tchebychev

Unicité

Supposons que Tn et T ?n conviennent. Alors (Tn � T ?n) (cos �) = 0:
Lorsque � décrit R, cos � décrit [�1; 1], donc tout réel x 2 [�1; 1] est racine de (Tn � T ?n).
Comme [�1; 1] est in�ni, alors Tn � T ?n est nul, c�est-à-dire Tn = T ?n :

8



2.3. Propriétés du polynôme de Tchebychev

Existence

Soient n un entier naturel et � un réel

cos (n�) = Re (exp in�) = Re ((cos � + i sin �)n) = Re

 
nX
k=0

Ckn (cos �)
n�k (i sin �)k

!

=

E(n2 )X
p=0

(�1)pC2Pn (cos �)n�2p (sin �)2p

=

E(n2 )X
p=0

(�1)pC2Pn (cos �)n�2p
�
1� cos2 �

�p
;

et le polynôme
PE(n2 )

p=0 (�1)pC2Pn Xn�2p (1�X2)
p convient

8n 2 N; Tn (X) =
E(n2 )X
p=0

(�1)pC2Pn Xn�2p �1�X2
�p

[6]:

2.3.2 Fonction génératrice des polynômes de Tchebychev

La fonction génératrice des polynômes de Tchebychev est donnée par la formule

f (t) =
1� tx

1� 2xt+ t2 .

2.3.3 Orthogonalité des polynômes de Tchebychev

On a

cos (n� +m�) + cos (n� �m�) = 2 cos (n�) cos (m�) ;

par l�intégration nous trouvonsZ �

0

cos (n�) cos (m�) d� =
1

2

Z �

0

cos((n+m) �)d� +
1

2

Z �

0

cos((n�m) �)d�

=

8>>><>>>:
�

2
si n = m 6= 0

� si n = m = 0

0 si n 6= m

9



2.3. Propriétés du polynôme de Tchebychev

On pose x = cos �: Donc, dx = � sin �d� =) �dx = sin �d� =
q
1� (cos �)2d�

=) d� = � dxp
1� x2

:

Alors si n 6= mZ �

0

cos (n�) cos (m�) d� = �
Z �1

1

Tn(x)Tm(x)
dxp
1� x2

=

Z 1

�1
Tn(x)Tm(x)

dxp
1� x2

= 0:

En�n, les polynômes du Tchebychev forment un ensemble orthogonaux relativement à

la fonction de poids w (x) =
dxp
1� x2

sur l�intervalle [�1; 1] [11].

2.3.4 Relation de réccurence enter les polynômes de Tchebychev

Tn+1, Tn et Tn�1

On a

T0 (x) = cos ((0) �) = cos (0) = 1:

T1 (x) = cos (�) = cos (arccos(x)) = x:

Pour calculer T2; T3; T4; :::; on utilise la relation trigonométrique suivante

8� 2 R;8(n ;m) 2 N2; cos (n� +m�) + cos (n� �m�) = 2 cos (n�) cos (m�) :

Pour m = 1 et n 2 N la relation trigonométrique devient

cos((n+ 1) �) + cos((n� 1) �) = 2 cos � cos (n�) ;

c�est-à-dire

Tn+1 (x) + Tn�1(x) = 2xTn(x): (2.3.1)

Cette relation de réccurence permet de calculer T2; T3; T4; ::: [11]:

Exemple 2.3.1 : Si n = 1

T2(x) + T0(x) = 2xT1(x) = 2x
2

T2(x) = 2x
2 � 1:

Si n = 2

T3(x) = 2xT2(x)� T1(x) = 2x
�
2x2 � 1

�
� x

T3(x) = 4x3 � 3x:

10



2.3. Propriétés du polynôme de Tchebychev

2.3.5 Equation di¤érentielle véri�ée par les polynômes de Tcheby-

chev

Soit n 2 N, en dérivant l�égalité Tn (cos �) = cos (n�) ; on obtient

8� 2 R; (� sin �)T 0n (cos �) = �n sin (n�) ;

puis en redérivant

8� 2 R; (� cos �)T 0n (cos �) + sin2 �T 00n (cos �) = �n2 cos (n�) = �n2Tn (cos �) ;

on encore

8x 2 [�1; 1] ; (�x)T 0n (x) +
�
1� x2

�
T 00n (x) = �n2Tn (x) ;

ainsi, puisque l�intervalle [�1; 1] est in�ni, alors

8n 2 N;
�
1�X2

�
T 00n �XT 0n + n2Tn = 0:

En�n, il est possible de dé�nir les polynômes de Tchebychev par une équation di¤éren-

tielle pour tout entier n, oú Tn est une solution de l�équation di¤érentielle�
1� x2

�
P 00 � xP 0 + n2P = 0

[6].

2.3.6 Degré et coe¢ cient dominant de Tn

Proposition 2.3.1 : Le polynôme de Tchebychev est de degré n, et son coe¢ cient dominant

est égale à 2n�1 si n 2 N?; c�est-à-dire

Tn (x) = 2
n�1xn + an�1x

n�1 + :::+ a0; (an�1; :::; a1; a0) 2 Rn:

Preuve. Montrons par récurrence que

8n 2 N?; deg(Tn (x)) = n et dom(Tn (x)) = 2n�1:

1. On a déjà deg T1 (x) = 1, deg T2 (x) = 2, le résultat est donc vrai pour n = 1 et n = 2:

11



2.3. Propriétés du polynôme de Tchebychev

Soit n � 1, supposons que

deg (Tn (x)) = n et deg (Tn+1 (x)) = n+ 1;

alors,

deg (Tn+2 (x)) = deg (2xTn+1 (x)� Tn (x)) = deg (xTn+1 (x)) = 1 + n+ 1 = n+ 2:

Le résultat est démontré par récurrence.

T0 (x) = 1 et 8n 2 N? deg (Tn (x)) = n.

2. On a déjà dom(T1 (x)) = 1 = 21�1 et dom(T2 (x)) = 2 = 22�1, le résultat est donc

vrai pour n = 1 et n = 2:

Soit n � 1, supposons que

dom(Tn (x)) = 2n�1 et dom(Tn+1 (x)) = 2n;

alors,

dom(Tn+2 (x)) = dom (2xTn+1 (x)) = 2� 2n = 2n+1:

Le résultat est démontré par récurrence. T0 (x) = 1 et 8n 2 N?

dom(Tn (x)) = 2
n�1

[6]:

2.3.7 Parité de Tn

Le polynôme de Tchebychev est un polynôme paire ou impaire selon la parité de n ,

c�est -à-dire, si n est pair alors Tn est paire et si n est impair alors Tn est impair.

Preuve. 8n 2 N;

Tn (�X) =

E(n2 )X
p=0

(�1)pC2Pn (�X)n�2p(1� (�X)2)p

= (�1)n
E(n2 )X
p=0

(�1)pC2Pn Xn�2p �1�X2
�p
= (�1)n Tn (X) :

12



2.3. Propriétés du polynôme de Tchebychev

On peut aussi écrire pour tout réel �

Tn (� cos �) = Tn (cos(� + �)) = cos(n� + n�) = (�1)n Tn (cos �)

Donc, pour tout réel x 2 [�1; 1], Tn(�x) = (�1)n Tn (x). Puisque l�intervalle [�1; 1] est
in�ni, les polynômes Tn(�x) et (�1)n Tn (x) sont égaux.
On peut encore utiliser la relation de récurrence (2:3:1).

Tout d�abord, T0 (�x) = (�1)0 T0 (x) et T1 (�x) = (�1)1 T1 (x).
Ensuite, si pour n � 0;

Tn (�x) = (�1)n Tn (x) et Tn+1 (�x) = (�1)n+1 Tn+1 (x) ;

alors,

Tn+2 (�x) = 2 (�x)Tn+1(�x)� Tn(�x)

= 2 (�1)n+2 xTn+1 (x)� (�1)n Tn (x)

= (�1)n+2 (2x Tn+1 (x)� Tn (x))

= (�1)n+2 Tn+2 (x) :

Donc, pour tout naturel n, Tn a la parité de n [6].

2.3.8 Racines de Tn

On a

Tn (x) = 0() cos (n�) = 0() n� = (2k + 1)
�

2
() � = (2k + 1)

�

2n
;

c�est-à-dire

x = cos
�
(2k + 1)

�

2n

�
, 8n 2 N? et k = 0; 1; :::; n� 1:

Donc, Les racines de Tn sont

xn;k = cos
�
(2k + 1)

�

2n

�
; 8n 2 N? et k = 0; 1; :::; n� 1:

13



2.4. Propriétés du polynôme de Legendre

2.3.9 Valeurs des polynômes de Tchebychev en zéro

On a, 8n 2 N;

T2n+1 (0) = cos ((2n+ 1) arccos 0) = cos
h
(2n+ 1) (2k + 1)

�

2

i
= cos

h
(4nk + 2k + 2n+ 1)

�

2

i
= cos

h
(2k0 + 1)

�

2

i
= 0; où k; k0 2 Z:

T2n (0) = cos (2n arccos (0)) = cos
h
2n (2k + 1)

�

2

i
= cos

h
(4nk + 2n)

�

2

i
= cos

h
(2k0)

�

2

i
= cos (k0�) = (�1)n ; où k; k0 2 Z:

De plus, les polynômes de Tchebychev véri�ent

Tn (�1) = cos (n arccos (�1)) = cos [n (2k + 1) �] = cos [(2nk + n)�]

= cos (2nk� + n�) = cos (2nk�) � cos (n�) = cos (n�) = (�1)n ; où k 2 Z:

Tn (1) = cos (2nk�) = 1; où k 2 Z:

2.4 Propriétés du polynôme de Legendre

Au début on suppose le polynôme Un (x) = (x2 � 1)n :

2.4.1 Formulation explicite du polynôme de Legendre

Théorème 2.4.1 : le polynôme de Legendre sous la forme suivante

Ln (x) =
1

2n

nX
j=0

�
Cjn
�2
(x� 1)n�j (x+ 1)j :

Preuve. On a

Ln (x) =
1

n!2n
dn

dxn
��
x2 � 1

�n�
:

Par la formule (1:2:1) ; on obtient

Ln (x) =
1

n!2n
dn

dxn
��
x2 � 1

�n�
=

1

n!2n
dn

dxn
[(x� 1)n (x+ 1)n]

=
1

n!2n

nX
j=0

Cjn
dj

dxj
[(x� 1)n]� dn�j

dxn�j
[(x+ 1)n] ; (2.4.1)

14



2.4. Propriétés du polynôme de Legendre

tels que

dj

dxj
[(x� 1)n] = n (n� 1) (n� 2) � � � (n� (j � 1)) (x� 1)n�j = n!

(n� j)! (x� 1)
n�j

dn�j

dxn�j
[(x+ 1)n] = (n� 1) (n� 2) � � � (n� (n� j � 1)) (x+ 1)j = n!

j!
(x+ 1)j :

En substituant les deux résultats dans l�expresion (2:4:1), on obtient

Ln (x) =
1

n!2n

nX
j=0

Cjn
n!

(n� j)! (x� 1)
n�j n!

j!
(x+ 1)j

=
1

2n

nX
j=0

�
Cjn
�2
(x� 1)n�j (x+ 1)j :

Donc,

Ln (x) =
1

2n

nX
j=0

�
Cjn
�2
(x� 1)n�j (x+ 1)j :

Calcul de Ln (1) = 1

On a

dn

dxn
[Un (x)] =

dn

dxn
��
x2 � 1

�n�
=
dn

dxn
[(x� 1)n (x+ 1)n]

=
nX
k=0

Ckn
dk

dxk
[(x� 1)n] d

n�k

dxn�k
[(x+ 1)n] :

Dans cette somme, seul le terme d�indice k = n, c�est-à-dire

Cnn
dn

dxn
[(x� 1)n] d

0

dx0
[(x+ 1)n] = n! (x+ 1)n ;

ne s�annule pas en 1 (tous les autres ont encore (x� 1) en facteur).
On en déduit que

dn

dxn
Un (1) = [n! (x+ 1)

n]x=1 = n!2
n:

Alors,

Ln (1) =
n!2n

n!2n
= 1:
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2.4. Propriétés du polynôme de Legendre

2.4.2 Fonction génératrice des polynômes de Legendre

La fonction génératrice des polynômes de Legendre est donnée par

f (t) =
1p

1� 2xt+ t2
:

2.4.3 Relation de réccurence entre les polynômes de Legendre

Ln�2, Ln�1 et Ln

On a

L0(x) =
1

(0!) (2)0
d0

dx0

h�
x2 � 1

�0i
= 1:

L1(x) =
1

(1!) 2

d

dx

��
x2 � 1

��
= x:

On encore

8n � 2; bnLn�1 = Ln � anxLn�1 � cnLn�2: (2.4.2)

On sait que pour tout n � 0, le polynôme Ln a la parité de n; donc Ln; xLn�1 et Ln�2
ont la parité de n, alors que Ln�1 a celle de n� 1 l�égalité (2:4:2) montre donc que bnLn�1
est à la fois paire et impaire, il s�ensuit que bnLn�1 = 0 puis bn = 0 car Ln�1 6= 0:
La relation (2:4:2) donne une égalité enter les termes de plus haut degré de Ln et de

Ln�1; si on note �n le coe¢ cient du terme de plus haut degré dans Ln. On obtient, par

l�identi�cation:

�n = an�n�1:

Or pour tout n de N, On a

�n =
(2n)!

2n (n!)2
:

On en déduit

an =
�n
�n�1

=
(2n)!

2n (n!)2
2n�1 (n� 1)!2
(2n� 2)! =

2n� 1
n

; 8n � 2:

On sait que Ln (1) = 1, pour tout n de N, l�égalité (2:4:2), en x = 1 donne alors, 8n � 2;
(an + bn) + cn = 1:

Ainsi, pour tout n � 2, cn = 1� an =
1� n
n

: Finalement on obtient

8n � 2; nLn = (2n� 1)xLn�1 � (n� 1)Ln�2; (2.4.3)
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2.4. Propriétés du polynôme de Legendre

cette relation de réccurence permet de calculer L2; L3; L4; :::[7]:

Exemple 2.4.1 :Si n = 2

2L2 (x) = (2 (2)� 1)xL1(x)� L0 (x)

2L2 (X) = 3x2 � 1

L2 (X) =
1

2

�
3x2 � 1

�
:

Si n = 3

3L3 (x) = (2(3)� 1)x L2(x)� 2L1 (x)

3L3 (X) = 5x

�
1

2

�
3x2 � 1

��
� 2x

L3 (X) =
(5x3 � 3x)

2
:

2.4.4 Orthogonalité des polynômes de Legendre

Proposition 2.4.1 : La famille des polynômes de Legendre est orthogonal relativement à

la fonction de poids w (x) = 1 sur l�intervalle [�1; 1]

8i < j :
Z 1

�1

di

dxi

h�
x2 � 1

�ii dj
dxj

h�
x2 � 1

�ji
dx = 0:

Preuve.Z 1

�1

di

dxi

h�
x2 � 1

�ii dj
dxj

h�
x2 � 1

�ji
dx = �

Z 1

�1

di+1

dxi+1

h�
x2 � 1

�ii dj�1
dxj�1

h�
x2 � 1

�ji
dx

+

�
di

dxi

h�
x2 � 1

�ii dj�1
dxj�1

h�
x2 � 1

�ji�1
�1
:(2.4.4)

Puisque�
di

dxi

h�
x2 � 1

�ii dj�1
dxj�1

h�
x2 � 1

�ji�1
�1
= 0 car 8k 2 (0; 1; :::; j � 1) ; d

k

dxk

h�
x2 � 1

�ji1
�1
= 0;

alors, la relation (2:4:4) devientZ 1

�1

di

dxi

h�
x2 � 1

�ii dj
dxj

h�
x2 � 1

�ji
dx = �

Z 1

�1

di+1

dxi+1

h�
x2 � 1

�ii dj�1
dxj�1

h�
x2 � 1

�ji
dx:
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2.4. Propriétés du polynôme de Legendre

Aprés l�intégration j fois, on obtientZ 1

�1

di

dxi

h�
x2 � 1

�ii dj
dxj

h�
x2 � 1

�ji
dx = (�1)j

Z 1

�1

di+j

dxi+j

h�
x2 � 1

�ii d0
dx0

h�
x2 � 1

�ji
dx

+

�
di+j�1

di+j�1

h�
x2 � 1

�ii d0
dx0

h�
x2 � 1

�ji�1
�1

= (�1)j
Z 1

�1

di+j

dxi+j

h�
x2 � 1

�ii �
x2 � 1

�j
:

Puisque
di+j

dxi+j

h�
x2 � 1

�ii
= 0 car

di+j

dxi+j

h�
x2 � 1

�ii
= 0; si i < j;

alors, Z 1

�1

di

dxi

h�
x2 � 1

�ii dj
dxj

h�
x2 � 1

�ji
dx = 0:

[9].

Remarque 2.4.1 :Par la relation de réccurence (2:4:3), si i = j on obtient

(n+ 1)

Z 1

�1
Ln+1 (x)Ln�1 (x) dx� (2n+ 1)

Z 1

�1
x Ln(x)Ln�1 (x) dx+ n

Z 1

�1
L2n�1 (x) dx = 0

(2.4.5)

(n+ 1)

Z 1

�1
Ln+1 (x)Ln(x)dx� (2n+ 1)

Z 1

�1
xL2n(x)dx+n

Z 1

�1
Ln�1 (x)Ln(x)dx = 0 (2.4.6)

(n+ 1)

Z 1

�1
L2n+1 (x) dx� (2n+ 1)

Z 1

�1
x Ln(x)Ln+1 (x) dx+ n

Z 1

�1
Ln�1 (x)Ln+1 (x) dx = 0:

(2.4.7)

Puisque Z 1

�1
Ln+1 (x)Ln�1 (x) dx = 0;

Z 1

�1
Ln+1 (x)Ln(x)dx = 0;Z 1

�1
Ln�1 (x)Ln(x)dx = 0 et

Z 1

�1
Ln�1 (x)Ln+1 (x) dx = 0;

alors de (2:4:5), on déduit

� (2n+ 1)
Z 1

�1
x Ln(x)Ln�1 (x) dx+ n

Z 1

�1
L2n�1 (x) dx = 0;

et de (2:4:7) ;on déduit

n

Z 1

�1
L2n (x) dx� (2n� 1)

Z 1

�1
x Ln�1(x)Ln (x) dx = 0:
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2.4. Propriétés du polynôme de Legendre

Ainsi, Z 1

�1
L2n (x) dx =

(2n� 1)
(2n+ 1)

Z 1

�1
L2n�1 (x) dx = 0:

Par réccurence, il vientZ 1

�1
L2n (x) dx =

1

(2n+ 1)

Z 1

�1
L20 (x) dx =

2

(2n+ 1)
:

2.4.5 Parité de Ln

Immédiat car Un est un polynôme pair, ce qui induit que Ln, qui est le polynôme dérivé

n fois de Un, est un polynôme de même parité que n [9].

2.4.6 Equation di¤érentielle véri�ée par les polynômes de Legen-

dre

On a

U 0n (x) = 2nx
�
x2 � 1

�n�1
aprés la multiplication par (x2 � 1), on obtient

�
x2 � 1

�
U 0n (x) = 2nxUn (x) (2.4.8)

(égalité valable sur R, pour tout n 2 N).
On dérive l�égalité (2:4:8) membre à membre n + 1 fois, avec la formule de Leibniz; On

trouve

�
x2 � 1

� dn+2
dxn+2

[Un (x)] + (n+ 1) (2x)
dn+1

dxn+1
[Un (x)] +

n (n+ 1)

2
(2)

dn

dxn
[Un (x)]

= 2n

�
x
dn+1

dxn+1
[Un (x)] + (n+ 1)

dn

dxn
[Un (x)]

�
;

c�est-à-dire

�
x2 � 1

� � dn
dxn

[Un (x)]

�00
+ 2x

�
dn

dxn
[Un (x)]

�0
� n (n+ 1) d

n

dxn
[Un (x)] = 0;

ce que donne bien, aprés la multiplication par
1

n!2n
:

8n 2 N;
�
1� x2

�
L
00

n (x)� 2xL
0

n (x) + n (n+ 1)Ln (x) = 0:
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2.4. Propriétés du polynôme de Legendre

Alors, il est possible de dé�nir les polynômes de Legendre par une équation di¤érentielle

pour tout entier n, oú Ln est une solution d�équation di¤érentielle�
1� x2

�
P

00 � 2xP 0
+ n (n+ 1)P = 0:

2.4.7 Degré et coe¢ cient dominant de Ln

Proposition 2.4.2 : Le polynôme de Legendre est de degré n, pour tout n 2 N, et son
coe¢ cient du terme de plus haut degré est

(2n)!

2n (n!)2
, c�est-à-dire

Ln (x) =
(2n)!

2n (n!)2
xn + an�1x

n�1 + :::+ a0: (an�1; :::; a1; a0) 2 Rn

Preuve. 1. Puisque Ln (x) =
dn

dxn
[Un (x)], alors Le polynôme de Legendre est la dérivé

n-ième d�un polynôme de degré 2n , donc Ln est un polynôme de degré n:

2. Le coe¢ cient de plus haut degré de
�
dn

dxn
[Un (x)]

�
=

dn

dxn
�
(x2 � 1)n

�
s�obtient en

dérivant n fois le terme de plus haut degré de (x2 � 1)n, c�est-à-dire x2n:
Or

dn

dxn
[x2n] =

(2n)!

n!
xn:

Donc, le terme de plus haut degré de Ln est
1

n!2n
(2n)!

n!
xn; c�est-à-dire

(2n)!

2n (n!)2
xn [7].

2.4.8 Les valeurs des polynôme de Legendre en zéro

On sait que

8n � 2; nLn (x) = (2n� 1)xLn�1 (x)� (n� 1)Ln�2 (x)

Si x = 0, on obtient

nLn (0) = � (n� 1)Ln�2 (0) ;

c�est-dire

(n+ 1)Ln+1 (0) = �nLn�1 (0) ;

on en déduit pour tout entier n

L2n+2 (0) = �
2n+ 1

2n+ 2
L2n (0) ;
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2.5. Propriétés du polynôme d�Hermite

puis, par récurrence,

L2n (0) = (�1)n
1� 3 � � � (2n� 1)
2� 4 � � � (2n) :

2.5 Propriétés du polynôme d�Hermite

2.5.1 Fonction génératrice des polynômes d�Hermite

La fonction � (x) est une fonction holomorphe sur C pour tout entier, donc sa série de

Taylor au point x la représente partout, par conséquent

� (x+ h) =
1X
n=0

dn

dxn
[� (x)]

hn

n!
=

1X
n=0

(�1)nHn (x) exp
�
�x2

� hn
n!
;

pour tout h, en particulier, pour h = �t, on a

exp
�
� (x� t)2

�
=

 1X
n=0

tn

n!
Hn (x)

!
exp

�
�x2

�
;

aprés la multiplication par exp (x2), on obtient la fonction génératrice des polynômes d�Hermite

G (x; t) = exp
�
2tx� t2

�
=

1X
n=0

tn

n!
Hn (x) ;

2.5.2 Formulation explicite du polynôme d�Hermite

On a

G (x; t) = exp
�
2tx� t2

�
=

1X
n=0

Hn (x)
tn

n!
;

et d�autre part,

G (x; t) = exp (2tx) exp
�
�t2
�
=
X
j�0

X
k�0

(�t2)j

j!

(2xt)k

k!
=
X
j�0

X
k�0

(�1)j (2x)k t2j+k
j!k!

=
X
n�0

X
2j+k=n

(�1)j (2x)k tn
j!k!

=
X
n�0

 
nX
j=0

(�1)j (2x)n�2j

j! (n� 2j)!

!
tn:

Finalement, on peut écrire le polynôme d�Hermite sous la forme suivant

Hn (x) = n!

nX
j=0

(�1)j (2x)n�2j

j! (n� 2j)! :
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2.5. Propriétés du polynôme d�Hermite

2.5.3 Relations de récurrence entre les polynômes d�Hermite

On a

H0 (x) = exp
�
x2
� d0
dx0

exp
�
�x2

�
= 1;

et

H1 (x) = (�1) exp
�
x2
� d
dx

�
exp

�
�x2

��
= 2x:

Relations de récurrence entre Hn�1 et H 0
n

On a
dG (x; t)

dx
= 2t exp

�
2tx� t2

�
=
X
n�0

tn

n!
H 0
n (x) =

X
n�1

tn

n!
H 0
n (x) ;

et d�autre part,

2t exp
�
2tx� t2

�
=
X
n�0

2tn+1

n!
Hn (x) =

X
n�1

2tn

(n� 1)!Hn�1 (x) ;

c�est-à-dire X
n�1

tn

n!
H 0
n (x) =

X
n�1

2tn

(n� 1)!Hn�1 (x) ;

ainsi, en identi�ant les termes en tn on obtient

2nHn�1 (x) = H
0
n (x) :

Relation de récurrence entre les trois polynômes Hn+1 , Hn et Hn�1

On a

dG (x; t)

dt
= 2 (x� t) exp

�
2tx� t2

�
=
X
n�0

ntn�1

n!
Hn (x) =

X
n�1

ntn�1

n!
Hn (x) =

X
n�0

tn

n!
Hn+1 (x) ;

et d�autre part,

2 (x� t) exp
�
2tx� t2

�
=

X
n�0

2xtn

n!
Hn (x)�

X
n�1

2tn+1

n!
Hn (x)

=
X
n�0

2xtn

n!
Hn (x)�

X
n�1

2tn

(n� 1)!Hn�1 (x) ;
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2.5. Propriétés du polynôme d�Hermite

alors, X
n�0

tn

n!
Hn+1 (x) =

X
n�0

2xtn

n!
Hn (x)�

X
n�1

2tn

(n� 1)!Hn�1 (x) :

Donc,

Hn+1 (x) = 2xHn (x)� 2nHn�1 (x) ; (2.5.1)

cette expression permet de calculer le terme H2; H3; ::: [9].

Exemple 2.5.1 : Pour n = 1

H2 (x) = 2xH1 (x)� 2H0 (x)

= 2x2 � 2:

Pour n = 2

H3 (x) = 2xH2 (x)� 4H1 (x)

= 4x3 � 8x:

2.5.4 Orthogonalité des polynômes d�Hermite

On aZ +1

�1
G (x;w)G (x; t) exp

�
�x2

�
dx =

Z +1

�1
exp

�
2xw � w2 + 2xt� t2 � x2

�
dx (2.5.2)

= exp (2wt)

Z +1

�1
exp

�
� (x� w � t)2

�
dx

= exp (2wt)

Z +1

�1
exp

�
�u2

�
du avec u = (x� w � t) :

On pose

I =

+1Z
�1

exp
�
�u2

�
du = 2

+1Z
0

exp
�
�u2

�
du =) I2 = 4

+1Z
0

+1Z
0

exp
�
�
�
u2 + v2

��
dudv:

On pose 8>>><>>>:
u = r cos �

v = r sin �

jJ j = r
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2.5. Propriétés du polynôme d�Hermite

Alors,

I2 = 4

�
2Z
0

lim
a!+1

aZ
0

r exp
�
�r2

�
drd� = �2

�
2Z
0

lim
a!+1

�
exp

�
�r2

��a
0
d�

= �2

�
2Z
0

(�1) d� = �:

Donc,

I =
p
�:

D�aprés la substitution du résultat dans l�équation (2:5:2) ; on obtient

Z +1

�1
G (x;w)G (x; t) exp

�
�x2

�
dx =

p
� exp (2wt) ;

c�est-à-dire, Z +1

�1

P
m�0

tm

m!
Hm (x)

P
n�0

wn

n!
Hn (x) exp

�
�x2

�
dx =

p
� exp (2wt) ;

ainsi,

P
n�0

�P
m�0

tm

n!m!

Z +1

�1
Hn (x)Hm (x) exp

�
�x2

�
dx

�
wn =

p
� exp (2wt) dx

=
p
�
P
n�0

�
2n

n!
tn
�
wn;

en poursuivant,

P
m�0

tm

m!

Z +1

�1
Hn (x)Hm (x) exp

�
�x2

�
dx =

p
�2ntn;

donc Z +1

�1
Hn (x)Hm (x) exp

�
�x2

�
dx = 0; si n 6= m;

c�est-à-dire, la famille des polynômes d�Hermite est orthogonal relativement à la fonction de

poids w (x) = exp (�x2) sur R [9]:

Remarque 2.5.1 :Si n = mZ +1

�1
H

2

n (x) exp
�
�x2

�
dx =

p
�2nn!;
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2.5. Propriétés du polynôme d�Hermite

car, par multiplication de l�égalité (2:5:1) par Hn (x) ; on déduit

H2
n (x)� 2xHn�1 (x)Hn (x) + 2 (n� 1)Hn�2 (x)Hn (x) = 0; n � 2;

et par multiplication de l�égalité (2:5:1) par Hn�1 (x) ; on déduit

Hn+1 (x)Hn�1 (x)� 2xHn (x)Hn�1 (x) + 2nH2
n�1 (x) = 0; n � 2;

alors,

H2
n (x) + 2 (n� 1)Hn�2 (x)Hn (x) = Hn+1 (x)Hn�1 (x) + 2nH2

n�1 (x) : (2.5.3)

Par multiplication (2:5:3) par exp (�x2) ; on trouve

H2
n (x) exp

�
�x2

�
+ 2 (n� 1) exp

�
�x2

�
Hn�2 (x)Hn (x)

� exp
�
�x2

�
Hn+1 (x)Hn�1 (x)� 2n exp

�
�x2

�
H2
n�1 (x)

= 0;

par l�integrationZ +1

�1
exp

�
�x2

�
H2
n (x) dx+ 2 (n� 1)

Z +1

�1
exp

�
�x2

�
Hn�2 (x)Hn (x) dx

�
Z +1

�1
exp

�
�x2

�
Hn+1 (x)Hn�1 (x) dx� 2n

Z +1

�1
exp

�
�x2

�
H2
n�1 (x) dx

= 0;

en raison de l�orthogonalitéZ +1

�1
exp

�
�x2

�
Hn�2 (x)Hn (x) dx = 0 et

Z +1

�1
exp

�
�x2

�
Hn+1 (x)Hn�1 (x) dx = 0;

donc Z +1

�1
exp

�
�x2

�
H2
n (x) dx = 2n

Z +1

�1
exp

�
�x2

�
H2
n�1 (x) dx;

par l�application cette formule n� 1 fois , on obtientZ +1

�1
H2
n (x) exp

�
�x2

�
= 2n�1n!

Z +1

�1
exp

�
�x2

�
H2
1 (x) dx = 2

n�1n!

Z +1

�1
exp

�
�x2

�
(2x)2 dx

(2.5.4)
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2.5. Propriétés du polynôme d�Hermite

On a

4

Z +1

�1
exp

�
�x2

�
(x)2 dx = 4

Z +1

�1
x exp

�
�x2

�
xdx = 4 lim

a!1

�
�1
2
x exp

�
�x2

��a
�a
+ 2

Z +1

�1
exp

�
�x2

�
= 2

p
�:

On remplace cet résultat dans (2:5:4) ; on obtientZ +1

�1
H

2

n (x) exp
�
�x2

�
dx =

p
�2nn! [1]:

2.5.5 Equation di¤érentielle véri�ée par les polynômes d�Hermite

Pour n � 1, on sait que

Hn+1 (x)� 2xHn (x) + 2nHn�1 (x) = 0;

d�autre part, on a

2nHn�1 (x) = H
0
n (x) ;

alors

Hn+1 (x)� 2xHn (x) +H 0
n (x) = 0:

Par la dérivation par rapport à x, on obtient

H 0
n+1 (x)� 2xH 0

n (x)� 2Hn (x) +H 00
n (x) = 0;

alors,

H 00
n (x)� 2xH 0

n (x) + 2nHn (x) = 0 x 2 R:

Donc, il est possible de dé�nir les polynômes d�Hermite par une équation di¤érentielle

pour tout entier n, oú Hn est une solution d�équation di¤érentielle

P 00 � 2xP 0 + 2nP = 0

[9]:

2.5.6 Degré et coe¢ cient dominant d�Hermite

Proposition 2.5.1 : Les polynômes d�Hermite sont de degré n, et Pour tout n 2 N, son
coe¢ cient du terme de plus haut degré est 2n, c�est-à-dire:

Hn (x) = 2
nxn + an�1x

n�1 + :::+ a0: (an�1; :::; a1; a0) 2 Rn:
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2.5. Propriétés du polynôme d�Hermite

2.5.7 Parité de Hn

Puisque la dérivée n-iéme de [exp (�x2)] est ni pair et ni impair, alors le polynôme
d�Hermite est un polynôme ni pair et ni impair

2.5.8 Les valeurs des polynôme d�Hermite en zéro

On a

G (x; t) = exp
�
2tx� t2

�
=

1X
n=0

Hn (x)
tn

n!
;

pour x = 0, on obtient,

exp
�
�t2
�
=

1X
n=0

Hn (0)

n!
tn ,

1X
n=0

(�1)n

n!
t2n =

1X
n=0

Hn (0)

n!
tn:

Donc,

Hn+1(0) = 0 et H2n(0) = (�1)n
(2n)!

n!
; 8n 2 N:
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Chapitre 3

Quelques applications des polynômes

orthogonaux

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications fondamentales des polynômes

de Legendre, Tchebychev et Hermite comme calcul l�approximation au sens des moindres

carrés, calcul d�intégration numérique,...

3.1 Meilleure Approximation

Dé�nition 3.1.1 : Soit V un espace vectoriel muni d�une norme k:k et on considère un
sous-espace U � V de dimension �nie. On dit que pn 2 U réalise la meilleure approximation
de f 2 V si

k pn � fk = min
u 2 U

k u� fk

[2]:

Théorème 3.1.1 : La meilleure approximation de f par un polynôme de degré au plus égal

à n est réalisée par le choix suivant des points d�interpolation :

xi =
b+ a

2
+
b� a
2
� i (i = 0; 1; :::; n);

où �0; �1; :::�n sont les zéros du polynôme de Tchebychev de degré n+ 1 à savoir

� i = cos
(2i+ 1) �

2 (n+ 1)
(i = 0; 1; :::; n) :

[12]
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3.1. Meilleure Approximation

Théorème 3.1.2 : Les polynômes de Tchebychev T �n (x) =
Tn (x)

2n�1
de degré inferieur ou

égale à n représente la meilleure approximation de la fonction nulle sur l�intervalle [0; 1] :

Preuve. On a

kT �n (x)� 0k = min
Rn2Pn

kRn � 0k

kT �n (x) k = min
Rn2Pn

kRnk

= kTn (x)
2n�1

k = 1

2n�1
kTn (x) k =

1

2n�1
:

Car kTn (x) k = max
x2(0:1)

j Tn (x) j= 1:
Par l�absurde, suposons que Tn (x) n�est pas la meilleure approximation de la fonction

nulle sur l�intervalle (0; 1) :

Alors, on peut trouver un polynômes Rn 2 Pn tel que k Rn k�k T �n (x) k : Donc
k T �n (x) k6= max

Rn2Pn
kRnk, posons

q = T �n �Rn

q est un polynôme de degré inferieur ou égale à n� 1:
On considére les points x0; x1; :::; xn ou Tn prender les valeurs �1;+1:::; c�est-à-dire T �n

prender les valeurs � 1

2n�1
;+

1

2n�1
; :::; donc

q (x) = T �n (x)�Rn (x)

q (x0) = � 1

2n�1
�Rn (x)

q (x1) =
1

2n�1
�Rn (x)

:::

:::

Mais k Rn k�k T �n (x) k :Alors q (x1) < 0; q (x2) > 0; :::
Alors, le polynôme q admet n racines c�est une contradiction car q est de degré n� 1:
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3.2. Intégration numérique

3.2 Intégration numérique

3.2.1 Méthodes de Gauss

Les méthodes de Gauss sont les méthodes les plus répandues et les plus précises, car

l�intégration est exacte pour tout polynôme de degré inférieur ou égal à 2n + 1. Soit (	n)

une famille de polynômes orthogonaux pour la fonction de poids w(x) sur l�intervalle [a; b]:

Cherchons à exprimer l�intégrale

bZ
a

f (x)w (x) dx. Écrivons la fonction f en utilisant la

formule de Lagrange

f (x) =
nX
i=0

Li (x) f (xi) +

nY
i=0

f (n+1) (c)

(n+ 1)!
; avec c 2 [a; b]

et

Li (x) =
Y
0�j�n
i6=j

�
x� xj
xi � xj

�
:

Si (	n) est une base de polynômes orthogonaux pour la fonction de poids w (x), on a

bZ
a

	n	mw (x) dx = 0, si n 6= m:

Développons sur cette base le produit

nY
i=0

(x� xi) =
n+1X
i=0

ai	i (x) ;

et si f est un polynôme de degré (2n+ 1), notons

Qn (x) =
f (n+1) (x)

(n+ 1)!
=

nX
i=0

bi	n (x) :

Le reste s�exprime par

Rn (x) =
nY
i=0

(x� xi)
f (n+1) (x)

n+ 1
=

nX
i=0

nX
j=0

aibj	i (x)	j (x) + an+1

nX
i=0

bi	i (x)	n+1 (x) ;

d�où en intégrant

bZ
a

f (x)w (x) dx =

bZ
a

nX
i=0

Li (x) f (xi)w (x) dx+

bZ
a

Rn (x)w (x) dx+ ";
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3.2. Intégration numérique

soit en vertu de l�orthogonalité des polynômes

bZ
a

Rn (x)w (x) dx =

nX
i=0

aibi

bZ
a

	2i (x)w (x) :

En choisissant les points (xi) de la subdivision comme les (n+ 1) racines du polynôme

de degré n+ 1; on impose ai = 0; pour i = 0; 1; : : : ; n et an+1 6= 0, c�est-à-dire

nY
i=0

(x� xi) =
n+1X
i=0

ai	i (x) = an+1	n+1 (x) ;

d�où
bZ
a

Rn (x)w (x) dx = 0:

Par conséquent, la méthode de Gauss appliquée à une fonction f conduit à une approx-

imation de la forme

bZ
a

f (x)w (x) dx =
nX
i=0

wif (xi) + ";

avec

wi =

bZ
a

Li (x)w (x) dx:

L�erreur est de la forme " = "nf (2n+2) (c) où "n dépend du choix des polynômes orthog-

onaux (	n) [5]:

3.2.2 Intégration de Gauss-Legendre

Lorsque la famille de polynômes orthogonaux est la famille des polynômes de Legendre

relative à la fonction de poids w (x) = 1 sur l�intervalle [�1; 1] ; l�intégrale est approchée par
la formule

1Z
�1

f (x) dx =

nX
i=0

wif (xi) + ";

où les nombres wi sont donnés par
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3.2. Intégration numérique

wi =

1Z
�1

Y
0�j�n
i6=j

�
x� xj
xi � xj

�
dx;

et les xi sont les racines du polynôme de Legendre Pn+1. L�erreur s�exprime

" =
22n+3[(n+ 1)!]4

(2n+ 3)[(2n+ 2)!]3
f (2n+2) (c) ; avec c 2 [�1; 1]

[5]:

Exemple 3.2.1 : Pour n = 1, la relation de récurrence dé�nissant les polynômes de Legen-

dre donne P2(X) =
(3X2 � 1)

2
. Ce polynôme admet deux racines x0 = �

1p
3
et x1 =

1p
3

dé�nissant la subdivision de l�intervalle de base.

Les valeurs wi s�en déduisent. La première valeur se calcule par

w0 =

1Z
�1

x� x1
x0 � x1

dx =

1Z
�1

�x+ 1�
p
3

2�
p
3

dx = 1;

et de la même manière, on montre que w1 = 1. L�intégrale se réduit à

1Z
�1

f (x) dx = f
�
�1�

p
3
�
+ f

�
1�
p
3
�
:

3.2.3 Intégration de Gauss-Tchebychev

On sait que les polynômes de Tchebychev forment une base orthogonale sur[�1; 1] par
rapport à la fonction de poids w (x) = 1�

p
1� x2:

Les valeurs wi ont, dans ce cas, une expression analytique générale wi = �� (n+ 1). Les

polynômes de Tchebychev permettent de calculer une approximation de l�intégrale

1R
�1
f (x)

1p
1� x2

dx '
nX
i=1

wif (xi) :

L�erreur est donnée par

" =
2�

22n+2 (2n+ 2)!
f (2n+2) (c) ; avec c 2 [�1; 1] :
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3.3. Approximation au sens des Moindres Carrés

Exemple 3.2.2 : Pour n = 1, le polynôme du second degré T2 (x) = 2x2 � 1 admet
deux racines x0 = 1�

p
2 et x1 = �1�

p
2: Les valeurs w0 = w1 = ��2 conduisent à

l�approximation

1R
�1
f (x)

1p
1� x2

dx ' �

2

�
f
�
�1�

p
2
�
+ f

�
1�
p
2
��
:

3.2.4 Intégration de Gauss-Hermite

Les polynômes d�Hermite forment une base orthogonale sur l�intervalle ]�1;+1[ par
rapport à la fonction de poinds w (x) = exp (�x2) permettent de calculer une approximation
de l�intégrale

1R
�1
f (x) exp

�
�x2

�
dx '

nX
i=1

wif (xi) :

L�erreur est donnée par

" =
(n+ 1)!

p
�

22n+1 (2n+ 2)!
f (2n+2) (c) , avec c 2 R

[5]:

Exemple 3.2.3 : Pour n = 1, le polynôme d�Hermite d�ordre H2 (x) = 4x2 � 2 admet
deux racines x0 = 1�

p
2 et x1 = �1�

p
2: Les valeurs w0 = w1 =

p
��2 conduisent à

l�approximation suivante

1R
�1
f (x) exp

�
�x2

�
dx '

p
�

2

�
f
�
�1�

p
2
�
+ f

�
1�
p
2
��
:

3.3 Approximation au sens des Moindres Carrés

Théorème 3.3.1 : Soit f 2 C([a; b]). Il existe un polynôme p� de degré au plus égal à n
qui réalise un minimum global de la quantité

E(p) =k f � pk2 =< f � p; f � p >=
Z b

a

(f (x)� p (x))2w (x) dx;

ce polynôme s�exprime de la manière suivante dans la base orthogonale f�i (x)g:

p�(x) =

nX
i=0

��i�i (x) ;
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3.3. Approximation au sens des Moindres Carrés

où

��i =
< f; �i >

< �i; �i >

[4]:

Exemple 3.3.1 : On utilise le dernier théorème pour calculer l�approximation de l�exponentielle

au sens des moindres carrés.

Recherchons le polynôme p de degré inférieur ou égal à trois qui minimis

R 1
�1 j exp (x)� p (x) j

2 dx;

utilisons pour cela la base de polynômes de Legendre

L0 (x) = 1 ; L1 (x) = x; L2 (x) =
3

2

�
x2 � 1

3

�
; L3 (x) =

5

2

�
x3 � 3

5
x
�
:

Calculons alors

hf; L0i =
R 1
�1 expxdx = exp (1)� exp (�1)

hf; L1i =
R 1
�1x expxdx = 2 exp (�1)

hf; L2i =
3

2

R 1
�1

�
x2 � 1

3

�
expxdx = exp (1)� 7 exp (�1)

hf; L3i =
5

2

R 1
�1

�
x3 � 3

5
x

�
expxdx = (�5 exp (1) + 37 exp (�1)) :

On a hLn; Lni =
2

2n+ 1
;

alors

hL0; L0i =
2

2 (0) + 1
= 2

hL1; L1i =
2

2 (1) + 1
=
2

3

hL2; L2i =
2

2 (2) + 1
=
2

5

hL3; L3i =
2

2 (3) + 1
=
2

7
:
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3.4. Problème de Sturm-Liouville

Donc, l�expression du polynôme de degré inférieur ou égal à trois qui est la meilleur ap-

proximation au sens des moindres carrés de exp (x) est

p� (x) =
hf; L0i
hL0; L0i

L0 (x) +
hf; L1i
hL1; L1i

L1 (x) +
hf; L2i
hL2; L2i

L2 (x) +
hf; L3i
hL3; L3i

L3 (x)

=
exp (1)� exp (�1)

2
+ 3 exp (�1)x+ 15

4
[exp (1)� 7 exp (�1)]

�
x2 � 1

2

�
+
35

4
(�5 exp (1) + 37 exp (�1))

�
x3 � 3

5
x

�
=

�
�11 exp (1) + 101 exp (�1)

8

�
+

�
105 exp (1)� 765 exp (�1)

4

�
x

+

�
15 exp (1)� 105 exp (�1)

4

�
x2 +

�
�175 exp (1) + 1295 exp (�1)

4

�
x3

[3].

3.4 Problème de Sturm-Liouville

Dé�nition 3.4.1 : L�équation

Ly (x) = �! (x) y (x) ;

où L est un opérateur di¤érentiel du second ordre auto-adjoint et ! est une fonction positive

sur [a; b] (sauf éventuellement en un nombre �ni de points où elle peut s�annuler) est appelée

équation de Sturm-Liouville�
d

dx
p (x)

d

dx

�
y (x) + (q (x)� �! (x)) y (x) = 0

Lorsque pour des conditions aux bords données cette équation admet des solutions yn pour

des valeurs �n données, yn est appelée fonction propre et �n valeur propre.

3.4.1 Relation enter quelques polynômes orthogonaux et l�équation

de Sturm-Liouville

Polynôme de Legendre

On sait que le polynôme de Legendre véri�e l�équation dé¢ rentielle suivante�
1� x2

�
L00 � 2xL0 + n (n+ 1)L = 0 x 2 [�1; 1] ;
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puisque cette équation équivalente à l�équation

��
1� x2

�
L0
�0
+ n (n+ 1)L = 0 x 2 [�1; 1] ;

alors, le polynôme de Legendre est une solution de l�équation de Sturm-Liouville, tels que

p (x) =
�
1� x2

�
, q (x) = 0, ! (x) = 1 et � = n (n+ 1) :

Polynôme d�Hermite

Les polynômes d�Hermite véri�ent l�équation dé¢ rentielle suivante

P 00 � 2xP 0 + 2nP = 0 x 2 R;

par multiplication de cette équation par exp (�x2) ; on obtient

�
exp

�
�x2

��
P 00 � 2x

�
exp

�
�x2

��
P 0 + 2n

�
exp

�
�x2

��
P = 0 x 2 R;

puisque cette équation équivalente à l�équation

�
�
exp

�
�x2

�
P 0
�0
= 2n

�
exp

�
�x2

��
P;

alors, le polynôme d�Hermite est une solution de l�équation de Sturm-Liouville, tels que

p (x) = exp
�
�x2

�
, q (x) = 0, ! (x) = exp

�
�x2

�
et � = 2n:
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Conclusion générale

Les polynômes orthogonaux est un outil fondamentale pour la résolution de plusieurs

problèmes d�analyse théorique ou pratique.

On s�intéresse dans ce travail à étudier quelques polynômes orthogonaux comme le

polynôme de Legendre, de Tchebychev et d�Hermite où nous avons devisée notre mémoire

en trois chapitre tel que au premier chapitre nous avons présenté une généralité sur les

polynômes, notion d�orthogonalité, dé�nitions des polynômes de Legendre, Tchebychev et

Hermite avec certains dé�nitions dont nous avons besoin dans notre étude, dans le deuxième

chapitre nous avons traité quelques propriétés et théorèmes pour les polynômes orthogonaux

indiqués au premier chapitre avec ses preuves. En�n le troisième chapitre nous avons utilisé

les polynômes orthogonaux de Legendre, Tchebychev et Hermite dans quelques applica-

tions comme l�approximation au sens de moindres carré, calcul d�intégration numérique et

résolution de l�équation de Sturm-Liouville.
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Résume 

 

      L'objectif  de  notre travail est de  donner  une  idée  simple  sur 

les  polynômes   orthogonaux,  à   partir  d'étudier ses   propriétés et 

ses  applications en  analyse  numérique, qui considérer comme  un  

outil  très  important  pour  étudier et  résoudre des  problèmes dans 

différentes   sciences  en   générale  et  particulièrement  à  l'analyse 

numérique. 

Mots – clés:  Polynômes  de  Tchebychev,   polynômes   d'Hermite, 

polynômes de Legendre.   

 مهخص 
هى إعطاء فكزة مبسطت حىل كثيزاث انحذود انمخعامذة انطلاقا انهذف من هذا انعمم      

أداة  باعخبارها   من دراست مفهىمها وبالأخص خصائصها وحطبيقاحها في انخحهيم انعذدي

  انخحهيم وفي   انعهىو عامت  في مخخهف  انكثيز من انمسائم حهىل هامت في دراست وإيجاد

 .انعذدي خاصت 

حذود  كثيزاث ,حذود هزميج كثيزاث ,كثيزاث حذود حشيبيشاف :الكلمات المفتاحية

 .نذرنجى

 

Abstract 
     The aim of  this study is to give a  simple  explanation  of 

perpendicular   polynomials  with  regard   to   their   notion, 

characteristics   and  applications  in  numerical  analysis  as 

being  a  vital  toot  in  studying   various   issues   related  to 

different sciences, and in numerical analysis.      

Key words: Tchebychev polynomials, Hermit polynomials, Legendre 

polynomials. 
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