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Notations générales

Notations générales

X Ensemble non vide.

R Ensemble des nombres réelles.

R, Ensemble des nombres réelles positifs.
N Ensemble des nombres entiers naturels.
C Ensemble des nombres complexe.

Y/ Ensemble des nombres entiers.

C™ ([a,b]) Espace des fonctions contiument dérivables d’ordre n sur [a,b].

max Le maximum.

min Le minimum.

n

Z La somme fini.

=0

> La somme infini.

E (z) La partie exacte de x.

b

i L’integrale de a a b.

a

H Produit fini.

1<i<p

Re (x) La partie réel du nombre complexe z.

Ck n!/k! (n — k)L

Ji—"n La dérivée d’ordre n par raport z.

n! nx(n—1)x(n—2)x..1L
oz oo

J La déterminant de la matrice or 09
9y Oy
or 90

|- | La valeur absolue.

Pn ensemble des polynomes de degré n.

i
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Introduction générale

Depuis long temps, les mathématiques étaient strictes et objectives, pour cela, elles
sont une ressource principale pour les sciences.

Aujourd’hui avec les progres elles viennent toujours des nouveaux thémes pour résoudre
les problémes posés tel que I'analyse numérique que nous aide de résoudre beaucoup des
problémes.

Dans notre étude, nous étudierons des importantes polynéomes du domaine d’analyse
numérique ce sont les polynémes orthogonaux que sont 'une des outils les plus importante
dans les mathématique pour étude et résoudre plusieurs des problémes.

Nous intéressons pour I'étude trois polynomes orthogonaux ce sont les polynémes de
Tchebychev, polynémes d’Hermite et polynémes de Legendre et nous donnons quelques ces
application en I'analyse numérique.

Nous avons comporté notre mémoire en trois chapitres:

Dans le premier chapitre, nous présentons également généralité sur les polynémes, notion
de l'orthogonalité avec la définition des polynémes de Tchebychev, polynémes d’Hermite et
polynémes de Legendre et certains définitions dont nous avons besoin dans notre étude.

Dans le deuxieme chapitre, nous citerons les propriétés des polynomes de Tchebychev,
d’Hermite et de Legendre.

Dans le dernier chapitre, nous donnons quelques applications des ces polynémes comme
calcul ’approximation au sens des moindres carrés, calcul d’intégration numérique, calcul

de la meilleure approximation et résoudre le probléme de Sturm-Liouville.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré a introduire quelques notions fondamentales, également nous
avons donnée une généralité sur les polyndmes, notion de l'orthogonalité avec quelques

définitions dont nous avons besoin dans notre étude.

1.1 Généralité sur les polyndémes

Définition 1.1.1 : La notation d’un polynéme est P = >, axz®, ou les nombres ay sont

les coefficients de P, ce sont des éléments de X et ils sont nuls d partir d’un certain rang.

1.1.1 Les caractéristiques d’un polynéme

- Un polyndéme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls.

- Deux polynomes sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes coefficients.

- Le degré du polynome P = > 72 ayz* (noté deg P ) est, si le polynome est non nul,
le plus grand indice n tel que a; # 0, sinon il est égale a +o0.

- La valuation du polynome Y ;”  ayz® (noté val P) est, si le polynéme est non nul, le
plus petit indice m tel que a,, # 0, sinon elle est égale & —oo.

- Le coefficient dominant d’un polynéme non nul est le coefficient dont ’indice est égale
au degré du polyndome.

- Un polynéme est unitaire ou normalisé si et seulement si son coefficient dominant est

égale a 1.



1.2. Définitions générales

- Le degré et la valuation vérifient les propriétés suivantes pour tous polynémes P et ()
deg (P + Q) < sup {deg P, deg Q}

deg(P x Q) = deg P + deg Q)
deg(A\.P) = deg PsiA#0
val (P + Q) > inf{val P, val Q}
val (P x Q) =val P+ val Q
val (\.P) =val Psi A #0

8].

1.2 Définitions générales

Définition 1.2.1 : Soit E un espace vectoriel sur R. On appelle produit scalaire sur E
toute forme bilinéaire symétrique et définie positive c’est-a-dire:

1.Yf, g, h€ E,Va,5 € R (af + Bg,h) = a(f, h) + B{(g, h).

2.Vf, g, h€ E Vo, € R (h,af + Bg) = alh, f) + 5(h, g).

3.Yf, g€ E, {f.9) = (9, /)

4. VfeE (f,f) =0 f=0.

5. NfeE, (f.f)>0.

Définition 1.2.2 : Une norme sur un espace vectoriel X (R ou C) doit vérifier:
1.VfeX,| fll >0.
2 f=0 | fl=o0.
3 efll =l LA
4 Vhge Xl f+gl<lfII+Ngl.

Définition 1.2.3 : Soit f et g deux fonctions tel que (f,g) € (C™ ([a,0]))?, la formule de

Leibniz de la dérivée n-iéme de la fonction [(f X g)"] est

dn n &l ar=
< M= q. 1.2.1
—(Fx 9= Ol f X g (1.2.1)

Jj=0




1.3. Notion de I'orthogonalité

Définition 1.2.4 : Etant donnée une suite (U, ),~q, on appellera fonction génératrice ex-

ponentielle de la suite (U, ),~qla fonction

f(t> = ZUng

n>0

[10].

1.3 Notion de orthogonalité

Soit |a,b[ € R borné ou non. Soit un poids w : ]Ja,b] — R continue. On suppose

[?| 2 |2 w () dz est convergente. Soit £ = C° (Ja,b[) muni du produit scalaire

(f. g = / f (@) g (2)w (z) da.

et || . ||, la norme associée.

Définition 1.3.1 : On dit que les deux fonctions f et g sont orthogonaux relativement a

la fonction de poids w (x) sur (a ,b) si

b
/ f(x)g(@)w(z)de =0

112,

1.4 Quelques polyndomes orthogonaux

1.4.1 Polynétmes orthogonaux de Tchebychev

Soit Z un nombre complexe (Z € C) tel que | Z |= 1, alors on peut écrire

Z = cosf+isinf = exp (i) .
Z" = exp(inf) = cos (nh) + isin (nh). (1.4.1)

On a

(a+0)"=> Crdv*.

k=0



1.4. Quelques polynémes orthogonaux

(cosf +isinh)" = Z C* (cos0)" " (isin6)"
k=0

= (cosf)" +iC} (cos§)" " (isinf)' — C2 (cos§)" > (isin )*
—iC3 (cos0)" > (isin0)® + C* (cos )" * (isinf)* + ... (1.4.2)

la partie réel de (1.4.1) égale a la partie réel de (1.4.2) :

cosnf = (cos0)" —C? (cos0)"? (isin)* + C (cos )" * (isin0)* + ..
= (cosf)" — C?(cosh)" > (1 — (cos 9)2) + C* (cos §)"* (1 — (cos 6)2)2 -

cette expression représent un polyndéme de degré inférieur ou égale a n du variable x = cos#,

0 = arccosx  [11].

Définition 1.4.1 : Soit n un entier naturel. On appelle Polynome de Tchebychev le

polynome définit sur intervalle [—1,1] par l'ezpession
T, (z) = cosnf = cos (n arccos(x)), 0 € [—7, 7.

Les polynémes de Tchebychev construirent un ensemble des polynémes orthogonaux

1
relativement a la fonction de poids w (r) = ——, sur l'intervalle [—1, 1], c’est-a-dire

V1—a?

b
/_1ﬁTn(5L‘) T, (z) dr =0, (n#m).

1.4.2 Polynétmes orthogonaux de Legendre

Le polynéme de Legendre d’ordre n prendre par la formule de Rodrigués la forme
suivante
1 dn 2 n
In (@) = Sz g L@ = U7

Cet polyndme est défini aussi a 1'aide de la formule de Leibniz parll

Lo (x) = zi S (C)P =1 1y

Et il s’ensuit que L, (1) = 1.



1.4. Quelques polynémes orthogonaux

Les polyndémes de Legendre sont des polynémes orthogonaux relativement a la fonction

de poids w (x) = 1, sur lintervalle [—1, 1], c’est-a-dire

/_ Ln(2) Lo (2) =0, (n#m) (1.4.3)

1

[9]-

1.4.3 Polynoémes orthogonaux d’Hermite

Posons ¢ (z) = exp (—z?) et constatons que pour tout entier n > 0 la dérivée n-iéme

de ¢ () est de la forme

L) = () Hy ()9 (a) (144
c’est-a-dire
n gy A" 2
H, (z) = (—1)"exp (2?) T CXP (—2?).

H, (z) est un polyndéme de dégre n s’appelle polynéme d’Hermite ot cette formule est
la formule de Rodrigués.

Cet polyndme est défini aussi a l'aide de la formulation explicite sous la forme

)

N3

H, (z) = nl 3 (1" (@)

k! (n — 2k)!

k=0
Les polynéomes d’Hermite forment un systéme orthogonale relativement a la fonction
de poids w (z) = exp (—2?) sur R, c’est-a-dire
+o00o

H, (z) Hy (z)exp (—2*) =0, (n#m).

—0o0



Chapitre 2

Propriétés des polyndomes

orthogonaux

Selon, les notions que nous avons présenté au premier chapitre, nous essayerons ici
a expliquer les propriétés des polynomes de Legendre, Tchebychev et Hermite comme

I'orthogonalité, la relation du récurrence, avec autres propriétés fondamentales.

2.1 Relation de réccurence

Proposition 2.1.1 : Soit (Pi)i21 une famille de polynomes orthogonauzx, alors il existe une
relation de récurrence entre P,.1, P, et P,_1, c’est-a-dire il existe des réels a,, b, et c,, tels
que

VYne N P, = (a, X +b,) P, +cyPo. (2.1.1)

Preuve. La famille (XP,, P,, P, 1,..., Fy) est une famille des polynémes ont degré
échelonné donc c¢’est une famille libre de R,, ;1 [X] comportant n + 2 vecteurs. On en déduit
que cette famille est une base de R, [X], il existe donc des réels ay, b,, ¢, et «; pour

0<1<n-—2,tels que
n—2
Pn+1 = anXPn+ann+cnPn—1 +Zazpz
=1

On utilise I'orthogonalité de la famille (F),

VO0<i<n—2, <Py1,P,>p=0ay <XPy, P>y +a; || P |I5=0,



2.2. Existence des racines réelles

or d’aprés l'expression du produit scalaire < XP, ,P, >, = < P, ,XP, >, et comme
XP, eR, 1[X],ona< XP,, P, >, =0. Donc

VOo<i<n—-—2, a; =0

2.2 Existence des racines réelles

Proposition 2.2.1 : Soit (P)),.,une famille des polynomes orthogonauz, alors tout polynome
P,, n > 1, admet n racines distinctes, toutes réelles et situées a l'intérieur de l’intervalle

d’intégration.

Preuve. Comme (P, ,1), = 0 le polynéme P, admet au moins une racine réelle avec
changement de signe. Soit a4, ..., a, les racines réelles de P, avec changement de signe, alors
Pw)= [ (@-a) Q). (2:2.1)

1<i<p

et () est un polynéme de signe constant. On pose R = H (x — a;). On montre que p =n
1<i<p
en raisonnant par l’absurde, c’est-a-dire on suppose que p < n , alors < P,, R >,, = 0 car

deg R =p < n.

L’application : x — (P, - R) est continue sur [a, b] , de signe constant et d’intégrale nulle,
c’est donc 'application nulle sur [a, b].

Comme il s’agit d’'un polynéme, c’est le polynome nul: on aboutit & une contraduction

car deg (P, - R) =n+p>1.Doncp=n. m

2.3 Propriétés du polynéme de Tchebychev

2.3.1 Existence et unicité du polynéme de Tchebychev
Unicité

Supposons que T, et T* conviennent. Alors (7,, — 1)) (cos8) = 0.
Lorsque 6 décrit R, cos 6 décrit [—1, 1], donc tout réel = € [—1, 1] est racine de (7, — T7).

Comme [—1, 1] est infini, alors T,, — T¥ est nul, c’est-a-dire T;, = T}.



2.3. Propriétés du polynéme de T'chebychev

Existence

Soient n un entier naturel et § un réel

cos (nf) = Re(expind) = Re((cosf +isinh)") = Re (Z C* (cos 0)" " (isin 6)k>
k=0
B(3)
= (—=1)" C* (cos )" (sin 0)*”
p=0
= (—1)" C2 (cos )" (1 — cos® )",

=0

Iz

o3
N—

bS]

et le polynome Zf:(§ ) (=1)P C2PX=2P (1 — X2)P convient

E(%)
VneN, T, (X)= Y (~1)PC2PX" % (1 - x?)°

p=0

N3

[6].

2.3.2 Fonction génératrice des polynémes de Tchebychev

La fonction génératrice des polynémes de Tchebychev est donnée par la formule

B 1 —tx
1 — 2t + 12

f(®)

2.3.3 Orthogonalité des polynémes de Tchebychev
On a
cos (nf + m0) + cos (nf — mb) = 2 cos (nh) cos (m0) ,

par l'intégration nous trouvons

/07r cos (nf) cos (mh) df = cos((n + m) 0)do + % /07r cos((n —m)0)do

si n=m%#0

st n=m=20

o 3 wlﬁuﬁﬁ

st n#m



2.3. Propriétés du polynéme de T'chebychev

On pose z = cos 6. Donc, de = —sindf = —dx = sinfdf = /1 — (cos 9)2d6’

dx
N

Alors sin #m

—df = —

/0 " cos (n) cos (m) d = — /1 @) T ) \/1‘1%2: /_ tTn(x)Tm(gs) \/%

= 0.

Enfin, les polynémes du Tchebychev forment un ensemble orthogonaux relativement a

dz
la fonction de poids w (z) = sur l'intervalle [—1,1]  [11].
V1—a?

2.3.4 Relation de réccurence enter les polyndmes de Tchebychev

Tn—I—la Tn et Tn—l

On a
To (x) = cos ((0) 0) = cos (0) = 1.
T1 (z) = cos (0) = cos (arccos(z)) = .
Pour calculer Ts, T3, Ty, ..., on utilise la relation trigonométrique suivante

VO € R,V(n ,m) € N  cos (nf + mb) + cos (nf — mf) = 2 cos (nf) cos (mf).
Pour m =1 et n € N la relation trigonométrique devient
cos((n +1)80) + cos((n — 1) 0) = 2cosb cos (nb) ,

c’est-a-dire
Toi1 () + 11 () = 22T, (2). (2.3.1)

Cette relation de réccurence permet de calculer Ty, T3, Ty, ...  [11].

Exemple 2.3.1 : Sin=1
Ty(z) + To(x) = 22T (z) = 227

Ty(z) = 22 — 1.

Ts(z) = 22To(z) —Ti(z) =2z (22" - 1) —x

Ts(z) = 4a® — 3.

10



2.3. Propriétés du polynéme de T'chebychev

2.3.5 Equation différentielle vérifiée par les polynémes de Tcheby-

chev

Soit n € N, en dérivant 1'égalité T, (cos ) = cos (nf), on obtient
Vo € R, (—sinf) T, (cosf) = —nsin (nf),
puis en redérivant
VO € R, (—cosf) T (cosf) +sin® T (cosf) = —n*cos (nf) = —n>T,, (cosb),

on encore

Ve e [-1,1], (—2)T, (z) + (1 —2?) T}/ (z) = —n’T, (z),

ainsi, puisque 'intervalle [—1, 1] est infini, alors
vneN, (1-X*)T)—XT, +n°T, =0.

Enfin, il est possible de définir les polynomes de Tchebychev par une équation différen-

tielle pour tout entier n, od T,, est une solution de I’équation différentielle
(1-2*)P"—azP +n*P =0

[6].

2.3.6 Degré et coefficient dominant de 7T,

Proposition 2.3.1 : Le polynéome de Tchebychev est de degré n, et son coefficient dominant

est égale o 21 sin € N*| c’est-a-dire
T, (r) =2"'2" + ap_12™ ' 4 ... + ao, (an_1,...,a1,a9) € R".
Preuve. Montrons par récurrence que
vn € N*, deg(T, (z)) =n et dom(T), (z)) = 2" .

1. On a déja degT) (x) = 1, deg T (x) = 2, le résultat est donc vrai pour n =1 et n = 2.

11



2.3. Propriétés du polynéme de T'chebychev

Soit n > 1, supposons que
deg (T}, (z)) = n et deg(Tyi1(z)) =n+1,
alors,
deg (T2 (z)) = deg (22T, 41 () — T, (x)) = deg (2T 11 (2)) =14+n+1=n+2.
Le résultat est démontré par récurrence.
Ty (x) =1 et Vn € N*deg (T}, (z)) = n.

2. On a dé¢ja dom(Ty (z)) = 1 = 217! et dom(Ty (z)) = 2 = 2271 le résultat est donc
vrai pour n =1 et n = 2.

Soit n > 1, supposons que
dom(T}, (x)) = 2"" et dom(T},,; (z)) = 2",

alors,

dom(T}, 45 (7)) = dom (227, 4, (7)) = 2 x 2" = 2",

Le résultat est démontré par récurrence. Tp () = 1 et Vn € N*
dom(T, (z)) = 2"!

(6]. m

2.3.7 Parité de T,

Le polynéme de Tchebychev est un polynoéme paire ou impaire selon la parité de n ,
c’est -a-dire, si n est pair alors 7}, est paire et si n est impair alors 7, est impair.

Preuve. Vn € N,

T,(=X) = D (<17 G (=X)" (1 - (X))

12



2.3. Propriétés du polynéme de T'chebychev

On peut aussi écrire pour tout réel ¢
T, (—cosf) =T, (cos(0 + 7)) = cos(nf + nw) = (—1)" T, (cos )

Donc, pour tout réel z € [—1,1], T,,(—z) = (—1)" T, (x). Puisque Uintervalle [—1, 1] est
infini, les polynomes T, (—z) et (—1)" T, (x) sont égaux.

On peut encore utiliser la relation de récurrence (2.3.1).

Tout d’abord, Ty (—z) = (—1)° Ty (z) et T} (—z) = (—=1)' T3 ().

Ensuite, si pour n > 0,

alors,

Thia(=x) = 2(=2) Thipa(=2) = To(=2)
= 2 (_1)n+2 2Ty () — (=1)" T (2)
= (=1)"" (22 Tyt () — T, (2))

= (~1)" T (2).

Donc, pour tout naturel n, 7, a la parité de n ~ [6]. =

2.3.8 Racines de T},

On a

Tn(x):O<z>cos(n9):O<:>n9:(2k+1)g<:>0:(2k+1)%,

c’est-a-dire

x:cos((2k+1)21>,‘v’neN*etk;:O, 1,..., n—1.
n

Donc, Les racines de T,, sont

Tl = COS ((2k+1) 23) , VneNetk=0,1,..., n— 1.
n

13



2.4. Propriétés du polynéme de Legendre

2.3.9 Valeurs des polyndémes de Tchebychev en zéro

On a, Vn € N,

Ton1(0) = cos((2n + 1)arccos0) = cos [(Qn +1) (2k+1) g}

= cos [(4nk3 +2k+2n+1) g} = Cos [(Zk’ +1) g] =0, ou k, k' € Z.

T, (0) = cos(2narccos (0)) = cos [Qn (2k +1) g]

= cos [(4nk +2n) g} = cos [(21{’) g} =cos (K'r) = (—=1)", on k, k' € Z.
De plus, les polynémes de Tchebychev vérifient

T,(=1) = cos(narccos (—1)) = cos[n(2k + 1) 7| = cos[(2nk + n) 7]

n

= cos (2nkm 4+ nmw) = cos (2nkn) - cos (nm) = cos (nw) = (—1)", ou k € Z.

T, (1) = cos (2nkm) =1, ou k € Z.

2.4 Propriétés du polynéome de Legendre

n

Au début on suppose le polynome U, (z) = (2% — 1)

2.4.1 Formulation explicite du polynéme de Legendre

Théoréme 2.4.1 : le polynome de Legendre sous la forme suivante

Ln(@) = 5 3 (€ (=1 (e 1)

Preuve. On a

Par la formule (1.2.1), on obtient

B @) = e [0 =) = g =10 1)

- n!lzn 2 C’z% = 1) dci;n—j [z + 1), (2.4.1)

Jj=0

14



2.4. Propriétés du polynéme de Legendre

tels que
@’ " 4 nej n! e
=1 =nn-1){n-2).(n-(G-1)(z-1) :m(m—l)
T e 1 = (=) (= 2) e ln = (= = 1) o+ 1) =5 (o 1)

En substituant les deux résultats dans I’expresion (2.4.1), on obtient

Ln@>::nénijq%nTﬁﬁx‘lwﬁghx+”j
— ZL” (C’%)2 (z—1)"7 (x+1).
Donc,
Lu(@) = 537 (G (o= 1" e+ 1)
_ J
Calcul de L, (1) =1
On a
dn dm ., np A" n n
U@ = =@ -1 = 5@ -1" @+ 1))
= > Cligalle =17 g o 427

Dans cette somme, seul le terme d’indice k = n, c’est-a-dire

Cr o= 1)) S w4 1] = e )"

ne s’annule pas en 1 (tous les autres ont encore (x — 1) en facteur).

On en déduit que

%Un (1) = [n!(z + 1)"],_; = nl2".
Alors,
nl2"
L, (1) = =1
(1) nl2n

15



2.4. Propriétés du polynéme de Legendre

2.4.2 Fonction génératrice des polyndmes de Legendre

La fonction génératrice des polynéomes de Legendre est donnée par

1

J) = VI—2rtt 2

2.4.3 Relation de réccurence entre les polyndémes de Legendre

Ln—27 Ln—l et Ln

On a
1 d® 0
Lo(z) = o @r [(12 ~1) } =1
1 d
On encore
Vn>2 b,L,_1=L,— ap,xL,_1 — cpLl,_o. (2.4.2)

On sait que pour tout n > 0, le polynéme L,, a la parité de n, donc L,,, xL,,_1 et L, o
ont la parité de n, alors que L, a celle de n — 1 I’égalité (2.4.2) montre donc que b, L,
est & la fois paire et impaire, il s’ensuit que b,L,, 1 = 0 puis b, =0 car L,,_; # 0.

La relation (2.4.2) donne une égalité enter les termes de plus haut degré de L, et de

L, 4, si on note «,, le coefficient du terme de plus haut degré dans L,. On obtient, par

I'identification:

Or pour tout n de N, On a

On en déduit

o (2n)! 2 (-1 2n—1

n = O, 1 9on (n!)2 (2n —2)! n

, Vn > 2.

On sait que L, (1) = 1, pour tout n de N, I'égalité (2.4.2), en = = 1 donne alors, Vn > 2,

(an +bp) +cn = 1.

1—n
Ainsi, pour tout n > 2, ¢, =1—a, = . Finalement on obtient
n

Vn>2, nL,=2n—1)xL, 1 —(n—1)L,_o, (2.4.3)
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2.4. Propriétés du polynéme de Legendre

cette relation de réccurence permet de calculer Lo, L, Ly, ...[7].
Exemple 2.4.1 :Sin =2

2L, (z) = (2(2) — 1) aLi(z) — Lo (2)
205 (X) = 32°—1
Ly(X) = %(3332—1).

Sin=3
3Ls(xz) = (2(3) — 1)z La(x) — 2Ly (2)

3Ls(X) = 5o (% (322 —1) ) — 22

(523 — 3z)
SR

2.4.4 Orthogonalité des polynémes de Legendre

Proposition 2.4.1 : La famille des polynomes de Legendre est orthogonal relativement a

la fonction de poids w (x) = 1 sur lintervalle [—1, 1]

Vi< /11 dci; (@2 =1)'] % (2= 1) dz 0.
Preuve.

[l g =] or = = [ i -0 [ - ]

1

[ -] g [ - 0] e

-1

Puisque
d’ 2 i & 2 J ' . dF 2 Nk
{dﬂ. (@ =) |(* - 1) H_l =0 carvk e (0,1, = 1), 0 |(* = 1)'|_ =0,

alors, la relation (2.4.4) devient

[ 0] [ -] ar = [ L )] o [0 1)

17



2.4. Propriétés du polynéme de Legendre

Aprés 'intégration j fois, on obtient
1 dz i d] . ) 1 dz+] i dO .
/ (-] 5 [ 1] ar = (_1)1/1 @] a5 [ -1y a

| drt
e[ -0 g e -]

-1

L gits

_ (_1)J'/_1 @ -y @ -

Puisque
dit i d*i i A
g [(ZL‘2— 1) } =0 car g [(mQ— 1) } =0, s11 <],
alors, -
a 2 i] & 2 J _
/1de (@2 1)) 2 [ =1y ar =0
[9]. m

Remarque 2.4.1 :Par la relation de réccurence (2.4.3), sii = j on obtient

1

1
v Lo(@) Lo s () dz + / 2 (x)dz =0

-1

(n+1) /_1 Loir (2) L1 (2) dz — (20 + 1)/

1 -1

(n+1) /_ Ly (z) Ly(z)dr — (2n+ 1) /1 vL?(z)dx —|—n/_ Ly_1(z) Ly(z)dx =0 (2.4.6)

1 — 1

(n+1)/11Lfl+1(x)dm—(2n—|—1)/1

-1

1

T Lp(x)Lpyq (z)dr+n /1 L1 () Lyyy (z)de = 0.
(2.4.7)

Puisque
1

/11 L1 () Ly (z) dz = 0, /1 Lo () Lo(2)da = 0,

/_l L1 () Ly(z)dz =0 et/ L, 1 (x) Lyyq (z)de =0,

1 -1
alors de (2.4.5), on déduit

—(2n+1) /1 x Ly(x)Lp—q (x)dx + n/l L? | (x)dr =0,

1 -1

et de (2.4.7) ,on déduit

1

n/l 12 (2) dz — (20 — 1)/ v Ly o (2)Ln () dz = 0.

1 -1
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2.4. Propriétés du polynéme de Legendre

Ainsi, , .
2n — 1
/ L? (z)dx = w/ L2 | (z)dr =0.
_ -1

Par réccurence, il vient

Lo - 1 Lo - 9
/1Ln(a;)dx——(2n+1)/1L0(x)dx——(2n+1>.

2.4.5 Parité de L,

Immédiat car U,, est un polynéme pair, ce qui induit que L,,, qui est le polynéme dérivé

n fois de U, est un polynoéme de méme parité que n. [9].

2.4.6 Equation différentielle vérifiée par les polynémes de Legen-

dre

On a
Ul (z) = 2nx (2° — 1)n_1

aprés la multiplication par (z? — 1), on obtient
(2 = 1) U (z) = 2naU, (z) (2.4.8)

(égalité valable sur R, pour tout n € N).

On dérive I’égalité (2.4.8) membre & membre n + 1 fois, avec la formule de Leibniz, On

trouve
(0= 1) L W @)+ 0+ 1) ) o 0 )+ P o) L,
. [a;j:_; U (2)] + (0 + 1) % v, (x)]] ,
c’est-a-dire
[ L] v [ Sl ner =

ce que donne bien, aprés la multiplication par o :
n!

"

vneN, (1-2%) L, () —22L, (z) +n(n+1)L,(x) =0.
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2.4. Propriétés du polynéme de Legendre

Alors, il est possible de définir les polynémes de Legendre par une équation différentielle

pour tout entier n, oi L, est une solution d’équation différentielle

(1—x2)P”—2xPI—|—n (n+1)P=0.

2.4.7 Degré et coefficient dominant de L,

Proposition 2.4.2 : Le polynome de Legendre est de degré n, pour tout n € N, et son
2n)!
coefficient du terme de plus haut degré est i c’est-a-dire

on (nl)?’
(2n)!

o) = 3ty

-1
"+ ap_12" + ...+ ap. (@n_1,...,a1,a9) € R"

mn

dzn
n-ieme d’un polynoéme de degré 2n , donc L, est un polynéme de degré n.

d d n :
2. Le coefficient de plus haut degré de [d— U, (x)}] == [(z* = 1)"] s’obtient en
bl "

Preuve. 1. Puisque L, (z) = [U, (z)], alors Le polynome de Legendre est la dérivé

dérivant n fois le terme de plus haut degré de (2% — 1)", c’est-a-dire z>".
0 d" (2n)!
I‘ —

e [22"] = ~—% ™.

n!
) (2n)! s
Donc, le terme de plus haut degré de L,, est x", c’est-a-dire

nl2n nl 27 (n!)

2.4.8 Les valeurs des polynéme de Legendre en zéro

On sait que

Vn>2 nl,(x)=02n—1)zL, 1 (x) —(n—1) L, 5 (x)

Si z = 0, on obtient

nly (0) = = (n=1) Ly (0),

c’est-dire

(14 1) L1 (0) = =Ly (0),

on en déduit pour tout entier n

L2n+2 (0) =



2.5. Propriétés du polynéme d’Hermite

puis, par récurrence,

1x3---(2n—1)

Lo O = (1 =54y

2.5 Propriétés du polynéme d’Hermite

2.5.1 Fonction génératrice des polynémes d’Hermite

La fonction ¢ (x) est une fonction holomorphe sur C pour tout entier, donc sa série de

Taylor au point x la représente partout, par conséquent

(x+h) = Zd—n hy.l = Z(—l)n H, (z)exp (—2°) U

n!’
n=0

pour tout h, en particulier, pour h = —t, on a

exp (— (z — t)2) = <Z ;—HH (x )) exp (—2%),

aprés la multiplication par exp (x2), on obtient la fonction génératrice des polynomes d’Hermite

[e.9]

G (z,t) = exp th — t —'Hn
n!
n=0

2.5.2 Formulation explicite du polynéme d’Hermite

On a
G (z,t) = exp (2tz — ) ZH

et d’autre part,

)kt2j+k
G(z,t) = exp(2tx)exp ( Z ZZ ‘k;'
j>0 k>0 ! j>0 k>0
_ " _ (= 20",
-y y © %ﬂ—z@ﬂwwt-
n>0 2j+k=n n>0 \j=0

Finalement, on peut écrire le polynéome d’Hermite sous la forme suivant

2xn 27
-3 G
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2.5. Propriétés du polynéme d’Hermite

2.5.3 Relations de récurrence entre les polyndémes d’Hermite

On a
dO
Hy (z) = exp (x2) ) exp( 2) =1,
et

Hi (z) = (1) exp (2°) difv [exp (—2?)] = 22

Relations de récurrence entre H, ; et H)

On a
dG (x,t)

T

et d’autre part,

) 2tn+1 2N
2texp (2tx — ) = Z THn (x) = Z = 1)!Hn_1 (x),

c’est-a-dire

o 2"
Zn'H (@ >_Z(n—1)!H"‘1(x>’

n>1 n>1

ainsi, en identifiant les termes en ¢t" on obtient

2nH, 1 (x) = H] (z).

Relation de récurrence entre les trois polynémes H, ., , H, et H, ;

On a
d t tnfl = 1
% =2 (z—t)exp (2tz — t?) = E n—'Hn (x) = E i E Hn+1
n. . .
n>0 n>1 n>0

et d’autre part,

2 (z—t)exp (2tx — ¢*) = Z MHH (x) — Z an (x)

n! n!
n>0 n>1
2uth ofn
= D SrHa(@) =) oy @)
n>0 n>1
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2.5. Propriétés du polynéme d’Hermite

alors,
" 2™ 2t"
n>0 n>0 n>1
Donc,
Hy () =22H, (z) — 2nH,_1 (z), (2.5.1)
cette expression permet de calculer le terme Hy, Hs, ... [9].

Exemple 2.5.1 : Pourn =1

Hy (z) = 2xH;(x)—2H, (z)

= 222 —2.
Pourn =2

H3(r) = 2xHy(x)—4H; (z)

= 423 — 8.

2.5.4 Orthogonalité des polyndémes d’Hermite

On a

+00 400
/ G (z,w) G (z,t)exp (—2°) dz = / exp (2zw — w? 4 2at — t* — 27) dx (2.5.2)

o0 o0

= exp (2wt) /_+°° exp (— (z —w — t)2) dx

o0

+o0
= exp (2wt) / exp (—u®) du avec u = (z —w — t).

On pose
Lo too ~+oo+00
1= / exp (—u2) du = 2/ exp (—u2) du = I* = 4/ / exp (— (u2 + UZ)) dudv.
—o0 0 0 0
On pose
u = rcosf
v = rsinf
lJ| = r
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2.5. Propriétés du polynéme d’Hermite

Alors,
2= 4 / lim /reXp (—r%) drdf = ~2 / lim_[exp (—r%)]; df
0 0 0
— _2/(—1)d9:7r
0
Donc,

I =+/r.

D’aprés la substitution du résultat dans I’équation (2.5.2), on obtient

/+OO G (z,w) G (z,t) exp (—2”) dz = /T exp (2wt)

o0

c’est-a-dire,

/ h > t—m'Hm () > Z:;—THH () exp (—2?) dz = /T exp (2wt)

—00 m>0T10 n>0

py ( %Onf—; /_ :o H, (2) Hy (2) exp (=) dx) W = Fexp (Qut) ds
BN (Q—t) '

n>0 TL'

en poursuivant,

tm +o00o
> o— H, (z) Hy, () exp (—2?) dz = /72"t",
m>0 ’I’I’L' —00
donc
+oo
H, (z) Hy, () exp (—2?) dz = 0,81 n # m,

c’est-a-dire, la famille des polynomes d’Hermite est orthogonal relativement & la fonction de

poids w (z) = exp (—z?) sur R [9)].

Remarque 2.5.1 :Sin=m

+oo
H. (z)exp (—2?) dz = v/72"nl,

—00
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2.5. Propriétés du polynéme d’Hermite

car, par multiplication de l'égalité (2.5.1) par H, (x), on déduit
H?(z) —2zH, 1 (z) H, () +2(n— 1) H, o (z) H, (v) =0, n > 2,
et par multiplication de l'égalité (2.5.1) par H,_1 (x), on déduit
Hyy (2) Hyy (2) — 20H, (v) H, 1 (2) +2nH2 | (z) =0, n > 2,
alors,
H2(x)+2(n—1)H, o (2) H, () = Hyy1 (2) Hyy (z) +2nH2 | (7). (2.5.3)
Par multiplication (2.5.3) par exp (—x?), on trouve

H? (z)exp (—2°) + 2 (n — 1) exp (—2?) H,—2 () H, (z)
—exp (—2°) Hop1 (2) Hoo1 (2) — 2nexp (—2°) HY_; (2)

par l'integration
+o00 +oo
/ exp (—2%) H? (z)dx +2(n — 1) / exp (—2%) Hy—s (z) H, (z) dz
- +oco o +o0
—/ exp (—2%) Hyy1 (%) Hyoo (2) do — Qn/ exp (—2%) H}_, (z)dx
en raison de l’orthogonalité
—+o00 —+o00
/ exp (—2%) Hy—s () H, () dz =0 et / exp (—2%) Hyy1 () Hyoq (2) dz = 0,

done .
+oo )
/ exp (—2%) H? (z) do = Qn/ exp (—a?) H?_, () dx,

par ’application cette formule n — 1 fois , on obtient

“+o00 —+00 “+o00

N H? (x) exp (—a:2) = 2" 1pl /_OO exp (—x2) H? (z)dx = 2" 'n! /_OO exp (—:(:2) (2:(:)2 dx
(2.5.4)
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2.5. Propriétés du polynéme d’Hermite

On a
+o0 9 —+o00 1 a —+o00
4/ exp (—332) ()" dx = 4/ Z exp (—1‘2) xdr = 4 lim {—53: exp (—12)] + 2/ exp (—:c2)
= 2V/T.
On remplace cet résultat dans (2.5.4), on obtient
+oo

H, (z)exp (—2?) dz = /a2"n!  [1].

2.5.5 Equation différentielle vérifiée par les polynémes d’Hermite
Pour n > 1, on sait que
Hy, i1 (z) — 22H, (x) + 2nH,—1 () =0,

d’autre part, on a

2nH, 1 (z) = H, (),

alors

H,1 (x) — 22H, (z) + H, () = 0.
Par la dérivation par rapport a x, on obtient
H, ., (x) —2zH,, (x) — 2H, (z) + H,, (z) = 0,

alors,

H) (z) — 2zH, () + 2nH, (z) =0z € R.
Donc, il est possible de définir les polynémes d’Hermite par une équation différentielle

pour tout entier n, oi H,, est une solution d’équation différentielle
P"—2xP' +2nP =0

[9]-

2.5.6 Degré et coefficient dominant d’Hermite

Proposition 2.5.1 : Les polynomes d’Hermite sont de degré n, et Pour tout n € N, son

coefficient du terme de plus haut degré est 2", c’est-a-dire:

H, (z) =2"2" + a,_12™ " + ... + ay. (@n_1,...,a1,a9) € R™.

26



2.5. Propriétés du polynéme d’Hermite

2.5.7 Parité de H,

Puisque la dérivée n-iéme de [exp (—z?)] est ni pair et ni impair, alors le polynome

d’Hermite est un polyndéme ni pair et ni impair

2.5.8 Les valeurs des polynéme d’Hermite en zéro

On a
G (z,t) = exp (2tx — t*) = ZH

pour x = 0, on obtient,

exp ( Z t” &> (_nll) =" H"n—f())t”.

n=0 n=0 n=0

Donc,

(2n)

Hn+1(0) =0et Hgn(O) = (—1) , Vn € N.
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Chapitre 3

Quelques applications des polynomes

orthogonaux

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications fondamentales des polynémes
de Legendre, Tchebychev et Hermite comme calcul "approximation au sens des moindres

carrés, calcul d’intégration numérique,...

3.1 Meilleure Approximation

Définition 3.1.1 : Soit V' un espace vectoriel muni d’une norme ||.|| et on considére un
sous-espace U C 'V de dimension finie. On dit que p,, € U réalise la meilleure approrimation
de f eV si
I'pn = fll = min |[u—f|
2.

Théoréme 3.1.1 : La meilleure approximation de f par un polyndéme de degré au plus égal
a n est réalisée par le choix suivant des points d’interpolation :

_b+a+b—a
2 2

€

Ci (i:0,17...7n)7

ot Cy,Cq,...C,, sont les zéros du polynome de Tchebychev de degré n+ 1 a savoir
(2i+1)7

m (1=0,1,...,n)

¢; = cos

[12]
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3.1. Meilleure Approximation

Ty (x)
anl
égale a n représente la meilleure approzimation de la fonction nulle sur l'intervalle [0, 1].

Théoréme 3.1.2 : Les polynomes de Tchebychev T (z) = de degré inferieur ou

Preuve. On a

IT; () =0 = guin || Ry =0
IT; @) = min R

T, (I>

1 1
= 12 = 55T @) ) =

2n—1'

Car |17, ) | = 1wy | T, (a) = 1.
xe (0.
Par P’absurde, suposons que T, (z) n’est pas la meilleure approximation de la fonction
nulle sur Uintervalle (0,1).
Alors, on peut trouver un polynéomes R, € P, tel que || R, ||<|| 77 (z) || . Donc
T*
I T () I max || Rull, posons

q ::72 _'}%n

q est un polynome de degré inferieur ou égale a n — 1.

On considére les points zg, 71, ..., x,, ou T;, prender les valeurs —1,+1..., c’est-a-dire T}
1 1
prender les valeurs o1 +F’ ..., donc
q(r) = T;(x) — Rn ()
1
§() = 37— Ra (@)
1
4(01) = 5= Ra(o)

Mais || R, [|<|| T (z) || .Alors g (1) <0, g (z2) >0, ...

Alors, le polynome g admet n racines c’est une contradiction car g est de degré n—1. m
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3.2. Intégration numérique

3.2 Intégration numérique

3.2.1 Meéthodes de Gauss

Les méthodes de Gauss sont les méthodes les plus répandues et les plus précises, car
'intégration est exacte pour tout polynome de degré inférieur ou égal a 2n + 1. Soit (¥,,)

une famille de polynémes orthogonaux pour la fonction de poids w(x) sur 'intervalle [a, b].

b
Cherchons & exprimer l'intégrale / f(z)w(z)dr. Ecrivons la fonction f en utilisant la

formule de Lagrange
n n o e(n+1)
f—l(c')’ avec ¢ € [a, b]
s (n+ 1)

et

xr —XT;
Li(o) = ]I (x._ )
0<jen NV T i
i#j

Si (¥,,) est une base de polynomes orthogonaux pour la fonction de poids w (), on a

b
/\I/nlllmw (x)dx =0, si n # m.

a

Développons sur cette base le produit

n+1

(x —z;) = Z a;¥; (z),

=0

2n + 1), notons

—.

I
o

(2

—~

et si f est un polyndéme de degré

_ M)
Q (z) = Creyie ;)N” (z).

Le reste s’exprime par
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3.2. Intégration numérique

soit en vertu de I'orthogonalité des polyndémes

b b

R (2)w (z) dz = Z abi [ W2 (2)w (z).
/ > |

a - a

En choisissant les points (z;) de la subdivision comme les (n + 1) racines du polynome

de degré n + 1, on impose a; = 0, pour i = 0,1,...,n et a,,1 # 0, c’est-a-dire
n n+1
H (x—m) = Z a;V; (z) = any1 Vi1 (2),
i=0 i=0
d’ou

b

/Rn (2)w (z) dz = 0.

a

Par conséquent, la méthode de Gauss appliquée & une fonction f conduit & une approx-

imation de la forme

b

/f(fr)w(ﬂf)d:v= S i (w) +e,

a

avec

w; = /bLi (x)w () dx.

L’erreur est de la forme ¢ = ¢, f?7+2) (¢) o g, dépend du choix des polynémes orthog-

onaux (¥,) [5].

3.2.2 Intégration de Gauss-Legendre

Lorsque la famille de polynémes orthogonaux est la famille des polynémes de Legendre
relative a la fonction de poids w () = 1 sur l'intervalle [—1, 1], I'intégrale est approchée par

la formule )

/f (z)dz = Zwif (z:) + ¢,

-1

ol les nombres w; sont donnés par
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3.2. Intégration numérique

1
r —T;
w; = H I ) dx,
; ZT; —l'j
-1 0<j<n

i#]
et les z; sont les racines du polynéme de Legendre P,.;. L’erreur s’exprime

2243 (n, + 1)1]*

GrrEn s (@), wvecc €L

[5].

Exemple 3.2.1 : Pourn =1, la relation de récurrence définissant les polynémes de Legen-

X2 -1
dre donne Py(X) = u -
2 \/g

définissant la subdivision de l’intervalle de base.

. Ce polynome admet deux racines tg = ———= et x1 =

V3

Les valeurs w; s’en déduisent. La premiére valeur se calcule par

1 1

T — T —:L‘—f-l/\/g
Wy = de = [ ——————dz =1,
Top — T1 2/V3

et de la méme maniére, on montre que wy = 1. L’intégrale se réduit a

1

/f (2)de = f (—1/¢§> 4 f (1/\/5).

-1
3.2.3 Intégration de Gauss-Tchebychev

On sait que les polynomes de Tchebychev forment une base orthogonale sur[—1; 1] par
rapport a la fonction de poids w (z) = 1,/v1 — x2.
Les valeurs w; ont, dans ce cas, une expression analytique générale w; = 7, (n + 1). Les

polynomes de Tchebychev permettent de calculer une approximation de I'intégrale

fjf(x)ﬁdIEZwif(xi).

L’erreur est donnée par

B 27
2242 (2 4 2)!

£ f*2 (¢), avec c € [-1,1].
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3.3. Approximation au sens des Moindres Carrés

Exemple 3.2.2 : Pour n = 1, le polynéme du second degré Ty (x) = 2z* — 1 admet
deur racines ro = 1/\/§ et v1 = —1/\/5. Les valeurs wg = wy; = ©,/2 conduisent &

l"approximation

[ro e =5 (1(19) 45 (113)).

3.2.4 Intégration de Gauss-Hermite

Les polyndémes d’Hermite forment une base orthogonale sur I'intervalle |—oo, +oo[ par
rapport & la fonction de poinds w (x) = exp (—z?) permettent de calculer une approximation

de l'intégrale
1 n
[ f(z)exp (—2?) dz ~ Zwif (7).
-1 i=1
L’erreur est donnée par

(n+ /7

~ 22t (2p 1 2)

‘f(2”+2) (c), avec c € R
[5].

Exemple 3.2.3 : Pour n = 1, le polynéme d’Hermite d’ordre Hy (x) = 4% — 2 admet
deux racines Ty = 1/\/5 et x1 = —1/\/5. Les valeurs wg = w1 = /7,2 conduisent a

["approximation suivante

flf(;p)exp (—2?) dz ~ VT (f (—1/\/5) +f (1/\/§)> :

4 2

3.3 Approximation au sens des Moindres Carrés

Théoréme 3.3.1 : Soit f € C([a,b]). Il existe un polynéme p* de degré au plus égal a n

qui réalise un minimum global de la quantité

E<p>:||f—p||2:<f—p,f—p>:/ (f (@) — p () w (z) do,

ce polynome s’exprime de la maniére suivante dans la base orthogonale {m; (v)}:

P(e) =3 aim(a),
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3.3. Approximation au sens des Moindres Carrés

ol
. < fimi>

af =
< Ty, T >

[4].

Exemple 3.3.1 : On utilise le dernier théoréme pour calculer ’approzimation de [’exponentielle
au sens des moindres carrés.

Recherchons le polynéome p de degré inférieur ou égal a trois qui minimis

I Lexp (z) = p(z) | de,

utilisons pour cela la base de polynomes de Legendre
3 5
Lo((L’) =1 7L1($) = I, LQ(I): 5(@“2—%), L3(x)=§($3—§x).

Calculons alors

(f,Lo) = f_ll expxdr = exp (1) — exp (—1)

(f, L) = f_llxexpxdx:Qexp(—l)

(f, Ly) = gfll (:L‘2 — %) expxdr = exp (1) — Texp (—1)

(f,Ls) = gfll <x3 - §x> expxdr = (—5exp (1) + 37exp (—1)).

2

On a (L, L,) = RS

alors

(Lo, Lo) - = 2(0)2+1:2
(i L) = 2(1)2+1:§
(L2, La) = 2(2)2+1 %
(s, Ls) = 2(3)2+1:§‘
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3.4. Probléme de Sturm-Liouville

Donc, ’expression du polynome de degré inférieur ou égal & trois qui est la meilleur ap-

proximation au sens des moindres carrés de exp (z) est

* _ <f7 L0> <f7 L1> <f7 L2> <f7 L3>
=y iy O Ly R O gy e )
Y (1) —2exp (=1) +3exp(—1)z+ % lexp (1) — Texp (—1)] <a:2 — %)
—I—% (—5exp (1) +37exp (—1)) (m3 — gw)
_ (—11 exp (1) + 101 exp (—1)) N (105 exp (1) — 765 exp (—1)) .
8 4
15exp (1) — 105exp (—1)\ , —175exp (1) + 1295exp (—1)\ 3
+ ( 1 ) x° + ( 1 ) x

3].

3.4 Probléme de Sturm-Liouville

Définition 3.4.1 : L’équation

Ly () = Aw (2) y (z),

ou L est un opérateur différentiel du second ordre auto-adjoint et w est une fonction positive
sur [a, b (sauf éventuellement en un nombre fini de points ow elle peut s’annuler) est appelée

équation de Sturm-Liouville

) 4] v+ )~ ey (a) =0

Lorsque pour des conditions aux bords données cette équation admet des solutions vy, pour

des valeurs N\, données, vy, est appelée fonction propre et X\, valeur propre.

3.4.1 Relation enter quelques polynémes orthogonaux et I’équation

de Sturm-Liouville
Polyn6éme de Legendre
On sait que le polynéme de Legendre vérifie I’équation déffirentielle suivante

(1-2*)L"—2zL'+n (n+1)L =0 r € [-1,1],
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3.4. Probléme de Sturm-Liouville

puisque cette équation équivalente a I’équation
(1-23)L) +n m+1)L=0  ze[-1,1],
alors, le polynome de Legendre est une solution de I’équation de Sturm-Liouville, tels que
px)=(1-2%),q@) =0, w(@)=1letA=n(n+1).

Polynéme d’Hermite

Les polynomes d’Hermite vérifient ’équation déffirentielle suivante
P"—2zP' +2nP =0 z€eR,
par multiplication de cette équation par exp (—z?), on obtient
(exp (—2%)) P" — 2z (exp (—2?)) P’ + 2n (exp (—2%)) P=0 =z €R,
puisque cette équation équivalente a I’équation
— (exp (—2?) P’)I = 2n (exp (—27)) P,

alors, le polynéme d’Hermite est une solution de I’équation de Sturm-Liouville, tels que

p(z) =exp (—2?), q(z) =0, w(z) = exp (—27) et A =2n.
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Conclusion générale

Les polynémes orthogonaux est un outil fondamentale pour la résolution de plusieurs
problémes d’analyse théorique ou pratique.

On s’intéresse dans ce travail & étudier quelques polynémes orthogonaux comme le
polynéme de Legendre, de Tchebychev et d’Hermite ol nous avons devisée notre mémoire
en trois chapitre tel que au premier chapitre nous avons présenté une généralité sur les
polynoémes, notion d’orthogonalité, définitions des polynomes de Legendre, Tchebychev et
Hermite avec certains définitions dont nous avons besoin dans notre étude, dans le deuxiéme
chapitre nous avons traité quelques propriétés et théoremes pour les polynémes orthogonaux
indiqués au premier chapitre avec ses preuves. Enfin le troisiéme chapitre nous avons utilisé
les polynémes orthogonaux de Legendre, Tchebychev et Hermite dans quelques applica-
tions comme ’approximation au sens de moindres carré, calcul d’intégration numérique et

résolution de I’équation de Sturm-Liouville.
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Résume

L'objectif de notre travail est de donner une idée simple sur
les polyndmes orthogonaux, a partir d'étudier ses propriéetés et
ses applications en analyse numérique, qui considérer comme un
outil tres important pour étudier et resoudre des problemes dans
différentes sciences en générale et particulierement a l'analyse
numerique.

Mots — clés: Polynémes de Tchebychev, polyndmes d'Hermite,
polyndmes de Legendre.
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Abstract

The aim of this study is to give a simple explanation of
perpendicular polynomials with regard to their notion,
characteristics and applications in numerical analysis as
being a vital toot in studying various issues related to

different sciences, and in numerical analysis.

Key words: Tchebychev polynomials, Hermit polynomials, Legendre
polynomials.
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