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Notations

o LP([a,b]) L’espace des fonctions p°™¢ intégrables sur [a,b].

e [*([a,b]) L’espace des fonctions essentiellement bornées sur [a, b].

e C(X,Y) L’espace des fonctions continues de X dansY .

e C(I) L’espace des fonctions continues de I dans R.

e I'(-) La fonction Gamma d’Euler.

e B(-,) La fonction Béta.

e FE,z(-) La fonction de Mittag-Leffler & deux parametres.

e E,(:) La fonction de Mittag Leffler a un seul paramétre.

o [" L’intégrale itéré d’ordre entier.

e D" La dérivation d’ordre entier.

o [ L’intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o a droite.
o [} L’intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o a gauche.
° RDfLﬂL La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o da droite.
e D2 La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre o d gauche.
e ©D° La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o d droite .

e YD La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre o a gauche .
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Introduction

L’une des théories qui peut étre considérée bien ancienne que nouvelle et qui
gagne actuellement une popularité considérable parmi les chercheurs et les mathi-
maticiens dans la science et en ingénierie est celle du calcul fractionnaire ( la gé-
néralisation de la dérivation et l'intégration classique a un ordre non entier ). De
nombreux mathématiciens ont contribué au développement de la théorie du calcul
fractionnaire jusqu’a la moitié du siecle passé, citons entre autres Laplace (1812),
Fourrier (1822), Liouville (1832-1873), Riemann(1847), Griinwald(1867-1872)

(Voir [11]).

Ce travail est divisés en trois chapitres.

e Le premier chapitre est consacré aux notions de base et outils fonctionnels

utilisés dans ce travail.

e Dans la premiere partie du deuxieme chapitre, nous donnons les notions et les
propriétés préliminaires liées aus deux plus importants approches de dériva-
tion fractionnaire : I’approche de Rimann-Liouville et celle de Caputo. Nous
exposons dans la deuxieme partie, quelques résutat d’existence et d’unicité de
la solution pour une classe d’équations différentielles fractionnaires modele de
type Caputo.

Les résultats sont basées sur quelques versions de la théorie du point fixe
tels que Banach et Schauder ( pour une existence locale ) et 'approche des

approximations succesives ( pour 'extension de la solution ).

e Dans le dernier chapitre, nous considérons un probleme différentielle fraction-
naire de type Caputo avec retard.

Nous prouvons le résultat d’existence et d’unicité de la solution sous une



condition de Lipschitz de rapports non constats. Ceci est en utilisant une
norme équivalente permettant d’obtenir I'existence globale directement sans
faire appel aux approximations successives ni des versions plus abstrait de la
théoreme du point fixe autre que celle de Banach non plus. En termine ce

chapitre par un exemple illustratif.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques défnitions et propriétés que nous utilisons

dans la suite de ce travail.

1.1 Espaces des fonctions et quelques propriétés

1.1.1 L’espace des fonctions intégrables

Définition 1.1.1 ([11, 12, 2])
Soit Q = [a,b] (—oo < a < b < +400) un intérvalle bornée de R.
Pour 1 < p < o0, on désigne par LP(QY) lespace des classes de fonctions réelles et

mesurables de puissance p intégrables sur ), c’est-a dire :

LP(Q) = {f : [a,b] = R/f est mesurable et /ab |f(z)[Pdx < oo}. (1.1)

Pour p = oo on désigne par L™ l’espace des classes de fonctions réelles, mesurables

et bornées presque par tout. C’est-a-dire :

L2(Q) = {f : [a,b] = R/f est mesurable et AM > 0;|f(z)| < M pp}  (1.2)

Proposition 1.1.1 (/10, 12])
Soit Q = [a, b].



Pour 1 < p < o0, la fonction qui a tout f € LP(2) associe le nombre

e =l = ([ 17 Par) " (13)

est une norme sur LP(S). Pour p = oo, la fonction qui d tout f € LP(S2) associe le

nombre

fllee = esssup | f(z)] = inf{M > 0; |[f(2)] < M.p.p sur Q}. (1.4)
est une norme sur L>(£2).

Théoréme 1.1.1 [2] (Fischer-Riesz)
Pour 1 < p < oo, l'espace LP(Y) muni de la norme (1.3) est un espace de Banach.

Pour p = oo, lespace L () muni de la norme (1.4) est un espace de Banach.

Théoreme 1.1.2 (/11, 12])(Inégalité de Hélder )
1 1

Soit Q = [a,b], et soient p et q deux exposants conjugués (i.e. —+ —=1).
p

q
Si f e LP(Q), g € L1Q), alors, f.g € L' (Q) et

[t < ([ opa) " ([awra) 0

Pour p=q =2, l'inégalité ( 1.5) devient

[1sta < ([ 1sPae)’ ([ 1oar)” (1.6

ce qu’on appelle 'inégalité de Cauchy-schwarz.

1.1.2 Espaces des fonctions continues

Définition 1.1.2 (/11])
Soit Q = [a,b] (—o0 < a < b< +00) et soit n € N. On note par C™(Q) 'espace des

fonctions réelles n fois continument dérivables sur 2, muni de la norme

n

1 fllen@y =D sup |f*(2)]. (1.7)

k=0 z€[a,b]
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Pour n = 0 on note C°([a,b]) par C([a,b]) ( l'espace des fonctions continues ) et

on note ||.||co@) par ||.||o ¢’est-a-dire :

[flle = sup [f(x)] (1.8)

z€la,b]

Théoréme 1.1.3 ([11, 4])

L’espace C™([a,b]) muni de la norme (1.7) est un éspace de Banach.

1.2 Fonctions spéciales liées a la dérivation frac-
tionnaire

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions qui constituent I'un des

outils de base dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.2.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma prolonge naturellement la factoriel aux valeurs non entieres

a parties réelles positives.

Définition 1.2.1 /6]
Pour x € R tel que x > 0 la fonction Gamma d’Euler est définie par [’intégrale

sutvante :

[(x) = /OOO e 't ldt. (1.9)

Remarque 1.2.1

L’intégrale (1.9) converge absolument sur le demi-plan réel ou x est strictement
positive (Voir [6]).

Propriétés de la fonction Gamma

Quelques proprietés de la fonction I'(x) sont données par le théoréeme suivant :

Théoréme 1.2.1 /6]

La fonction Gamma verifie les propriétés suivantes :



1 Pour tout x € R avec x > 0 :
I(z+1) =al'(z). (1.10)
En particulier, pour n € N

T(n+1) = nl. (1.11)

2 T'(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < x < 1
et monotone et strictement croissante pour x > 2, donc, elle est convexe pour

z € [0, 400

FIGURE 1.1 — le graphe de la fonction Gamma

Exemple 1.2.1 [6]

1:T(07) = +oo,



1.2.2 La fonction Béta

Définition 1.2.2 /6]

Pour z,w € R tels que z > 0 et w > 0, la fonction Béta est la fonction définie par :

1
B(z,w) = / #FH1 - 1)t
0

Remarque 1.2.2

(1.12)

La relation entre la fonction Béta d’Fuler et Gamma d’Euler est donnée par :

B(z,w) = lm, (z>0,w>0).

Propriétés
Voici quelques propriétés de la fonction Béta :

1 La fonction Béta peut aussi étre définie par

w/2
B(z,w) = 2 / sin2=1(8) cos? 1 (dh)de.
0

2 Béta est une fonction symétrique :

3 Dérivation :

(1.13)

(1.14)



1.2.3 La fonction de Mittag-Leffler
La fonction de Mittag-Leffler prolonge naturellement ’exponentielle usuelle.

Définition 1.2.3 (///)
Pour x € R et a > 0, on appelle fonction de Mittag-Leffler la fonction définie par

[e%e) LCk

Eo(z) =) Tk 1 1) (1.15)

k=0
On remarque que Ey est l'exponentielle usuelle :

Ey(z) = exp(z).

E,(x)
4 EE{X]
3 E+(x)
E\(x) =2 E,(x)
s E)
— X _
50 -40 ~20 -10 o *
-1
-2
0(x)

FIGURE 1.2 — le graphe de la fonction de Mittag Leffler

Comme on a déja mentionner que la fonction de Mittag-Leffler généralisée (a deux
parametres) joue également un role trés important dans la théorie du calcul frac-

tionnaire. Cette fonction pour = € R et o, 5 > 0 est définie par :

Eyp(z) = gom (1.16)

Remarque 1.2.3
La série qui figure dans (1.16) est convergente pour tout v € R et a,, f > 0,
( Voir [10],Theorem 4.1 ), ce qui rend la fonction E,g(x) (en particulier E,(z))

bien définie.



Exemple 1.2.2

Voici les fonctions de Mittag-Leffler pour quelques valeurs spéciales de o et 5.

El,l(x) = €w,

By, (2*) = cosh(z),
sinh(x

E272(x2) — x( )7

Eo1(z) = Eu(2).

1.3 Quelques théorémes du point fixe

La résolution des équations différentielles fractionnaires est fondée sur la théorie
du point fixe. Avant de présenter quelques versions de cette théorie, on a besoin de

donner certaines définitions liées a I'analyse fonctionnelle.

1.3.1 Rappel d’analyse fonctionnelle

On considere dans tous ce qui suit X et Y des espaces de Banach muni de la

norme ||.||x et ||.||y respectivement.

On désigne par C'(X,Y) 'espace des fonctions continues de X dans Y muni de la

norme uniforme :
Ve COX,Y):  |[flle= Sup £ (@)]ly- (1.17)

Définition 1.3.1 ([4])
Soit M un sous-ensemble de C'(X,Y).
e On dit que M est équicontinue en u € X si pour tout € > 0, il existe n > 0
tels que pour tout f € M et toutv € X :
St

lu—vllx <7

on a

1 () = fw)lly <e



e On dit que M est équicontinue sur X, si M est équicontinue en tout u € X.

Cas particulier, si X = [a,b], Y = R muni de la norme usuelle ( 1.8 ), un sous
ensemble M de C([a,b]) est équicontinu si :

Pour tout € > 0 il existe 6 > 0 tel que pour tout f € M et tout z, x* € [a, b]
sile—z"|<d ona |[f(z)— f(z")] <e.

Définition 1.3.2 (/4])
Un sous ensemble M de C([a,b]) muni de la norme usuelle (1.8) est uniformement

bornée s’il existe une constante C' > 0 tel que :

| f ()]0 < C pour tout f € M ;

Le théoreme suivant donne une cractérisation des parties relativement compactes

dans 'espace C([a, b]) muni de la norme (1.8).

Théoreme 1.3.1 ([11, 4]) (Arzela-Ascoli)
Soit F' un sous ensemble de C([a,b]) muni de la norme de sup; alors, F est

relativement compacte dans C([a,b]) si les conditions suivantes sont vérifiées :
o L’ensemble I' est uniformement borné.

e [ est équicontinu.

1.3.2 Le principe de contraction de Banach

Le résultat suivant (di & Banach) est le principe de base dans la théorie du

point fixe.

Théoréme 1.3.2 (/}])( de Banach )
Soient X un espace de Banach muni de la norme ||.||x, et A : X — X un opérateur

contractant c-a-d :

F30<k<1: ||Az—Ay|x <k|z—y|x, Vz,y€X. (1.18)

Alors, A admet un point fize unique, i.e
Jlu € X tel que Au = u.

10



1.3.3 Le théoréme du point fixe de Schauder

Le théoréeme du point fixe suivant détérmine seulement ’existence d’un point

fixe.

Théoréme 1.3.3 ([4])( de Schauder )
Soit (E,d) un espace métrique complet, soit U une partie convexe et fermée de E,
et soit T : U — U une application telle que l’ensemble {Tu : uw € U} est relativement

compact dans E. Alors, T posséde au moins un point fize.

1.3.4 Le théoreme du point fixe de Weissinger

Le théoreme suivant (donné par [10]) est une généralisation du Théoreme 1.3.2

(Voir Remarque 1.3.1).

Théoréme 1.3.4 ([4])(de Weissinger)
Soit (U, d) un espace métrique non vide et complet et soit a; > 0 pour tout j € N tels

que 3252 o converge. De plus soit A : U — U un opérateur satisfaisant linégalité :
d(Alu, Alv) < ad(u,v). (1.19)

Pour tout 7 € N et tout u,v € U. Alors, A admet un point fixe unique u* et pour

tout ug € U la suite (Ajuo);?‘;o converge vers ce point fize.

Remarque 1.3.1
Sous les hypothéses du Théoréme 1.5.4, on peut vérifie facilement par récurrence

que pour tout j € N, on a :
|ATu — Aoy < K ju — vy (1.20)

Donc (1.19) est vérifié avec a; = k7, de plus > %0 kI est convergente puisque

0<k<l.

11



Chapitre 2

Calcul fractionnaire et quelques

résultats d’existence et d’unicité

Le calcul fractionnaire est fondé sur la généralisation de I'intégration et la dé-
rivation classique ( d’ordre entier ) a un ordre non entier. Il y a plusieurs types
de dérivation fractionnaire et parmi les plus importants nous citons I’approche de
Riemann-Liouville et celle de Caputo. La présentation des notions et les importantes
propriétés liées a ces deux approches sera I'objectif de la premiere partie de ce cha-
pitre.

Nous donnons ensuite, quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution pour

des équations d’ordre fractionnaire de type Caputo.

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

2.1.1 Définitions et exemples

Définition 2.1.1 [11, 10, 4]
Soit a € RY, Uintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o (a gauche)

d’une fonction f est définie par :

IS f(t) = F(la) /at(t —5)* 1 f(s)ds. (—oo<a<t<o0) (2.1)

Pour vue que le coté de droite dans (2.1) existe presque par tout.

12



Remarque 2.1.1
Pour o = 0, l"équation (2.1) devient :

1% := T est lopérateur identité.

Définition 2.1.2 ([11])

Soit a € RY, Uintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o (a droite)

d’une fonction f est définie par :

I f(t) = F(loz) /tb(s — )@ Vf(s)ds be]—o0,400|.

pour vue que le coté de droite dans (2.2) existe presque par tout.

Exemple 2.1.1

Considérons la fonction f(x) = (z — a)?. Alors

@ _ 1 v a—1
[%(z —a)® = w/ (x — )t — a)’dt.

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement de variable t = a+ (x —a)T, qui

donne
T — a)a-‘rﬂ

o _ ! a1
Ia(x—a)ﬁ— o) /0(1—7') Pdr

Viie la relation (1.12), on a
I%(z —a)’ =
en utilisant (1.13), on arrive d

« _ F(6+1) Tr—a +a
]a(x_a)B_F(6+1+oz)( )y

on voit bien que c’est une généralisation du cas o =1 ot on a

INz —a)’ = 71—‘(6 +1) (x — a)*?

(B +2)

(:v _ a)ﬁﬂ

- B+1

13
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Ceci est en tenant compte de la relation (1.10).

Remarque 2.1.2 ([/])
Quand o > 1 il est evident que 1% f(t) existe pour tout t € [0, T] car l'intégrand est
le produit d’une fonction intégrable f et une fonction continue (x — .)**. Mais si

0 < a < 1 Uintégrale existe presque pour tout t € [0,T]. (Voir Théoréme 2.1.1,[4])

2.1.2 Propriétés de l’intégrale fractionnaire

Théoréme 2.1.1 (/4])
Si f € L'([a,b]) et a >0, alors, I®f(t) existe presque par tout et on a

If € L*([a,b]). (2.6)
Preuve.
Soit f € L'([a,b]), on a :
F(la) /at(t —5)* " f(s)ds = /OOOO ©1(t — $)pa(s)ds

avec

ua—l

o) = o) pour 0 <u<b—a,

0, pour u € R\ (0,b— a).

et
flu) , a<u<b,
p2(u) =

0, R\[ab]

Par constraction, ¢; € L'(R) pour j = 1,2, et on a : I>f € L'([a,b]). =
Théoréme 2.1.2 (/4, 10]) ( La propriété de semi-groupe )
Soit o, B > 0, alors pour toute fonction f € L'([a,b)], la relation :

LI F@O] = 1P f(8) = I3 £ (). (2.7)

14



est vraie pour presque tout t € [a,b].

Preuve.
S F(6)] =

Ou f € L'([a,b])
D’aprés le Théoreéme (2.1.1) les intégrales existent et par le théoreme de Fubini on

obtient

N B 1 t ot - »
at [Ié{uf(?f)] = F(a)F(B)L /T (t —8)* s — 1) f(1)dsdr
1 ¢ ¢

= W/a f(T)/T (t —s8)* (s — 1) dsdr.

En utilisant le changement de variable s = 7 4+ u(t — 7), on obtient

S O] = e [ ) =) e [ (1w

B ¢
B / F)(t = 7)o tdr.
D’apres la relation (1.13) on trouve

RULIO) = gy [ SO = ar

= [P f(1).

De méme maniere si on substitue o par $ on trouve
LIS )] = I f(2)

est vraie Presque pour tout t € [a,b], ou B désigne la fonction Béta . m

Remarque 2.1.3 (Voir ([10]))

15



Si f € C(la,b]) oua+ B =1, la relation (2.7) est vraie pour tout t € [a,b].

Lemme 2.1.1 ([11])
Pour toute fonction f € C([a,b]), Uintégrale fractionnaire posséde la propriété de

la linéarité .i.e.

ICONf(t) +g(t) = Mf(t) +1%9(t) ae Ry, AeC. (2.9)
Preuve.
1t .
I +900)] = s =9 AS(s) + g(s)]ds
- F()\a) /:(t —5)* 1 f(s)ds + 1“(104) /:(t —5)* 1g(s)ds,
= NS(0) + I2g(2).
| ]

2.2 La dérivation fractionnaire au sens de Rimann-

Liouville

2.2.1 Définitions et Examples

Définition 2.2.1 [11, 10, 4]
Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors pour a € Ry et n € N* tels que
n—1< a < n. La dérivée fractionnaire d’ordre o d’une fonction f au sens de

Riemann-Liouville a gauche et a droite est définie par :

« _ 1 d" t n—a—
"D S0 = oy i |t =yt (2.10)
t
6 R 1 d" b 1
D (0) = oy ) | 7= 0 A (2.11)
respectivement.

16



Remarque 2.2.1
On tenant compte de la définition (2.1), on a :

RDSf(t) = DI f (D).

et
RDy f(t) = (=D)" (L= f(1).

En particulier pour 0 < oo < 1, les égalités (2.12) et (2.13) deviennent :

"D f(t) = DY (L f(1),

et

RDgf(t) = DI (1),
respectivement.
Ot D" = — est l'opérateur de dérivation classique (d’ordre entier).

dtn

Exemple 2.2.1
1- La dérivée de f(t) = (t —a)’ au sens de Riemann-Liouville

Soit a non entier et 0 <n—1<a<n et >—1, alors on a :

1 dar

RDa t— B — i
(t=a) [(n — «)dtr

/(t — )" N1 —a)Pdr.

En faisant le changement de variable T = a + s(t — a), on aura :

17
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(2.13)

(2.14)

(2.15)
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1 d" t
(t — a)"w_a/ (1—s)"sPds

RDOL t_ ﬁ — .
(t=a) ['(n— «)dtr a

:F(n+6—a+1)B(n—a,B+1)

_ )fa
T(n —a) (t=a)

'n+p—-—a+1)I'(n—a)l'(F+1)

T Th—al(B—a+ )T (n+B—a+ 1)“ — )’
_ T+Y . s
B CETTRIL A
Alors,
RDe(f — a)f = M(t _q)fe (2.17)
pour a =0.5 et §=0.50ona :
R 1n0.5,0.5 __ F(15) _
D505 = SO I'(1.5). (2.18)

2- La dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville
En générale la dérivée non entiere d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a

C

Rpyay
b C_F(l—a)

(t—a)™. (2.19)

Pour la démonstration il suffit de prendre =0 dans (2.17).

2.2.2 Propriétés de la dérivation fractionnaire au sens de

Rimann-Liouville

Théoréme 2.2.1 (/11])

Soient [ et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

18



existent, pour X et u € R, alors : EDY(\f + pg) existe, et on a :
RDA(A + pug)(t) = NEDRF(£) + u Do (1) (2.20)

Preuve.
Pour la démonstration on va utiliser la linéarité de I'intégrale fractionnaire (2.9) et

la linéarité de la dérivation classique (D").

DN+ pg)(t) .= DI *(Af + pg)(t)
= DA™ f(t) + pul" g(t))
— ADMIOF() + pDM IO g (1)

= AEDYf(t) + pD%(t).

Lemme 2.2.1 (/4])
Soit n = [a] + 1 et f une fonction vérifiant BD®f = 0. Alors,

Z JF ] + f_—‘{__;)_ n) (t - a)j-&—a—n‘ (221)

Ot les cj sont des constantes quelconques.

Preuve. d’apres la définition (2.12) on a
("Dg f)(t) = DI f](t) =

Alors, on a d’abord

e =S ey

et par I'application de /on obtient

(1™ f](t ZCJIQ [(t — a)’
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En tenant compte de la relation (2.5), on aura

J+1) :
t—a) ™

Ensuite en utilisant la dérivation classique et le fait que

T(A+ 1)

n J e A & A—n
Dt —a)’ = ot~
on trouve )
-5 G +1) +amn
f<t>_jz;)c]r(]+1+a_n)(t_a)]+ :
[ ]

Théoréeme 2.2.2 ([4])
Soient a, 3 >0 et n=[a] +1, m =[]+ 1 tel que (n,m € N*), alors, :

1) Sia> B3>0, alors pour f € L'([a,b]) l"égalité :
RDO(I ) () = P (1) (229

est vrai presque par tout sur [a,b].

2) S’il exist une fonction ¢ € L'([a,b]) tel que f = I*p alors :

("D f(t) = f(t). (2.23)

est vrai presque pour tout t € [a, b].

Preuve.

1) Pour a > (>0, alors n > m, on a :

DI f)(E) = DI ) (1)
= DIt ) ()
= DI ) ()
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d’ou

DRI f)(t) = 177 £ (). (2.24)

2) Si on substitue 8 par a dans (2.24), on obtient

("D f(t)) = I*("DIp(t)) = I*¢(t) = f(t).

Proposition 2.2.1
La dérivation fractionnaire et la dérivation classique (d’ordre entiére) ne commutent

que si : f*(a) =0 pour tout k =0,1,2,...,n— 1.

DS (1) =" D (1), (2.25)
mais ) o ) hd () (s — g)han
D) =" pep - 3 L m o

2.3 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

2.3.1 Définitions et Exemples

Définition 2.3.1 [11, 10, 4/

dn
Soitaw > 0 avecn—1 < o < n, (n € N¥) et f une fonction telle que %f € Li([a,b]).

La dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens de Caputo a gauche et a droite sont

définies par
1

Tn—a) /at(t — )T (), (2.27)

‘D f(t) =

et

"Dy f(t) = (—1)”) /t (r =ty (), (2.28)

I'(n—a
respectivement.

Remarque 2.3.1
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On tenant compte de la définition (2.1), on a :
“D f(t) = (LT D" )(),

et
Dy f(t) = (=1)" (L= D" f)(1).

En particulier, si0 < a <1 on a
D3 f(t) = (LD )(1),

et
“Dy-f(t) == (=D)L= D' f)(t),

D" =—
dtm

Exemple 2.3.1

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo.

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle
“peC =0.

2. La dérivée de f(t) = (t — a)’ au sens de Caputo.

Soit o un entier et 0 <n—1<a <n avec 8 >n—1, alors, on a

LB+1)

() = m(t —a)f,
ot
D=0 = sy L

22
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(2.32)
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(2.35)



En effectuant le changement de variable 7 = a + s(t — a), on obtient

rB+1)

Dt =) = T G 1)

[ =7y — e

B I'B+1)
S T(n—a)l(f—n+1

)(t —a) _"‘/a (1 —s)" ot ds

:F(6+1)B(n—a,6—n+1)

_ o
Tn—al(B-nt1) -9

_ '+ 1Dr'n—a)l'(B—n+1) (i — a)
Fn—ao)l(B—n+ 1B —-a+1)

r'p+1)

TGzt

2.3.2 Propriétés de la dérivation fractionnaire au sens de
Caputo

Théoreme 2.3.1 [11, 10, 4])

Soit >0 et n = [a] + 1 tel que n € N* alors, les égalités suivantes

1:
“DeIef = f. (2.36)

IEDf() = f(t) = > (2.37)

sont vrais presque pour tout t € [a,b].

Preuve.
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1 : Par (2.29)et 'utilisation de la propriété de semi-groupe (2.7), on trouve

(“D IS ) () == (177D IS f) (1) = 1.

(12(°D 1)) (1) = (1137 D") f(t),

d’aprés la propriété (2.7), on a

(T2 Df) () = 1T 1, D" f(t) (2:38)
(2.39)
— "D f(1), (2.40)
et comme, L

GRS TR IO R SEA IR (2.41)

k=0 ’

on trouve e
e g = 50— 0 oy (2.42)

k=0 :

Donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse a gauche de l'opérateur

d’intégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite. ®

Théoreme 2.3.2
Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Caputo existent,

pour X\ et u € R, alors : “D¥(\f + pug) existe, et on a :

CDYAf(t) + ug(t)) = ADf(t) + u“Dg(1). (2.43)

2.4 Relation entre la dérivée au sens de Rimann-
Liouville et celle de Caputo

Théoréme 2.4.1 [/, 11, 10]

Soit a > 0 avecn — 1 < a < n, (n € N*), supposons que f est une fonction telle
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ue D2 f(t) et TD2f(t) ewistent, alors,

n—1 —qa k—o
DL =" D0 - Y ), (2.44)

Preuve.

le dévloppement de Taylor en a de la fonction f est

FO = F@ 05 @)+ 5 (@44 o V) + R
n—1 —a k
e A

ou

e
Fn1 = / (n—1)! ar,

/f )t — )" tdr,

=" f(" (t). (2.45)

Par 'utilisation de la Propriété de la linéarité de I'operateur d’intégration fraction-

naire de Riemann-Liouville (2.9), on a :

npp (e =" Dy =

k=0

n—1 RDgy(t _ a)k
=2 T(k+1)

k=0

f®(a) +% DR, _,

D’aprés (2.45), on trouve

N wTk+1) (t—a)™
D Z (k—a+1) I'(k+1)

F®(a) +7 DLy (1),

en utilisant (2.12) et (2.7), on aura

a & (t=a)fr n—a p(n)
"D f(t)—gmfk(a)"‘] ),
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et par la définition (2.27)

Rpef(ty =3

=k —a+1)
C’est a dire
°Dpf(t) =" et - 3 L= pigg) (2.46)
@ @ b ['(k—a+1) ' '
[
Remarque 2.4.1
1) Dans la relation (2.46), si f*)(a) =0 pour k =0,1,2,...... ,n—1, on déduit

que :

“Dgf(t) =" DS f(t).
2) La relation (2.44) peut aussi s’écrire sous la forme

cppp=nppy - 3 L

k=0

f*(a)). (2.47)

Ce qui signifie que la dérivation fractionnaire au sens de Caputo n’est autre
que la dérivation fractionnaire au sens de Rimann-Liouville du reste dans le

développement de Taylor de f.

2.5 Equations différentielles fractionnaires de type
Caputo dans ’espace des fonctions continues

Nous présentons dans cette section quelques résultats d’existence et d’unicité
de la solution pour des équations différentielles de type Caputo.

Ces résultats ainsi que d’autre variantes dans des espaces fonctionnels différents
(espace des fonctions intégrables, d’espaces avec poids ), peuvent étre trouvées dans
[11, 10].

Nous adaptons dans ce paragraphe et dans tout ce qui suit les notations I¢, ¢ D* et

EDe au lieu de I, D et BDg respectivement. Le modele d’équation différentielle
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d’ordre fractionnaire &« > 0 oit @ ¢ N sur un intervalle fini [0,7] C R est de la
forme :
“Dy(t) = f(ty(t)) te(0T],

vk (0) = 4. k=01,....,n—1.

(2.48)
Oun=|o]+1.

2.5.1 Existence et unicité de la solution locale

Le lemme suivant fournit I’équivalence entre le probléme (2.48) et 1’équation

intégrale de Volterra correspendante.

Lemme 2.5.1 [11, 4]

Soit >0 et f:[0,T] x R — R une fonction continue.

Une fonction y € C(]0,T]) est une solution de probléme d valeurs initiales (2.48)
si et seulement si y est une solution de l’équation intégrale de Volterra de seconde
éspece

)= X S+ gy = 9 e ) (2.49)

Preuve.
Premiérement, on suppose que y est une solution de (2.49). Alors, on peut écrire

cette équation sous la forme réduite :

=3 jya IRy,

=0 J°

tel que

(L y()) () = Fja) [ (6= 9 s (s))ds.

Pourn—1<a<n,ona
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En appliquant Popérateur de différentiation # D définit par (2.10) sur les deux cotés

de cette relation on aura :

n—1 45

Rpe(y(t) — 3 ;yf;) R Deref(Ly()) ().

=0

Et d’aprés (2.23), on obtient immédiatement

“Dy(t) = f(t,y(t))

Maintenant, on montre que I’équation intégrale (2.49) vérifie les conditions initiales.
En appliquant I'opérateur D¥, pour 0 < k < n — 1 fixé sur les deux coté de (2.49),
on trouve
k —t i o
Dry(t) = v+ DUy O)(E).

j=0J

D’aprés la propriété de semi-groupe (2.7), on trouve
k =t k rk ra—k
Dry(t) =) v+ DRIy () ().
=0J°

) ) | )
Comme D*(#/) = 0 pour j < k, et pour j > k, D¥(t/) = (,jk)'lfjk alors, sit =0
j—k)!

on a
1

(G — k)
Comme a — k > 1, donc, d’apres (2.1.2), 1°7% (., y(.))(t) existe pour tout t € [0, T
et par suite 7% f(., y(.))(t)|s=0 = 0, d’ott

7 b limo + 17 (L y()) (0 i=o-

n—1
D*y(0) = > D*
j=k

D y(0) = yg.

On suppose maintenant que y(t) est une solution de (2.48), Donc d’apres (2.44) on

Fleau(t) =° D%(0) =" D) = 3= D).
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En utilisant (2.12), on trouve

n—1 k
F,(0) =" DI y(t) = X2 D ) (250)

En appliquant Uopérateur d’intégration d’ordre n sur les deux c6té de (2.50), on

trouve
k

n n— C! t
ou ¢ est un polynéme de dégré inférieur ou égale a n — 1. Comme f est continue,
donc, I"f a un zéro d’ordre (au moins) n a lorigine. En outre la différence

t
y(t) — Srs Dkgy’g a la méme propriété par construction.
! i
Donc la fonction 1"~ (y(t) — 13 Dkyy(’)f) doit avoir un zéro d’ordre n aussi. Par

suite le polynéme ¢ a la méme propriété mais comme il est de degré qui ne dépasse

pas n — 1, il en résulte que ¢ = 0. Par conséquent
1 k
n— kt

I"f(t,y(t) = 1" ZD 1Y) (2.51)

En appliquant l'opérateur de dérivation de Rimann-Liouville D" % sur les deux

coté de (2.51) on arrive a

n—1 k
il

1°f(t,yt -3 Db

Viie la relation (2.1), on retrouve 1’équation intégrale de Volterra (2.49). m
Pour arriver au résultat d’existence et d’unicité, on pose I'hypothese suivante :
On suppose que 'hypothése suivante est satisfaite :

[Hy] : Soit f: G — R est une fonction continue tel que G est définit par :

G:={(t,y):te [O,T],|y—7§:xky§/l€!| < K}. (2.52)
k=0

Ou K > 0. de plus f est bornée i.e.

M := sup |f(t,y)
(t,y)eG
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Soit U un sous-ensemble de I'espace de Banach C([0, h]), définit par :

U:={y e C0,h]) : [ly = R(t)[loc < K} (2.53)

h := min{T, (KT(o + 1)) /M)=}. (2.54)

Il est claire que U est fermé et convexe muni de la norme de sup (1.8). Et comme
R(t) € U alors U est non vide et par suite U est un espace de Banach.

On définit sur U 'opérateur A suivant :

(Ay)(t) i= R(0) + 1o [ (6= 9" (s, y(s))ds (2.55)

ou
n—1 tk‘ (k:)
R(t) = Z E?Jo .
k=0 "

Proposition 2.5.1 (/4])
Lopérateur A définie par (2.55) applique l'ensemble U définit par (2.53) dans lui

meéme.

Preuve.

Notons d’abord que, pour 0 < t; <ty < h,

(A)(0) = (An)(e)] = s [t = 9 s y)ds = [t =) fs.(s))ds|.
1 h a—1 a—1
= f | (=) = (= ) )T y(s))ds

+ [ (t2 =) f (s, y(s))ds,

t1
donc

(= )L — (ts— )™ D[ds + [ (ts — 5)*1ds.

(A1) — (An)aa)| < o | ,
(2.56)

[(a)

1
Il est claire que le deuxieme terme de droite dans (2.56) vaut —(t; — t2)“.
a

Pour le premier terme de (2.56), on distingue les deux cas suivants .
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1"cas 0 < a <1 Si a = 1 l'intégrale est nul.

Et si o < 1, alors (t; — s)*7! < (t5 — s)*7!, et par suite

AHK@y—@al—@,—@aUus:lf«h_spl_wﬁ_sylms

1
= —(t7 =ty + (t2 — 1))

Q|—0

< —(tg — )"

2°mecas > 1 On a (t; — 5)*7 1 < (ty — s)*1, donc

[ a5 a0 =

1
= a(—t? +15 — (ta—11)7)
1
< —(ts )"
En conclusion, on a
2M
———((ta = t1)" sia<1
I 1
(Ay)(0) — (Ay)(r2)] < { T (P)
m((tg—tl) +t2—t1) st a>1

Le membre de droite dans (P) converge vers 0 quand 3 — t;, ce qui prouve que
Ay est une fonction continue.

De plus, pour y € U et t € [0, h], on trouve

()0 = RO = 51 (0= 9 s y())ds
1

S Tlatl)

M M  KT(a+1)

[0}

< —h" <L
_F(Oé+1)h “I'(a+1) M

Mte,

=K.

Ce qui montre que Ay € U si y € U, c’est-a-dire que A applique U dans U. =

Théoréme 2.5.1 (/11, /])
Sous l'hypothése [H1], le probléme de Couchy (2.48) admet une solution y € C([0, h])
avec h donné par (2.54).
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Preuve.

D’apres le Lemme 2.5.1, il suffit de montrer que 1’équation intégrale de volterra
(2.49) possede une solution y(t) € C([0, h]). Ceci en utilisant le Théoréme 1.3.3 (de
point fixe de Schaude).

D’apres la Proposition 2.5.1, il suffit de montrer que A(U) est un ensemble relati-
vement compact, et pour cela on va utiliser le Théoreme 1.3.1 (d’Arzéla-Ascoli) .

Premierement, soient z € A(U) et ¢t € [0,h], on a :

(0] = 1A O] < 1RO+ 5y [ (= ) 1w,

< [[B(®)]]oo + Mp® < |[R(1)]|o + K.

['(a+1)
Ce qui montre que A(U) est uniformement borné.
De plus pour 0 <t; <ty < hona:
Si0<a<1,(Voir (P)),ona

(A1) = (An)(12)] < iyt = )" (2.57)
Dong, si [ta — t1] <  on aura :
(A)0) = (A) ()| < " (2.5%)

Notons que le terme de droite de (2.58) est indépendant de y, 1 et t5, ce qui montre
que A(U) est équicontinue.

De méme pour a > 1 on a :

|(Ay)(t2) — (Ay)(t2)] < (2 = 1) + 15 — #7]

[Na+1)

M o a-1
- m[(t2 — )" + aty — )]

< m[(tz — 1) + oty — t1)h* ]
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pour quelque £ € [t1,t2] C [0, h]. Donc, si encore |ty — ;]| < § on aura :

|(Ay)(t1) — (Ay)(t2)| < T M (6% + adh®™h). (2.59)

(a+1)

Le terme de droite de (2.59) est encore indépendant de y, t; et t5, ce qui implique que
I'ensemble A(U) est équicontinue. Alors, A(U) est relativement compact d’apres le
Théoreéme 1.3.1 d’Arzéla-Ascoli. le Théoreme 1.3.3 de point fixe de Schauder assure,
donc, que A possede un point fixe qui est la solution de (2.48).
|

Le théoreme suivant fournit I'unicité de la solution du probleme (2.48) sous (en

plus de 'hypothese [H;] ) la condition de lipschitz du terme non linéaire f.

Théoréme 2.5.2 ([4])
On suppose que f satisfait ’hypothése [Hy| et vérifie de plus la condition de Lipschitz

par rapport a la second variable, i.e.

|f(t,y1) — f(ty2)| < Llyy — yal.

Ou L est une constante indépendante de t,y, et yo. Alors, il exsiste une fonction

unique y € C([0, h]) solution du probléme de Cauchy (2.48).

Preuve. Pour montrer I'unicité de la solution du probléeme de Cauchy (2.48), on va
utiliser encore 'opérateur A, tout en rappelant qui’il applique I'ensemble non vide,
convexe et fermé U := {y € C([0,h]) : [y — Tl < K} dans lui méme. Nous allons
maintenant montrer que A possede un point fixe unique en utilisant le Théoreme
1.3.4 (de Weissinger). Pour cela on va d’abord prouver par récurrence que pour tout
j € Net tout t € [0,h], on a

. - (Lt>) _
| Ay — AG || Lo < ) |y =3 2o o.)) (2.60)

I'(1+ay

On a:
Pour j =0, (2.60) est evidemment vérifié.

On suppose que (2.60) est vérifié pour j — 1 et on montre la relation pour j :
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| Ay — A§ || 1o <II A y) — A(A9) | Lo o)
| : ) -
= sup | [ (z— )" [f(s, AVy(s))

[(a) o<a<t  Jo

— f(s, A7 1g(s))]ds | .

Dans I’étape suivante on utilisera la condition de Lipschitz sur f ainsi que I’hypothese

de récurrence, on trouve :

o aa—1] gi-1 _Ai—1s
T S, | (@ = s)* AT y(s) — AT (2)]dt

| Ay — 47§ |1 o)) <

L t . .
< o a—1 7—1 - J—1~
—rgolﬂt ) sup ATy (a) — Ay ()
7 1 t )
< o~ - . a—1_a(j—1) )
“I'(l4+a(i—1) osglglfg)t y(@) y<x)|]7(oz) /0 (E=s)""s at

D’apres la relation (2.5), pour a =0et f=a(j — 1), on a

F'(a)(1+4 a(j — 1)taj
I'(1+ aj) '

1 t .
- t— a—1 a(jfl)dt —
INE) /0 (t=s)""s

D’ou

Li T(a)L(14a(j —1)

FaTi a1 M@ T@aon =it

| Aly—A7G || Lo o.n=

Comme conséquence, on trouve, en prenant la norme de sup définit par (1.8) sur
[0,h] :

A . (Lh)! )
Ay — A5 o< — 2 N1y = ] . 2.61
| Ay 7 [ < F(H&])Hy 7| (2.61)

On a montré que l'opérateur A satisfait les hypothéses du théoreme du point fixe de
Weissinge 1.3.4 avec a; = (Lh*)’ /T(1+aj). Comme la série 37_, a; = E,(Lh®) est
convergente on en en déduit I'unicité de la solution du probleme de Cauchy (2.48).
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2.5.2 Existence et unicité de la solution globale dans le cas
0<ax<l

Dans ce paragraphe on va donner des conditions suffisants pour 'existence et

I'unicité de la solution globale du probleme (2.48) dans le cas ou 0 < a < 1. Ceci

est en se basant sur le principe de contraction de Banach.

On va donc s’intéressé par le probléme suivant :

C na — «Q
Dey(t) = f{ty(®) t€[0,T], 0<a<1 (2.62)

y(O) = Yo-

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du Lemme 2.5.1.

Lemme 2.5.2 ([}]) Soit f : [0,T] x R — R une fonction continue. Une fonction
continue y est une solution du probléme da valeur initiale (2.62) si et seulement si y

est une solution de l’équation intégrale de Volterra de seconde espése :

1 t o1
90 =+ gy ) (=9 T (s))ds (2:63)

Le théoréme suivant établit 'existence et I'unicité d’une solution locale.

Théoréeme 2.5.3 ([4],[11]) Soit f : [0,T] xR — R une fonction continue et satisfait
la condition de lipschitz par rapport a la seconde variable avec une constante de
lipschitz Ly, donc le probléme (2.62) admet une solution unique y(t) € C(][0,h])

avec

o 1/a
h < min{T, (F(le)> 1. (2.64)

Preuve. On considere l'espace de Banach C'([0, h]) muni de la norme

Hyl - yQHc[o,h} = 5Upte[0,h]|y1 - Z/z!

On réecrit ’équation intégrale (2.63) sous la forme suivante

y(t) = (Ay)(®).
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[(a)

Un argument similaire a celui utilisé dans la preuve de Proposition 2.5.1 permet

(Ay)(8) = yo + o [ (6= )7 F s, y())ds. (2.65)

d’aboutir & la continuité de Ay dans C([0, h]).
Il suffit donc de montrer que A est un opérateur contractant, sous ’hypothese (2.54).

En effet

A1) = A (0] < s 0= 9710 (5) = (5.,

L t a—1
< r<i> /0 (t = 5)*  yi(s) — ya(s)|ds,

L t a1
< Tl 2 () = () (¢ = )" ds),

< Ly leom ¢
< F(a+1) Y1 — Y2 |lc(o,n)

Comme t € [0,h], on a

Lf
Ay (t) — Ay (B)| < ———— - o B 2.66

Sous I'hypothese (2.54), on a

f
———h* < 1.
['(a+1)

Donc, l'opérateur A est contractant et par suite I’équation intégrale (2.63) admet
un point fixe unique dans C([0, h]). Alors le probleme (2.62) possede une solution
unique y(t) € C([0,h]). m

Dans le théoréeme suivant, on va prolonger la solution du probléme (2.62) de !'in-

térvalle [0, h] ( établit par Théoreme 2.5.3) a l'intérvalle [0, 7] tout entier.

Théoréme 2.5.4

Sous les hypothéses du Théoréme 2.5.3, le probleme (2.62) admet une solution unique

y(t) € ([0, 7).

Preuve.

D’apres le Théoréme 2.5.3, le probléme (2.62) admet une solution unique y(t) €
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C([0, h]) ou h est donné par (2.54).

On va maintenant prolonger cette solution a [0,7] de la maniére suivante :(Voir
[11],[10])

On divise l'intervalle [0,7] en [0, h] U [h,2R] U - -- U [koh,T] ot ko € N et

0<T —koh <h.

On va prolonger la solution sur [0, (k + 1)h] (k > 1) par récurrence :

On suppose que le probleme ( 2.62 ) admet une solution unique dans C([0, kh]) pour
un certain 1 < k < ky ( &k = 1 est vérifié d’aprés Théoreme 2.5.3), qu’on note par
Ykh-

On défini maintenant 'opérateur A1), sur C([kh, (k + 1)h]) muni de la norme

||~||C([kh,(k+1)h]) = SUPgp<t<(k+1)h
Agesrn = C([kh, (k + 1)A]) = C([kh, (k + 1)h])

ou

F(la) /O = 9 (s, yan(s))ds

+/ )* f(s,y(s))ds Vit € [kh, (k + 1)h).

(Agny) () = yo +

Il est claire que la solution du probléme (2.62) sur [kh, (k + 1)h] est le point fixe de
lopérateur Ayyq (Vue I'unicité de la solution yx, sur [0, hl).

On peut vérifier que pour y € C([kh, (k + 1)h]), Ay est contunie sur [kh, (k + 1)h]
comme composition d’applications continues.

De plus, pour tous y1,y2 € C([kh, (k + 1)h]) et t € [kh, (k + 1)h], on a :

(At 1) — (Agrny) O] = ——| [ (= 5271 (F(51()) — (5, 5a(5))d]|
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Viie la condition (2.54) sur h, 'opérateur A1), est contractant sur C([kh, (k+1)h])
et il admet donc un point fixe unique y,,, € C([kh, (k + 1)h]).

Donc,

ykh<t) t e [O, ]i]h],
Ye+1)n(t) =
Yrsnn(t) T € [kh, (k+ 1)h].

est evidemment 'unique solution du probleme (2.62) dans C([0, (k + 1)h]) =
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Chapitre 3

Un résultat d’existence et
d’unicité pour une classe
d’équations différentielles

fractionnaires avec retard

3.1 Position du probleme et I’équation intégrale
équivalente

Nous considérons dans ce chapitre le probleme différentielle fractionnaire avec

retard suivant :

“Dy(t) = f(t,y(t),y(t = A(t) 0<t<T

y(t) = o(t) te[-r0]

ott “ D% est l'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Caputo d’ordre
0 < a < 1 définit par (2.27 ), f : [0,7] x R* — R est une fonction non linéaire
continue, ¢ : [—7r,0] — R est une fonction continue et A :]0, 7] — R est une fonction

continue, telle que

inf {t—A(t)}=—-r

0<t<T
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Lemme 3.1.1 Une fonction continue y € C([0,T]) est une solution du probléme

(Q) si et seulement siy est une solution de ’équation intégrale de Volterra suivante :

y(t) = do + —— it — )" f(s,y(s).y(s — A(s))ds 0<t<T,
[(a) (3.1)

y(t) = (1) te[—r0l

Preuve. 1l est claire qu’il suffit de montrer 1’équivalence entre le probleme (Q)
et ’équation intégrale (3.1) pour 0 < t < T. On suppose d’abord que y satisfait

I'équation intégrale (3.1). Alors, pour 0 < ¢ < T, on a

W0 =0 = [(= 9 s yls)us - A, (32)

en appliquant la dérivation fractionnaire de Rimmann-Lioville #D® aux deux membres

de (3.2) on trouve :
"D (y(s) — o) (t) =" DI (f (t,y(1), y(t — A(1))).
Notons que (0) = g, les relations (2.44) et (2.23) donnent :
“Dy(t) = f(t,y(t), y(t — A1) (3-3)

Ce qui prouve la suffisence.

On suppose maintenant que y satisfait le probleme (Q)). Donc d’apres (2.44), on a :

F(ty(0),y(t — A1) =" D (y(s) — ¢o) (1). (3.4)

Vie la relation (2.12), ’équation (3.4) peut étre écrite sous la forme :

F(ty(0),y(t — At)) =" DT (y(s) — o) (1) (3.5)
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En appliquant successivement les opérateurs I et D!~ aux deux coté de (3.5) et

en prenant en considération la relation (2.12), on obtient :

EDUMULf (8, y (1), y(t — A1) = y(t) — ¢o.

Ainsi, la nécessité découle de la propriété (2.7) et la définition (2.1). m

3.2 Le résultat de ’existence et ’unicité

Avant de prouver le résultat de 'existence et 'unicité de la solution du probleme
(Q), et en s’inspirant de [8, 16], on va formuler un théoréeme du point fixe pour un

type d’opérateurs agissant sur un espace de fonctions continues.

3.2.1 Point fixe d’une classe d’opérateurs définits sur un

espace de fonctions continues

On va commencer par quelques notations et un lemme préliminaire.
Soient J un intervalle bornné et fermé de R, I et I, deux intervalles disjoints tels

que I U Iy = J et X D'espace des fonctions réelles continues sur J muni de la norme
[Jullx = sup [u(t)].
ted
Pour ¢ € C(I5), soit Fy le sous ensemble de X définit par :
Fy={ue X/u(t)=¢(): tel} (3.6)

Il est facile de voir que Fy est un sous ensemble fermé de X.

Lemme 3.2.1
Soit J un intervalle fermé et borné de R.

Pour tout A > 0, Uapplication ||.||x x défini pour tout u € C(J) par :
lull x.x = supe™*Ju(t)], (3.7)
teg
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est une norme sur C(J) équivalente da la norme ||.||x et par suite (X, ||.||x.) est un

espace de Banach.

Preuve.
Il est facile de verifier que ||.||x,» est une norme sur X.
De plus, puisque J est borné et fermé, il admet une valeur minimale et maximale

qu’on note par J,,;, et Jyee respectivement. Ainsi

e Mreslul|x < lullxa = sup e Mu(t)] < M fufl x
te

Ce qui acheve la démonstration. m

Théoréme 3.2.1

Pour Fy le sous ensemble définit par ( 3.6 ), soient A : F — F un opérateur,
1>1; >0,y >0, deuzr constantes , 01,09 : Iy — I tels que 01 < 09, G : [y xI; — R
une fonction intégrable par rapport d la deuxiéme variable ( pour toute premiére
variable firé ), K1, Ky : I = R et 7: 1y — J des fonctions.

On suppose que :

(Cy) Pour tout u,v € F et tout t € I :

[Au(t) — Av(t)] < hlu(t) — v(t)]

d2(t)
+1y /m G(t,s) (Ki(s)|u(s) — v(s)] + Ka(s)|u(r(s)) — v(7(s))]) ds.

(Cy) Vtel: 7(t) <t

1 1
(C3) Il eziste deux exposant conjugués p,q > 1 ( — 4+ — =1 ) tels que
p q
Ky, Ky € LY1) et pour tout t € I et \ fizé,

G(t,)e =) € IP(1))

avec

| G(t,)e ) |l Lo ()< Ca(p).
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Alors, A admet un point fixe unique dans F', a condition que

Cx(p) — 0 quand \ — oc. (3.8)

Preuve.

Sous les hypothese (C1) — (C3) et la condition ( 3.8 ), on va montrer que 'opérateur
A est contractant par rapport a la norme définie par (3.7) pour une certaine valeur
du parametre auxiliaire A et qui sera spécifié plus tard.

Notons d’abord que pour tout ¢ € I, et pour tous u,v € F' :

u(t) —v(t)] < [¢(t) — ()] =0

Donc,

|lu —v||x\ = sup e‘”\u(t) —v(t)| = sup e_’\t]u(t) —o(t)]
teJ tel;

Maintenant, d’aprés ’hypothese (C}), on a pour tout t € I; et pour tous u,v € F :

| Au(t) = Av(t)] < hlu(t) = v(t)]

d2(t)
+ lz/ G(t,s) (Ki(s)[u(s) = v(s)] + Ka(s)|u(r(s)) — v(7(s))]) ds

51(t)

< LieMe ™ Mu(t) — v(t)]

n () LGt )T ()X u(s) — o)

5i(t
+ Kg(s)e’\T(s)e_M(s) lu(7(s)) —v(7(s))|}ds

< lle)‘tHu — | x.

52(1) A Ar(s)
n /W LGt ) TK, (5)e™ + Ka(5)e Y ds | ||u— v]|xr.
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En multipliant les deux c6tés de I'inégalité précédente par e ™ et en tenant compte
de (Cy), on a :
e M Au(t) — Av(t)] < Ll — v]|xA
%2(t) A(s—t A(T(s)—t
+ / LG(t, $) [ K1 ()0 1 Ko()A T ds | [u — v]|x .2
(51(t)

<li|lu —v||x.x

5a(1)
+ (/ : LG(t, s){Ki(s)er™) + Kg(s)eA(S_t)}ds> lu — vl x.
(51(t)

62(15)
(0 G (o) 4 o)) s =

Notons que [6;(t),d2(t)] C I ( pour tout t € [} ), viie 'hypothese (C3), I'inégalité
de Holder donne

e”\t]Au(t) — Av(t)| < lLfju —v||xa

+ 15 </I1 (G(t7 S)e—A(t—s))p ds) /P (/Il (K,(5))" d3> 1/q
+ 1y </11 (G(t, S)e—x(t—s))p ds)l/P (/h (Ko(s))" ds> 1/q < L = vl

+ LOND) (| Ky (lze + [| K2 [|lze) [[u — vl xx-
Ainsi :
[Au — Av|[xx < (L + LCx(p) (|| Ky [[re + || K2 [[24)) [Ju — vl x -

La condition (3.8) permet donc de choisir A (suffissement grand) tel que

1-104
Ci(p) <
S TR T+ 1 e T
Ce qui rend donc l'opérateur A contractive ( par rapport a la norme || . ||x ) et

par suite il admet un point fixe unique . m
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3.2.2 Application a la résolution du probléme (Q)

En se basant sur le Théoréme 3.2.1, et en s’inspirant de [7, 14], on va prouver
'existence et I'unicité de la solution du probléme (@ ) sous la condition de Lipschitz
du terme non linéaire f de rapports Lipschitziens non constants.

Pour aboutir a ce résultat, on a besoin des hypotheses suivantes.

(H,) 1l existe deux fonctions Ky, Ky : [0,7] — R tels que :
\V/(t, Uy, Ul), (t, Ug, Ug) € [0, T] XR2 . |f(t, Uy, Ul)—f(t, Ua, 1)2>| S K1<t>|U1—U2|+K2(t)|1}1—1}2|.

(H2) Vt € [0,T] A(t) > 0.
(H3) Pour ¢ =1+ ;, K, Ky € L([0,T7).

Théoréeme 3.2.2
Sous les hypothéses (Hy) — (Hjz), le probléeme (Q) admet une solution continue

unique.

Preuve.
D’apres le Lemme 3.1.1, u est solution de (@) si et seulement si u est le point fixe

de I'opérateur A définit sur F,, par :

) = oo+ [ s e uls - BN e 1 (39)

Ou I =|0,T], Iy = [-r,0], J = [-r,T] et F}, est le sous ensemble de C(.J,R) définit
par (3.6). On va montrer les conditions (Cy) — (C3) et (3.8) du Théoreme 3.2.1.

En effet, d’aprés ’hypothese (Hy), on a pour tout y,z € Fet t € I :

Ay(e)-a0)] < [T

@) {K1(s)ly(s)—2(s) |+ Ka(s)|y(s—A(s)) —2(s—A(s)) |} ds

Donc (C}) est verifier avec

(51(t) =0, 52(t> =1, T(t) =t — A(t)’ I, = 0, ly = ﬁ ot

(t—s)*1 : 0<s<t
G(t,s) = (3.10)

0 s >t
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Notons que (Hjy) n’est autre que la condition (Cy) dans le Théoreme 3.2.1.

Vue 'hypothese ( Hj ), il suffit donc de prouver que
t
/ {(t - s)o"le’)‘(tfs)}p < 00. (3.11)
0

oup=1+a.
En utilisant le changement de variable u = Ap(t — s) pour évaluer l'intégrale qui

figure dans (3.10), on obtient

t 0 pla—1) -1
t — g)Pla=1) o=pA(t=s) g :/ u —u ) g
/0( s) e s v e » U

pla—1)+1
= //\pt <)\1> uP @ DUy
0 p

pla—1)+1
> //\pt uPl D=ty
0

< (a?
- Ap) ()
Alors,
A(t—s) 1 o /
G(t,s)e N oy < P (o).
H ( 78)6 HL (Il) — (}\p> (Oé )
d’ou

(jp)/ D7(a?) = Cy(p).

Donc, pour A fixé G(t,.)e =) € LP(I}) et il est claire que Cy — 0 quand A — 400,
et par suite la condition (3.8) est vérifié. Ainsi d’aprés le Théoreme (3.2.1) I'opérateur

(3.9) admet un point fixe unique dans Fj qui est la solution du probleme (Q)). m
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3.3 Exemple

L’exemple suivant illustre le résultat du théoreme (3.2.2). On considere ’équation

différentielle fractionnaire avec retard suivante :

CD1/2y(t) — 12;(5; (y(t) — y(t — (2t + 1)) t E]O7T]’ (3 12)

y(t) = o(t) t € [=r0].

tel que t € [0, 7] et w est une constante appartenant a R* et fini.
Le probléme (3.12) est identifi¢ au probleme (Q) avec :
a=1et f:[0,7] x R? - R définit par :

f(t,u,v) = (u—w). (3.13)

et A(t) :]0,7] — R, tel que : A(t) =t + 2,

—r = inf {t —A(t)}

0<t<T

= inf {t— (2t +1)}

0<i<T
= inf {-t—-1
HAS
=-T-1
et ¢ : [T —1,0] — R est une fonction continue. Pour montrer I’existence et l'unicité

de la solution de (3.12) dans F}, définie par

Fy={y e C([-T - 1,T|,R),y(t) = ¢(t),t €]0, TT}. (3.14)
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Il suffit de vérifier les hypotheses du Théoreme (3.2.2). On a

2 2

(s, 1) = 702, 02)] = [ (= 1) = T (o = )
< 1y =l 4 1 e —
14 w? 1+ w?
Y IR T
14 w? 1+ w?

Alors, la fonction f satisfait 'hypothese (H;) du théoreme (3.2.2) avec :
t 2
Ki(t) = Ky(t) = ﬁ De plus, pour ¢t € [0,7] on a A(t) > 0, donc, (Hz) est
w
vérifiée aussi.

Il reste a vérifier que pour ¢ = 3, K1(t), Ky(t) € L*([0,T1).

T 2 2 \3 .7
/ Y pap = (Y / t3dt
0 14+ w? 1+w?) Jo
w2 34
=|—] <
(1 + w2> g =%
Donc, 'hypothese (Hj) est vérifiée. Alors il existe une solution unique y(t) de pro-

bleme (3.12) sur I'ensemble Fj.
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Résumeé

Ce travail est consacré au probleme d'existence et d'unicité de la
solution pour les équations différentielles d'ordre fractionnaire de type
Caputo. Nous exposons d'abord quelques résultats connus pour un
probleme modele; basés sur différentes variantes de la théorie du point
fixe et l'approche des approximations successives. Nous prouvons
ensuite, sous certaines conditions suffisantes, le résultat d'existence et
d'unicité de la solution pour une classe d'équations différentielles
fractionnaires avec retard.

Ceci est en utilisant une norme équivalente permettent d'obtenir le
résultat globale directement sans faire appel aux approximations
successives.

Mots clés Intégrale fractionnaire, dérivation fractionnaire de type Caputo,
existence et unicité des solutions, théorémes du point fixe.

Abstract

This work is devoted to the problem of existence and uniqueness of
the solution for the fractional differential equations of Caputo's type. We
first show some known results for a model problem; Based on different
variants of the fixed point theory and the successive approximations
approach . Then we prove, under certain sufficient conditions, the result
of existence and uniqueness of the solution for a class of fractional
differential equations with delay.

This by using an equivalent norm which gives the result directly
without using the successive approximations approach.
Key words Fractional integral, fractional derivative of Caputo type,
existence and uniqueness of solutions, fixed point theorems.
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