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Notations

• LP ([a, b]) L’espace des fonctions pème intégrables sur [a, b].

• L∞([a, b]) L’espace des fonctions essentiellement bornées sur [a, b].

• C(X, Y ) L’espace des fonctions continues de X dans Y .

• C(I) L’espace des fonctions continues de I dans R.

• Γ(·) La fonction Gamma d’Euler.

• B(·, ·) La fonction Bêta.

• Eα,β(·) La fonction de Mittag-Leffler à deux paramètres.

• Eα(·) La fonction de Mittag Leffler à un seul paramètre.

• In L’intégrale itéré d’ordre entier.

• Dn La dérivation d’ordre entier.

• Iαa+ L’intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre α à droite.

• Iαb− L’intégrale fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre α à gauche.

• RDα
a+ La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre α à droite.

• RDα
a+ La dérivée fractionnaire au sens de Rimann-Liouville d’ordre α à gauche.

• CDα
a+ La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α à droite .

• CDα
b− La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α à gauche .
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Introduction

L’une des théories qui peut être considérée bien ancienne que nouvelle et qui

gagne actuellement une popularité considérable parmi les chercheurs et les mathi-

maticiens dans la science et en ingénierie est celle du calcul fractionnaire ( la gé-

néralisation de la dérivation et l’intégration classique à un ordre non entier ). De

nombreux mathématiciens ont contribué au développement de la théorie du calcul

fractionnaire jusqu’à la moitié du siècle passé, citons entre autres Laplace (1812),

Fourrier (1822), Liouville (1832-1873), Riemann(1847), Grünwald(1867-1872)

(Voir [11]).

Ce travail est divisés en trois chapitres.

• Le premier chapitre est consacré aux notions de base et outils fonctionnels

utilisés dans ce travail.

• Dans la première partie du deuxième chapitre, nous donnons les notions et les

propriétés préliminaires liées aus deux plus importants approches de dériva-

tion fractionnaire : l’approche de Rimann-Liouville et celle de Caputo. Nous

exposons dans la deuxième partie, quelques résutat d’existence et d’unicité de

la solution pour une classe d’équations différentielles fractionnaires modèle de

type Caputo.

Les résultats sont basées sur quelques versions de la théorie du point fixe

tels que Banach et Schauder ( pour une existence locale ) et l’approche des

approximations succesives ( pour l’extension de la solution ).

• Dans le dernier chapitre, nous considérons un problème différentielle fraction-

naire de type Caputo avec retard.

Nous prouvons le résultat d’existence et d’unicité de la solution sous une
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condition de Lipschitz de rapports non constats. Ceci est en utilisant une

norme équivalente permettant d’obtenir l’existence globale directement sans

faire appel aux approximations successives ni des versions plus abstrait de la

théorème du point fixe autre que celle de Banach non plus. En termine ce

chapitre par un exemple illustratif.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on donne quelques défnitions et propriétés que nous utilisons

dans la suite de ce travail.

1.1 Espaces des fonctions et quelques propriétés

1.1.1 L’espace des fonctions intégrables

Définition 1.1.1 ([11, 12, 2])text

Soit Ω = [a, b] (−∞ < a < b < +∞) un intérvalle bornée de R.

Pour 1 ≤ p < ∞, on désigne par Lp(Ω) l’espace des classes de fonctions réelles et

mesurables de puissance pième intégrables sur Ω, c’est-à dire :

Lp(Ω) = {f : [a, b]→ R̄/f est mesurable et
∫ b

a
|f(x)|pdx <∞}. (1.1)

Pour p =∞ on désigne par L∞ l’espace des classes de fonctions réelles, mesurables

et bornées presque par tout. C’est-à-dire :

L∞(Ω) = {f : [a, b]→ R̄/f est mesurable et ∃M > 0; |f(x)| 6M p.p} (1.2)

Proposition 1.1.1 ([10, 12])text

Soit Ω = [a, b].

3



Pour 1 ≤ p <∞, la fonction qui à tout f ∈ Lp(Ω) associe le nombre

‖f‖Lp = ‖f‖p =
(∫

Ω
|f(x)|pdx

)1/p
. (1.3)

est une norme sur Lp(Ω). Pour p =∞, la fonction qui à tout f ∈ Lp(Ω) associe le

nombre

‖f‖L∞ = ess sup
x∈Ω
|f(x)| = inf{M > 0; |f(x)| 6M.p.p sur Ω}. (1.4)

est une norme sur L∞(Ω).

Théorème 1.1.1 [2] (Fischer-Riesz)text

Pour 1 6 p <∞, l’espace Lp(Ω) muni de la norme (1.3) est un espace de Banach.

Pour p =∞, l’espace L∞(Ω) muni de la norme (1.4) est un espace de Banach.

Théorème 1.1.2 ([11, 12])(Inégalité de Hölder )text

Soit Ω = [a, b], et soient p et q deux exposants conjugués ( i.e. 1
p

+ 1
q

= 1).

Si f ∈ Lp(Ω), g ∈ Lq(Ω), alors, f.g ∈ L1(Ω) et

∫ b

a
|f(x)g(x)|dx ≤

(∫ b

a
|f(x)|pdx

)1/p (∫ b

a
|g(x)|qdx

)1/q

. (1.5)

Pour p = q = 2, l’inégalité ( 1.5) devient

∫
|fg|dt ≤

(∫
|f |2dt

) 1
2
(∫
|g|2dt

) 1
2
. (1.6)

ce qu’on appelle l’inégalité de Cauchy-schwarz.

1.1.2 Espaces des fonctions continues

Définition 1.1.2 ([11])text

Soit Ω = [a, b] (−∞ ≤ a < b ≤ +∞) et soit n ∈ N. On note par Cn(Ω) l’espace des

fonctions réelles n fois continument dérivables sur Ω, muni de la norme

‖f‖Cn(Ω) =
n∑
k=0

sup
x∈[a,b]

|fk(x)|. (1.7)
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Pour n = 0 on note C0([a, b]) par C([a, b]) ( l’espace des fonctions continues ) et

on note ‖.‖C0(Ω) par ‖.‖∞ c’est-à-dire :

‖f‖∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|. (1.8)

Théorème 1.1.3 ([11, 4])text

L’espace Cn([a, b]) muni de la norme (1.7) est un éspace de Banach.

1.2 Fonctions spéciales liées à la dérivation frac-

tionnaire

Dans cette section, nous présentons quelques fonctions qui constituent l’un des

outils de base dans la théorie du calcul fractionnaire.

1.2.1 La fonction Gamma

La fonction Gamma prolonge naturellement la factoriel aux valeurs non entières

à parties réelles positives.

Définition 1.2.1 [6]text

Pour x ∈ R tel que x > 0 la fonction Gamma d’Euler est définie par l’intégrale

suivante :

Γ(x) =
∫ ∞

0
e−ttx−1dt. (1.9)

Remarque 1.2.1 text

L’intégrale (1.9) converge absolument sur le demi-plan réel où x est strictement

positive (Voir [6]).

Propriétés de la fonction Gamma

Quelques propriètés de la fonction Γ(x) sont données par le théorème suivant :

Théorème 1.2.1 [6]text

La fonction Gamma verifie les propriétés suivantes :
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1 Pour tout x ∈ R avec x > 0 :

Γ(x+ 1) = xΓ(x). (1.10)

En particulier, pour n ∈ N

Γ(n+ 1) = n!. (1.11)

2 Γ(x) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < x ≤ 1

et monotone et strictement croissante pour x ≥ 2, donc, elle est convexe pour

x ∈ [0,+∞[

Figure 1.1 – le graphe de la fonction Gamma

Exemple 1.2.1 [6]text

1 : Γ(0+) = +∞,
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2 : Γ(1) = Γ(2) = 1,

3 : Γ(1
2) =

√
π,

4 : Γ(n+ 1
2) =

√
π

2n (2n− 1)!!, ∀n ∈ N.

1.2.2 La fonction Bêta

Définition 1.2.2 [6]text

Pour z, w ∈ R tels que z > 0 et w > 0, la fonction Bêta est la fonction définie par :

B(z, w) =
∫ 1

0
tz−1(1− t)w−1dt. (1.12)

Remarque 1.2.2 text

La relation entre la fonction Bêta d’Euler et Gamma d’Euler est donnée par :

B(z, w) = Γ(z)Γ(w)
Γ(z + w) , (z > 0, w > 0). (1.13)

Propriétés

Voici quelques propriétés de la fonction Bêta :

1 La fonction Bêta peut aussi être définie par

B(z, w) = 2
∫ π/2

0
sin2x−1(θ) cos2x−1(dθ)dθ.

2 Bêta est une fonction symétrique :

B(z, w) = B(w, z).

3 Dérivation :
∂

∂z
B(z, w) = B(z, w)(Γ′(z)

Γ(z) −
Γ′(z + w)
Γ(z + w) ). (1.14)
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1.2.3 La fonction de Mittag-Leffler

La fonction de Mittag-Leffler prolonge naturellement l’exponentielle usuelle.

Définition 1.2.3 ([4])text

Pour x ∈ R et α > 0, on appelle fonction de Mittag-Leffler la fonction définie par

Eα(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(αk + 1) . (1.15)

On remarque que E1 est l’exponentielle usuelle :

E1(x) = exp(x).

Figure 1.2 – le graphe de la fonction de Mittag Leffler

Comme on a déja mentionner que la fonction de Mittag-Leffler généralisée (à deux

paramètres) joue également un rôle trés important dans la théorie du calcul frac-

tionnaire. Cette fonction pour x ∈ R et α, β > 0 est définie par :

Eα,β(x) =
∞∑
k=0

xk

Γ(kα + β) . (1.16)

Remarque 1.2.3 text

La série qui figure dans (1.16) est convergente pour tout x ∈ R et α, β > 0,

( Voir [10],Theorem 4.1 ), ce qui rend la fonction Eα,β(x) (en particulier Eα(x))

bien définie.
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Exemple 1.2.2 text

Voici les fonctions de Mittag-Leffler pour quelques valeurs spéciales de α et β.

E1,1(x) = ex,

E2,1(x2) = cosh(x),

E2,2(x2) = sinh(x)
x

,

Eα,1(x) = Eα(x).

1.3 Quelques théorèmes du point fixe

La résolution des équations différentielles fractionnaires est fondée sur la théorie

du point fixe. Avant de présenter quelques versions de cette théorie, on a besoin de

donner certaines définitions liées à l’analyse fonctionnelle.

1.3.1 Rappel d’analyse fonctionnelle

On considère dans tous ce qui suit X et Y des espaces de Banach muni de la

norme ‖.‖X et ‖.‖Y respectivement.

On désigne par C(X, Y ) l’espace des fonctions continues de X dans Y muni de la

norme uniforme :

∀f ∈ C(X, Y ) : ‖f‖∞ = sup
x∈X
‖f(x)‖Y . (1.17)

Définition 1.3.1 ([4])text

Soit M un sous-ensemble de C(X, Y ).

• On dit que M est équicontinue en u ∈ X si pour tout ε > 0, il existe η > 0

tels que pour tout f ∈M et tout v ∈ X :

Si

‖u− v‖X < η

on a

‖f(u)− f(v)‖Y < ε

9



• On dit que M est équicontinue sur X, si M est équicontinue en tout u ∈ X.

Cas particulier, si X = [a, b], Y = R muni de la norme usuelle ( 1.8 ), un sous

ensemble M de C([a, b]) est équicontinu si :

Pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel que pour tout f ∈M et tout x, x∗ ∈ [a, b]

si |x− x∗| < δ on a |f(x)− f(x∗)| < ε.

Définition 1.3.2 ([4]) text

Un sous ensemble M de C([a, b]) muni de la norme usuelle (1.8) est uniformement

bornée s’il existe une constante C > 0 tel que :

‖f(x)‖∞ ≤ C pour tout f ∈M ;

Le théorème suivant donne une cractérisation des parties relativement compactes

dans l’espace C([a, b]) muni de la norme (1.8).

Théorème 1.3.1 ([11, 4]) (Arzelà-Ascoli)text

Soit F un sous ensemble de C([a, b]) muni de la norme de sup ; alors, F est

relativement compacte dans C([a, b]) si les conditions suivantes sont vérifiées :

• L’ensemble F est uniformement borné.

• F est équicontinu.

1.3.2 Le principe de contraction de Banach

Le résultat suivant (dû à Banach) est le principe de base dans la théorie du

point fixe.

Théorème 1.3.2 ([4])( de Banach )text

Soient X un espace de Banach muni de la norme ‖.‖X , et A : X → X un opérateur

contractant c-à-d :

∃ 0 ≤ k < 1 : ‖Ax− Ay‖X ≤ k‖x− y‖X , ∀x, y ∈ X. (1.18)

Alors, A admet un point fixe unique, i.e

∃!u ∈ X tel que Au = u.

10



1.3.3 Le théorème du point fixe de Schauder

Le théorème du point fixe suivant détérmine seulement l’existence d’un point

fixe.

Théorème 1.3.3 ([4])( de Schauder ) text

Soit (E, d) un espace métrique complet, soit U une partie convexe et fermée de E,

et soit T : U → U une application telle que l’ensemble {Tu : u ∈ U} est relativement

compact dans E. Alors, T possède au moins un point fixe.

1.3.4 Le théorème du point fixe de Weissinger

Le théorème suivant (donné par [10]) est une généralisation du Théorème 1.3.2

(Voir Remarque 1.3.1).

Théorème 1.3.4 ([4])(de Weissinger)text

Soit (U, d) un espace métrique non vide et complet et soit αj ≥ 0 pour tout j ∈ N tels

que ∑∞j=0 αj converge. De plus soit A : U → U un opérateur satisfaisant l’inégalité :

d(Aju,Ajv) ≤ αjd(u, v). (1.19)

Pour tout j ∈ N et tout u, v ∈ U . Alors, A admet un point fixe unique u∗ et pour

tout u0 ∈ U la suite (Aju0)∞j=0 converge vers ce point fixe.

Remarque 1.3.1 text

Sous les hypothèses du Théorème 1.3.4, on peut vérifie facilement par récurrence

que pour tout j ∈ N, on a :

‖Aju− Ajv‖U ≤ kj‖u− v‖U . (1.20)

Donc (1.19) est vérifié avec αj = kj, de plus ∑∞j=0 k
j est convergente puisque

0 ≤ k < 1.
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Chapitre 2

Calcul fractionnaire et quelques

résultats d’existence et d’unicité

Le calcul fractionnaire est fondé sur la généralisation de l’intégration et la dé-

rivation classique ( d’ordre entier ) à un ordre non entier. Il y a plusieurs types

de dérivation fractionnaire et parmi les plus importants nous citons l’approche de

Riemann-Liouville et celle de Caputo. La présentation des notions et les importantes

propriétés liées à ces deux approches sera l’objectif de la première partie de ce cha-

pitre.

Nous donnons ensuite, quelques résultats d’existence et d’unicité de la solution pour

des équations d’ordre fractionnaire de type Caputo.

2.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

2.1.1 Définitions et exemples

Définition 2.1.1 [11, 10, 4]text

Soit α ∈ R∗+, l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α (à gauche)

d’une fonction f est définie par :

Iαa+f(t) := 1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s)ds. (−∞ ≤ a < t <∞) (2.1)

Pour vue que le coté de droite dans (2.1) existe presque par tout.

12



Remarque 2.1.1 text

Pour α = 0, l’équation (2.1) devient :

I0
a := I est l’opérateur identité.

Définition 2.1.2 ([11]) text

Soit α ∈ R∗+, l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α (à droite)

d’une fonction f est définie par :

Iαb−f(t) = 1
Γ(α)

∫ b

t
(s− t)(α−1)f(s)ds b ∈ ]−∞,+∞[ . (2.2)

pour vue que le coté de droite dans (2.2) existe presque par tout.

Exemple 2.1.1 text

Considérons la fonction f(x) = (x− a)β. Alors

Iαa (x− a)β = 1
Γ(α)

∫ x

a
(x− t)α−1(t− a)βdt.

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement de variable t = a+ (x−a)τ , qui

donne

Iαa (x− a)β = (x− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0
(1− τ)α−1τβdτ (2.3)

Vûe la relation (1.12), on a

Iαa (x− a)β = B(α, β + 1)
Γ(α) (x− a)α+β (2.4)

en utilisant (1.13), on arrive à

Iαa (x− a)β = Γ(β + 1)
Γ(β + 1 + α)(x− a)β+α (2.5)

on voit bien que c’est une généralisation du cas α = 1 où on a

I1
a(x− a)β = Γ(β + 1)

Γ(β + 2)(x− a)β+1

= (x− a)β+1

β + 1 .
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Ceci est en tenant compte de la relation (1.10).

Remarque 2.1.2 ([4])text

Quand α > 1 il est evident que Iαf(t) existe pour tout t ∈ [0, T ] car l’intégrand est

le produit d’une fonction intégrable f et une fonction continue (x − .)α−1. Mais si

0 < α < 1 l’intégrale existe presque pour tout t ∈ [0, T ]. (Voir Théorème 2.1.1,[4])

2.1.2 Propriétés de l’intégrale fractionnaire

Théorème 2.1.1 ([4])text

Si f ∈ L1([a, b]) et α > 0, alors, Iαa f(t) existe presque par tout et on a

Iαa f ∈ L1([a, b]). (2.6)

Preuve. text

Soit f ∈ L1([a, b]), on a :

1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s)ds =

∫ −∞
∞

ϕ1(t− s)ϕ2(s)ds

avec

ϕ1(u) =


uα−1

Γ(α) , pour 0 < u ≤ b− a ,

0 , pour u ∈ R \ (0, b− a).

et

ϕ2(u) =


f(u) , a < u ≤ b,

0 , R \ [a, b].

Par constraction, ϕj ∈ L1(R) pour j = 1, 2, et on a : Iαa f ∈ L1([a, b]).

Théorème 2.1.2 ([4, 10]) ( La proprièté de semi-groupe )text

Soit α, β > 0, alors pour toute fonction f ∈ L1([a, b)], la relation :

Iαa [Iβa f(t)] = Iα+β
a f(t) = Iβa [Iαa f(t)]. (2.7)
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est vraie pour presque tout t ∈ [a, b].

Preuve.

Iαa+ [Iβa+f(t)] = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
(t− s)α−1

∫ s

a
(s− τ)β−1f(τ)dτds. (2.8)

Où f ∈ L1([a, b])

D’aprés le Théorème (2.1.1) les intégrales existent et par le théorème de Fubini on

obtient

Iαa+ [Iβa+f(t)] = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a

∫ t

τ
(t− s)α−1(s− τ)β−1f(τ)dsdτ

= 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(τ)

∫ t

τ
(t− s)α−1(s− τ)β−1dsdτ.

En utilisant le changement de variable s = τ + u(t− τ), on obtient

Iαa+ [Iβa+f(t)] = 1
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(τ)(t− τ)α+β−1dτ

∫ 1

0
(1− u)α−1uβ−1du

= B(α, β)
Γ(α)Γ(β)

∫ t

a
f(τ)(t− τ)α+β−1dτ.

D’après la relation (1.13) on trouve

Iαa [Iβa f(t)] = 1
Γ(α + β)

∫ t

a
f(τ)(t− τ)α+β−1dτ

= Iα+βf(t).

De même manière si on substitue α par β on trouve

Iβa [Iαa f(t)] = Iα+βf(t)

est vraie Presque pour tout t ∈ [a, b], où B désigne la fonction Bêta .

Remarque 2.1.3 (Voir ([10]))text
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Si f ∈ C([a, b]) ou α + β > 1, la relation (2.7) est vraie pour tout t ∈ [a, b].

Lemme 2.1.1 ([11]) text

Pour toute fonction f ∈ C([a, b]), l’intégrale fractionnaire possède la propriété de

la linéarité .i.e.

Iα(λf(t) + g(t)) = λIαf(t) + Iαg(t) α ∈ R+, λ ∈ C. (2.9)

Preuve.

Iαa [λf(t) + g(t)] := 1
Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1[λf(s) + g(s)]ds,

= λ

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1f(s)ds+ 1

Γ(α)

∫ t

a
(t− s)α−1g(s)ds,

= λIαa f(t) + Iαa g(t).

2.2 La dérivation fractionnaire au sens de Rimann-

Liouville

2.2.1 Définitions et Examples

Définition 2.2.1 [11, 10, 4]text

Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors pour α ∈ R+ et n ∈ N∗ tels que

n − 1 ≤ α ≤ n. La dérivée fractionnaire d’ordre α d’une fonction f au sens de

Riemann-Liouville à gauche et à droite est définie par :

RDα
a+f(t) = 1

Γ(n− α)
dn

dtn

∫ t

a
(t− τ)n−α−1f(τ)dτ. (2.10)

et
RDα

b−f(t) = 1
Γ(n− α)(− dn

dtn
)
∫ b

t
(τ − t)n−α−1f(τ)dτ. (2.11)

respectivement.
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Remarque 2.2.1 text

On tenant compte de la définition (2.1), on a :

RDα
a+f(t) = Dn(In−αa+ f(t), (2.12)

et
RDα

b−f(t) = (−D)n(In−αb− f(t). (2.13)

En particulier pour 0 < α < 1, les égalités (2.12) et (2.13) deviennent :

RDα
a+f(t) = D1(I1−α

a+ f(t), (2.14)

et
RDα

b−f(t) = −D1(I1−α
b− f(t). (2.15)

respectivement.

Où Dn = dn

dtn
est l’opérateur de dérivation classique (d’ordre entier).

Exemple 2.2.1 text

1- La dérivée de f(t) = (t− a)β au sens de Riemann-Liouville

Soit α non entier et 0 ≤ n− 1 < α < n et β > −1, alors on a :

RDα(t− a)β = 1
Γ(n− α)

dn

dtn

∫
(t− τ)n−α−1(τ − a)βdτ. (2.16)

En faisant le changement de variable τ = a+ s(t− a), on aura :
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RDα(t− a)β = 1
Γ(n− α)

dn

dtn
(t− a)n+β−α

∫ t

a
(1− s)n−α−1sβds

= Γ(n+ β − α + 1)B(n− α, β + 1)
Γ(n− α) (t− a)β−α

= Γ(n+ β − α + 1)Γ(n− α)Γ(β + 1)
Γ(n− α)Γ(β − α + 1)Γ(n+ β − α + 1)(t− a)β−α

= Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)(t− a)β−α.

Alors,
RDα(t− a)β = Γ(β + 1)

Γ(β − α + 1)(t− a)β−α (2.17)

pour α = 0.5 et β = 0.5 on a :

RD0.5t0.5 = Γ(1.5)
Γ(1) = Γ(1.5). (2.18)

2- La dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville

En générale la dérivée non entière d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouville n’est pas nulle ni constante, mais on a

RDαC = C

Γ(1− α)(t− a)−α. (2.19)

Pour la démonstration il suffit de prendre β = 0 dans (2.17).

2.2.2 Propriétés de la dérivation fractionnaire au sens de

Rimann-Liouville

Théorème 2.2.1 ([11])text

Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville
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existent, pour λ et µ ∈ R, alors : RDα(λf + µg) existe, et on a :

RDα(λf + µg)(t) = λRDαf(t) + µRDαg(t) (2.20)

Preuve. text

Pour la démonstration on va utiliser la linéarité de l’intégrale fractionnaire (2.9) et

la linéarité de la dérivation classique (Dn).

RDα(λf + µg)(t) := DnIn−α(λf + µg)(t)

= Dn(λIn−αf(t) + µIn−αg(t))

= λDnIn−αf(t) + µDnIn−αg(t)

= λRDαf(t) + µRDαg(t).

Lemme 2.2.1 ([4]) text

Soit n = [α] + 1 et f une fonction vérifiant RDαf = 0. Alors,

f(t) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)(t− a)j+α−n. (2.21)

Où les cj sont des constantes quelconques.

Preuve. d’après la définition (2.12) on a

(RDα
a f)(t) = Dn[In−αf ](t) = 0

Alors, on a d’abord

[In−αf ](t) =
n−1∑
j=0

cj(t− a)j.

et par l’application de Iαa on obtient

[Inf ](t) =
n−1∑
j=0

cjI
α[(t− a)j].
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En tenant compte de la relation (2.5), on aura

[Inf ](t) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α)(t− a)j+α

Ensuite en utilisant la dérivation classique et le fait que

Dn(t− a)λ = Γ(λ+ 1)
Γ(λ+ 1− n)(t− a)λ−n

on trouve

f(t) =
n−1∑
j=0

cj
Γ(j + 1)

Γ(j + 1 + α− n)(t− a)j+α−n.

Théorème 2.2.2 ([4])text

Soient α, β > 0 et n = [α] + 1, m = [β] + 1 tel que (n,m ∈ N∗), alors, :

1) Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1([a, b]) l’égalité :

RDβ(Iαf)(t) = Iα−βf(t). (2.22)

est vrai presque par tout sur [a, b].

2) S’il exist une fonction ϕ ∈ L1([a, b]) tel que f = Iαϕ alors :

Iα(RDαf(t)) = f(t). (2.23)

est vrai presque pour tout t ∈ [a, b].

Preuve.

1) Pour α > β > 0, alors n ≥ m, on a :

RDβ(Iαf)(t) = DnIn−β(Iαf)(t)

= Dn(In+α−βf)(t)

= DnIn(Iα−βf)(t)
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d’où
RDβ(Iαf)(t) = Iα−βf(t). (2.24)

2) Si on substitue β par α dans (2.24), on obtient

Iα(RDαf(t)) = Iα(RDαIαϕ(t)) = Iαϕ(t) = f(t).

Proposition 2.2.1 text

La dérivation fractionnaire et la dérivation classique (d’ordre entière) ne commutent

que si : f (k)(a) = 0 pour tout k = 0, 1, 2, . . . , n− 1.

dn

dtn
(RDαf(t)) =R Dn+αf(t), (2.25)

mais
RDα( d

n

dtn
f(t)) =R Dn+αf(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k−α−n
Γ(k − α− n+ 1) . (2.26)

2.3 La dérivation fractionnaire au sens de Caputo

2.3.1 Définitions et Exemples

Définition 2.3.1 [11, 10, 4]text

Soit α > 0 avec n−1 < α < n, (n ∈ N∗) et f une fonction telle que dn

dtn
f ∈ L1([a, b]).

La dérivée fractionnaire d’ordre α de f au sens de Caputo à gauche et à droite sont

définies par
cDα

a+f(t) = 1
Γ(n− α)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ, (2.27)

et
cDα

b−f(t) = (−1)n
Γ(n− α)

∫ b

t
(τ − t)n−α−1f (n)(τ)dτ. (2.28)

respectivement.

Remarque 2.3.1 text
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On tenant compte de la définition (2.1), on a :

CDα
a+f(t) := (In−αa+ Dnf)(t), (2.29)

et
CDα

b−f(t) := (−1)n(In−αb− Dnf)(t). (2.30)

En particulier, si 0 < α < 1 on a

CDα
a+f(t) := (I1−α

a+ D1f)(t), (2.31)

et
CDα

b−f(t) := (−1)(I1−α
b− D1f)(t), (2.32)

où

Dn = dn

dtn

.

Exemple 2.3.1 text

1. La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo.

La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

CDαC := 0. (2.33)

2. La dérivée de f(t) = (t− a)β au sens de Caputo.

Soit α un entier et 0 ≤ n− 1 < α < n avec β > n− 1, alors, on a

f (n)(t) = Γ(β + 1)
Γ(β − n+ 1)(t− a)β−n, (2.34)

d’où

CDα(t− a)β = Γ(β + 1)
Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1(τ − a)β−ndτ, (2.35)
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En effectuant le changement de variable τ = a+ s(t− a), on obtient

CDα(t− a)β = Γ(β + 1)
Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)

∫ t

a
(t− τ)n−α−1(τ − a)β−ndτ

= Γ(β + 1)
Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)(t− a)β−α

∫ 1

a
(1− s)n−α−1sβ−nds

= Γ(β + 1)B(n− α, β − n+ 1)
Γ(n− α)Γ(β − n+ 1) (t− a)β−α

= Γ(β + 1)Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)
Γ(n− α)Γ(β − n+ 1)Γ(β − α + 1)(t− a)β−α

= Γ(β + 1)
Γ(β − α + 1)(t− a)β−α

2.3.2 Propriétés de la dérivation fractionnaire au sens de

Caputo

Théorème 2.3.1 [11, 10, 4])text

Soit α > 0 et n = [α] + 1 tel que n ∈ N∗ alors, les égalités suivantes

1 :
CDαIαa f = f. (2.36)

2 :

Iαa (CDαf(t)) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)(t− a)k
k! . (2.37)

sont vrais presque pour tout t ∈ [a, b].

Preuve. text
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1 : Par (2.29)et l’utilisation de la propriété de semi-groupe (2.7), on trouve

(
CDαIαa f

)
(t) :=

(
In−αa DnIαa f

)
(t) = I0

af.

2 : (
Iαa (CDαf)

)
(t) :=

(
Iαa I

n−α
a Dα

)
f(t),

d’aprés la propriété (2.7), on a

(
Iαa I

n−α
a Dαf

)
(t) = Iαa I

n
a I
−α
a Dnf(t) (2.38)

(2.39)

= InaD
nf(t), (2.40)

et comme,

(InaDnf) (t) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k, (2.41)

on trouve

Iαa (CDαf(t)) = f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)
k! (t− a)k (2.42)

Donc l’opérateur de dérivation de Caputo est un inverse à gauche de l’opérateur

d’intégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse à droite.

Théorème 2.3.2 text

Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Caputo existent,

pour λ et µ ∈ R, alors : CDα(λf + µg) existe, et on a :

CDα(λf(t) + µg(t)) = λCDαf(t) + µCDαg(t). (2.43)

2.4 Relation entre la dérivée au sens de Rimann-

Liouville et celle de Caputo

Théorème 2.4.1 [4, 11, 10]text

Soit a > 0 avec n − 1 < α < n, (n ∈ N∗), supposons que f est une fonction telle
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que CDα
a f(t) et RDα

a f(t) existent, alors,

CDα
a f(t) =R Dα

a (f(t)−
n−1∑
k=0

(t− a)k−α
Γ(k − α + 1)f

(k)(a)). (2.44)

Preuve. text

le dévloppement de Taylor en a de la fonction f est

f(t) = f(a) + tf
′(a) + t2

2!f
”(a) + · · ·+ tn−1

(n− 1)!f
(n−1)(a) +Rn−1,

=
n−1∑
k=0

(t− a)k
Γ(k + 1)f

(k)(a) +Rn−1.

où

Rn−1 =
∫ t

a

f (n)(τ)(t− τ)n−1

(n− 1)! dτ,

= 1
Γ(n)

∫ t

0
f (n)(τ)(t− τ)n−1dτ,

= Inf (n)(t). (2.45)

Par l’utilisation de la Propriété de la linéarité de l’operateur d’intégration fraction-

naire de Riemann-Liouville (2.9), on a :

RDα
a f(t) =R Dα

a (
n−1∑
k=0

(t− a)k
Γ(k + 1)f

(k)(a) +Rn−1),

=
n−1∑
k=0

RDα
a (t− a)k

Γ(k + 1) f (k)(a) +R Dα
aRn−1.

D’aprés (2.45), on trouve

RDα
a f(t) =

n−1∑
k=0

Γ(k + 1)
Γ(k − α + 1)

(t− a)k−α
Γ(k + 1) f

(k)(a) +R Dα
a I

n
a f

(n)(t),

en utilisant (2.12) et (2.7), on aura

RDα
a f(t) =

n−1∑
k=0

(t− a)k−α
Γ(k − α + 1)f

(k)(a) + In−αf (n)(t),
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et par la définition (2.27)

RDα
a f(t) =

n−1∑
k=0

(t− a)k−α
Γ(k − α + 1)f

(k)(a) +C Dα
a f(t).

C’est à dire
CDα

a f(t) =R Dα
a f(t)−

n−1∑
k=0

(t− a)k−α
Γ(k − α + 1)f

(k)(a). (2.46)

Remarque 2.4.1 text

1) Dans la relation (2.46), si f (k)(a) = 0 pour k = 0, 1, 2, . . . . . . , n− 1, on déduit

que :
CDα

a f(t) =R Dα
a f(t).

2) La relation (2.44) peut aussi s’écrire sous la forme

CDα
a f =R Dα

a [f −
n−1∑
k=0

(t− a)k
k! f (k)(a)]. (2.47)

Ce qui signifie que la dérivation fractionnaire au sens de Caputo n’est autre

que la dérivation fractionnaire au sens de Rimann-Liouville du reste dans le

développement de Taylor de f .

2.5 Equations différentielles fractionnaires de type

Caputo dans l’espace des fonctions continues

Nous présentons dans cette section quelques résultats d’existence et d’unicité

de la solution pour des équations différentielles de type Caputo.

Ces résultats ainsi que d’autre variantes dans des espaces fonctionnels différents

(espace des fonctions intégrables, d’espaces avec poids ), peuvent être trouvées dans

[11, 10].

Nous adaptons dans ce paragraphe et dans tout ce qui suit les notations Iα, CDα et
RDα au lieu de Iα0 , CDα

0 et RDα
0 respectivement. Le modèle d’équation différentielle
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d’ordre fractionnaire α > 0 où α /∈ N sur un intervalle fini [0, T ] ⊂ R est de la

forme : 
CDαy(t) = f(t, y(t)) t ∈ [0, T ],

yk(0) = y
(k)
0 . k = 0, 1, . . . , n− 1.

(2.48)

Où n = [α] + 1.

2.5.1 Existence et unicité de la solution locale

Le lemme suivant fournit l’équivalence entre le problème (2.48) et l’équation

intégrale de Volterra correspendante.

Lemme 2.5.1 [11, 4] text

Soit α > 0 et f : [0, T ]× R→ R une fonction continue.

Une fonction y ∈ C([0, T ]) est une solution de problème à valeurs initiales (2.48)

si et seulement si y est une solution de l’équation intégrale de Volterra de seconde

éspèce

y(t) =
n−1∑
j=0

tj

j!y
j
0 + 1

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds. (2.49)

Preuve. text

Premièrement, on suppose que y est une solution de (2.49). Alors, on peut écrire

cette équation sous la forme réduite :

y(t) =
n−1∑
j=0

tj

j!y
j
0 + Iαf(., y(.))(t).

tel que

Iαf(., y(.))(t) = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds.

Pour n− 1 < α ≤ n, on a

y(t)−
n−1∑
j=0

tj

j!y
j
0 = Iαf(., y(.))(t).
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En appliquant l’opérateur de différentiation RDα définit par (2.10) sur les deux cotés

de cette relation on aura :

RDα(y(t)−
n−1∑
j=0

tj

j!y
j
0) =R DαIαf(., y(.))(t).

Et d’aprés (2.23), on obtient immédiatement

CDαy(t) = f(t, y(t))

Maintenant, on montre que l’équation intégrale (2.49) vérifie les conditions initiales.

En appliquant l’opérateur Dk, pour 0 ≤ k ≤ n− 1 fixé sur les deux côté de (2.49),

on trouve

Dky(t) =
n−1∑
j=0

tj

j!y
j
0 +DkIαf(., y(.))(t).

D’aprés la propriété de semi-groupe (2.7), on trouve

Dky(t) =
n−1∑
j=0

tj

j!y
j
0 +DkIkIα−kf(., y(.))(t).

Comme Dk(tj) = 0 pour j < k, et pour j ≥ k, Dk(tj) = j!
(j − k)!t

j−k alors, si t = 0

on a

Dky(0) =
n−1∑
j=k

Dk 1
(j − k)!t

j−kyj0|t=0 + Iα−kf(., y(.))(t)|t=0.

Comme α− k ≥ 1, donc, d’après (2.1.2), Iα−kf(., y(.))(t) existe pour tout t ∈ [0, T ]

et par suite Iα−kf(., y(.))(t)|t=0 = 0, d’où

Dky(0) = yk0 .

On suppose maintenant que y(t) est une solution de (2.48), Donc d’après (2.44) on

a

f(t, y(t)) =C Dαy(t) =R Dα(y(t)−
n−1∑
k=0

Dk t
k

k!y
k
0).
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En utilisant (2.12), on trouve

f(t, y(t)) =R DnIn−α(y(t)−
n−1∑
k=0

Dk t
k

k!y
k
0). (2.50)

En appliquant l’opérateur d’intégration d’ordre n sur les deux côté de (2.50), on

trouve

Inf(t, y(t)) = In−α(y(t)−
n−1∑
k=0

Dk t
k

k!y
k
0) + q(t)

où q est un polynôme de dégré inférieur ou égale à n − 1. Comme f est continue,

donc, Inf a un zéro d’ordre (au moins) n à l’origine. En outre la différence

y(t)−∑n−1
k=0 D

k t
k

k!y
k
0 a la même propriété par construction.

Donc la fonction In−α(y(t)−∑n−1
k=0 D

k t
k

k!y
k
0) doit avoir un zéro d’ordre n aussi. Par

suite le polynôme q a la même propriété mais comme il est de degré qui ne dépasse

pas n− 1, il en résulte que q = 0. Par conséquent

Inf(t, y(t)) = In−α(y(t)−
n−1∑
k=0

Dk t
k

k!y
k
0). (2.51)

En appliquant l’opérateur de dérivation de Rimann-Liouville RDn−α sur les deux

côté de (2.51) on arrive à

Iαf(t, y(t)) = y(t)−
n−1∑
k=0

Dk t
k

k!y
k
0

Vûe la relation (2.1), on retrouve l’équation intégrale de Volterra (2.49).

Pour arriver au résultat d’existence et d’unicité, on pose l’hypothèse suivante :

On suppose que l’hypothèse suivante est satisfaite :

[H1] : Soit f : G→ R est une fonction continue tel que G est définit par :

G := {(t, y) : t ∈ [0, T ], |y −
n−1∑
k=0

xkyk0/k!| ≤ K}. (2.52)

Où K > 0 . de plus f est bornée i.e.

M := sup
(t,y)∈G

|f(t, y)|
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Soit U un sous-ensemble de l’espace de Banach C([0, h]), définit par :

U := {y ∈ C([0, h]) : ‖y −R(t)‖∞ ≤ K}. (2.53)

Où

h := min{T, (KΓ(α + 1))/M) 1
α}. (2.54)

Il est claire que U est fermé et convexe muni de la norme de sup (1.8). Et comme

R(t) ∈ U alors U est non vide et par suite U est un espace de Banach.

On définit sur U l’opérateur A suivant :

(Ay)(t) := R(t) + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds (2.55)

où

R(t) :=
n−1∑
k=0

tk

k!y
(k)
0 .

Proposition 2.5.1 ([4])text

L’opérateur A définie par (2.55) applique l’ensemble U définit par (2.53) dans lui

même.

Preuve. text

Notons d’abord que, pour 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ h,

|(Ay)(t1)− (Ay)(t2)| = 1
Γ(α) |

∫ t1

0
(t1 − s)α−1f(s, y(s))ds−

∫ t2

0
(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds|,

= 1
Γ(α) |

∫ t1

0
((t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1)f(s, y(s))ds

+
∫ t2

t1
(t2 − s)α−1f(s, y(s))ds|,

donc

|(Ay)(t1)− (Ay)(t2)| ≤ M

Γ(α)

∫ t1

0
|((t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1)|ds+

∫ t2

t1
(t2 − s)α−1ds.

(2.56)

Il est claire que le deuxième terme de droite dans (2.56) vaut 1
α

(t1 − t2)α.

Pour le premier terme de (2.56), on distingue les deux cas suivants .
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1ercas 0 < α ≤ 1 Si α = 1 l’intégrale est nul.

Et si α < 1, alors (t1 − s)α−1 ≤ (t2 − s)α−1, et par suite

∫ t1

0
|((t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1)|ds =

∫ t1

0
((t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1)ds

= 1
α

(tα1 − tα2 + (t2 − t1)α)

≤ 1
α

(t2 − t1)α.

2èmecas α > 1 On a (t1 − s)α−1 ≤ (t2 − s)α−1, donc

∫ t1

0
|((t1 − s)α−1 − (t2 − s)α−1)|ds =

∫ t1

0
((t2 − s)α−1 − (t1 − s)α−1)ds

= 1
α

(−tα1 + tα2 − (t2 − t1)α)

≤ 1
α

(t2 − t1)α.

En conclusion, on a

|(Ay)(t1)− (Ay)(t2)| ≤


2M

Γ(α + 1)((t2 − t1)α si α ≤ 1

M

Γ(α + 1)((t2 − t1)α + tα2 − tα1 ) si α > 1
(P)

Le membre de droite dans (P) converge vers 0 quand t2 → t1, ce qui prouve que

Ay est une fonction continue.

De plus, pour y ∈ U et t ∈ [0, h], on trouve

|(Ay)(t)−R(t)| = 1
Γ(α) |

∫ t

0
((t− s)α−1f(s, y(s))ds|

≤ 1
Γ(α + 1)Mtα,

≤ M

Γ(α + 1)h
α ≤ M

Γ(α + 1)
KΓ(α + 1)

M
= K.

Ce qui montre que Ay ∈ U si y ∈ U , c’est-à-dire que A applique U dans U .

Théorème 2.5.1 ([11, 4])text

Sous l’hypothèse [H1], le probléme de Couchy (2.48) admet une solution y ∈ C([0, h])

avec h donné par (2.54).

31



Preuve. text

D’après le Lemme 2.5.1, il suffit de montrer que l’équation intégrale de volterra

(2.49) possède une solution y(t) ∈ C([0, h]). Ceci en utilisant le Théorème 1.3.3 (de

point fixe de Schaude).

D’après la Proposition 2.5.1, il suffit de montrer que A(U) est un ensemble relati-

vement compact, et pour cela on va utiliser le Théorème 1.3.1 (d’Arzéla-Ascoli) .

Premièrement, soient z ∈ A(U) et t ∈ [0, h], on a :

|z(t)| = |(Ay)(t)| ≤ ||R(t)||∞ + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1|f(s, y(s)|ds,

≤ ||R(t)||∞ + 1
Γ(α + 1)Mhα ≤ ||R(t)||∞ +K.

Ce qui montre que A(U) est uniformement borné.

De plus pour 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ h on a :

Si 0 < α ≤ 1, ( Voir (P) ), on a

|(Ay)(t1)− (Ay)(t2)| ≤ 2M
Γ(α + 1)(t2 − t1)α. (2.57)

Donc, si |t2 − t1| < δ on aura :

|(Ay)(t1)− (Ay)(t2)| ≤ 2M
Γ(α + 1)δ

α. (2.58)

Notons que le terme de droite de (2.58) est indépendant de y, t1 et t2, ce qui montre

que A(U) est équicontinue.

De même pour α > 1 on a :

|(Ay)(t1)− (Ay)(t2)| ≤ M

Γ(α + 1)[(t2 − t1)α + tα2 − tα1 ]

= M

Γ(α + 1)[(t2 − t1)α + α(t2 − t1)ξα−1]

≤ M

Γ(α + 1)[(t2 − t1)α + α(t2 − t1)hα−1]
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pour quelque ξ ∈ [t1, t2] ⊆ [0, h]. Donc, si encore |t2 − t1| < δ on aura :

|(Ay)(t1)− (Ay)(t2)| ≤ M

Γ(α + 1)(δα + αδhα−1). (2.59)

Le terme de droite de (2.59) est encore indépendant de y, t1 et t2, ce qui implique que

l’ensemble A(U) est équicontinue. Alors, A(U) est relativement compact d’après le

Théorème 1.3.1 d’Arzéla-Ascoli. le Théorème 1.3.3 de point fixe de Schauder assure,

donc, que A possède un point fixe qui est la solution de (2.48).

Le théorème suivant fournit l’unicité de la solution du problème (2.48) sous (en

plus de l’hypothèse [H1] ) la condition de lipschitz du terme non linéaire f .

Théorème 2.5.2 ([4])text

On suppose que f satisfait l’hypothèse [H1] et vérifie de plus la condition de Lipschitz

par rapport à la second variable, i.e.

|f(t, y1)− f(t, y2)| ≤ L|y1 − y2|.

Où L est une constante indépendante de t, y1 et y2. Alors, il exsiste une fonction

unique y ∈ C([0, h]) solution du problème de Cauchy (2.48).

Preuve. Pour montrer l’unicité de la solution du problème de Cauchy (2.48), on va

utiliser encore l’opérateur A, tout en rappelant qui’il applique l’ensemble non vide,

convexe et fermé U := {y ∈ C([0, h]) : ‖y− T‖∞ ≤ K} dans lui même. Nous allons

maintenant montrer que A possède un point fixe unique en utilisant le Théorème

1.3.4 (de Weissinger). Pour cela on va d’abord prouver par récurrence que pour tout

j ∈ N et tout t ∈ [0, h], on a

‖ Ajy − Aj ỹ ‖L∞([0,t])≤
(Ltα)j

Γ(1 + αj) ‖ y − ỹ ‖L∞([0,t]) (2.60)

On a :

Pour j = 0, (2.60) est evidemment vérifié.

On suppose que (2.60) est vérifié pour j − 1 et on montre la relation pour j :
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‖ Ajy − Aj ỹ ‖L∞([0,t]) ≤‖ A(Aj−1y)− A(Aj−1ỹ) ‖L∞([0,t])

= 1
Γ(α) sup

0≤x≤t
|
∫ x

0
(x− s)α−1[f(s, Aj−1y(s))

− f(s, Aj−1ỹ(s))]ds | .

Dans l’étape suivante on utilisera la condition de Lipschitz sur f ainsi que l’hypothèse

de récurrence, on trouve :

‖ Ajy − Aj ỹ ‖L∞([0,t]) ≤
L

Γ(α) sup
0≤x≤t

∫ x

0
(x− s)α−1|Aj−1y(s)− Aj−1ỹ(t)|dt

≤ L

Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1 sup

0≤x≤s
|Aj−1y(x)− Aj−1ỹ(x)|dt

≤ Lj

Γ(1 + α(j − 1) sup
0≤x≤t

|y(x)− ỹ(x)| 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1sα(j−1)dt.

D’après la relation (2.5), pour a = 0 et β = α(j − 1), on a

1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1sα(j−1)dt = Γ(α)Γ(1 + α(j − 1)

Γ(1 + αj) tαj.

D’où

‖ Ajy−Aj ỹ ‖L∞([0,t])=
Lj

Γ(α)Γ(1 + α(j − 1) ||y(x)−ỹ(x)||L∞([0,t])
Γ(α)Γ(1 + α(j − 1)

Γ(1 + αj) tαj.

Comme conséquence, on trouve, en prenant la norme de sup définit par (1.8) sur

[0, h] :

‖ Ajy − Aj ỹ ‖∞≤
(Lhα)j

Γ(1 + αj) ||y − ỹ||∞. (2.61)

On a montré que l’opérateur A satisfait les hypothèses du théorème du point fixe de

Weissinge 1.3.4 avec αj = (Lhα)j/Γ(1+αj). Comme la série ∑n
j=0 αj = Eα(Lhα) est

convergente on en en déduit l’unicité de la solution du problème de Cauchy (2.48).
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2.5.2 Existence et unicité de la solution globale dans le cas

0 < α < 1

Dans ce paragraphe on va donner des conditions suffisants pour l’existence et

l’unicité de la solution globale du problème (2.48) dans le cas où 0 < α < 1. Ceci

est en se basant sur le principe de contraction de Banach.

On va donc s’intéressé par le problème suivant :


CDαy(t) = f(t, y(t)) t ∈ [0, T ], 0 < α < 1

y(0) = y0.

(2.62)

Le lemme suivant est une conséquence immédiate du Lemme 2.5.1.

Lemme 2.5.2 ([4]) Soit f : [0, T ] × R → R une fonction continue. Une fonction

continue y est une solution du problème à valeur initiale (2.62) si et seulement si y

est une solution de l’équation intégrale de Volterra de seconde espèse :

y(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds (2.63)

Le théorème suivant établit l’existence et l’unicité d’une solution locale.

Théorème 2.5.3 ([4],[11]) Soit f : [0, T ]×R→ R une fonction continue et satisfait

la condition de lipschitz par rapport à la seconde variable avec une constante de

lipschitz Lf , donc le problème (2.62) admet une solution unique y(t) ∈ C([0, h])

avec

h < min{T,
(

Γ(α + 1)
Lf

)1/α

}. (2.64)

.

Preuve. On considère l’espace de Banach C([0, h]) muni de la norme

‖y1 − y2‖C[0,h] = supt∈[0,h]|y1 − y2|

On réecrit l’équation intégrale (2.63) sous la forme suivante

y(t) = (Ay)(t).
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Où :

(Ay)(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s))ds. (2.65)

Un argument similaire à celui utilisé dans la preuve de Proposition 2.5.1 permet

d’aboutir à la continuité de Ay dans C([0, h]).

Il suffit donc de montrer que A est un opérateur contractant, sous l’hypothèse (2.54).

En effet

|Ay1(t)− Ay2(t)| ≤ 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1|f(s, y1(s))− f(s, y2(s))|ds,

≤ Lf
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1|y1(s)− y2(s)|ds,

≤ Lf
Γ(α) sup

s∈[0,h]
|y1(s)− y2(s)|(

∫ t

0
(t− s)α−1ds),

≤ Lf
Γ(α + 1) ‖ y1 − y2 ‖C([0,h]) t

α.

Comme t ∈ [0, h], on a

|Ay1(t)− Ay2(t)| ≤ Lf
Γ(α + 1) ‖ y1 − y2 ‖∞ hα. (2.66)

Sous l’hypothèse (2.54), on a

Lf
Γ(α + 1)h

α < 1.

Donc, l’opérateur A est contractant et par suite l’équation intégrale (2.63) admet

un point fixe unique dans C([0, h]). Alors le problème (2.62) possède une solution

unique y(t) ∈ C([0, h]).

Dans le théorème suivant, on va prolonger la solution du problème (2.62) de l’in-

térvalle [0, h] ( établit par Théorème 2.5.3) à l’intérvalle [0, T ] tout entier.

Théorème 2.5.4 text

Sous les hypothèses du Théorème 2.5.3, le problème (2.62) admet une solution unique

y(t) ∈ C([0, T ]).

Preuve. text

D’après le Théorème 2.5.3, le problème (2.62) admet une solution unique y(t) ∈
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C([0, h]) où h est donné par (2.54).

On va maintenant prolonger cette solution à [0, T ] de la manière suivante :(Voir

[11],[10])

On divise l’intervalle [0, T ] en [0, h] ∪ [h, 2h] ∪ · · · ∪ [k0h, T ] où k0 ∈ N et

0 ≤ T − k0h ≤ h.

On va prolonger la solution sur [0, (k + 1)h] (k > 1) par récurrence :

On suppose que le problème ( 2.62 ) admet une solution unique dans C([0, kh]) pour

un certain 1 6 k < k0 ( k = 1 est vérifié d’aprés Théorème 2.5.3), qu’on note par

ykh.

On défini maintenant l’opérateur A(k+1)h sur C([kh, (k + 1)h]) muni de la norme

‖.‖C([kh,(k+1)h]) = supkh≤t≤(k+1)h

A(k+1)h : C([kh, (k + 1)h])→ C([kh, (k + 1)h])

où

(A(k+1)hy)(t) = y0 + 1
Γ(α)

∫ kh

0
(t− s)α−1f(s, ykh(s))ds

+
∫ t

kh
(t− s)α−1f(s, y(s))ds ∀t ∈ [kh, (k + 1)h].

Il est claire que la solution du problème (2.62) sur [kh, (k + 1)h] est le point fixe de

l’opérateur Ak+1 (Vue l’unicité de la solution ykh sur [0, h]).

On peut vérifier que pour y ∈ C([kh, (k + 1)h]), Ay est contunie sur [kh, (k + 1)h]

comme composition d’applications continues.

De plus, pour tous y1, y2 ∈ C([kh, (k + 1)h]) et t ∈ [kh, (k + 1)h], on a :

|(A(k+1)hy1)(t)− (A(k+1)hy2)(t)| = 1
Γ(α) |

∫ t

kh
(t− s)α−1(f(s, y1(s))− f(s, y2(s))ds|

≤ Lf
Γ(α)

∫ t

kh
(t− s)α−1ds

= Lf
Γ(α + 1)(t− kh)α

≤ Lf
Γ(α + 1)h

α.
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Vûe la condition (2.54) sur h, l’opérateur A(k+1)h est contractant sur C([kh, (k+1)h])

et il admet donc un point fixe unique y∗(k+1)h ∈ C([kh, (k + 1)h]).

Donc,

y(k+1)h(t) =


ykh(t) t ∈ [0, kh],

y∗(k+1)h(t) t ∈ [kh, (k + 1)h].

est evidemment l’unique solution du problème (2.62) dans C([0, (k + 1)h])
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Chapitre 3

Un résultat d’existence et

d’unicité pour une classe

d’équations différentielles

fractionnaires avec retard

3.1 Position du problème et l’équation intégrale

équivalente

Nous considérons dans ce chapitre le problème différentielle fractionnaire avec

retard suivant :


CDαy(t) = f(t, y(t), y(t−∆(t)) 0 < t ≤ T

y(t) = φ(t) t ∈ [−r, 0]
(Q)

où CDα est l’opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Caputo d’ordre

0 < α < 1 définit par (2.27 ), f : [0, T ] × R2 → R est une fonction non linéaire

continue, φ : [−r, 0]→ R est une fonction continue et ∆ :]0, T ]→ R est une fonction

continue, telle que

inf
0<t≤T

{t−∆(t)} = −r.
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Lemme 3.1.1 Une fonction continue y ∈ C([0, T ]) est une solution du problème

(Q) si et seulement si y est une solution de l’équation intégrale de Volterra suivante :


y(t) = φ0 + 1

Γ(α)
∫ t

0(t− s)α−1f(s, y(s), y(s−∆(s)))ds 0 < t ≤ T ,

y(t) = φ(t) t ∈ [−r, 0].
(3.1)

Preuve. Il est claire qu’il suffit de montrer l’équivalence entre le problème (Q)

et l’équation intégrale (3.1) pour 0 < t ≤ T . On suppose d’abord que y satisfait

l’équation intégrale (3.1). Alors, pour 0 < t ≤ T , on a

y(t)− φ0 = 1
Γ(α)

∫ t

0
(t− s)α−1f(s, y(s), y(s−∆(s)))ds, (3.2)

en appliquant la dérivation fractionnaire de Rimmann-Lioville RDα aux deux membres

de (3.2) on trouve :

RDα(y(s)− φ0)(t) =R DαIα (f (t, y(t), y(t−∆(t)))) .

Notons que y(0) = φ0, les relations (2.44) et (2.23) donnent :

CDαy(t) = f(t, y(t), y(t−∆(t))). (3.3)

Ce qui prouve la suffisence.

On suppose maintenant que y satisfait le problème (Q). Donc d’après (2.44), on a :

f (t, y(t), y(t−∆(t))) =R Dα (y(s)− φ0) (t). (3.4)

Vûe la relation (2.12), l’équation (3.4) peut être écrite sous la forme :

f (t, y(t), y(t−∆(t))) =R D1I1−α (y(s)− φ0) (t). (3.5)
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En appliquant successivement les opérateurs I1 et RD1−α aux deux côté de (3.5) et

en prenant en considération la relation (2.12), on obtient :

RD1I1−(1−α)I1f (t, y(t), y(t−∆(t))) = y(t)− φ0.

Ainsi, la nécessité découle de la propriété (2.7) et la définition (2.1).

3.2 Le résultat de l’existence et l’unicité

Avant de prouver le résultat de l’existence et l’unicité de la solution du problème

(Q), et en s’inspirant de [8, 16], on va formuler un théorème du point fixe pour un

type d’opérateurs agissant sur un espace de fonctions continues.

3.2.1 Point fixe d’une classe d’opérateurs définits sur un

espace de fonctions continues

On va commencer par quelques notations et un lemme préliminaire.

Soient J un intervalle bornné et fermé de R, I1 et I2 deux intervalles disjoints tels

que I1 ∪ I2 = J et X l’espace des fonctions réelles continues sur J muni de la norme

‖u‖X = sup
t∈J
|u(t)|.

Pour φ ∈ C(I2), soit Fφ le sous ensemble de X définit par :

Fφ = {u ∈ X/u(t) = φ(t) : t ∈ I2} (3.6)

Il est facile de voir que Fφ est un sous ensemble fermé de X.

Lemme 3.2.1 text

Soit J un intervalle fermé et borné de R.

Pour tout λ > 0, l’application ‖.‖X,λ défini pour tout u ∈ C(J) par :

‖u‖X,λ = sup
t∈J

e−λt|u(t)|, (3.7)
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est une norme sur C(J) équivalente à la norme ‖.‖X et par suite (X, ‖.‖X,λ) est un

espace de Banach.

Preuve. text

Il est facile de verifier que ‖.‖X,λ est une norme sur X.

De plus, puisque J est borné et fermé, il admet une valeur minimale et maximale

qu’on note par Jmin et Jmax respectivement. Ainsi

e−λJmax‖u‖X ≤ ‖u‖X,λ = sup
t∈J

e−λt|u(t)| ≤ e−λJmin‖u‖X

Ce qui achève la démonstration.

Théorème 3.2.1 text

Pour Fφ le sous ensemble définit par ( 3.6 ), soient A : F → F un opérateur,

1 > l1 > 0, l2 > 0, deux constantes , δ1, δ2 : I1 → I1 tels que δ1 ≤ δ2, G : I1×I1 → R+

une fonction intégrable par rapport à la deuxième variable ( pour toute première

variable fixé ), K1, K2 : I1 → R et τ : I1 → J des fonctions.

On suppose que :

(C1) Pour tout u, v ∈ F et tout t ∈ I1 :

|Au(t)− Av(t)| ≤ l1|u(t)− v(t)|

+ l2

∫ δ2(t)

δ1(t)
G(t, s) (K1(s)|u(s)− v(s)|+K2(s)|u(τ(s))− v(τ(s))|) ds.

(C2) ∀t ∈ I1 : τ(t) ≤ t

(C3) Il existe deux exposant conjugués p, q > 1 ( 1
p

+ 1
q

= 1 ) tels que

K1, K2 ∈ Lq(I1) et pour tout t ∈ I1 et λ fixé,

G(t, ·)e−λ(t−·) ∈ Lp(I1)

avec

‖ G(t, ·)e−λ(t−·) ‖Lp(I1)≤ Cλ(p).
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Alors, A admet un point fixe unique dans F , à condition que

Cλ(p)→ 0 quand λ→∞. (3.8)

Preuve. text

Sous les hypothèse (C1)− (C3) et la condition ( 3.8 ), on va montrer que l’opérateur

A est contractant par rapport à la norme définie par (3.7) pour une certaine valeur

du paramètre auxiliaire λ et qui sera spécifié plus tard.

Notons d’abord que pour tout t ∈ I2 et pour tous u, v ∈ F :

|u(t)− v(t)| ≤ |φ(t)− φ(t)| = 0

Donc,

‖u− v‖X,λ = sup
t∈J

e−λt|u(t)− v(t)| = sup
t∈I1

e−λt|u(t)− v(t)|

Maintenant, d’aprés l’hypothèse (C1), on a pour tout t ∈ I1 et pour tous u, v ∈ F :

|Au(t)− Av(t)| ≤ l1|u(t)− v(t)|

+ l2

∫ δ2(t)

δ1(t)
G(t, s) (K1(s)|u(s)− v(s)|+K2(s)|u(τ(s))− v(τ(s))|) ds

≤ l1e
λte−λt|u(t)− v(t)|

+
∫ δ2(t)

δ1(t)
l2G(t, s){K1(s)eλse−λs|u(s)− v(s)|

+K2(s)eλτ(s)e−λτ(s)|u(τ(s))− v(τ(s))|}ds

≤ l1e
λt||u− v||X,λ

+
(∫ δ2(t)

δ1(t)
l2G(t, s){K1(s)eλs +K2(s)eλτ(s)}ds

)
||u− v||X,λ.
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En multipliant les deux côtés de l’inégalité précédente par e−λt et en tenant compte

de (C2), on a :

e−λt|Au(t)− Av(t)| ≤ l1‖u− v‖X,λ

+
(∫ δ2(t)

δ1(t)
l2G(t, s){K1(s)eλ(s−t) +K2(s)eλ(τ(s)−t)}ds

)
‖u− v‖X,λ

≤ l1‖u− v‖X,λ

+
(∫ δ2(t)

δ1(t)
l2G(t, s){K1(s)eλ(s−t) +K2(s)eλ(s−t)}ds

)
‖u− v‖X,λ

+
(∫ δ2(t)

δ1(t)
l2G(t, s)e−λ(t−s) {K1(s) +K2(s)} ds

)
‖u− v‖X,λ.

Notons que [δ1(t), δ2(t)] ⊂ I1 ( pour tout t ∈ I1 ), vûe l’hypothèse (C3), l’inégalité

de Hölder donne

e−λt|Au(t)− Av(t)| ≤ l1‖u− v‖X,λ

+ l2

(∫
I1

(
G(t, s)e−λ(t−s)

)p
ds
)1/P (∫

I1
(K1(s))q ds

)1/q

+ l2

(∫
I1

(
G(t, s)e−λ(t−s)

)p
ds
)1/P (∫

I1
(K2(s))q ds

)1/q
≤ l1‖u− v‖X,λ

+ l2Cλ(p) (‖ K1 ‖Lq + ‖ K2 ‖Lq) ‖u− v‖X,λ.

Ainsi :

||Au− Av||X,λ ≤ (l1 + l2Cλ(p) (‖ K1 ‖Lq + ‖ K2 ‖Lq)) ||u− v||X,λ.

La condition (3.8) permet donc de choisir λ (suffissement grand) tel que

Cλ(p) <
1− l1

l2(‖ K1 ‖Lq + ‖ K2 ‖Lq)

Ce qui rend donc l’opérateur A contractive ( par rapport à la norme ‖ . ‖X,λ ) et

par suite il admet un point fixe unique .
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3.2.2 Application à la résolution du problème (Q)

En se basant sur le Théorème 3.2.1, et en s’inspirant de [7, 14], on va prouver

l’existence et l’unicité de la solution du problème (Q ) sous la condition de Lipschitz

du terme non linéaire f de rapports Lipschitziens non constants.

Pour aboutir à ce résultat, on a besoin des hypothèses suivantes.

(H1) Il existe deux fonctions K1, K2 : [0, T ]→ R+,tels que :

∀(t, u1, v1), (t, u2, v2) ∈ [0, T ]×R2 : |f(t, u1, v1)−f(t, u2, v2)| ≤ K1(t)|u1−u2|+K2(t)|v1−v2|.

(H2) ∀t ∈ [0, T ] ∆(t) ≥ 0.

(H3) Pour q = 1 + 1
α
, K1, K2 ∈ Lq([0, T ]).

Théorème 3.2.2 text

Sous les hypothèses (H1) − (H3), le problème (Q) admet une solution continue

unique.

Preuve. text

D’après le Lemme 3.1.1, u est solution de (Q) si et seulement si u est le point fixe

de l’opérateur A définit sur Fϕ par :

Ay(t) = ϕ0 +
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) f(s, y(s), y(s−∆(s)))ds t ∈ I1. (3.9)

Où I1 =]0, T ], I2 = [−r, 0], J = [−r, T ] et Fφ est le sous ensemble de C(J,R) définit

par (3.6). On va montrer les conditions (C1)− (C3) et (3.8) du Théorème 3.2.1.

En effet, d’aprés l’hypothèse (H1), on a pour tout y, z ∈ F et t ∈ I1 :

|Ay(t)−Az(t)| ≤
∫ t

0

(t− s)α−1

Γ(α) {K1(s)|y(s)−z(s)|+K2(s)|y(s−∆(s))−z(s−∆(s))|}ds

Donc (C1) est verifier avec

δ1(t) = 0, δ2(t) = t, τ(t) = t−∆(t), l1 = 0, l2 = 1
Γ(α) et

G(t, s) =


(t− s)α−1 : 0 < s ≤ t

0 : s > t.

(3.10)
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Notons que (H2) n’est autre que la condition (C2) dans le Théorème 3.2.1.

Vue l’hypothèse ( H3 ), il suffit donc de prouver que

∫ t

0

[
(t− s)α−1e−λ(t−s)

]p
<∞. (3.11)

où p = 1 + α.

En utilisant le changement de variable u = λp(t − s) pour évaluer l’intégrale qui

figure dans (3.10), on obtient

∫ t

0
(t− s)p(α−1)e−pλ(t−s)ds =

∫ 0

λpt

(
u

λp

)p(α−1)

e−u
(
−1
λp

)
du

=
∫ λpt

0

(
1
λp

)p(α−1)+1

up(α−1)e−udu

=
(

1
λp

)p(α−1)+1 ∫ λpt

0
up(α−1)e−udu

≤
(

1
λp

)α2 ∫ +∞

0
uα

2−1e−udu

≤
(

1
λp

)α2

Γ(α2).

Alors,

‖G(t, s)e−λ(t−s)‖Lp(I1) ≤
(

1
λp

)α2/p

Γ1/p(α2).

d’où (
1
λp

)α2/p

Γ1/p(α2) = Cλ(p).

Donc, pour λ fixé G(t, .)e−λ(t−.) ∈ Lp(I1) et il est claire que Cλ → 0 quand λ→ +∞,

et par suite la condition (3.8) est vérifié. Ainsi d’aprés le Théorème (3.2.1) l’opérateur

(3.9) admet un point fixe unique dans Fφ qui est la solution du problème (Q).
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3.3 Exemple

L’exemple suivant illustre le résultat du théorème (3.2.2). On considère l’équation

différentielle fractionnaire avec retard suivante :

CD1/2y(t) = tω2

1 + ω2 (y(t)− y(t− (2t+ 1)) t ∈]0, T ],

y(t) = φ(t) t ∈ [−r, 0].
(3.12)

tel que t ∈ [0, T ] et ω est une constante appartenant à R∗ et fini.

Le problème (3.12) est identifié au problème (Q) avec :

α = 1
2 et f : [0, T ]× R2 → R définit par :

f(t, u, v) = tω2

1 + ω2 (u− v) . (3.13)

et ∆(t) :]0, T ]→ R, tel que : ∆(t) = t+ 2,

−r = inf
0<t≤T

{t−∆(t)}

= inf
0<t≤T

{t− (2t+ 1)}

= inf
0<t≤T

{−t− 1}

= −T − 1.

et φ : [−T−1, 0]→ R est une fonction continue. Pour montrer l’existence et l’unicité

de la solution de (3.12) dans Fφ définie par

Fφ = {y ∈ C([−T − 1, T ],R), y(t) = φ(t), t ∈]0, T ]}. (3.14)
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Il suffit de vérifier les hypothèses du Théorème (3.2.2). On a

|f(t, u1, v1)− f(t, u2, v2)| = | tω2

1 + ω2 (u1 − v1)− tω2

1 + ω2 (u2 − v2) |

≤ | tω2

1 + ω2 ||u1 − u2|+ |
tω2

1 + ω2 ||v2 − v1|

≤ | tω2

1 + ω2 ||u1 − u2|+ |
tω2

1 + ω2 ||v1 − v2|.

Alors, la fonction f satisfait l’hypothèse (H1) du théorème (3.2.2) avec :

K1(t) = K2(t) = tω2

1 + ω2 . De plus, pour t ∈ [0, T ] on a ∆(t) > 0, donc, (H2) est

vérifiée aussi.

Il reste a vérifier que pour q = 3, K1(t), K2(t) ∈ L3([0, T ]).

∫ T

0
| tω2

1 + ω2 |
3dt =

(
ω2

1 + ω2

)3 ∫ T

0
t3dt

=
(

ω2

1 + ω2

)3
T 4

4 <∞

Donc, l’hypothèse (H3) est vérifiée. Alors il existe une solution unique y(t) de pro-

blème (3.12) sur l’ensemble Fφ.
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Résumé 

    Ce travail est consacré au problème d'existence et d'unicité de la 

solution pour les équations différentielles d'ordre fractionnaire de type 

Caputo. Nous exposons d'abord quelques résultats connus pour un 

problème modèle; basés sur différentes variantes de la théorie du point 

fixe et l'approche des approximations successives. Nous prouvons 

ensuite, sous certaines conditions suffisantes,  le résultat d'existence et 

d'unicité de la solution pour une classe d'équations différentielles 

fractionnaires avec retard. 

    Ceci est en utilisant une norme équivalente permettent d'obtenir le 

résultat globale directement sans faire appel aux approximations 

successives. 

Mots clés Intégrale fractionnaire, dérivation fractionnaire de type Caputo, 

existence et unicité des solutions, théorèmes du point fixe. 

 

Abstract 

 
       This work is devoted to the problem of existence and uniqueness of 

the solution for the fractional differential equations of  Caputo's type. We 

first show some known results for a model problem; Based on different 

variants of the fixed point theory and the successive approximations 

approach . Then we  prove, under certain sufficient conditions, the result 

of existence and uniqueness of the solution for a class of fractional 

differential equations with delay. 

   This by using an equivalent norm which  gives the result directly  

without using the successive approximations approach.   

Key words Fractional integral,  fractional derivative of  Caputo type, 

existence and uniqueness of solutions, fixed point theorems. 

 

 انًهخص
شحب انخفاظهيت راث انًعادلاث نهحم ان وحذاَيتوجود و  يخصص نذساست يسأنتهزا انعًم    

؛ اعخًادا عهى  رجيتط انُخائج انًعشوفت نًسأنت ًَوكسشيت يٍ َوع كابيخو. أولا قًُا بعشض بعان

انًخخانيت. ثى أثبخُا ححج  باثو حقشيب انحم باسخخذاو انخقشي أشكال يخخهفت نُظشيت انُقطت انثابخت

 ششوط كافيت وجود و وحذاَيت انحم نصُف يٍ انًعادلاث انخفاظهيت انكسشيت انخباطؤيت.

 انخقشيباث اسخعًالَظيى يكافئ يسًح بانحصول عهى  حم شايم يباششة دوٌ  باسخخذاورنك      

 انًخخانيت.

بشحبت كسشيت يٍ َوع كابيخو, وجود و وحذاَيت  اشخقاقحكايم بشحبت كسشيت,  كلمات مفتاحية

 انحم, َظشياث انُقطت انثابخت.


