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Résumeé

La stabilité de solutions d'équations différentielles a retard joue
un réle important dans l'analyse qualitative des équations
différentielles a retard. Dans ce mémoire, nous utilisons des
techniques de point fixe pour obtenir des résultats de stabilité de
I'équation différentielle neutre non linéaire et de I'équation
intégro-différentielle avec retard fonctionnel et nous donnons
quelques nouvelles conditions assurant que la solution nulle est
asymptotiquement stable au moyen de la théorie du p oint fixe.
Des exemples sont aussi. Donnés pour illustrer.



Abstract

Stability of solutions in delay differential equations play an
important role in the qualitative analysis of delay differential
equations. In this memory we use fixed point techniques to
obtain stability results of the nonlinear neutral differential
equation and integro differential equation with functional delay
and here we give some new conditions ensuring that the zero
solution is asymptotically stable by means of the fixed-point
theory. Examples are also given to illustrate.
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Notations générales

I

|

C (a,b],R")
(S, d)

Un ensemble non vide.

Une distance sur S.

Ensemble des entiers naturels.

Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
La norme.

Orthogonal valeur absolue d’un nombre réel.

Ensemble des fonctions continues de [a, b] dans R™.

un espace métrique complet.




Introduction

Dans la nature, plusieurs phénoménes sont gouvernés par une classe d’équations diffé-
rentielles a retard (EDR). Ces équations généralement ’évolution des variables dépendant
nous seulement des valeurs actuelles mais dépendant aussi irréductiblement des valeurs
prises dans le passé autrement dit elles tiennent compte de l'effet du passé dans la pré-
diction du futur.

Les équations différentielles a retard constituent un champs d’étude trés important
pour modéliser des phénomeénes d’hérédité rencontrés en physique, biologie, chimie, éco-
nomie, écologie, etc. Malgré que dans la plupart des modeles, le retard est estimé non
signicatif et ignoré pour simplifie I’étude, il a été prouvé que dans de nombreux cas, le
retard joue un role dominant dans plusieurs domaines et que les modéles avec retard
fournissent des résultats plus précis et réalistes que leurs homologue sans retard.

A notre connaissance Papparition des équations différentielles & retard remonte au
18eme siecle. L’analyse de ces équations & commencer dans les années cinquante, ces an-
nées ont vu une explosion de la théorie qui a été largement développée et les (EDR) fait
partie du vocabulaire des chercheurs travaillant sur la visco élasticité, les problémes méca-
niques, les réacteurs nucléaires, le éux de chaleurs, les réseaux de neurones, la combustion,
I'interaction des espece, les modeles micro-biologiques, épidémiologiques ou physiologique,
ainsi que beaucoup d’autres.

et I'une des premiéres approches est présenté par "Krasovskii" (1977), qui généralise
la deuxiéme méthode de "Lyaponov". Ensuite de nombreux auteurs, ont développé diffé-
rents problémes, concernant I'analyse de la stabilité des équations diérentielles, avec un
argument retardé. Parmi les équations différentielles & retard, on distingue ceux qui sont
a retard constant. Par exemple : Lorsque, nous passons notre permis de conduire, nous
apprenons que le temps de réaction de notre systéme nerveux, lors de la conduite, est
de 'ordre de quelques secondes, et qu’il faut prendre soin de mettre une distance su-
sante entre deux voitures qui se suivent, les épidémies, les maladies, possédent un temps
d’incubation, la dynamite inventé par "Alfred Nobel" dispose d’un dispositif (la méche)
pour retarder le déclenchement de son explosion, son utilisation, serait di cile sans cet
arti ce. D’aprés cet exemple, on remarque que le retard peut étre utile, il peut méme étre
absolument nécessaire.

Dans le bon vieux temps lorsqu’on parle de stabilité on fait appel systématiquement
a la méthode directe de Liapounov. Cette méthode, ou ses corollaires comme la méthode
de ’énergie, est resté 'outil fondamental et incontournable pour traiter les probléme
d’existence, d’unicité et de la stabilité de solutions périodiques des équations différentielles.
Néanmoins plusieurs investigateurs ont rencontré beaucoup de difficultés qui persistent
dans ’application de cette théorie. En particulier, ’endicape de cette méthode se manifeste
les fonctions utilisées dans les équations ne sont pas bornées en temps, si le délai n’est pas
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borné ou si sa dérivée n’est pas petite. A cela s’a joute aussi la difficulté traditionnelle
celle de la construction de la fonctionnelle de Liapounov et I’aspect ponctuel, favorable
pour les calculs, des conditions imposées aux fonctions des équations différentielles.

Certaines méthodes visant a stabiliser les équations intégro-différentielles a retard de
type neutre non linéaires sont basées sur 1'utilisation de la technique de point fixe. Elles
peuvent conduire a des résultats trés satisfaisants du point de vue pratique. Cette méthode
repose sur trois éléments :

— Une application de point fixe;

— Un espace fonctionnel convenable apte & contenir les solutions souhaitées ;

— Un théoréme de point fixe.

Ce mémoire adresse le probléme de stabilité par la technique de point fixe pour cer-
taines équations fonctionnelles différentielles/intégro-différentielles non linéaires de type
neutre. L’étude de la stabilité faite ici repose sur le théoréme de point fixe de Banach. Ce
travail est décomposé en trois chapitres, dans le premier chapitre nous rappelons quelques
outils de base et nous présentons quelques résultats préliminaires essentiels pour ce travail.
Nous donnons en particulier quelques résultats fondamentaux sur la théorie de la point
fixe prise a la majorité du fameux livres [5]. Un rappel sur les équations différentielles
a retard et les équations différentielles de type neutre pour plus details on renvoi aux
reférences, [10],[11],[12].

Dans une deuxiéme étape on présente deux exemples d’équations différentielles a re-
tard le premier est intégro-différentielles linéaire et I’autre non linéaires de type neutre.
Ces exemples font parties des problémes qui ont résisté a la méthode de Lyapounov. La
premiére équation etant non linéaire a retard non borné 7 (t) > 0 donnée par I'expression

r=—a®)x)+ot)gxt—r@))+ct)x (t—r(t)). (1)

avec une condition initiale
x(t) =1 (t),t €[—ro,0]
ou
Y € C([—ro,0],R), et ro = inf{t —r(t), t >0

et 7: Ry — Ry et bya:[0,00) — R sont des fonctions continues. avec t — r(t) — oo,
lorsque t — oo.

Avant d’entamer le cas général, nous rappelons d’abord que dans [I1] a proposé une
méthode pour établir un théoréme de stabilité pour ’équation

o =—a)x(t)+bt)z(t—1)

d’ou 7 (t) = r > 0 un retard constant. En clair la fonctionnelle de Liapunov correspond
au cette équation est définie par

1 t
V(t,x) = 5352 (t) + (5/ 2% (s) ds
t—r
avec les conditions suivantes
a(t)>6>0 et [b(t)] <od, o<1

en particulier dans le cas les fonctions a, b non bornées alors cette équation est trés com-
pliquée.
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Dans le dernier chapitre nous étudions une équation étant donnée intégro-différentielles
non linéaire. Elle s’identifiet sous la forme

2(t) = — /  alt (o)) 2)

avec une condition initiale
z(t) =1 (t), t € [—ro,0] avec ro = inf{t —r(t), t > 0}.

avec t —7(t) — 00, lorsque t — oo et a : Ry X [—rg,00) — Ret g : C([—7r9,0), R) —
R sont des fonctions continues et g : Ry x C([—rp,o0), R) — R. Des cas particuliers
d’équation ont été étudiés par de nombreux auteurs. Le équation posséde une
longue histoire. Motivé par une application biologique en esprit, Volterra a considéré en
1928 la forme particuliere suivante

2 (t) = /t a(t — s)x(s)ds. (3)

avec un retard constant r > 0. Volterra a proposé une méthode pour construire une
fonctionnelle de Liapunov pour cette équation et son on ceuvre a servi pour plate forme
pour tout les investigateurs venu apres lui. En 1963, motivé par les remarques de Volterra,
Levin a construit une fonctionnelle de Liapunov pour l’analogue non linéaire de . Il
révisa ensuite ce travail conjoitement avec Nohel inclua 1’équation

7= [ at.5)g s ds (4)

D’autres travaux (voir [1]-[22]) qui concernent cette équations ont vu le jour par la suite.
En particulier, Burton a proposé une étude de la stabilité par la méthode de point fixe
pour () lorsque le retard est r(t) = r est constant. Récemment, Becker et Burton [14]
ont étudi¢ () avec un retard fonctionnel mais contraint a 'hypotheése que t — r(t) soit
une fonction strictement croissante.

Dans ce mémoire, on revient sur 1’équation pour parler de nouvelles conditions sur
a, r, et g sans contraintes sur t—r(t) de sorte que, pour une fonction 1 initialement donnée,
une application de point fixe peut étre défini sur un espace métrique complet prudemment
choisi dans lequel cette application posséde un point fixe offrant une solution bornée et
stable au probléme posé. Ces conditions ont été proposées par Jin et Luo [4]. Jin et Luo
ont déja, dans [4], poussé le contexte de cet exposé a une étape plus avancée qui prend
en charge des équations intégro-différentielles totallement non linéaires et qui améliore
nettement les résultats antérieurs particuliérement ceux de Becker et Burton [14] avec
moins de réstrictions et plus de rigueurs. La méthode de point fixe a été utilisé dans un
certain nombre de travaux récents comme [I]-[22].

L’application de cette méthode a aussi montré des avantages significatifs de cette
méthode sur celle de Liapunov lorsque les coefficients sont non bornés et /ou si le retard est
non borné. les conditions de la premiére méthode sont en moyenne par contre celles de la
deuxiéme sont toujours ponctuelles. L’idée fondamentale exposé ici permettant d’obtenir
la stabilité asymptotique repose sur la donnée d’une fonction v continue soumise & une
hypothése & caractére asymptotique.
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Ce chapitre est présenter et rappeler un certain nombre d’outils d’analyse, comme la
théorie de point fixe et les équations différentielles a retard fonctionnel ainsi que I’essentiel
des éléments qui seront utilisés dans la suite de notre travail. Nous en profiterons également
pour introduire les principales notations.

I.1 Distances et normes

Les définitions peuvent étre données pour des fonctions a valeurs complexes. Mais,dans
notre contexte, on parlera seulement des fonctions & valeurs réelles.

Définition I.1.1 [I8] Soit S un ensemble non vide.On dit que d est une distance sur S
si et seulement st d une application de S x S dans R, telle que :
(d1) ¥Y(z,y) € S* d(z,y) > 0,d(z,2) =0,d(z,y) =0 =z =y.
(d2) ¥(z,y) € S?*d (x,y) = d (y,z) (symétrie).
(d3) ¥(z,y,z) € S*d(x,y) < d(x,2) +d(z,y) (inégalité triangulaire).
Dans ce cas,on dit que (S,d) est un espace métrique.

Définition 1.1.2 [I8] Soit (S,d) un espace métrique et (x,) une suite d’élément de S.
On dit que (x,) est une suite de cauchy si et seulement si :

Ve > 0,3no € N,¥(p, q) € NZ, (p > ng) et (g >ng) = d(xy,x,) <e.

On dit que S est complet si et seulement si toute suite de cauchy de S converge.
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Définition 1.1.3 [I8/ Un ensemble L dans un espace métrique (S,d) est compact si et
seulement si chaque suite {x,} C L a une sous suite convergente vers une limite appar-
tenant a L.

On dit que L est relativement compact si et seulement si chaque suite {x,} C L a une
suite convergente vers une limite appartenant & S (i.e. la fermeture de L est compacte).

Définition 1.1.4 [I8] Soit {f.} une suite de fonction défnie sur |a,b] et prend ses valeurs
dans R :

1. {f.}est uniformément bornée sur [a,b] s’il existe une constante M > 0 telle que :
|fn ()] < M pour tout n et tout t € |a,b].

2. {fn}est équicontinue si pour tout € > 0, il existe 6 > 0 telle que : t1,ts € [a,b] et
| &1 —ta < & implique |f,,(t1) — fr(t2)] <€, Vn € N.

Le premier résultat donne la méthode principale pour prouver la compacit déans les
espaces dont lesquels nous intéressons. A savoir les espaces fonctionnels infinis de dimen-
sion.

Théoréme 1.1.1 (Ascoli-Arzela) [18] Soit { f,.(t)}une suite de fonction & valeurs réelles
dans [a,b]. Si {fn(t)} est uniformément bornée et équicontinue, alors, il existe une sous
suite qui converge uniformément sur [a,b] vers une fonction continue.

Lorsque on travaille sur des intervalles non compacts le théoréme d’AscoliArzela peut
étre étendu comme suit.

Théoréme 1.1.2 [19] Soit R = [0,00) et soit g : Ry — R, une fonction continue telle
que q(t) — 0 lorsque t — co. Si{¢,(t)} une suite équicontinue de fonction de Ry dans R™
avec {¢,(t)} < q(t) pourt € R, alors ilexiste une sous suite qui converge uniformément
sur Ry vers une fonction ¢(t) avec |¢,,(t)| < q(t) pourt € R,.

Définition 1.1.5 [19] Un espace vectoriel (S,+,.) est dit un espace normé s’il existe
uneapplication ||.||de S dans Ry telle que pour tout z,y € S et « € R

(1) ||z|]| = 0 si et seulement si x =0

(ii) ||ax| = |af ||z||, pour tout & € R

(i) ||z +yll < llz] + [y

Remarque I.1.1 Un espace normé est un espace vectoriel dont la norme définie une
distance en posant d(x,y) = ||z — y||. Mais un espace vectoriel avec une métrique n’est
pas toujours un espace norme.

Définition 1.1.6 [18] Un espace de Banach est un espace normé complet pour la distance
associée 4 sa norme.

Les exemples d’espaces suivants sont trés utilisés dans ce mémoire.

Théoréme 1.1.3 [I8/ Un sous espace fermé d’un espace de Banach est lui-méme de Ba-
nach.

Exemple 1.1.1 [1§] L’espace C = C(la,b],R™) constitué de fonctions continues f :
[a,b] — R™ est un espace vectoriel. Le nombre ||f|| = mazx|f(t)|, ou |.| est la norme
dans R™, défini une norme rendant (C,||.||) un espace de Banach.
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Chapitre 1 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Exemple 1.1.2 [1§/
(a) L’espace R"sur le corps R est un espace vectoriel et il y a plusieures normes
appropriées pour cela. Par exemple, si :

1
n n 2
T = (21, e, xy) € R, alors ||z|| = max |zi|, ||z|| = E lz;| et x| = (E w?) :
<i<n

i=1 =1

sont des normes sur R™.La norme en racine s’appelle la norme . Euclidiennede
R™. Notons que la racine carrée est nécessaire pour que ||az| = |af ||z -

(b) Avec l'une de ces normes (R™, ||.||) est un espace de Banach.Il est omplet parce
que ’espace des nombres réels est complet.

(c) Un sous ensemble Q0 de (R™,||.||) est compact si et seulement si 2 est borné et
fermé.

Exemple 1.1.3 Soit ¢ : [a,b] — R™ une fonction continue et soit S l’ensemble de fonc-
tions continues et bornées f : [a,00) — R™ avec f(t) = 1(t) pour a < t < b. Pour

f,9 €S, on définitf d(f,g) = sup |f(t) — g(t)] = ||f — gllo- Alors (S,d) est un espace
a<t<oo

métrique complet.
Exemple 1.1.4 (M, ||.||) est un espace de Banach .

Exemple 1.1.5 (Q,|.|n) est un espace de Banach .

1.2 Théorémes de point fixe

1.2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Banach établit un théoréme qui s’applique aux fonctions contractantes définies sur des
espaces métriques complets.Il affirme qu’une contraction sur espace de Banach a un point
fixe unique. Ce théoréme (appelé aussi principe de 'application contractante) forme un
outil fascinant qui facilite I’étude de la stabilité pour les équations différentielles & retard.

Définition 1.2.1 [j] Soit f une application sur un ensemble S. On appelle point fize de f
tout point = satifaisant f(x) = x. S’il existe un tel x, on dit que f posséde un point fize,
ce qui est équivalent o dire que l’équation f(x) —x = 0 posséde une solution nulle.

Définition 1.2.2 [78] Soit (S,d) un espace métrique complet et P : S — S une applica-
tion, on dit que P est une contraction s’il existe un « € (0, 1) tell que x;y € S implique

d(Pz, Py) < ad(z,y), a€(0,1)

Théoréme 1.2.1 (Principe de application contractante) [18] Soit (S,d)un espace de
Banach, et soit P : S — S une contraction. Alors, il existe un et seulement un x € S, tel
que f(x) = x. De plus x = lim x,, o z,41 = f(x,)et ot x1 est choisie arbitrairement

dans S.




Chapitrell3. EQUATIONS DIFFERENTIELLES A RETARD ET DE TYPE NEUTRE

Théoréme 1.2.2 Soit (S,d)un espace métrique complet, supposons qu’il existe une ap-
plication P : S — S, telle que P™est une contraction pour certain entier positif m . Alors
P admet un point fixe dans S.

Preuve. Puisque P™ est une contraction, il existe un et un seul point x vérifie P™(z) = x,
ceci implique que PP™(x) = Px et P™(x) = P™Px, donc P"P(x) = Px. D’ou, Pz est
aussi un point fixe de P™ et d’aprés l'unicité de x, Px = x. Ainsi, x est un point fixe de
P. De plus x est unique en effet, si Py = y,alors P™y = y et x = y. ce qui achéve la
démonstration m

Théoréme 1.2.3 [18] Soit (S,d) un espace métrique compact non vide et supposons que
P:S— S, avec P:S — S, avec d(Px, Py) < d(z,y), pour x # y, alors P admet un
point fize.

Définition 1.2.3 [18] Soit S un espace topologique si toute application continue P : S —
S, admet un point fixe, alors on dit que S a la propriété de point fixe.

Théoréme 1.2.4 (Principe de application contractante) [5] Soit (S,d) un espace mé-
trique complet non vide et soit f : S — S une contraction i.e., il existe une constante
0 <k <1 telle que d(fx, fy) < kd(x,y), pour tout x,y € S. Alors f admet un et seul
point fixre x* € S(fx* = a*).

En regle générale, il est évid ent que, pour résoudre un probléme de point fixe on doit
identifier trois éléments fondamentau x, & savoir

* Un ensemble convenable S apte pour contenir les solutions du probléme

* Une application P : S — S ayant la particularité qu’un point fixe est solution du
probléme

* Un théoréme de point fixe qui assure 'existence d’un tel point fixe de P sur S.

1.3 Equations différentielles a retard et de type neutre

Une équation différentielle & retard est une équation différentielle dont la dérivée par
rapport au temps présent de la solution dépend d’une donnée (de cette solution) sur un
temps postérieurs. Une équation différentielle a retard est un model spécifique d’équa-
tions différentielles fonctionnelles dans lesquelles la partie fonctionnelle de ’équation est
I'évaluation d’une fonctionnelle sur une étape antérieure (le passé) au processus ([6], [10],
[11],[12]), Ce type d’équations a connu ces derniéres décennies un grand intérrét. Les
investigateurs de toute les disciplines, physique, biologie, économie, logistiques, informa-
tique et autres, trouvent leurs models bien exprimés par des équations & retard qu’avec

des EDOS.

1.3.1 Equations différentielles a retard

Etant donné un nombre r > 0, R = (—o0,00), R" est l'espace vectoriel de dimen-
sion n muni de la norme euclidienne |.|, C([a, b], R™) est 'espace de Banach des fonctions
continues définies sur [a,b] & valeurs dans R” muni de la topologie de la convergence. Si
[a,b] = [—r,0] on pose C' = C([—r,0], R") et on désigne la norme d’un élément ¢ € C par
lell = sup [e(t)]. Si,

—r<t<0

th€ER,A>0 et z € C([to—T,t0+A],Rn),

9



Chapitre 1 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

alors pour ¢ € [tg, o + A|, on définit z; € C' par z4(s) = (s +t) pour tout s € [—r, 0]

Définition 1.3.1 [6] Si D est un sous ensemble de R € C, et f : D € R une fonction
donnée, la relation

a'(t) = f(t, z), (I.1)
ol

.Ylt(S) = x(t + 8)7 s € [—T, 0]7

est une équation différentielle fonctionnelle a retard sur D notée parfois EDR(f). Le
nombre r est appelé le retard.En clair, le cas v = 0 correspond au cas des équations
différentielles ordinaires. Il est évident qu’une condition initiale appropriée au tempst = t
exige la détermination de la fonction x sur tout lintervalle [ty — r, to|

$(t) = @D(t),t S [to -, to]
Ou v : [tg — 1, to] € R™ est une fonction donnée supposée continue appelée la condition
initiale de I’équation a retard [[.1]. Ainsi, 'équation [[.I] peut se mettre sous la forme :

a'(t) = f(t, @), t >t

x(t) = ¢(t),t € [to — 7, to],
avec 1 une fonction donnée continue sur tout l'intervalle [ty — r,¢y]. L’équation [L.1| est
dite linéaire si f(t,) = L(t),, ou L(t) est linéaire en chaque ¢ : L’équation [I.1| est dite
non homogene si f(t,p) = L(t), + h(t), ou h(t) # 0. L’équation 1] est dite autonome si
f(t,©) = g(p), g indépendante de t. A titre d’exemple, les équations suivantes sont des
équations différentielles a retard

2'(t) = 2x(t) + 5z(t — 1) (1.2)
Z'(t) = a(t)x(t) + b(t)x' (t — r(t)) + h(t) (L.3)

x(t) = / x(t+ s)ds (L.4)

-r
a(t),b(t),r(t) sont des fonctions continues. L’équation représente une équation dif-
férentielle linéaire autonome & retard constant r = 1, ’équation est une équation
différentielle linéaire a retard fonctionnelle non homogene non autonome et 1'équation].4]
représente une équation intégro-différentielle linéaire a retard.

Définition 1.3.2 étant donnés ¢ € C et ty € R, une solution de I’Equation est
une fonction notée x(t)t elle que x(t) = ¥(t) si t € [to — 1, to|et satisfaisant [[.1] si t €
[to, to + AJA > 0. Une telle fonction x(t)est dite solution de[[.1] a travers (to,)et st notée
souwvent par x(t) = x(t,to, ).

Lemme 1.3.1 Etant données une fonction € C,ty € R et f(t,1) une fonction continue.
La recherche d’une solution de l’équation a travers (to, 1) est équivalente a la résolution
de l’équation intégrale

Ty = 1/1
z(t) = ¥(0) + /tf(u,:cu)du ,t >t

Généralement, on utilise la méthode des étapes pour résoudre les équations différentielles
a retard, et pour bien comprende cette méthode on va donner quelques exemples illustratifs
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Exemple 1.3.1 Considérons une EDR donnée par
' (t) =2x(t —1),t > 1, (L5)

avec la condition initiale, (t) =t si 0 <t < 1. On résout ’équatz’on pour 1 <t <
5.Comme dans lexemple [I.9 on peut obtenir les résultats suivants

Lt(t-1%1<t<2, B(1) =1
) HG )3+2(—1),2§t§3, W(2) =2
2(t) = %(t—3)4+2(t 2)2+8,3<t<4, ¥(3) = 4
2(t— 4P+t -3+ 15t —2)~1,4<t <5, Y(4) =11

T

Exemple 1.3.2 S5i une EDO est donnée par ‘fl—t = Kux, alors un exemple d’une EDR
s’écrit sous la forme

dx

i = Kzx(t—r), (1.6)
ici, on prend k= —1 et r = 1. Donc l’équation[I.§ devient,

dx

& at-1

Si on veut résoudre l’équation, par exemple, au temps t = 0 il est claire qu’on aura besoin
de connaitre la valeur de x au temps t = —1. Pour résoudre [’équation au tempst = 1,
il est indispensable de savoir la valeur de x au temps t = 0. Par conséquent, pour avoir
une solution compléte det =0 at =1, on est obligé de connaitre une donnée initiale de
t=—1at=0. Ainsi donc, on doit se doter d’une fonction initiale. St une telle fonction
est notée Y(t) et qu'on lui attribue, par exemple, la valeur (t) = 1, pour t € [—1,0].
Alors on voit qu’on a sur samment d’informations pour résoudre notre équation lorsque
t € [0,1], et la solution générale sera x(t) = —t + ¢,c = constante. En remplagant t par
zero dans cette derniére équation puisque ¥ (t) = 1 ,on constate que ¢ = 1. Ainsi on aura

z(t)y=1—t, sitel0,1].

Maintenant, on peut exploiter ces informations pour progresser et résoudre l’équation pour
des temps futurs, par exemple pourt € [1,2]. Ici on voit que

() = —(1-(-1)

= t—2.

Elle posséde la solution générale

1
x(t) = 51&2 — 2t +d.

En utilisant la solution que nous avons trouvé pour t € [0,1] et eractement en t = 1

onobtient la valeur d = % Par conséquent,

1
x(t) = §t2,t €[1,2].

On peut progresser dans ce processus et résoudre I’EDR comme une série infinie d’EDO.
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Théoréme 1.3.1 (Exzistence)[11] Pour l'équation [I.1], supposons que Q@ est un sous en-
semble ouvert de R x C' et f(t,p) une application continue sur Q . Si (to,1)) € Q, alors
1l existe une solution de l’équatz’on passant par (to, ).

Définition 1.3.3 On dit que la fonction f(t,p) est Lipschitzienne par rapport & @ sur un
compact K de Rx C' s’il existe une constante K > 0 telle que, pour tout (t,p) € K,i =1,2
on a

FIt o) = f(t 9a)| < K oy — 4] (1.7)

Théoréme 1.3.2 (Unicité)[11] supposons que S est un sous ensemble ouvert de RxC, f :
Q2 € R"est continue, f(t,p) est Lipschitzienne par rapport ¢ ¢ sur tout sous ensemblecom-
pact de Q. Si (tg, ) € Q, alors il existe une unique solution pour l’équation passant
par (tg, V). Dans l'exemple suivant on va utiliser la méthode dites des étapes pour résoudre
une équation a retard.

1.3.2 Equations différentielles de type neutre

On donne ici la définition d’une équation différentielle de type neutre et on donne
quelques exemples.

Définition 1.3.4 [13] Supposons que ) est un sous ensemble ouvert de R x C' d’éléments
(t, ). Une fonction D : Q — R"est dite atomique au point § de Q2 si D est continue ainsi
que sa premiere et seconde dérivée au sens de Frechet par rapport a ¢ et D, est continue.

Définition 1.3.5 [13/Supposons que Q) est un sous ensemble ouvert de RxC, D : Q@ — R"
et f:D:Q — R" sont deux fonctions données continues avec D atomique en zéro. La
relation

d

ED@’ x) = f(t, ), (1.8)

est dite une équation différentielle de type neutre (EDTN).

Exemple 1.3.3 [153] Si D(y) = ¢(0), Ve, alors D est atomic au point 0.si f : @ — R™ une
fonction continue, le couple (D, f) définit une EDRN et donc 'EDFR est une EDRN.

Exemple 1.3.4 [13] r > 0,D(p) = ¢(0) — @*(t —7)] et .f : Q — R"est continue. Le
(D, f) définit une EDRN,

d 5 B
T [(t) —x*(t — T)} = f(t,x¢).

Exemple 1.3.5 [13/ r > 0,(B)nxn une matrice donnée D(p) = ¢(0) — B(p — 1) et
f:Q — R"™ une fonction continue. Le couple (D, f) définit une EDRN,

d

g7 [x(t) — Bx(t — )] = f(t,x).
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I.4. STABILITE DE SOLUTIONS POUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES A
Chapitre 1 RETARD

Définition 1.3.6 [13] Une fonction x est dite solution de 'équation[L.§ sur [to—r,to+0],
sl existe un ty € Ret o > 0 tels que x € C([tg — r,tg + o],R"), (t,z;) € Q, t €
[to — r.to + o], D(t,x;)est continument différentiable et satisfait [[§sur [ty — r,to + o],
Etant donnés t € Rpap € C et (to,) € Q on dit quex (t,ty,1)) est une solution de
passant par (to, 1) s’il existe o > 0 telle que x(t,tg,1) est une solution de sur
[to—r,to+0] et [to—r,to+ 0], on dit que z(t,t, 1) est une solution de[l.§ sur [ty —r,o0)
si pour tout o > 0,x(t,to, ) est une solution de sur [ty — r,to + o] et x(t,to, 1) Si
D(t,p) = Do(t, ) — g(t), f(t,) = L(t,) + h(t), avec Dy(t,p) et L(t,p) sont linéaire,
alors l'équation[I.§ est dite linéaire. Si g = 0,h = 0, alors U'équation[L.§ est dite homogeéne.

Théoréme 1.3.3 (Existence)[13] Si 2 est un sous ensemble ouvert de R x C' et (tp, 1)) €
Q, alors il existe une solution pour | ’équation passant par (to, ).

Théoréme 1.3.4 (Existence et Unicité)[13] Si Q est un sous ensemble ouvert de R x C' et
f(t, p)est Lipschitzienne sur tout sous ensemble compact 2 de , alors pour tout (to, V) € Q
il existe une unique solution pour l'équation[I.8passant par (to,1)).

1.4 Stabilité de solutions pour les équations différen-
tielles a retard

La méthode directe de Liapounov est la méthode la plus générale pour traiter les
problémes d’existence, d’unicité et de stabilité de solutions périodiques des équations dif-
férentielles que se soient ordinaires ou fonctionnelles. Néanmoins, pendant ces derniéres
décenies, plusieurs investigateurs ont rencontré beaucoup de difficultés qui persistent dans
cette théorie. Dernierement, des chercheurs ont réussi a contourner beaucoup de ces pro-
blémes en se basant sur la théorie de point fixe. Considérons le systéme différentiel

2'(t) = F(t, ), F(t,0) = 0. (1.9)

On suppose que F' :| — o0, 00[xc — R"ou C' = C([—a, 0], R™) est 'espace des fonctions

continues ¢ : [—«, 0] — R™,a > 0. Ce dernier espace est de Banach lorsque on le muni de

la norme |[¢|| = sup |¢(t)],v» € ¢ On suppose que F' est continue et supposée
—r<t<0

satisfaire toutes les conditions qui garantissent une solution. On définit
Ct)=A{vY: [t — a,t] = R" 9 continue} .
On a les définitions suivantes.
Définition 1.4.1 [I§] La solution zero (z(t) = 0) de l’équation[[.J est dite
(1) Stable si¥e >0, Vty >0, 35(e, to) > 0 tell que :
P € Clto), Y]l <6 ett>to=|a(t,to, )] <€
(2) Uniformément stable si o de (1) est indépendante de to.
(8) Asymptotiquement stable si elle est stable et si, Vt; > to,3In > 0 tell que :
e Cty),||[v]| <nett>t = |zt t1,¢) — 0 quandt — oo

Si en outre toutes les solutions tendent vers zéro, alors x = 0 est globalement asymp-
totiguement stable .

(4) Uniformément asymptotiquement stable si elle est uniformément stable et s’il
existe n > 0 tel que :

13



Chapitre 1 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

1.5 Stabilité par la méthode de point fixe

Lorsqu’on veut étudier la stabilité de la solution triviale d’une équation différentielle
a retard par la méthode de point fixe il va falloir procéder comme suit

(I) Une équation différentielle & retard exige avant tout une donnée (une fonction)
initiale définie sur un intervalle initiale approprié I i.e. ¥ : I;p — R™. On doit
choir aussitot aprés un espace convenable S de fonctions ¢ : ;o U [tg, 00) — R™ qui
coincident sur I;y avec 1. Selon les cas de besoins on peut toujours ajouter d’autres
restrictions aux fonctions ¢ de S comme la bornétude par exemple ou la condition
©(t) — oo lorsque t — oo. Cette derniére condition s’impose si on souhaite étudier
la stabilité asymptotique.

(IT) Ensuite on doit inverser I’équation différentielle pour définir ce qu’on appelle une
application de point fixe i.e, une application P : S — S dont le point fixe est solu-
tion de I’équation a retard donnée (I’équation originale). Néanmoins, cette inversion
peut s’avérer une tache délicate dans plusieurs cas. Par exemple, si ’équation ne
posséde pas un EDO terme linéaire dans sa structure on ne pourra pas utiliser la
variation des parameétres. Il est donc indispensable d’agir autrement et essayer si
une transformation de cette équation est possible.

(ITI) A T'image de 'application P : S — S obtenu en, un théoréme de point fixe doit
étre choisi permettant a 'équation P(x) = x d’avoir une solution. En particulier si
P est une contraction on pourra appliquer le théoréme de point fixe de Banach, si
P est compacte alors on appliquera le théoréme de Schauder ou Schaeffer et si P
se met sous forme d’une somme d’une contraction et d’une application compacte
alors le théoréme hybride de Krasnoselskii peut donner satisfaction. Il devient donc
clair que la méthode de stabilité par la méthode de point fixe repose sur trois choses
essentielles, la variation des parameétres, un espace complet et un théoréme de fixe.
Si ces éléments sont réunis alors, on peut, en une étape, conclure l’existence (voire
I'unicité) et la stabilité. En outre, on verra que cette méthode exige toujours des
conditions en moyenne cependant les conditions de la méthode de Liapounov sont
toujours ponctuelles.
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La méthode directe de Lyapunov n’a donné que de maigre résultats de stabilité et
avec beaucoup de restrictions sur le noyau. Il s’est avéré donc que ’espoir d’obtenir des
améliorations avec la méthode de Lyapounov semble une tentative vaine. C’est pourquoi,
les investigateurs se sont penchés sur la méthode de point fixe qui s’est plus concluante
pour ce type d’équations. Ci-dessous, on va utiliser le théoréme de point fixe de Banach
pour conlure la stabilité asymptotique. En particulier, une application P associée a (|[1.1])
et définie sur un espace métrique complet S de sorte que la solution de sera un point
fixe de P. L’espace S posséde toute les caractéristiques qui fait de la solution bornée, stable
et/ou asymptotiquement stable.

II.1 Equations différentielles 4 retard non linéaire de
type type neutre

Dans ce chapitre nous considérons I’équation différentielle non linéaire a retard de type
neutre donnée sous la forme

' (t) = —a(t)x(t) + b(t)g (x(t — r(t))) + c(t)2'(t — r(t)), (IL.1)

ou a(t),b(t) sont continus, c(t) est contintment différentible et r(t) > 0 pour tout t € R
et est contintiment différentible deux fois. Avec une condition initiale.

Notons d’abord, que cette équation posséde une trés longue histoire et remonte a
Volterra.
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CHAPITRE II. ETUDE DE LA STABILITE POUR UNE CLASSE D’EQUATIONS
Chapitre 2 DIFFERENTIELLES NON LINEAIRE

Avant d’entamer le cas général, rappelons d’abord que si g (z(t —r)) = z(t — r) et
c(t) est identiquement nulle, alors 1’équation (IL.1)) se réduit a 'équation différentielle
suivante :

' (t) = —a(t)z(t) + b(t)z(t — ) (I1.2)

avec r > 0, a et b sont des fonctions continues et on suppose que :
a(t)>0>0, [b(t) <60, §<1.

La fonctionnelle de Liapounov pour ce type de systéme est donée par :

1 t
V(t, ) = =2*(t) + 5/ 7% (s)ds.
2 t—r(t)
Alors en suivant les solutions de et en utilisant 'inégalité triangulaire on obtient,
)
V' < 5(9—1) (®(t) +2° (t—7)).

On conclut que la solution zéro de[[I.2] est uniformément asymptotiquement stable. Il est

difficile dans le cas a et b sont des fonctions bornées avec |b(t)| < a (t) pour toute t, pour
éviter ce difficulté on utilise le théorem du point fixe. Supposons qu’il L > 0 telle que si
|z], ly| < L alors

9(0) =0 et |g(z) —g(y)| < [z —yl. (IL.3)
IT.1] est plus compliqué que [[1.2] considéré ci-dessus puisque [[I.T] n’est pas linéaire et le

retard n’est pas constant et de plus il contient un terme dérivé.

r(t) #£1,Vt €R. (IL.4)

II.1.1 Transformation et inversion de I’équation

Avant tout on commence par transformer (II.1)) pour obtenir une équation moins
délicate pour étre inverser.

Lemme I1.1.1 Supposons que r(t) est deux fois différentiable et satisfait|Il.4. Alors x(t)
est solution de l’équation sur un interval [0,T) et satisfait x(t) = ¥(t) pour t €
[—7,0] ssi x(t) est solution de I’équation intégrale

2(t) — (93(0)—1_0<—g)(0):1:(—7“(0))) el ) L)

- /0 (h(uw)x(u —r(u)) — b(u)g(z(u —r(u))))e” I a(s)ds gy,

d’ ot
_ r"(u)e(u) + (¢ (u) + c(u)a(u)) (1 —r'(u))
h(u) = (1= (1)) ) (11.6)

Preuve. En multipliant les deuxr membres de [’équation par elo a(s)ds

<l’<u)€f07‘ a(S)d5>/ _ [b(u)g(x(u B T(U))) 4 c(u)x’(u . r(u))] efO“ a(s)ds
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I1.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES A RETARD NON LINEAIRE DE TYPE
Chapitre 2 TYPE NEUTRE

En intégrant de 0 a t

[ [t ] = [ gt = )+ ewgatu = )

ce qui donne
t
z(t)elo O — 1(0) = / b(w)g(w(u — () + c(u)a’ (u — r(u))] e ¥ du.
0
En divisant les deux membres de l’équation ci-dessus par eJo als)ds
t
z(t) = z(0)e Jo al9)ds 4 / [b(u)g(x(u — r(u)) + c(u)z’ (u— r(u))] e oD% dy,  (I1.7)
0
Ecrivons
[ ctwrtu e £ = [0 =)o ) e ey
0 0 1—r() ’
en effectuant une intégration par partie avec

U C(u) e qu a(s)ds

Tl ()
et
dV = (1 —7'(u)z' (u —r(u))
on obtient
/0 c(w)a’ (u — r(u))e 2@ gy (IL.8)
_ C(U) ot —r - C(O) (—r - fot a(s)ds
ot = 1) - ol (0)

t
—/ h(w)x(u — r(u))e” fe s &9 qy,
0

ot h(u) est donnée par lexpression[IL6. Alors la substitution de dans[IL.7] achéve la

démonstration. |

I1.1.2 Bornétude et stabilité de solutions

Selon ce qu’on a vu au premier chapitre, pour chaque fonction i) € C([—r, 0], R), une
solution de a travers (0,1) existe. C’est une fonction continue z : [—r,0) — R,
pour une constante positive o > 0, telle que x satisfait sur [0,0) et coincide avec
sur [—r,0]. Elle est notée par z(t) = x(t,0,%). Soit ¥ : (—00,0] — R un fontion initiale
continue bornée donnée on dit que z(t) := z(t,0, ) est un solution de si z(t) = ¥(t)
pour ¢ < 0 et vérifie [[I.1] pour ¢ > 0

Considérons C' ’espace de toutes les fonctions continues de R — R et définir ’ensemble
Sy par :

Sy ={p € C: ol < Lyp(t) = ()t <0 et p(t) — 0 lorsque ¢t — oo}.
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CHAPITRE II. ETUDE DE LA STABILITE POUR UNE CLASSE D’EQUATIONS
Chapitre 2 DIFFERENTIELLES NON LINEAIRE

Sy est un espace de Banach, muni de la norme du supremum. Soit les conditions

e~ Joalds _, 0, lorsque t — o0 (I1.9)
il est a > 0 tell que a < 1
C<t> ' — [Fa(s)ds
————+ [ (Jh(w)] + [b(u)]|)e = du < «, t>0 (I.10)
1—7'(t) 0
et
t —r(t) — oo lorsque t — 0. (IL.11)

Théoréme I1.1.1 Soit [[1.5, |IL.9 et [I1.11] sont valides, alors tout soultion x(t,0,1) de
avec une fonction initiale continue ¥ (t) est bornée et tend vers 0 lorsque t — co. De
plus, la solution nulle est stable a ty = 0.

Preuve. Soient oo < 1, L et choisissons § > 0 de sorte que

c(0)

1——————| 0+ La< L.
‘ 1—7«/(0)‘ has

Maintenant, pour 1 : (—o0,0] — R une fonction initiale donnée avec ||7|| < § on définit
a partir de (IL.5)) Papplication P : Sy — Sy donnée par (Py) (t) = (t) sur [—r, 0]
¢ 0 - ta s)as
(Pyp) () = (w(O) - JT)(O)QO(—T(O))) o~ Iy als)d

1
c(t)

+ 1_—T,<t)90(t —r(t))

— [ ot = rta) = bt = r())e e

Il est clair que Py est continue lorsque ¢ est aussi. Soit ¢ € S, alors, en utilisant
dans la définition de P et en appliquant on a :

NP

(Pe) (1)) < \1 -

1 —17'(0) 1—7'(t)
+/0 (Ih(w)] o(u — ()] + [b(w)] |g(e(u — r(u)))|)e fe s gy
c(0) c(t)
< ‘1— 1—T’(O)‘§+‘1—r’(t)’L
+/0 (Ih(w)] + [b(w))]p(u — r(w))]e fea)ds gy
= ‘1 B 1—6(—7?’)(0)‘ o+ L {'1 f?@)‘ +/0 (Ih(w)] + |b(U)|)6_ﬁ“(s)dsdu}
c(0)
< ‘1— 1—r’(0)‘5+La

Ce qui implique que |(Py) ()| < L pour 4. On a donc ||Py| < L. Montre ensuite que
(Py) (t) — 0 lorsque t — oo .Par la condition Je premier term de la définition de
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(Py) (t) tend vers zéro.Aussi, le second du membre de droite tend vers zéro a case de
et du fait que 1) € Sy. Il reste & montrer que le terme intégral tend vers zéro t — oo. Soit
€ > 0 arbitraire et ¢ € Sy, .Alors ||¢|| < L et il existe t; > 0 tell que |¢ (t —r(t))] < €
pour t > t; .Par condition il existe ty > t1 tell que pour t > ty
7ftt a(s)ds €
e ’n < —.
oL

Ansi pour t > ty,0n a :

/0 (h(u)p(u —r(u)) — b(u)g(e(u —r(u))))e” Jials)ds g,

< /O (Ih()] ol — ()] + [b(w)] |g(p(u — r(w)))]) e~ ualds gy
< /0 (1B ()] + [b(u)]) [@(u — r(u))] e~ ey

t1 . t "
<L / (h(w)] + b)) e+ * oy + ¢ / (1)) + [b(u)]) = e gy
0

t1
t1
< Le™ I ot / (|h(w)] + [b(w)]) e~ S s gy 4 e
0
< alLe Jiy () + ae < €+ ae.

(Py) (t) — 0 lorsque t — oo.
Soit p,p € S
) o) |,
(Py) (@) - (o) 0] < | =0 e =
100 (ot 7(00) = o ()] = E
+ /0 Ib(w) (g (p(u — r(w)) — g (p(u — r(w))))| e fu gy

< {'L@)\ + [ ]+ o) e o - o)

1—7

<ale-9l.

Alors, par le principe de I'application contractante, P posséde un et seul point fixe dans
Sy. Ce point est solution de d’aprés le lemme précédent. Comme z est contenu dans
Sy, alors il posséde aussi les propriétés, i.e bornée et tend vers zéro losque ¢ — 0o. Pour
obtenir la stabilité de la solution triviale en ¢y = 0, on prend ||¢|| < € et en remplagant,
L avece. m

11.2 Exemples

I1.2.1 Equations différentielle a retard de type neutre
Exemple 11.2.1 Soit I’équation

o' (t) = —a(t)z(t) + b(t)2*(t — r(t)) + c(t)x(t — r(t)2'(t — r(t)). (I1.12)
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CHAPITRE II. ETUDE DE LA STABILITE POUR UNE CLASSE D’EQUATIONS
Chapitre 2 DIFFERENTIELLES NON LINEAIRE

En multipliant les deux membres de [’équation par el a(s)ds

u

[au)eld =] = [efwpa(u — r(u))a’(u - r(w)) + b(u)a(u — r(u))] e .

En intégrerant de 0 a t

/Ot [az(u)eﬁ a(s)ds},du = /Ot [c(w)z(u — r(u))z' (u —r(u) + bw)z*(u — r(u))] eJo a(®)ds gy,
ce qui donne

x(t)efot a(s)ds _ z(0) = /Ot [c(u)x(u —r(u))2’ (u —r(u)) + b(u)r?*(u — r(u))} elo’ a(s)ds 1y,
on utilise la méthode de variation de paramétre pour obtenir la solution

2(t)elo®@ds = 50 (I1.13)

+/0 [e(u)a(u — r(u))a (u — r(w)) + b(u)z?(u — r(u))] elo Oy,

En divisant les deux membres de I’équation par eJo @) o tire
2(t) = 2(0)e Jo al=)ds

+ /O [c(u)x(u — T(u));p/(u _ T(u)) + b(u)mQ(u N T(u))] e fi a(s)dsdu'
FEcrivons

/o c(w)z(u — r(w)z (u — r(u))e f 2 gy

= /O 2 = r(u))a’ (u = r(w) (1= r'(w) 7 — f(;j)(u) o JLa)ds gy,

En effectuant une intégration par partie avec

U= C(U) e [La(s)ds
1—r'(u)

et
AV = x(u — 7))z’ (u —r(u)(1 = 7' (u)),

on obtient

—1r'(u)
_ 1272 _p C(“) . 1$2 —p C(O) e fot a(s)d
52 (¢ (t))(l — ) (=r(0) 1= (0
1
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ot h(u) est donnée par Uexpression [IL.Gon déduit que une solution de est donnée
par :

x(t) = (a:(O) ;1 _C(SI)(O)xQ(—T(O))) e~ Joals
2 c(t)
Tyt

Soit
Spy={peC: || <L, o) =1(t) sit <0 et p(t) — 0 lorsque t — oo} .

Supposons que
LH—JﬁL—++/nmm—aumwﬁﬁ@%m}<a<1 t<o0.  (IL14)
A=) Jo B ’ B

Théoréme I1.2.1 Si[IL.Y[I1.11] et [II.1]] sont vérifiées, alors tout solution z(t,0,1)) de
avec une petite fonction initiale continue 1(t), est bornée et tend vers zéro lorsque
t — 00. De plus la solution nulle est stable a ty = 0.

Preuve. Pour L et a,trouver 6 > Otell que :

SHET

ﬁ>+?ﬂ§L.

soit 1 : (—00,0] — R une petite fonction intiale bornée donnée avec ||| < d. Définissons
Uapplication P : Sy, — Sy par, pourt > 0

(PWNﬂ——<w@)—%;{%%®w%—rm»)e—ﬁw@@

+1—3ﬂjwu—mm

21— /(¢

—élwmo—%w»ww—rw»fﬁmmmu

Py est continue si ¢ telle. Soit ¢ € Sy, avec ||¢|| < L .Alors en utilisant |I1.14] dans la
définition de (Py)(t), on obtient
1] ¢(0) 2
Po)| < |0+ |———=|9
MR

yx {' 1 _C(:)(O) ’ + /0 () — 2b()| e fia<s>d8du}

*3
<6+ 52 +1La
1—7‘ 1—7(0) 2
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Chapitre 2 DIFFERENTIELLES NON LINEAIRE

Ainsi ||(Pp)|| < L en choisisant 6 comme ci-dessus, et (Py) (t) est borné .Considérons tq
et to comme dans la preuwve du Théoréeme[I[.1.1 t >ty on a

(Pe) - (6+§\1_<—% # ) et s | O = )
/ ‘ Ne?(u — r(u))| e~ fual®)ds gy,
c(0> 2\ e |
<5+ 21— ) 6+§’1—r’(t) ‘
i /0 " ) — 2b(a)] e o + %8 / () — 2b(u))] = KMy

2
< <6+%‘1_C(—3)(0)

2
L
52 ac” | ol
>e—|——2L +—2

(Pp) (t) — 0 lorsque t — 00. Pour voir que P est la contraction sous la norme supremum,
soit w, ¢ € Sy. Alors :

((Pp) (1) = (Po) (1

1 als)as
{2 s -

< gen { [0+ [ b - 2b<u>>|e-fia<8>d8du} o — ol
<alp—dl.

Le théoreme de Banach implique que P a un unique point fize dans Sy, qui résout
est bornée et tend vers zéro quandt — oo. Ainsi on obtient le stabilité de la solution triviale
atog=0. m
I1.2.2 Equation intégro-différentielle de type neutre

Considérons 1’équation intégrale de Volterra de type neutre

2 (t) = —a(t)z(t) + c(t)x' (t — r(t))x(t — r(t)) + K(t,s)x*(s)ds, (I1.15)

t—r(t)

o 0 < r(t) < 1o pour une constante rq.
Si[[T.4]) est vérifiée , alors une solution de est donnée par

x(t) = {$(O) - —1‘2(_7‘(0))1_6(—7?[)(0)] — [y a(s)ds 4 ;1’2(15 T(t))l_c(—;?(t)
_%/0 {h(U)azz(u —r(u)) —/ ( )K(u, S)ZEQ(S)ds} o= Jhats)ds g,

ot h(u) est défini par [[T.6]
Soit L une constante positive et supposons que les conditions suivantes sont satisfaites

I {‘1::(—;)@)' + /Ot []h(u)\ + /u:(u) |K(u,s)|d51 efia<s>d8du} <a<1t>0, (IL16)
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et que pour tout € > 0 il existe t; > 0 et T' > 0 tell que to >ty et t > t, + T, alors
t t
e 12t < eet el o) 0 lorsque t — oo. (I1.17)

Dans [21], une équation similaire a[[L.15]est considérée avec ¢(t) = 0 si les conditions [[L.4]
[IT.17], [IT.16] et [[T.17] sont vérifiées, alors la solution trivial de est asymptotigement
stable en ¢y = 0.

Théoréme I1.2.2 Si les conditions[II.7), [IT.11], [IT. 16 et [IT.17 sont vérifiées, alors le solu-
tion trivial de est asymptotiquement stable a to = 0.

Preuve. Soit 9 : [—19,0] — R une fonction initiale bornée donnée avec [[¢) || < §. Soit

f pilro,00) = Ript) =¢(t)si —rg <t <0
v et |ol| <L, ¢eC, etp(t)— 0lorsque t — o0

on définit I’application P : Sy, — Sy. Pour t > 0

(P) (1) = [(0) = (1O gy | s

L, c(t)

20t — r(t)) —L
+ 3 =) s

1 [t u
- 5/ {h(U)SOQ(U —7r(u)) — / K(u, s)g02(s)ds} el a(s)ds gy,

0 u—r(u)

P est bein définie sur Sy, . Soit ¢ € S, tell que ||| < L pour tout € > 0 il existe ¢; > 0 tell
que pour t > t; — 1o on a |(t)] < L , aussi pour tp > tret t > ty+ T onae J2 % < ¢
par conséquent t >ty + T et t; assez grand implique

e < (+5 =5 |7) -+ 3 o

1 2 v ¢ ot
+ 5[12 / {|h(u)] + / ‘K(u, 5) ’d5:| e fu2 a(s)dse ft2 a(s)dsdu
0 u—r(u)

1 t u .
+ 562/ {\h(u)] +/ | K (u, s)]ds} e Ju s gy,
to U

—r(u)
1 ae?  ael
< |6+ = |——2L |52 —_—
<(o+3|50m|") 5+

2L ' 2

62

Autement dit (Pyp) (t) — 0 lorsque t — oo .Aussi ||| < L imlique ||Py]|| < L pour ¢ bien
choisée. Nous allons montrer que P est une contration. Pour cela soit ¢, ¢ € Sy, alors de

[TI6on a :
(P&) (1)~ (Po) (1)
< e {[T00 |+ [ i+ [ it e ook o -l
<alle—l.

Donc P admet un unique point fixe dans Sy. =
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— Chapitre IlI
Stabilité d’équation
intégro-différentielles a retard

Dans ce chapitre nous étudions une équation scalaire intégro-différentielle et donnons
quelques nouvelles conditions s’assurer que la solution nulle est asymptotiquement stable
au moyen de la théorie du point fixe.
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II11.1 Equation intégro-différentielles linéaire

Considérons 1’équation intégro-différentielle suivante :

2 (t) = — /t_  alts3)e(e)ds. (IIL.1)

II1.1.1 Transformation et inversion de I’équation

Lemme II1.1.1 [’quation [ITI.1] est équivalente a

Z'(t) = B(t,t — r(t))(1 —r'(#)x(t — r(t)) + % /t o B(t, s)x(s)ds. (I11.2)

Ou
s t—r(t)
B(t,s) := /t a(u, s)du, avec B(t,t —r(t)) = /t a(u,t —r(t))du.
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Chapitre 3 III.1. EQUATION INTEGRO-DIFFERENTIELLES LINEAIRE

Preuve. En dérivant le terme intégral de ’équation[ITI.9 , on obtient

i Bt ooy = B () = Bkt = rO)(1 ()t —r(0)

Lo
+ —B(t, s)x(s)ds.
L, P 9e)

En substituant cela dans Uéquation[IIT.3, on s’apercoit que[ITI.9 est équivalente a[IT1.1] si
B vérifie les conditions suivantes

B(t,t) =0 et, %B(t,s)x(s) =a(t,s). (II1.3)

L’éqgalité ci-desssus implique

B(t,s) = —/0 a(u, s)du + ¢(s). (II1.4)

Pour une certaine fonction,¢ et B(t;s) doit satisfaire

B(t,t) = — /ta(u,t)du + ¢(t) = 0.

En conséquence
t
/ a(u, t)du = ¢(t).
0
En substituant ceci dans[III.4), nous obtenons

B(t,s) = —/Ota(u,s)dunL/osa(u,s)du.

Cette définition de B satisfait [[II.5. Par conséquent, [III. Jlest équivalente o [[I1.9 m

Lemme II1.1.2 si z(t) est une solution de [IIL1] sur un intérvalle [0,T) et vérifie la
condition initiale x(t) = ¥(t) pour t € [—ry,0] alors x(t) est la solution de l’intégrale
équation

z(t) = e Jovdsy () — ¢ Jov(wdu / U [v (u) + B (0,u)] ¢ (u) du (IIL.5)

—7r(0)

—l—/t [v(u) + B (t,u)] z (u) du

—7r(t)

_/tef;v(S)dsv (s) /S (v (u) + B (s,u)] z (u) duds

0 s—r(s)
t
[y s (9) B (s = ()] (L= (5)) s =7 () ds
0
sur [0,T)ot v : [—19,00) — R est une fonction continue arbiraire inversement ,si une

fonction continue x(t) = 1(t).Pour t € [—ry,0] et est une solution de sur un inter-
valle [0, 7). Alors x(t) est une solution de|Ill.1| sur [0, T)
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Preuve. En multipliant les deux membres de I’équation [[I1.2| par le facteur elo v(5)ds ot en
intégrons par rapport & s de 0 a ¢t € [0,7),on obtient

t
z(t) = e Jovdsy (O)+/ e~ Js vy () 2 (s) ds

0

t s
—l—/ e s ”(“)dui/ B (s,u) x (u) duds
0 ds

s—r(s)

—i—/o e U vWB(s, s —1(s)) (1 =1 (s)x (s —7(s))ds.

En effectuant une intégration par partie, il vient

d

t s
2 (t) = e I3 v@dsyy () +/ o fszv(U)duE/ [v(u) + B (s,u)] z(u)duds
0 s—r(s)

+ /0 e~ J vwdu [v(s—71(s)+B(s,s—r(s)](1—7"(s)x(s—1r(s))ds

— e 1 U(S)dsw (0> +e I v(u)du/ . [U (u> + B (37 u))] x (U)é

_ / " Ly ) / o) + B(s,w)  (u) duds

0 s—r(s)
+ +/0 e~ Js vlwdu [v(s—71(s)+ B(s,s—=r(s)](1—=71"(s)x(s—r(s))ds,

ce qui conduit a [IIL.5| Inversement, supposons qu’une fonction continue z(¢)soit égale a
Y (t) sur [—rg, 0] et veérifie [IL5| sur un intervalle [0, 7). Alors il est dérivable sur [0, 7).
En différenciant [[II.5] a 'aide de la régle de Leibniz, on obtient [I1.2]. m

II1.1.2 Bornétude et stabilité asymptotique
Pour une fonction initialement donnée v : [—rg,0] — R, on définit I'ensemble C, C C
Cyp={¢:[-ro,00) =R, 9 €, ¢(t) = ¥(t) pourt € [ro,0]}.
|6]] = sup{|¢| : £ € [0,00)} pour ¢ € C.

En d’autres expressions on va s’installer dans I’espace métrique complet (C, d) ot d est la
métrique induite du supremum

d(p1, ¢y) = ||@1 — @l Pour ¢, ¢, € C.

Soit v : [—7g, 00) — R une fonction continue et P une 'application difinie sur C;,comme
suit, pour ¢ € Cy, on pose (P¢)(t) := 1 (t) pour toute ¢t € [—rg,0] et pour ¢t > 0 on pose

(Po) () = e~ ") — ¢ I n(wre / [v(u) + B(0, u)] ¥(u)du (I1L6)

—r(0)

# [ o)+ B o

- / e s v(wduy () /S [v(u) + B(s,u)] ¢(u)duds

0 s—r(t)

" / e I (s — (5)) + B(s, s — ()] (1 — 1 ())p(s — r(s))ds.
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Lemme II1.1.3 suposons qu’il existe des constantes k > 0 et a > 0 tell que :

- /tv(s)ds <k, (II1.7)

et
t t . S
/ lu(u) + B(t,u)|du+/ e Js vtmdu 1 (g))|
t—r(t) 0 s—r(t)

+ /0 e~ Js viwdu |o(s —r(s)) + B(s,s —r(s))|[(1 —7r'(s))|ds

<a.

lv(u) + B(s,u)|duds  (1I1.8)

Pourt >0, alors P : Cy — Cy.

Preuve. pour ¢ € Cy , Pp est continue et concorde avec 1 sur [—rg,0] en vertu de la

définition de P. Pourt > 0, il résulte de[III.7 et [IIT.§ que

0

(Pg) (t)] < e* [4(0)] + 6’“/ [v(u) + B0, w)| [¢(t)] du + a || - (IL.9)

—rQ

En conséquence

0
1Pgll < e* ¥ (1 +/ lv(u) + B(0,u)] du) + ool < oo. (T11.10)

—7Q

Ainst Pop € Cy. m

Définition II1.1.1 La solution nulle de[IIL 1l est dit stable ent = 0 si. Pour tout € > 0 il
existe un 0 > 0 tell que ¢ : [—ry,0] — (=6, 9) implique que t > 0. |x(t)| < € pourt > —rg

Théoréme III.1.1 Supposons qu’il existe des constantes k > 0, a € (0,1) et une fonction
continue v : [—rg,00) — R telles que [[II.7 et [[II.§ sont valables pour t > 0. Alors pour
chaque fonction continue ¢ : [—ry,0] — R, il existe une unique fonction continue x
: [=70,0] = R avec z(t) = ¢(t) sur [—ro, 0] qui vérifie[[II.1] sur [—rg,00). De plus x(t)est
borné sur [—rg, 00). En outre la solution nulle de @ est stable at = 0. Si en plus

/Otv(s)ds — 00, (I11.11)

lorsque t — oo, alors x(t) — 0 lorsque t — 0o

Preuve. l'espace Cy, défini par la fonction initiale continue ) : [—ry,0] — R pour ¢,n €
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Cy,
(P6) (1) — (Pn) (1)) < / P+ B 190w — ()
/-M“)% |/ w) + B(s,w)| |6(u) — n(u)| duds

—i—/o e~ Je v |y (s —r(s)) + B(s, s — r(s))|
11 —7"(s)] |¢(s —7(s)) = n(s — r(s))| ds
(/t 100+ Bt

/e f”(“)d“|v |/ u) + B(s,u)| duds

+A6¥IWM”MS—N)%+B@S—N$NH—V®H@HWW%—MMH

IN

Il est clair que la solution nulle de |III.1] est stable. Si x(t) est une solution avec la
fonction initiale v, d’apres[IIT.10, on a :

0

a-ay el < e ol (1+

—7Q

|v(u) + B(0,u)| du) :

pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tell que |z(t)| < € pour toutt t > —rq si ||| < 4.

nous prouvons que la solution de [III 1] tend vers zéro lorsque [[II.11] est vérifiée. On
définit Cy, comme suit :

Cypi={¢: [-ro,00) = R: ¢ € C,o(t) = (t) pour [—ro,0]p(t) — 0 lorsque t — 0}

Depusis 03 est un sous-ensemble fermé de C et (C’g,d) est complet, ’espace métrique
(CS), d) est également complet.

0

(Po)(8)] < = (o (|w<o>| -/

—rQ

o(u) + B0, u)] du) 18l + Tl + 5]

P — 0 lorsque t — oco.Par[IIL4 et[IIT.8, on a
101y 00) < €/20¢
puisque t — r(t) — oo lorsque t — oo. Pourt > T,

T s
< [ o o [T o)+ B ) duds o] 0
0 s—r(s

t s
+/ v(s)ei fs U(u)du/ ‘U(u) —|— B(S7 u)duds H¢H[T*T(T),OO) .

T s—r(s)

D’aprés (2.8), il existe un 7 > T tel que ||¢|| e~ Jro(udu < €/2a pour t > 1. Ainsi, pour
tout € > 0, il existe un 7 > 0 tel

que t > 7 implique I, < € ,c’est-a-dire Iy — oo lorsque t — oo. De méme, on peut
montrer que I5 tend vers zéro quandt — oo m
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I11.2 Equation intégro-différentielles non linéaires

La classe d’équations non linéaires integro-differentielles de type neutre

2t = — /t alt, )g(x(s))ds (II1.12)

—r(t)

avec retard fonctionnel r (t) > 0 est étudiée dans ce chapitre. Cette étude est un travail
récent attribué a Jin et Luo et publié dans [4]. Cette étude vise a rechercher les meilleures
conditions sur 7, a et g pour que, si I’'on se dote d’une fonction continue v, une application
P pour est construite sur un espace complet Cy, prudemment choisi, dans lequel
P posséde un unique point fixe . La conclusion finale est un théoréme de stabilité pour
la solution triviale de avec une condition nécéssaire et suffisante garantissant une
telle stabilité. Cette conclusion ne traduit pas uniquement en corrolaires une quantité
de résultats anciens comme ceux de Volterra, Levin, Brownell, Ergen ou récents comme
ceux de Burton [I4], Becker et Burton [14] mais aussi prépare la voie vers de nouvelles
perspectives pour manipuler cette équation qui incarne un tas de phénomeénes du monde
réel de nature physique et biologique. Un exemple illustratif est prévu pour achever ce
chapitre.

II1.2.1 Transformation et inversion de I’équation

Ici aussi ([1I.12)) ne posséde aucun terme non trivial et linéaire pour pouvoir appliquer
la méthode de variation de parameétres. Une transformation s’impose alors. Avant de
commencer cette inversion rapelons que la théorie d’existence garantie une solution unique

z(t) =z (t,0,7) pour (II.12)) et ce pour chaque donnée initiale ) € C' ([—rg, 0], R).

Lemme II1.2.1 L’équation [[T[.17 est équivalente a

2(t) = B(t,t —r(t))(1 —r'(t)g(x(t — r(t))) + % / B(t, s)g(x(s))ds. (IIL.13)

t—r(t)

Preuve. Raisonnement similaire 3 [I[.2. m
Ayant subi ces manipulations synthétiques, sans changement des propriétés fonda-
menles, on estime que 1’équation ([11.13)) est prete pour I'intégration.

Lemme II1.2.2 Si v : [—719,0] — R une fonction initiale continue donnée. Si x(t) est la
solution de léquation (I[1.19 sur un intervalle [0,T) avec x(t) = (t), t € [—ro,0], alors
x(t) est une solution de [’équation intégrale,

0

2(t) = = 3P (0) — o= v / [o(u) + B0, w)] g((u))du

—7r(0)
t v(u) + B(t,u u))du — te’fst”(“)d“ ) v(u) + B(s,u)| g(x(u))duds
w [ o+ B g — | [ o)+ Bl gtr)
+ /0 e~ Ja vwdu [v(s—71(s))+ B(s,s—r(s)] (1 —7"(s))g(z(s —r(s)))ds

+/ eI vWduy () [z(s) — g(z(s))] ds. (II1.14)

0
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Ou v : [—rg,00) — R est une fonction arbitraire continue. Réciproquement, si une fonction
continue x(t) est égale a1(t) pourt € [—ro, 0] et est une solution de|lll. 14 sur un intervalle
[0,7), alros x(t) est une solution de l’équation |[11.19 sur [0, T).

Preuve. En multipliant les deux membres de ’équation [[11.13| par le facteur elo vdu gt
en intégrant de 0 a ¢t € [0,7), on obtient

t t t t t d s
z(t) = e~ Jo sy (0) 4 / e Js vduy ()2 (s)ds + / e Js ”(“)d“—/ B(s,u)x(u)duds
s—r(s)

0 0 ds

+ /o eI ”(“)d“B(s, s—1(s))(1 —1'(s)x(s —r(s))ds

t
= e vy (0) + / e [y (s)a(s)ds

0

t . d s
. / ol L / w(u) + B(s, uw)] g(a(u))duds
0 S s—r(s)

+ /o eI ”(“)d”B(s, s—r(s)(1—1"(s)g(x(s —r(s)))ds
B /O = It ’U('U«)d’u% /: y(u)g(:{;(u))dud&

—r(s)

Pour conclure on effectue une intégration par partie pour obtenir [[II.14] Inversement, sup-
posons que z(t) une fonction continue, égale a ¥ (t) sur [—ro, 0]et vérifie 'équation
sur un intervalle[0, 7). Alors x(t) est dérivable sur [0,7). En Dérivant = a laide de la
formule de Leibniz on obtient [ILT3 m

II1.2.2 Bornétude et stabilité asymptotique

Soit ¢ : [—rg, 00) — R une fonction continue. Définissons I’application P sur Cfpcomme
suit ; pour ¢ € Cfb on pose Py(t) := 1(t) pour t € [—r0,0] et
pour t >0

(Po) (1) = e Fi ey o) — e one | [0+ BO.w] ()
# [ o)+ B oot
- [t [ o) + Bls.w)] g(o(w)duds
0 s—r(s)
[ O s = (9) + Blsvs = ()] (1= 7 3)g(ls ()

+ / e Lty () [3(s) — g((s))] ds.

Lemme IT1.2.3 Supposons que

1. il existe une constante | > 0 telle que g vérifie la condition de Lipschitz sur [—I,l]
et soit L la constante de Lipschitz pour g(z) et x — g(x) sur [—1,1].

2. v(t) > 0 pourt > 0.
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3. il eziste une fonction continue q telle que |B(t;u)| < q(u) pourt —r(t) < u < t.

Alors, il existe une distance d;, sur C’f/} telle que, rendant
4. l’espace métrique (C’fp,d) complet.

5. P est contractante sur (C’fb, dh) st P applique C’fb dans lut méme.

Preuve. Pour t € [—rg, 00) et pour une constante k > 4, définissons

h(t) = kL /0 () + q(u) + w(w)]du,

ou
() = 0, si u € [—rg,0]
| Jo(u —r(u) + Blu,u —r(u)](1 —7"(u))|,si u € [0,00).
Soit S I'espace de toutes les fonctions continues ¢ : [—rg, 00) — R telle que :
(61 = sup {|o(t)]| ™) : ¥ € [=r(0), 00)} < oo

(S,1].],) est un espace de Banach . Ainsi (5,d;) est un espace métrique complet , ot dj,
désigne la métrique induite :d (¢,n) = |¢p —n|, pour ¢,n € s .Puisque C’fp est un sous-
ensemble fermé de s ’espace métrique (Cfp, d) est complet et la preuve (4) est complet

comme pour (5) puisque P : C’fb — C’fp et ¢ satisfait la condition de Lipsichitz sur
[—L,1]. Pour ¢,n € Cl,

(Pg) (t) — (Pn) ()| e @

t
= / |v(u) + B (t,u)| Lo (u) —n(u)| o~ M) +h(w)=h(u) g,
t—r(t)

t s
+ / e Js ”(“)d“v(s) / lv(u) + B (s,u)| Lo (u) —n(u)] e MO+R)=h(w) g4 d g
0 s—r(s)
t
+ / e Js v(u)duw(S)L |¢ (S _ T(S)) — (S _ T(S>)| e—h(t)-i—h(s—r(s))—h(s—r(s))ds
0
t
+ / e I v(u)duU<S)L M) (8) —n (S)‘ e—h(t)—l—h(s)—h(s)ds
0

t
< [ RO ) 4 B (1,0] Ll () 0 ()]
t—r(t)

t s
+ / e~ Js vlduy () / e KL O+l 14, () + B (s,u)| L | (u) — 1 (w)] e " duds
0 s—r(s)
t
+ / e KB wduy, (V| (s — r(s) —n (s —r(s))] e 76D ds
0
t
+ / e~ KLY [yvtduy () [ (s) — 1 (s)] e MO ds.
0

Par (3) on a :
[v(u) + B(t, u)| < v(u) + q(u)

_ —h(t) Lt 1 1 _ 44
(Po) () = (Pr) (0™ < (27 + 77 + 7 * 7p1) 1= h < 10— b
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pour tout ¢ > 0. Ainsi d (P¢, Pn) < (%) d(¢,n). Puisque k > 4, alors la conclusion que
P est une contraction sur (Cfp, d). m

Théoréme II1.2.1 Supposons que toutes hypothéses du Lemme sont valides.On
admet que :

1) g est impaire et strictement croissante sur [—1, ]

2) x — g(x) est non décroissante sur [0, ]

3) il existe a € (0, 1) telle que pourt >0

t t s
/ lv(u) + B(t, u)|du + / 67f:”(“)d“]v(u)| lv(u) + B(s, u)|duds
t 0

—r(t)
t

+ / e’f:”(“)du\v(s —1(s)) + B(s,s —r(s))||1 —r'(s)|ds
0

< a.

s—r(t)

Alors il existe 6 € (0,1) tell que pour chaque fonction continue 1 : [—r¢,0] — (=6,9) ,
il existe une fonction unique continue x : [—rg,00) — R avec x(t) = ¥ (t) sur [—ro, 0]qui
est une solution de[III.19 sur [0,00). En outre, x (t) est délimité par | sur [—r,00). En
outre la solution zéro de l’équation[III.13 est stable en t = 0.

Preuve. Puisque g est impaire et satisfait la condition de Lipschitz sur [—[,1], ¢g(0) = 0
et g est (uniformément) continue sur I'intervalle [—[,]. Alors on peut choisir un nombre
0 qui satisfait

0

5+ g (9) / v (u) + B (0,u)]du < (1—a)g(l). (IIL.15)

—(0)
Soit ¢ : [—719,0] — (—0,d) une fonction continue. L’inégalité [I11.15) implique que § < [
puisque g(I) < I d’apres la condition (2). Ainsi |1(t)| < [ pour —r¢ < t < 0. Maintenant,
on montre que pour une telle 1, 'application P applique C’f/} — C’fl}. Pour une fonction
arbitraire ¢ € C!, il en résulte de (1) et (2) que :

0 t

|v(u) + B (0,u)| du+ g(I) /t_ o |v(u) + B (t,u)| du

(Po) (1) s5+g<5>/

—r(0)

[ te’ S vwdug, S v(u) + B (s,u)| duds

ral) [ @[ e +Bew

+g(l) /0 e s v(u)du lv(s—7r(s))+ B(s,s —r(s))]|1—1"(s)|ds
+ (=g / o vl diy (5)ds

pour ¢t > 0. Par (3) et [I[IL.15(, on voit que :

[(Po) (1) < 5+9(5)/ v (u) + B(0,u)|du+ag(l) +1—g(l)

—r(0)
< I-a)g)+(a—1gl)+1=1.

|(Po)(t)] < I pour t € [—rg,00) puisque |(Po)(t)] = |¢(t)] < I pour t € [—rg,0],
PypeCl. =
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Definition 1 La solution nullle de est asymptotiquement stable si elle stable en
t =0 et 0 existe tell que pour tout fonction continue ¢ : [—r,0] — (=3,0) la solution
z(t) avec x(t) = (t) sur [—ro,0] tend vers zéro lorsque t — oo

Remarque I11.2.1 Le travail de Becker et Burton dans [14] exige que t — r(t) sout
strictement croissant. Cependant dans le présent travail cette condition est supprimée.

Remarque I11.2.2 Les conditions de [T])], paralléles & et|[11.11

t t
/ |G(t,u)| +/ e~ s Gludu G5 )| duds < o, (II1.16)
t—r(t) 0

et
t
/ G(s, s)ds — oo lorsque t — 0. (IIL.17)
0

Ou G(t,s) = tf(s) a(u, s)du, f(t) est Uinverse de t — r(t). En choisissant v(s) = G(s, )
les théorémes|II1.1.1] et|I11.2.1| seréduisent & Théoréme 3.3 et 3.10 de [T, respectivement.
Ainsi nos résultats généralisent et améliorent ceux de [17)].

I11.3 Exemple

On Considére I’équation suivante

t
1
— —/ x(s)ds. II1.18
04635t 5% + 1 ) ( )

En suivant la notation de la Remarque [[I1.2.2} on a f(t) = 545 alors :

Gl /5/0.4635 1 5/0.4635 — t
s) = -
) ; s241 s24+1

Y

pour t > 0 et 0,4635¢ < s < t. En conséquence

t t
lim { / IG(t, )| du + / e~ i Gluwdu g )]
0

t20 4635t 0 0.4635s
[ m0.4635+1
N 0.4635

S

|G (s,u)| duds}
+ 1) = 1.003.

Alors il existe ty > 0 telle que :

s

t t
/ |G(t, u)| du + / e Js Gluwdu (s o)) |G(s,u)|duds > 1.002,
0

4635 0 0.4635

pour ¢t > to. Cela implique que la condition [[IT.T6) n’est pas vérifice. Ainsi le Théoréme
3.3 dans [I4] ne peut pas étre appliqué a 1’Eq [l11.18 Cependant, par [I11.2

| —t
B(t,s):/ du = =

s2 41 s24+1°
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En choisissant v(t) = = clairement, la condition [[II.11] est vérifiée. De plus nous avons

t24+1
2u — t'

t t
ola) + Blt.wldu = [
/tr(t) 0.4635¢ | U* + 1

050 _ 9y oy —t
= 5 du + 2—du
0.4635¢ U + 1 05t u?+ 1
= t (2arctan 0.5t — arctant — arctan 0.4635¢t) + In(#* + 1)

+1n(0.4635%% + 1) — 21n(0.25¢* 4 1)
=:w(t),

Puisque la fonction w(t) est croissante sur [0, 00) et

lim w(t) = 1/0.4635 — 3 + 21In2 4 21n 0.927 = 0.3992,

t—o00
alors .
/ lv(u) + B(t, u)| du < 0.3992
t—r(t)
¢ t
/ e~ IO (6 n(6)) 4 Bls,s — r(s))| 1 — 1'(s)| ds
0 t . .
(1704635 —2) [ e K d
(1/ >/0 T @ 1j046352
< 1/0.4635 — 2 = 0.1575,
et

t s
/ o vl |U(S)|/ () + B(s, u)| duds < 0.3992.
0 s—r(s)

Soit a := 0.3992 + 0.1575 + 0.3992 = 0.9559 < 1 alors la solution nulle de [IL.1§ est
asymptotiquement stable par le théoreme [[T1.1.1]
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