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Résumé

L’objective de ce mémoire porte sur l’étude mathématique

d’un problème de contact en élasto-viscoplasticité où le

contact est modélisé par une condition de compliance normale

sans frottement. Le matériau est modélisé par une loi

constitutive générale de nature élasto-viscoplastique avec

variable interne d’état. Nous établissons un résultat

d’existence et d’unicité de la solution moyennant les

techniques de point fixe et des équations d’évolution d’ordre

un avec des opérateurs monotones. Finalement, nous étudions

la dépendance de la solution par rapport aux conditions de

contact et nous prouvons un résultat de convergence.
Mots clés : compliance normale, sans frottement, point fixe,

solution faible .
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Abstract

The objective of this thesis is to study a mathematical model

for frictionless contact between an elastic-viscoplastic body

and a foundation. We model the material with a general

elastic-viscoplastic constitutive law with internal state

variable and the contact with a normal compliance condition.

We derive a variational formulation of the model. We

establish existence and uniqueness of a weak solution, using

general results on first order nonlinear evolution equations

with monotone operators and fixed point arguments. Finally,

we study the dependence of the solution on perturbations of

contact conditions and prove a convergence result.
Keywords : normal compliance, frictionless , fixed point ,

weak solution .
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Dans la plupart des systèmes de la mécanique des milieux continus, il existe des

situations dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps ou

bien avec une fondation rigide ou déformable. La problématique du contact est essen-

tiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une structure et comment

réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ces forces. Les problèmes de contact mé-

canique apparaissent principalement dans des domaines aussi variés que l’aéronautique,

la mécanique automobile, le génie civil, les sciences du bois, la médecine, la production

de l’énergie (assemblage des structures, fissuration dans les joints soudés) et les systèmes

de transmission. Prenant en compte les comportements divers des milieux continus, elle

englobe l’hydrodynamique, la dynamique des gaz, l’élasticité, la plasticité et d’autres

types de comportement. Vu l’importance du phénomène, des efforts considérables ont

été consacrés à la modélisation, lanalyse ainsi que l’approximation numérique des pro-

cessus physiques provenant des contacts entre des corps déformables ou entre un corps

et une base rigide, déformable ou lubrifiée. Par conséquent, une théorie mathématique

générale de la mécanique du contact (MTCM) a actuellement émergée. Elle concerne

les structures mathématiques qui sont à la base des problèmes de contact avec des lois

constitutives différentes, c’est à dire, différents matériaux, diverses géométries et des

conditions de contact différentes . La modélisation des problèmes de contact d’un corps

déformable avec une base dépend essentiellement des propriétés mécaniques du maté-

riau considéré, ainsi que des conditions aux limites de contact. de contact comprend

les étapes suivantes : la modélisation mathématique, l’analyse variationnelle incluant

1



Introduction générale

de résultat d’existence et d’unicité de la solution.

Ce travail se donne pour objectif l’étude d’un problème de contact entre une structure

élasto-viscoplasticité avec variable interne d’état et sans frottement et une fondation, et

endommagement. Nous présentons dans ce mémoire trois chapitres que nous décrivons

brièvement : La première chapitre introduit des notations générales de la mécanique

nécessaire pour une bonne compréhension de la suite des problèmes traités. Nous com-

mençons par le cadre physique, lois de comportement élasto-viscoplasticité et conditions

aux limites. Dans le deuxième chapitre nous donnons quelques rappels sur les espaces

fonctionnels et les principales notations utilisées. Ensuite nous passons aux résultats

fondamentaux d’analyse non linéaire, les inéquations quasi-variationnelles elliptiques

et d’évolution, Triplet de Gelfand et les lemmes de Gronwall et quelques théorèmes

qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations.certains théorèmes très utiles

dans notre travail. Enfin on a consacré le dernier chapitre pour étudier un problème de

compliance normale entre un corps élasto-viscoplasticité avec variable interne d’état et

sans frottement , nous présentons une formulation variationnelle du problème et nous

démontrons l’existence et l’unicité dune solution faibl. Finalement, nous étudions la

dépendance de la solution par rapport aux conditions de contact et nous prouvons un

résultat de convergence.

2



NOTATIONS PRINCIPALES

Si Ω est un domaine de Rd(d = 2, 3), on note par

R l’ensemble des nombres réels,

K l’ensemble des nombres réels ou imaginaire,

Ω l’adhérence de Ω,

Γ la frontière de Ω supposée régulière,

Γi(i = 1, 3) une partie mesurable de la frontière Γ,

mesΓ1 la mesure de Lebesgue (d− 1) dimensionnelle de Γ1,

ν la normale unitaire sortante à Γ,

vν , vτ les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v,

σν , στ les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel σ,

C1(Ω) l’espace des fonctions réelles continûment différentiables sur Ω,

H l’espace L2(Ω)d,

H1 l’espace H1(Ω)d,

H l’espace L2
s(Ω)

d×d,

H1 l’espace {σ ∈ H/Div σ ∈ H},

H
1
2 (Γ) l’espace de Sobolev d’ordre 1

2
sur Γ,

HΓ l’espace H
1
2 (Γ)d,

H− 1
2 (Γ) l’espace dual de H

1
2 (Γ),

H
′
Γ l’espace dual de HΓ,

W l’espace {ζ ∈ H1(Ω)/ζ = 0 sur Γa},

W l’espace {D = (Di) /Di ∈ L2(Ω), divD ∈ L2(Ω)},

3



Notations principales

γ : H1 −→ HΓ l’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

(., .)H le produit scalaire de H,

⟨., .⟩H′×H le produit de dualité entre H ′ et H,

| · |H la norme de H,

De plus, si [0, T ] un intervalle de temps, k ∈ N et 1 ≤ p ≤ ∞, on note par

C(0, T ;H) l’espace des fonctions continues sur [0, T ] dans H,

C1(0, T ;H) l’espace des fonctions continument dérivables sur [0, T ] dans H,

Lp(0, T ;H) l’espace des fonctions mesurables sur [0, T ] dans H,

telles que
∫ T

0

|u(t)|pHdt < +∞ avec les modifications usuelles si p = +∞.

| · |Lp(0,T ;H) la norme de Lp(0, T ;H),

W k,p(0, T ;H) l’espace de Sobolev de paramètres k et p,

| · |Wk,p(0,T ;H) la norme de W k,p(0, T ;H).

Autre notations :

u̇, ü les dérivées première et seconde de u par rapport au temps,

∇φ le gradient de φ,

Div σ divergence de σ,

divD divergence du vecteur D,

ε(u) le tenseur de déformation,

Sd l’espace des tenseurs symétriques du second ordre sur Rd,

Λn puissance n de l’opérateur Λ,

C des constantes génériques strictements positives,

ΨK fonction indicatrice de K,

p.p. presque partout,

i.e. c’est-à-dire.

4



CHAPITRE 1

MODÉLISATION DU CONTACT

ÉLASTO-VISCOPLASTIQUE

Ce chapitre présente un clarification et une idée sur condictrice utilisé dans ce

mémoire, nous allons introduire le cadre physique, puis nous rappelons l’équation de

mouvement et décrire quelques types des lois de comportement élasto-viscoplastique

Par ailleurs , nous précisons dans ce chapitre les conditions aux limites de contact sans

frottement .

1.1 Cadre physique

Nous allons introduire dans ce paragraphe le modèle générale de problème de

contact étudiés dans ce mémoire. Le cadre physique est le suivant . Nous envisageons

un corps élasto-viscoplastique occupe un domaine borné Ω ⊂ Rd(d = 2, 3) avec une

surface de Lipschitz Γ qui est divisée en trois parties mesurables disjointes Γ1,Γ2 et Γ3

telles que mesΓ1 > 0. Soit T > 0 et [0, T ] l’intervalle de temps d’intérêt. Le corps est

fixé sur Γ1 × (0, T ), et le champ de déplacement y est donc nul. Des tractions super-

ficielles de densité f2 agissent sur Γ2 × (0, T ) et une force volumique de densité f0 est

appliquée dans Ω× (0, T ). Le corps est en contact sans frottement avec une fondation

déformable sur la surface de contact potentielle Γ3 × (0, T ). De plus, le processus est

dynamique et donc les termes inertiels sont inclus dans l’équation du mouvement.

5



Chapitre 1 Cadre physique

Figure 1.1 – corps élasto-viscoplastique en contact avec une fondation

Ensuite, la formulation classique du problème de contact mécanique avec la compliance

normale d’un matériau élastique-viscoplastique avec une variable d’état interne est la

suivante.

Nous désignons par Sd l’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur Rd ;

” . ” représente le produit scalaire sur Rd, Sd et | · | représentent respectivement la norme

sur Rd et Sd. Ainsi, nous avons

u · v = ui vi, |v| = (v · v)
1
2 , ∀u, v ∈ Rd,

σ · τ = σij τij, |τ | = (τ · τ)
1
2 , ∀σ, τ ∈ Sd,

avec la convention de l’indice muet.

Pour un vecteur v, nous notons par vν et vτ les composantes normale et tangentielle

à la frontière définies par vν = v · ν,

vτ = v − vν · ν.
(1.1)

6



Chapitre 1 Modèle mathématique

Nous désignons par σ = σ(x, t) le champ des contraintes, par u = u(x, t) le champ des

déplacements et par ε(u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les

notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport

à x ∈ Ω et t ∈ [0, T ].

Nous avons aussi pour un champ des contraintes σ nous dénotons par σν et στ les

traces normale et tangentielle d’une fonction σ ∈ H1, on rappelle que lorsque σ est une

fonction régulière alors : σν = (σν) · ν,

στ = σν − σν · ν.
(1.2)

En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation

(σν) · v = σνvν + στ · vτ , (1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans l’établissement de formulation

variationnelle de problème mécanique de contact.

En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport

au temps ; par exemple

u̇ =
du

dt
, ü =

d2u

dt2
,

où u̇ désigne le champ des vitesses et ü désigne le champ des accélérations. Pour le

champ des vitesses u̇ les notations u̇ν et u̇τ représentent respectivement les vitesses

normale et tangentielle à la frontière, c’est-à-direu̇ν = u̇ · ν,

u̇τ = u̇− u̇ν · ν.

Rappelons maintenant la relation déformation déplacement dans l’hypothèse des petites

transformations

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), 1 ≤ i, j ≤ d, (1.4)

nous allons maintenant décrire le modèle mathématique associé au cadre physique que

nous avons vu au conditions précédent.

7



Chapitre 1 Modèle mathématique

1.2 Modèle mathématique

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné Ω ⊂ Rd avec une surface

frontière ∂Ω = Γ supposée assez régulière. Du point de vue mécanique, on étudie le

nouvel état d’équilibre du corps résultant de l’application des forces volumiques dans Ω

et des force surfacique sur une partie de la frontière Ω, dans un intervalle de temps [0, T ].

Le modèle mathématique décrit l’évolution du corps qui occupe le domaine Ω ⊂ Rd.

Les fonctions inconnues de notre problème P sont le champ des déplacements

u : Ω × [0, T ] → Rd, le champ des contraintes σ : Ω × [0, T ] → Sd , et le champ de

variable interne d’état k : Ω× [0, T ] → Rm.

On sait qu’en général, l’évolution d’un corps matériel est décrite par l’équation de

mouvement de cauchy

Div σ + f0 = ρü dans Ω× (0, T ), (1.5)

où ρ : Ω → R+ désigne la densité de masse, et "Div" représente l’opérateur divergence

pour le tenseurs ; Div σ = (σij,j). Le processus d’évolution défini par (1.5) s’appelle

processus dynamique. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier,

par exemple, dans la cas où le champ des vitesses u̇ varie très lentement par rapport

au temps, le terme ρü peut être négligé, dans ce cas l’équation (1.5) devient

Div σ + f0 = 0 dans Ω× (0, T ). (1.6)

L’équation (1.6) s’appelle l’équation d’équilibre. Le processus d’évolution défini par

(1.6) s’appelle processus quasi-statique.

Nous rappelons que dans le cadre physique, f0 et f2 varient très lentement par rapport

au temps, par conséquent, nous supposons que les accélérations dans le système sont

négligeables, nous plaçons donc le cas quasi-statique et nous utilisons l’équation (1.6).

Puisque le corps est encastré sur Γ1, le champ des déplacements s’annule

u = 0 sur Γ1 × (0, T ). (1.7)

La condition aux limites en traction est

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ), (1.8)

f2 étant une donnée du problème.

8



Chapitre 1 Modèle mathématique

1.3 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le

tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut

imaginer et réaliser pour établir une lois de comportement. Les expériences physiques

pour les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans l’établissement

des lois de comportement. Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides :

essais de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage et essais

de relaxation. Dans la description des phénomènes purement mécanique, par lois de

comportement (ou lois constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le

tenseur des contraintes σ, le tenseur des déformations infinitésimales ε et leurs dérivées

temporelles σ̇ et ε̇ .

Nous présentons par la suite les lois de comportement des matériaux : matériaux élasto-

viscoplastique avec variable interne d’état .

1.3.1 Lois de comportement élasto-viscoplastique avec variable

interne détat

Une loi de constitutive dun matériau élasto-viscoplastique avec variable interne

détat est donnée par

σ(t) = Aε(u̇(t))+Eε(u(t))+
∫ t

0

G(σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s)), k(s))ds dans Ω×(0, T ),

(1.9)

où u désigne le champ de déplacement, σ représente le tenseur des contraintes, ε(u) est

le tenseur des déformations linéarisé, A est l’opérateur de viscosité et E est l’opérateur

d’élasticité. G est une fonction constitutive non linéaire décrivant le comportement

viscoplastique du matériau et dépendant de la variable interne d’état k. L’évolution du

champ de variable interne d’état est donnée par l’équation différentielle suivante :

k̇(t) = ϕ(σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)), k(t)), (1.10)

où ϕ est une fonction non linéaire dépendant aussi de la variable interne d’état k.

Nous supposons que k est une fonction de valeur vectorielle dont l’évolution est régie

par l’équation différentielle (1.10) .
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Chapitre 1 Modèle mathématique

Dans (1.9) et partout ailleurs, le point au dessus d’une variable représente la dérivée par

rapport à la variable temporelle t. Il découle de (1.9) qu’à chaque instant t, le tenseur

de contrainte σ(t) est divisé en deux parties : σ(t) = σV (t)+σR(t), où σV (t) = Aε(u̇(t))

représente la partie purement visqueuse de la contrainte tandis que σR(t) satisfait une

relation élastique-viscoplastique de type taux avec une variable d’état interne

σR(t) = Eε(u(t)) +
∫ t

0

G
(
σR(s), ε(u(s)),k(s)

)
ds,

k̇(t) = ϕ
(
σR(t), ε(u(t)),k(t)

)
.

(1.11)

Lorsque G = 0 la loi constitutive (1.9) se réduit à la relation constitutive viscoélastique

de Kelvin-Voigt donnée par

σ(t) = Aε(u̇(t)) + Eε(u(t)) (1.12)

Exemples et interprétation mécanique des matériaux élastiques-viscoplastiques de la

forme (1.11) dans lesquels la fonction G ne dépend pas de la variable interne k ont été

considérés par de nombreux auteurs : voir par exemple [5, 12] et les références qui y

sont mentionnées. Les problèmes de contact pour les matériaux de la forme (1.9) et

(1.11) sans variable interne et (1.12) sont le sujet de nombreux articles, par exemple

[3, 9, 10, 13, 17, 18] et les références récentes [2, 11] . Les problèmes de contact pour

les matériaux élastiques-viscoplastiques de la forme (1.11) et(1.12) ont été étudiés dans

[5, 8, 19] . Les problèmes de contact dynamique sans frottement pour les matériaux de

la forme (1.9), dans lesquels la variable d’état interne représente le champ de dommages

dont l’évolution est décrite par une inclusion différentielle, sont étudiés dans [20, 21].

1.4 Lois de contact

1.4.1 Contact sans frottement

Dans un contact parfait,où sans frottement,l’action mécanique transmissible par

obstacle entre deux solides ne peut être en tout point que normale au contact (perpen-

diculaire au plan tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation

στ = 0 , (1.13)

10



Chapitre 1 Modèle mathématique

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que

le mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige à introduire

une lois de frottement qui prend en considération la composante tangentielle avec les

autres variables du système.

1.4.2 Contact avec compliance normale

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas

connue à priori. La contrainte normale σν satisfait la condition dite de compliance

normale.

−σν = pν (uν − g) , (1.14)

où uν est le déplacement normal, g représente l’interstice entre le corps et la fondation

et pν est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette

condition indique que la fonction exerce une action sur le corps en fonction de sa

pénétration uν − g. Si le corps repose sur la fondation l’interstice est nul, g = 0.

Comme exemple de la fonction pν nous pouvons considérer,

pν(r) = cνr+ (1.15)

où cν est une constante positive et r+ = max{0, r}. Un deuxième exemple est donné

par :

pν =

 cνr+ si r ≤ α

cνα si r > α
(1.16)

où α est un coefficient positif relatif à la dureté de la surface. Dans se cas, la condition

de contact (1.14) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle

dépasse α la fonction se désintégré et n’offre plus de résistance à la pénétration.
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CHAPITRE 2

OUTILS MATHÉMATIQUES

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans ce mé-

moire, et donnons quelques propriétés nécessaires dans la suite. Partout dans ce chapitre

Ω est un domaine borné et lipschitzien de Rd(d = 2, 3), de frontière Γ représentable

localement comme le graphe d’une fonction lipschitzienne sur un ouvert de Rd−1, Ω

étant situé localement d’un seul côté de Γ. Par ailleurs, nous considérons une partition

Γ en trois parties mesurables disjointes Γ1, Γ2 et Γ3 telles que mesΓ1 > 0 .

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions à

valeurs réelles. Nous allons aborder les espaces de fonctions continues, continûment

différentiables, les espaces de Hilbert, les fonctions p-intégrables et les espaces de So-

bolev, qui nous permettrons d’introduire les espaces spécifiques à la mécanique au

prochaine section. Nous rappelons par la suite les définitions et quelques propriétés de

ces espaces. Nous ne donnons pas de démonstrations afin de pas rallonger la longueur

de ce chapitre.
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Chapitre 2 Espaces fonctionnels

2.1.1 Fonctions continues et continûment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur Ω est noté par C(Ω) et il est un

espace de Banach pour la norme donnée par :

|v|C(Ω) = sup{|v(x)|, x ∈ Ω}.

Toute fonction uniformément continue est bornée et possède une unique extension

continue sur Ω. Pour tout entier k, l’espace Ck(Ω) donné par

Ck(Ω) = {v ∈ C(Ω)/Dαv ∈ C(Ω) pour |α| ≤ k},

est l’espace des fonctions continues sur Ω dont les dérivées d’ordre au plus k sont

également continues sur Ω. Il est aussi un espace de Banach s’il est muni de la norme

|v|Ck(Ω) =
∑
|α|≤k

|Dαv|C(Ω).

L’espace C∞(Ω) désigne l’espace des fonctions indéfiniment différentiables :

C∞(Ω) =
∞⋂
k=0

Ck(Ω).

Nous pouvons maintenant parler de l’espace des fonctions indéfiniment différentiables

sur l’ensemble à support compact inclus dans Ω, défini par

C∞
0 (Ω) = {v ∈ C∞(Ω)/supp v ⊂ Ω},

où supp v = {v ∈ C∞(Ω)/v(x) ̸= 0} est le support de la fonction v. Si supp v est un

sous ensemble propre de Ω, on dit que v est une fonction à support compact dans Ω.

2.1.2 Espaces Lp(Ω)

On suppose connues la définition des applications mesurables pour la mesure de

Lebesgue et la définition de L1(Ω), l’espace des fonctions intégrables sur Ω, muni de la

norme définie par

|v|L1(Ω) =

∫
Ω

|v(x)|dx.
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Définition 2.1.1. L’espace des fonctions de puissance p-ième intégrables dans Ω peut

être défini par :

Lp(Ω) = {v mesurables sur Ω à valeurs dans K/|v|Lp(Ω) ∈ L1(Ω)}.

Grâce à l’inégalité de Minkowski, c’est un espace normé, dont la norme, noté |v|Lp est

définie par :

|v|Lp(Ω) =
(∫

Ω

|v|pdx
) 1

p
.

On appelle l’espace de Lebesgue L∞(Ω) l’ensemble

L∞(Ω) = {v : Ω → R mesurable;∃ C > 0, |v(x)| ≤ C p.p. sur Ω},

muni de la norme définie par

|v|L∞(Ω) = inf{C; |v(x)| ≤ C p.p. sur Ω}.

2.1.3 Espace de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (., .)H un produit scalaire sur H i.e.

(., .)H : H ×H → R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par | · |H l’application de H → R+ définie par :

|u|H = (u, u)
1
2
H , (2.1)

et on rappelle que | · |H est une norme sur H qui vérifie l’inégalité de Cauchy-Schwartz :

|(u, v)H | ≤ |u|H |v|H , ∀u, v ∈ H. (2.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par

(2.1). Soit H ′ l’espace dual de H c’est à dire l’espace des fonctionnelles linéaires et

continues sur H muni de la norme :

|η|H′ = sup
v∈H−{0}

|⟨η, v⟩H′×H |
|v|H

,

où ⟨., .⟩H′×H représente le produit de dualité entre H ′ et H.
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2.1.4 Espace de Sobolev

L’espace de Sobolev ont permis de résoudre de bon nombre des problèmes

concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse jusque là.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur l’espaces de Sobolev

H1(Ω) défini par :

H1(Ω) = {u ∈ L2(Ω)∇ui ∈ L2(Ω), i = 1, 2, d}.

On note par ∇u le vecteur de composante ∇ui. On a ∇u ∈ L2(Ω)d pour tout

u ∈ H1(Ω).

On sait que H1(Ω) est un espaces de Hilbert pour le produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (∇ui,∇vi)L2(Ω),

et la norme associée

|u|H1(Ω) = (u, u)
1
2

H1(Ω),

alors on a

|u|2H1(Ω) = |u|2L2(Ω) + |∇u|2L2(Ω)d .

On a le résultats suivant :

Théorème 2.1.1. (de densité).

C1(Ω̄) est dense dansH1(Ω).

Théorème 2.1.2. (Rellich).

H1(Ω) ⊂ L2(Ω) avec injection compacte.

Théorème 2.1.3. (trace de Sobolev).

Il existe une application linéaire et continue δ : H1(Ω) → L2(Γ) telle que δu = u|Γ
pour tout u ∈ C1(Ω̄).

Pour plus des détails sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur, par exemple,

à[1]

Remarque 2.1.1. L’espace L2(Γ) ci-dessus représente l’espaces de fonctions réelles

sur Γ qui sont L2 pour la mesure superficielle dΓ. L’application δ s’appelle application

de trace, elle est définie comme le prolongement par densité de l’application u 7→ u|Γ
définir pour u ∈ C1(Ω̄).
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Remarque 2.1.2. On note que l’application de trace δ : H1(Ω) → L2(Γ) est un

opérateur compact.

Définition 2.1.2. Pour tout k ∈ N et pour tout p ∈ [1,+∞], nous définissons l’espace

de Sobolev W k,p(Ω) par :

Wk,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)| ∀α, |α| ≤ k;∃ vα ∈ Lp(Ω), tel que , vα = Dαu},

Remarque 2.1.3. Nous ferons très souvent l’abus d’écriture qui consiste à identifier

Dαu et vα.

La norme sur l’espace Wk,p(Ω) est donnée par

|u|Wk,p(Ω) =


( ∑
|α|≤k

|Dαu|Lp(Ω)

) 1
p si 1 ≤ p <∞,

max
|α|≤k

|Dαu|L∞(Ω) si p = ∞.

Pour p = 2, on note par Hk(Ω) l’espace Wk,2(Ω) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

2.2 Espaces liés au problème à étudier

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u

et σ : 

H = {u = (ui) / ui ∈ L2(Ω)} = L2(Ω)d,

H = {σ = (σij) / σij = σji ∈ L2(Ω)} = L2
s(Ω)

d×d,

H1 = {u = (ui) / ε(u) ∈ H} = H1(Ω)d,

H1 = {σ ∈ H / Divσ = (σij,j) ∈ H}.

(2.3)
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Les espaces H,H, H1 et H1 sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires suivants :

(u, v)H =

∫
Ω

uividx ∀u, v ∈ H,

(σ, τ)H =

∫
Ω

σijτijdx ∀σ, τ ∈ H,

(u, v)H1 = (u, v)H + (ε(u), ε(v))H ∀u, v ∈ H1,

(σ, τ)H1 = (σ, τ)H + (Div σ,Div τ)H ∀σ, τ ∈ H1,

(2.4)

où ε : H1 → H et Div : H1 → H sont respectivement les opérateurs de déformation et

de divergence, définis par

ε(u) = (εij(u)), εij(u) =
1

2
(ui,j + uj,i), Div σ = (σij,j).

Les normes sur les espaces H,H, H1 et H1 sont notées par | · |H , | · |H, | · |H1 et | · |H1

respectivement.

Puisque la frontière Γ est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur ν à la frontière

est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v ∈ H1 nous utilisons la notation v pour

désigner la trace γv de v sur Γ. Rappelons que l’application de trace γ : H1 → L2(Γ)d est

linéaire et continue, mais n’est pas surjective. L’image de H1 par cette application est

notée par HΓ = H
1
2 (Γ)d ce sous-espace s’injecte continûment dans L2(Γ)d. Désignons

par H ′
Γ le dual de HΓ, et ⟨·, ·⟩ le produit de dualité entre H ′

Γ et HΓ. Pour tout σ ∈ H1,

il existe un élément σν ∈ H
′
Γ tel que :

⟨σν, γv⟩H′
Γ×HΓ

= (σ, ε(v))H + (Div σ, v)H ∀v ∈ H1. (2.5)

En outre, si σ est assez régulier (par exemple C1), nous avons la formule

⟨σν, γv⟩H′
Γ×HΓ

=

∫
Γ

σν · vda ∀v ∈ H1. (2.6)

Donc, pour σ assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(σ, ε(v))H + (Div σ, v)H =

∫
Γ

σν · vda ∀v ∈ H1. (2.7)

l’ensemble des variables d’état internes admissibles est donné par ,

Y =
{
α = (αi) | αi ∈ L2(Ω), 1 ≤ i ≤ m

}
. (2.8)
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Nous introduisons au présent un sous-espace fermé de H1, dont la définition est donnée

ci-après

V = {v ∈ H1 / v = 0 surΓ1}. (2.9)

Inégalité de Korn : Soit mesΓ1 > 0. Alors il existe une constante cK > 0 dépendant

uniquement de Ω et Γ1 vérifie l’inégalité suivante,

|ε(v)|H ≥ cK |v|H1 ∀v ∈ V. (2.10)

Nous considérons sur l’espace V, le produit scalaire donné par

(u, v)V = (ε(u), ε(v))H ∀u, v ∈ V. (2.11)

Soit | · |V la norme associée, i.e.

|v|V = |ε(v)|H ∀v ∈ V. (2.12)

Par l’inégalité de Korn et (2.4), il vient que | · |H1 et | · |V sont des normes équivalentes

sur V et ainsi (V, | · |V) est un espace de Hilbert.

En effet, d’après (2.4)

(u, v)H1 = (u, v)H + (ε(u), ε(v))H.

Alors

|v|H1 =
(
|v|2H + |ε(v)|2H

) 1
2 .

En utilisant (2.10), il résulte

cK |v|H1 ≤ |ε(v)|H ≤ |v|H1 . (2.13)

Alors | · |H1 équivalent | · |H.

En outre, d’après (2.10) et (2.12) et le théorème de trace de Sobolev, on trouve qu’il

existe une constante c0 > 0 dépendante uniquement de Ω,Γ1 et Γ3 telle que :

|v|L2(Γ3)d ≤ c0|v|V ∀v ∈ V. (2.14)
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2.3 Espaces des fonctions à valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné à rappeler les principaux résultats sur les fonctions

définies sur un intervalle de temps et à valeurs dans un espace de Banach réel.

Soit T > 0. Pour tout espace de Banach réel (X, |.|X). Nous notons par C(0, T ;X) et

C1(0, T ;X) les espaces des fonctions continues et continûment différentiables sur [0, T ]

avec valeurs dans X,respectivement, avec les normes

|f |C(0,T ;X) = max
t∈[0,T ]

|f(t)|X

, alors que C1(0, T ;X) est un espace de Banach réel avec la norme

|f |C1(0,T ;X) = max
t∈[0,T ]

|f(t)|X + max
t∈[0,T ]

|ḟ(t)|X .

Enfin, pour k ∈ N et p ∈ [1,∞],on utilise la notation standard pour les espaces de

Lebesgue Lp(0, T ;X) et pour les espaces de Sobolev W k,p(0, T ;X). De plus, si X1 et

X2 sont des espaces de Hilbert réels, alors X1 ×X2 désigne l’espace de Hilbert produit

muni du produit scalaire canonique (·, ·)X1×X2 . Nous rappelons le résultat standard

suivant pour les équations d’évolution du premier ordre (voir[2] ou [22]). Soient V et H

des espaces de Hilbert réels tels que V soit dense dans H et que l’application d’injection

soit continue. L’espace H est identifié à son propre dual et à un sous-espace du dual

V ′ de V .Nous écrivons

V ⊂ H ⊂ V
′

et on dit que les inclusions ci-dessus définissent un triplet de Gelfand. Nous notons par

| · |V , | · |H et | · |V ′ les normes sur les espaces V,H et V ′ respectivement, et nous utilisons

⟨·, ·⟩V ′×V pour le couplage dual entre V ′ et V . Notez que si f ∈ H alors

⟨f ,v⟩V ′×V = (f ,v)H ∀v ∈ V.

Théorème 2.3.1. soit V ⊂ H ⊂ V
′ un triplet de Gelfand. Soit A : V → V ′ un

opérateur hemicontinu et monotone qui satisfait.

(Au,u)V ′×V ≥ ω|u|2V + λ ,∀u ∈ V, (2.15)

|Au|V ′ ≤ C (|u|V + 1) ,∀u ∈ V, (2.16)
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pour certaines constantes ω > 0, C > 0 and λ ∈ R. Ensuite, étant donné u0 ∈ H et

f ∈ L2 (0, T ;V ′), il existe une fonction unique u qui satisfait

u ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C(0, T ;H), u̇ ∈ L2 (0, T ;V ′) ,

u̇(t) + Au(t) = f(t), p.p. t ∈ (0, T ),

u(0) = u0

Définition 2.3.1. Une fonction u : [0, T ] → X est dite mesurable s’il existe un sous-

ensemble E ⊂ [0, T ] de mesure nulle et une suite (un)n∈N de fonctions appartenant à

Cc(0, T ;X) telle que |un(t)− u(t)|X → 0 quand n→ +∞, pour tout t ∈ [0;T ]/E.

Définition 2.3.2. Une fonction u : [0, T ] → X est dite fortement dérivable en t0 ∈

(0, T ) s’il existe un élément
du

dt
(t0) ∈ X appelé la dérivée forte de u en t0, tel que

lim
h→0

|1
h
(u (t0 + h)− u (t0))−

du

dt
(t0) |X = 0.

Définition 2.3.3. Une fonction u : [0, T ] → X est dite intégrable s’il existe une suite

(un)n∈N de fonctions appartenant à Cc(0, T ;X) telle que

lim
n→+∞

∫ T

0

|un(t)− u(t)|Xdt = 0.

Théorème 2.3.2. (Bochner). Une fonction u : [0, T ] → X mesurable et intégrable si

et seulement si t→ |tu(t)|X : [0, T ] → R+ est intégrable. Dans ce cas

|
∫ T

0

u(t)dt|X ≤
∫ T

0

|u(t)|Xdt.

2.3.1 Espace de Lebesgue Lp(0, T ;X)

Soit 1 ≤ p < ∞. L’espace de Lebesgue Lp(0, T ;X) est l’ensemble des classes de

fonctions u : [0, T ] → X mesurables, telles que l’application t → |u(t)|X appartient à

Lp(0, T ). On sait que Lp(0, T ;X) est un espace vectoriel normé avec la norme


|u|Lp(0,X;T ) =

(∫ T

0

|u(t)|pXdt
) 1

p
si 1 ≤ p <∞,

|u|L∞(0,X;T ) = inf{c > 0 / |u(t)|X < c p.p. t ∈ (0, T )} si p = ∞.
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Proposition 2.3.1. 1. Lp(0, T ;X)(1 ≤ p ≤ ∞) est un espace de Banach.

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (., .)X , alors L2(0, T ;X) est

aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt.

3. Lr(0, T ;X) ⊆ Lq(0, T ;X), avec injection continue, 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.

4. Si X est un espace de Hilbert, alors

Lp(0, T ;X)′ = Lq(0, T ;X), si 1 < p, q <∞,
1

p
+

1

q
= 1,

L1(0, T ;X)′ = L∞(0, T ;X),

où Lp(0, T ;X)′ représente le dual de l’espace Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞.

Définition 2.3.4. Soit u,w ∈ L1(0, T ;X). La fonction w s’appelle la dérivée généra-

lisée d’ordre n de u sur (0, T ) si∫ T

0

φ(n)(t)u(t)dt = (−1)n
∫ T

0

φ(t)w(t)dt, ∀φ ∈ C∞
c (0, T )

C∞
c (0, T ) étant l’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables à support compact

dans (0, T ) .

Nous écrivons w = u̇ pour n = 1 et w = u(n) pour n ≥ 2.

2.3.2 Espace de Sobolev W k,p(0, T ;X)

Définition 2.3.5. Soit 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace de Sobolev W 1,p(0, T ;X) est l’espace des

fonction u : [0, T ] → X telles que u ∈ Lp(0, T ;X) et u̇ ∈ Lp(0, T ;X). W 1,p(0, T ;X) est

un espace de Banach muni de la norme

|u|W 1,p(0,T ;X) = |u|Lp(0,T ;X) + |u̇|Lp(0,T ;X).

En particulier, W 1,2(0, T ;X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.

Définition 2.3.6. Une fonction u : [0;T ] → X est dite absolument continue si quelque

soit ε > 0, il existe δ = δ(ε) tel que pour toute suite d’intervalles (ai, bi) disjoints,

inclus dans [0;T ], tels que
∑
i

(bi − ai) < δ on a
∑
i

|u (bi)− u (ai)|X ≤ ε.
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Théorème 2.3.3. Soit 1 ≤ p ≤ ∞, X un espace de Banach réflexif et soit

u ∈ Lp(0, T ;X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u ∈ W 1,p(0, T ;X).

2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la

dérivée forte dans Lp(0, T ;X).

3. Il existe u0 ∈ X et g ∈ Lp(0, T ;X), telles que

u(t) = u0 +

∫ t

0

g(s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Théorème 2.3.4. Si la fonction u appartient à l’espace W 1,p(0, T ;X), p ∈ [1,∞].

Nous avons alors :

1. |u(t)− u(s)|X ≤
∫ t

s

|u̇(r)|Xdr 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

2. si de plus p <∞, on a

|u(t)− u(s)|pX ≤ (t− s)p
∫ t

s

|u̇(r)|pXdr 0 ≤ s ≤ t ≤ T,

3. si p = ∞, on a

|u(t)− u(s)|X ≤ |u̇|L∞(0,T ;X) 0 ≤ s ≤ t ≤ T.

Théorème 2.3.5. (Cauchy-Lipschitz ) Soit (X, | · |x) un espace de Banach réel et

soit F(t, ·) : X → X un opérateur défini p.p. sur (0, T ), qui satisfait les propriétés

suivantes :

(a) il existe LF > 0 tel que

|F(t, x)− F(t, y)|X ≤ LF|x− y|X ∀x, y ∈ X, p.p. t ∈ (0, T );

(b) il existe 1 ≤ p ≤ ∞ tel que

F(·, x) ∈ Lp(0, T ; X) ∀x ∈ X.

Alors, pour tout x0 ∈ X, il existe une fonction unique x ∈ W1,p(0, T ; X) tel que

ẋ(t) = F(t, x(t)), p.p. t ∈ (0, T ),

x(0) = x0.
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Théorème 2.3.6. Dans le cas où l’espace (H, (., .)H) est un espace de Hilbert et si la

fonction u appartient à l’espace W 1,2(0, T ;H), alors

1. la fonction t −→ 1

2
|u(t)|2H est une fonction absolument continue sur l’intervalle

]0, T [.

2.
d

dt

1

2
|u(t)|2H = (u̇(t), u(t))H p.p. t ∈]0, T [.

3.
1

2
|u(t)|2H =

1

2
|u(0)|2H +

∫ t

0

(u̇(t), u(t))Hds ∀t ∈]0, T [.

Ces quelques propriétés achèvent cette section. Pour plus de détails sur les résultats

dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par exemple aux références[3].

2.4 Éléments d’analyse non linéaire dans un espac de

Hilbert

Dans cette section nous rappelons quelques éléments d’analyse dans les espaces

de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations variation-

nelles d’évolution paraboliques du première ordre qui interviennent dans l’étude des

problèmes mécaniques. Puis nous rappelons le théorème de point fixe de Banach.

Équations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous commonçons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement

monotones et de Lipschitz. Pour cela, on considère un espace de Hilbert H muni du

produit scalaire (., .)H et la norme associée | · |H et H ′ l’espace dual de H en notant

par ⟨., .⟩H′×H pour le produit de dualité entre H et H ′

Définition 2.4.1. L’opérateur A : H → H ′ est dite :

1. monotone si

⟨Au− Av, u− v⟩H′×H ≥ 0 ∀u, v ∈ H;

2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

⟨Au− Av, u− v⟩H′×H ≥ m|u− v|2H ∀u, v ∈ H;
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3. de Lipschitz s’il existe L > 0

|Au− Av|H′ ≤ L|u− v|H ∀u, v ∈ H.

4. hemicontinu si pour toute suite numérique (λn) ⊂ R telle que λn → λ lorsque

n→ +∞ on a

⟨A (u+ λnv) , w⟩H′×H → ⟨A(u+ λv), w⟩H′×H quand n→ +∞.

2.5 Représentation de Riesz-Fréchet

Dans cette section nous rappelons le théorème de représentation de Riesz-Fréchet.

L’importance de ce théorème est que toute forme linéaire continue sur un espace de

Hilbert H peut se représenter à l’aide du produit scalaire.

Théorème 2.5.1. (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet) Soit H un

espace de Hilbert et soit H ′ son espace dual. Alors, pour tout ϕ ∈ H ′ il existe f ∈ H

unique tel que

⟨ϕ, v⟩H′×H = (f, v)H ∀v ∈ H.

On a de plus

|ϕ|H′ = |f |H .

Pour une démonstration de ce théorème voir par exemple ([4]pages 81-82) .

L’application ϕ 7→ f est un isomorphisme isométrique qui permet d’identifier H et

H ′. Soit maintenant H un espace de Hilbert réel tel que V dense dans H et l’injection

V ⊂ H est continue. On identifie H et H ′. Soit V ′ le dual de V, on peut alors prolonger

H dans V ′ grâce au procédé suivant : étant donné f ∈ H, l’application v ∈ V 7→ (f, v)H

est une forme linéaire continue sur H et a fortiori sur V ; on la note Tf ∈ V ′ de sorte

que

⟨Tf, v⟩V ′×V = (f, v), ∀f ∈ H, ∀v ∈ V.

On vérifie que T : H → V ′ possède les propriétés suivantes

(1) |Tf |V ′ ≤ C| f |H ∀f ∈ H .

(2) T est injective.
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(3) T (H) est dense dans V ′.

En général T n’est pas surjective de H sur V ′. A l’aide de T on prolonge H dans V ′ et

on a le schéma

V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′, (2.17)

où les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé.

Triplet de Gelfand. On dit que H est l’espace pivot.Nous continuons avec quelques

définitions portant sur les formes bilinéaires définies dans un espace de Hilbert.

2.6 Théorème du point fixe de Banach

Le théorème de point fixe de Banach va être utilisé plus tard dans cette thèse pour

démontrer l’existence et l’unicité.

Soit X un espace de Banach muni de la norme |.|Xet K ⊂ X une partie de X et soit

Λ : K → X un opérateur défini sur K. On s’intéresse à l’existence d’une solution de

l’équation

Λu = u, u ∈ K. (2.18)

Une telle solution de (2.18) s’appelle un point fixe de Λ dans K.

Théorème 2.6.1. (Théorème du point fixe de Banach). Soit K une partie non

vide et fermé de l’espace de Banach X et soit Λ : K → K une contractante, i.e,

∃ k ∈]0, 1[ tel que

|Λu− Λv|X ≤ k|u− v|X , u, v ∈ K.

Alors il exists un unique élément u ∈ K tel que Λu = u, i.e, Λ possède un point fixe

unique dans K.

Nous allons ainsi utiliser une version du théorème de point fixe de Banach que nous

présentons ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de l’opérateur Λ sont définies récursive-

ment par

Λn = Λ
(
Λn−1

)
pour n ≥ 2.
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Théorème 2.6.2. Sous les mêmes conditions du Théorème 2.6.1, on suppose que Λn

est une contractante pour un certain entier n ≥ 2. Alors Λ admet un point fixe unique

dans K.

Les démonstrations des théorémes 2.6.1, 2.6.2 peuvent être trouver dans [11].

2.7 Lemme de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de

nombreux problèmes de contact, en particulier pour établir l’unicité de la solution. Pour

avoir plus de détails sur le rappels figurant dans ce paragraphe, on pourra consulter

par exemple [13]. Notons par ailleurs que dans certains paragraphes de ce mémoire,

nous allons utiliser de versions " presque partout" de ces lemmes.

Lemme 2.7.1. Soient m,n ∈ C([0, T ];R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 pour tout

t ∈ [0, T ] soit a ≥ 0 une constante, et ψ ∈ C([0, T ];R) est une fonction telle que

1. Si

ψ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

n(s)ψ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤
(
a+

∫ t

0

m(s)ds

)
exp

(∫ t

0

n(s)ds

)
∀t ∈ [0, T ].

2. Si

ψ(t) ≤ m(t) + a ·
∫ t

0

ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors ∫ t

0

ψ(s)ds ≤ eaT ·
∫ t

0

m(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 2.7.1. Soient n ∈ C([0, T ];R) telles que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ] et

soit a ≥ 0. Si ψ ∈ C([0, T ];R) est une fonction telle que

ψ(t) ≤ a+

∫ t

0

n(s)ψ(s)ds ∀t ∈ [0, T ],

alors

ψ(t) ≤ a · exp
(∫ t

0

n(s)ds

)
∀t ∈ [0, T ],
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Le corollaire 2.7.1 est souvent utilisé pour montrer l’unicité de la solution, de la

façon suivante. On suppose deux solutions, en notant par ψ la norme de la différence

entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer ψ sous la forme

ψ(t) ≤
∫ t

0

n(s)ψ(s)ds, ∀t ∈ [0, T ],

avec une certaine fonction n ≥ 0. En appliquant corollaire 2.7.1 donne immédiatement

la nullité de ψ.

Lemme 2.7.2. Soient m,n ∈ C([0, T ];R) telles que m(t) ≥ 0 et n(t) ≥ 0 ∀t ∈ [0, T ],

a ≥ 0. Soit également ϕ : [0, T ] → R est une fonction telle que :

1

2
ϕ2(s) ≤ 1

2
a2 +

∫ s

0

m(t)ϕ(t)dt+

∫ s

0

n(t)ϕ2(t)dt, ∀s ∈ [0, T ].

Alors

|ϕ(s)| ≤
(
a+

∫ s

0

m(t)ds

)
e
∫ s
0 n(t)dt, ∀s ∈ [0, T ].

Dans le cas particulier n = 0, le lemme 2.7.2 devient :

Corollaire 2.7.2. Soit m ∈ C([0, T ];R) telles que m(t) ≥ 0 ,∀t ∈ [0, T ] et soit a ≥ 0.

Soit également ϕ : [0, T ] → R est une fonction telle que :

1

2
ϕ2(s) ≤ 1

2
a2 +

∫ s

0

m(t)ϕ(t)dt, ∀s ∈ [0, T ].

Alors

|ϕ(s)| ≤ a+

∫ s

0

m(t)dt, ∀s ∈ [0, T ].
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CHAPITRE 3

PROBLÈME ÉLASTO-VISCOPLASTICITÉ AVEC

VARIABLE INTERNE D’ÉTAT ET SANS FROTTEMENT

Dans ce chapitre nous étudions un problème de contact en élasto-viscoplasticité

avec variable interne d’état et sans frottement. Le plan de ce chapitre est le suivant.

Dans la première section, nous commençons à proposer et décrire notre problème puis

nous introduisons des hypothèses très utiles pour la dernière section. Ensuite, dans la

deuxième section, nous prouvons une formulation variationnelle du problème. Enfin,

dans la troisième section, nous énonçons un théorème de l’existence d’une solution

faible unique du problème, et nous le prouvons.

3.1 Formulation mécanique du problème

Un corps élasto-viscoplastique occupe un domaine borné Ω ⊂ Rd(d = 2, 3) avec

une surface de Lipschitz Γ qui est divisée en trois parties mesurables disjointes Γ1,Γ2

et Γ3 telles que mes mesΓ1 > 0. Soit T > 0 et [0, T ] l’intervalle de temps d’intérêt.

Le corps est fixé sur Γ1 × (0, T ), et le champ de déplacement y est donc nul. Des

tractions superficielles de densité f2 agissent sur Γ2 × (0, T ) et une force volumique de

densité f0 est appliquée dans Ω × (0, T ). Le corps est en contact sans frottement avec

une fondation déformable sur la surface de contact potentielle Γ3 × (0, T ). De plus,

le processus est dynamique et donc les termes inertiels sont inclus dans l’équation du
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mouvement. Ensuite, la formulation classique du problème de contact mécanique avec

la compliance normale d’un matériau élastique-viscoplastique avec une variable d’état

interne est la suivante.

Position du Problème P :

Trouver un champ des déplacements u : Ω × [0, T ] → Rd, un champ des contraintes

σ : Ω× [0, T ] → Sd un champ de variable interne détat k : Ω× [0, T ] → Rm tels que

σ(t) =Aε(u̇(t)) + Eε(u(t))

+

∫ t

0

G(σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s)), k(s))ds dans Ω× (0, T ), (3.1)

k̇ = ϕ(σ −Aε(u̇), ε(u), k) dans Ω× (0, T ), (3.2)

ρü = Div σ + f0 dans Ω× (0, T ), (3.3)

u = 0 sur Γ1 × (0, T ), (3.4)

σν = f2 sur Γ2 × (0, T ), (3.5)

σν = −p (uν − g) , στ = 0 sur Γ3 × (0, T ), (3.6)

u(0) = u0, u̇(0) = v0, k(0) = k0 dans Ω. (3.7)

Les équations (3.1) et (3.2) représentent la loi constitutive élastique-viscoplastique avec

la variable d’état interne introduite dans la première section. L’équation (3.3) représente

l’équation du mouvement où ρ est la densité de masse. Les équations (3.4) et (3.5) sont

les conditions de déplacement-traction. Dans létude du problème mécanique P nous

supposons les hypothèses suivantes.

Lopérateur de viscosité A : Ω× Sd → Sd satisfait

(a) Ils existent des constants C1
A, C

2
A > 0 telles que

|A(x, ε)| ≤ C1
A|ε|+ C2

A ∀ε ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(b) Il existe une constante mA > 0 telle que

(A (x, ε1)−A (x, ε2)) · (ε1 − ε2) ≥ mA |ε1 − ε2|2

∀ε1, ε2 ∈ Sd, p.p. x ∈ Ω.

(c) L’application x 7→ A(x, ε) est mesurable sur Ω pour tout ε ∈ Sd.

(d) L’application ε 7→ A(x, ε) est continue sur Sd, p.p. x ∈ Ω.

(3.8)
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Lopérateur délasticité E : Ω× Sd → Sd satisfait :

(a) Il existe une constante LE > 0 telle que

|E (x, ε1)− E (x, ε2)| ≤ LE |ε1 − ε2| ∀ε1, ε2 ∈ Sd ,p.p. x ∈ Ω.

(b) Pour toute ε ∈ Sd, x 7→ E(x, ε) est mesurable sur Ω.

(c) L’application x 7→ E(x, 0) est dans H.

(3.9)

Lopérateur de viscoplasticité G : Ω× Sd × Sd × Rm → Sd satisfait :

(a) Il existe une constante LG > 0 telle que

|G (x, σ1, ε1, k1)− G (x, σ2, ε2, k2)| ≤ LG (|σ1 − σ2|+ |ε1 − ε2|+ |k1 − k2|)

∀σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd et k1, k2 ∈ Rm, p.p. x ∈ Ω.

(b) L’application x 7→ G(x, σ, ε, k) est mesurable sur Ω,

Pour toute σ, ε ∈ Sd et k ∈ Rm.

(c) L’applicationx 7→ G(x, 0, 0, 0) est dans H.

(3.10)

La fonction ϕ : Ω× Sd × Sd × Rm → R satisfait :

(a) Il existe une constante Lϕ > 0 telle que

|ϕ (x, σ1, ε1, k1)− ϕ (x, σ2, ε2, k2)| ≤ Lϕ (|σ1 − σ2|+ |ε1 − ε2|+ |k1 − k2|)

∀σ1, σ2, ε1, ε2 ∈ Sd et k1, k2 ∈ Rm, p.p. x ∈ Ω.

(b) L’application x 7→ ϕ(x, σ, ε, k) est mesurable sur Ω

Pour toute σ, ε ∈ Sd et k ∈ Rm.

(c) L’application x 7→ ϕ(x, 0, 0, 0) est dans H.

(3.11)

La fonction de compliance normale p : Γ3 × R → R+ satisfait :

(a) Il existe une constante Lp > 0 telle que

|p (x, r1)− p (x, r2)| ≤ Lp |r1 − r2| ∀r1, r2 ∈ R, p.p. x ∈ Γ3.

(b) r 7→ p(·, r) est mesurable sur Γ3 pour tout r ∈ R.

(c) p(·, r) = 0 pour tout r ≤ 0.

(3.12)

Nous remarquons que l’hypothèse (3.12) satisfaite par les fonctions définies dans (1.15)

et (1.16) et donc nos résultats s’appliquent au contact sans frottement correspondant.

La densité de masse est satisfaite

ρ ∈ L∞(Ω), il existe ρ∗ > 0 tel que ρ(x) ≥ ρ∗, p.p.x ∈ Ω. (3.13)
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De même, nous suppons la fonction que l’interstice g satisfont :

g ∈ L2 (Γ3) , g ≥ 0 p.p. sur Γ3. (3.14)

Nous supposons que les forces volumiques f0 et les tractions surfaciques f2 ont

la régularité suivante

f0 ∈ L2(0, T ;H), f2 ∈ L2
(
0, T ;L2 (Γ2)

d
)
. (3.15)

Enfin, nous supposons que les données initiales sont satisfaisantes

u0 ∈ V, v0 ∈ H, k0 ∈ Y. (3.16)

Nous allons utiliser un produit scalaire modifié sur l’espace de Hilbert H = L2(Ω)d

donné par

((u,v))H = (ρu,v)H ∀u,v ∈ H,

et soit | · |H la norme associée, cest-à-dire

|v|H = (ρv,v)
1/2
H ∀v ∈ H.

En utilisant l’hypothèse (3.13), il vient que |·|H et |·|H sont des normes équivalentes sur

H. De plus l’inclusion de (V, | · |V ) dans (H, | · |H) est continue et dense. Nous notons

par V ′ l’espace dual de V . En identifiant H avec son dual, nous obtenons le triplet de

Gelfand

V ⊂ H ⊂ V ′.

Nous utilisons la notation ⟨·, ·⟩V ′×V pour la dualité entre V ′ et V et rappelons que

⟨u,v⟩V ′×V = ((u,v))H ∀u ∈ H,∀v ∈ V.

L’hypothèses (3.15) pour p.p. t ∈ (0, T ), permet de défnir une fonction f(t) ∈ V ′ par

⟨f(t),v⟩V ′×V =

∫
Ω

f0(t) · vdx+
∫
Γ2

f2(t) · vda ∀v ∈ V, (3.17)

et on note que

f ∈ L2 (0, T ;V ′) . (3.18)

Nous considérons aussi la fonctionnelle j : V × V → R défnie par

j(u,v) =

∫
Γ3

p (uν − g) vνda ∀u,v ∈ V. (3.19)

En utilisant les arguments standard, nous obtenons la formulation variationnelle

suivante du problème mécaniqu(3.1) - (3.7).
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3.2 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green (2.7)

(σ, ε(v))H + (Div σ, v)H =

∫
Γ

σν · vda ∀v ∈ H1,

on trouve∫
Ω

σ · ε(v)dx+
∫
Ω

Div σ · vdx =

∫
Γ1

σν · vda+
∫
Γ2

σν · vda+
∫
Γ3

σν · vda ∀v ∈ V.

De la définition de l’espace V avec (3.3) et (3.5), on obtient∫
Ω

σ · ε(v)dx−
∫
Ω

f0 · vdx+
∫
Ω

ρü.vdx =

∫
Γ2

f2 · vda+
∫
Γ3

σν · vda ∀v ∈ V.

D’après les formules (1.3) et (3.6) on a

σν · v = −pν (uν − g) vν ,

il vient que∫
Ω

σ · ε(v)dx+
∫
Ω

ρü.vdx =

∫
Ω

f0 · vdx+
∫
Γ2

f2 · vda−
∫
Γ3

pν (uν − g) vνda.

De (3.17) et (3.19), nous obtenons :

⟨ρü(t), v⟩V ′×V + (σ(t), ε(v))H + j(u, v) = ⟨f(t), v⟩V ′×V ∀v ∈ V, t ∈ (0, T ),

⟨ü(t),v⟩V ′×V + (σ(t), ε(v))H + j(u(t),v) = ⟨f(t),v⟩V ′×V ∀v ∈ V.

Problème PV :

Trouver un champ des déplacements u : [0, T ] → V , un champ des contraintes

σ : [0, T ] → H et un champ de variable interne d’état k : [0, T ] → Y tels que pour p.p.

t ∈ (0, T ),
σ(t) =Aε(u̇(t)) + Eε(u(t))

+

∫ t

0

G(σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s)), k(s))ds
(3.20)

⟨ü(t),v⟩V ′×V + (σ(t), ε(v))H + j(u(t),v) = ⟨f(t),v⟩V ′×V ∀v ∈ V (3.21)

k̇(t) = ϕ(σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)),k(t)), (3.22)

u(0) = u0, u̇(0) = v0, k(0) = k0. (3.23)
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3.3 Existence et unicité de la solution

Concernant l’existence et l’unicité de la solution du Problème PV nous avons le

théorème suivant.

Théorème 3.3.1. Sous les hypothèses (3.8) - (3.16) le problème PV admet une solution

unique {u, σ,k} satisfaisant

u ∈ W 1,2(0, T ;V )
)
∩ C1(0, T ;H), ü ∈ L2 (0, T ;V ′) , (3.24)

σ ∈ L2(0, T ;H), Divσ ∈ L2 (0, T ;V ′) , (3.25)

k ∈ W 1,2(0, T ;Y ). (3.26)

Pour démontrer ce théorème nous construisons trois problèmes auxiliaires et nous

démontrons l’existence et l’unicité de leur solution . Ensuite nous construisons une

application contractante où son point fixe unique est la solution du problème faible du

problème mécanique P . Dans la première étape, nous considérons le problème auxiliaire

suivant dans lequel la fonction η = (η1, η2) ∈ L2 (0, T ;V ′ × Y ) donnée.

Problème PVη :

Trouver un champ des déplacements uη : [0, T ] → V tel que pour p.p. t ∈ (0, T ),

⟨üη(t),v⟩V ′×V + (Aε(u̇η(t)), ε(v))H + ⟨η1(t),v⟩V ′×V = ⟨f(t),v⟩V ′×V ∀v ∈ V, (3.27)

uη(0) = u0, u̇η(0) = v0. (3.28)

Concernant le problème PVη, nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.3.1.

Il existe une solution unique du problème PVη ayant la régularité (3.24).

Démonstration .

Nous utilisons le résultat abstrait d’existence et d’unicité donnée par théorème 2.3.1.

Nous défnissons l’opérateur A : V → V ′ par

⟨Au,v⟩V ′×V = (Aε(u), ε(v))H ∀u,v ∈ V. (3.29)

Il résulte de (2.11), (3.8) et (3.29) que

|Au− Av|V ′ ≤ LA|Aε(u)−Aε(v)|H ∀u,v ∈ V. (3.30)
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De l’hypothèse (3.8) et du théorème de Krasnoselski (voir par exemple [12]), on déduit

que A : V → V ′ est continu et donc hémicontinu. En utilisant les hypothèses (2.11) et

(3.8)(b), il vient que

⟨Au− Av,u− v⟩V ′×V ≥ mA|u− v|2V ∀u,v ∈ V, (3.31)

ce qui implique que A : V → V ′ est un opérateur fortement donc monotone . Nous

choisissons v = 0V dans (3.31) pour obtenir

⟨Au,u⟩V ′×V ≥ mA|u|2V − |A0V |V ′ |u|V

On a

2 |A0V |V ′ |u|V ≤ |A0V |2V ′ + |u|2V

donc

−
∣∣∣∣ 1√
mA

A0V

∣∣∣∣
V ′

∣∣√mA
∣∣ |u|V ≥ −1

2
mA |A0V |2V ′ −

mA

2
|u|2V

⟨Au,u⟩V ′×V ≥ mA|u|2V − 1

2
mA |A0V |2V ′ −

mA

2
|u|2V

et donc

⟨Au,u⟩V ′×V ≥ 1

2
mA|u|2V − 1

2mA
|A0V |2V ′ ∀u ∈ V.

Donc, l’opérateur,A satisfait la condition (2.15) avec ω = mA/2 et λ = − |A0V |2V ′ / (2mA).

Alors, la condition (2.15) du théorème 2.3.1 est vérifiée. En plus, à l’aide de (3.30) nous

déduisons que

|Au|V ′ ≤ LA|u|V + |A0V |V ′ ∀u ∈ V.

On pose C = max {LA, |A0V |V ′}, nous trouvons

|Au|V ′ ≤ C (|u|V + 1) ∀u ∈ V

où C est une constante positive. Cela implique que A satisfait la condition (2.16).Enfin,

nous rappelons que par (3.18) et (3.16) on a f − η1 ∈ L2 (0, T ;V ′) et v0 ∈ H.

Alors, il résulte du théorème 2.3.1 qu’il existe une fonction unique vη qui satisfait :

vη ∈ L2(0, T ;V ) ∩ C(0, T ;H), v̇η ∈ L2 (0, T ;V ′) , (3.32)

v̇η(t) + Avη(t) + η1(t) = f(t), p.p. t ∈ (0, T ), (3.33)
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vη(0) = v0. (3.34)

Soit uη : [0, T ] → V défini par

uη(t) =

∫ t

0

vη(s)ds+ u0 ∀t ∈ [0, T ]. (3.35)

De (3.29),(3.32) et (3.35) il résulte que uη est l’unique solution du problème PVη et

elle satisfait la régularité (3.24). Ceci donne la partie d’existence du Lemme 3.3.1.

L’unicité de la solution est une conséquence de l’unicité de la solution du problème

(3.33) et (3.34), garantie par le théorème 2.3.1. □

On défini kη ∈ W 1,2(0, T ;Y ) par

kη(t) = k0 +

∫ t

0

η2(s)ds. (3.36)

Dans la troisième étape nous utilisons la solution uη obtenu du Lemme 3.3.1 et kη

défini par (3.36) pour considérer le problème de Cauchy pour le champ des contraintes

suivant.

Problème QVη :

Trouver un champ des contraintes ση : [0, T ] → H tel que

ση(t) = Eε (uη(t)) +

∫ t

0

G (ση(s), ε (uη(s)) ,kη(s)) ds ∀t ∈ [0, T ]. (3.37)

Pour l’étude du Problème QVη nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.3.2.

Le problème QVη admet une solution unique ση ∈ W 1,2(0, T,H). De plus, si σi et ui

représent les solutions des problèmes QVηi
,PVηi , respectivement, et ki est défini dans

(3.36) pour ηi ∈ L2 (0, T ;V ′ × Y ) , i = 1, 2, alors il existe C > 0 tel que

|σ1(t)− σ2(t)|2H ≤ C(|u1(t)− u2(t)|2V +

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)|2V ds (3.38)

+

∫ t

0

|k1(s)− k2(s)|2Y ds) ∀t ∈ [0.T ]

Démonstration .

Soit Λη : L
2(0, T,H) → L2(0, T,H) donné par

Λησ(t) = Eε (uη(t)) +

∫ t

0

G (σ(s), ε (uη(s)) ,kη(s)) ds (3.39)
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pour σ ∈ L2(0, T,H) et t ∈ [0, T ]. Soient σ1, σ2 ∈ L2(0, T,H) nous utilisons(3.11) et

(3.39) pour obtenir, pour tout t ∈ [0, T ],

|Λησ1(t)− Λησ2(t)|H ≤ LG

∫ t

0

|σ1(s)− σ2(s)|H ds.

Il s’ensuit que pour p est assez grand, la puissance Λp
η est une contraction sur l’espace

de Banach L2(0, T ;H),Donc il existe unique ση ∈ L2(0, T ;H) tel que Ληση = ση.

De plus, ση est l’unique solution du problème QVη En utilisant (3.37). la régularité

de uη, la régularité de kη et les propriétés des opérateurs E et G, il en résulte que

ση ∈ W 1,2(0, T ;H).

Nous considérons maintenant (η1, η2) ∈ L2 (0, T ;V ′ × Y ) et pour i = 1, 2,nous

notons uηi = ui, σηi = σi et kηi = ki.Nous avons

σi(t) = Eε (ui(t)) +

∫ t

0

G (σi(s), ε (ui(s)) ,ki(s)) ds ∀t ∈ [0, T ]

et en utilisant les propriétés (3.9) et (3.10)de E et G, nous trouvons

|σ1(t)− σ2(t)|2H ≤ C(|u1(t)− u2(t)|2V +

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)|2V ds (3.40)

+

∫ t

0

|σ1(s)− σ2(s)|2H ds+
∫ t

0

|k1(s)− k2(s)|2Y ds) ∀t ∈ [0, T ].

En utilisant maintenant le lemme de Gronwall pour déduire (3.38). Enfin, en consé-

quence de ces résultats et en utilisant les propriétés de G, E , ϕ et j, pour t ∈ [0, T ],

Maintenant on considère l’application

Λη(t) =
(
Λ1η(t),Λ2η(t)

)
∈ V ′ × Y, (3.41)

définie par

⟨
(
Λ1η(t),v

〉
V ′×V

= (Eε (uη(t)) , ε(v))H +

(∫ t

0

G (ση(s), ε (uη(s)) ,kη(s)) ds, ε(v)

)
H

+j (uη(t),v) ∀v ∈ V, (3.42)

Λ2η(t) = ϕ (ση(t), ε (uη(t)) ,kη(t)) . (3.43)

Dans la quatrième étape soit η ∈ L2 (0, T ;V ′ × Y ) ,uη, ση représenter le champ de

déplacement et le champ de contrainte obtenus dans les Lemme 3.3.1, 3.3.2

respectivement, et kη est la variable d’état interne donnée par (3.36). Nous obtenons

le résultat suivant.
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Lemme 3.3.3.

L’opérateur Λ admet un point fixe unique η∗ ∈ L2(0, T ; V ′ × Y ).

Démonstration .

Soient (η1, η2) ∈ L2 (0, T ;V ′ × Y ). Nous écrivons pour i = 1, 2.

uηi = ui, u̇ηi = vηi = vi, σηi = σi, kηi = ki

En utilisant (2.11), (3.9), (3.10) et (3.12) on obtient

| Λ1η1(t)− Λ1η2(t)
∣∣2
V ′ ≤ C(|u1(t)− u2(t)|2V +

∫ t

0

|σ1(s)− σ2(s)|2H ds (3.44)

+

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)|2V ds+
∫ t

0

|k1(s)− k2(s)|2Y ds)

Nous utilisons l’estimation (3.40) pour voir que

| Λ1η1(t)− Λ1η2(t)
∣∣2
V ′ ≤ C(|u1(t)− u2(t)|2V +

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)|2H ds (3.45)

+

∫ t

0

|k1(s)− k2(s)|2Y ds)

Par des arguments similaires et de (3.11), (3.38) et (3.43) on déduit que∣∣Λ2η1(t)− Λ2η2(t)
∣∣2
Y

(3.46)

≤ C
(
|σ1(t)− σ2(t)|2H + |u1(t)− u2(t)|2V + |k1(t)− k2(t)|2Y

)
≤ C

(
|u1(t)− u2(t)|2V +

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)|2V ds

+ |k1(t)− k2(t)|2Y +

∫ t

0

|k1(s)− k2(s)|2Y ds
)
.

Alors,

|Λη1(t)− Λη2(t)|2V ′×Y (3.47)

≤ C(|u1(t)− u2(t)|2V +

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)|2V ds+ |k1(t)− k2(t)|2Y

+

∫ t

0

|k1(s)− k2(s)|2Y ds)

De plus, de (3.27) on obtient

⟨(v̇1 − v̇2), (v1 − v2)⟩V ′×V + (Aε (v1)−Aε (v2) , ε (v1 − v2))H

+⟨
(
η11 − η12,v1 − v2

〉
V ′×V

= 0, p.p. t ∈ (0, T ).
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En intégrant cette égalité sur l’intervalle [0, T ] , et en prenant en considération les

conditions initiales v1(0) = v2(0) = v0, l’hypothèse (2.11) et (3.8) pour trouver

mA

∫ t

0

|v1(s)− v2(s)|2V ds ≤ −
∫ t

0

〈
η11(s)− η12(s), v1(s)− v2(s)

〉
V ′×V

ds

≤
∫ t

0

∣∣η11(s)− η12(s)
∣∣
V ′ |v1(s)− v2(s)|V ds,

et donc

2mA

∫ t

0

|v1(s)− v2(s)|2V ds ≤
∫ t

0

2
∣∣η11(s)− η22(s)

∣∣
V ′ |v1(s)− v2(s)|V ds,

pour tout t ∈ [0, T ]. Par ailleurs, nous utilisons l’inégalité 2ab ≤ a2/γ+γb2 pour obtenir∫ t

0

|v1(s)− v2(s)|2V ds ≤ C

∫ t

0

∣∣η11(s)− η12(s)
∣∣2
V ′ ds ∀t ∈ [0, T ]. (3.48)

D’autre part, à partir de (3.36) nous avons

| k1(t)− k2(t)) |2Y ≤ C

∫ t

0

∣∣η21(s)− η22(s)
∣∣2
Y
ds (3.49)

Puisque u1(0) = u2(0) = u0, nous obtenons

|u1(t)− u2(t)|2V ≤ C

∫ t

0

|v1(s)− v2(s)|2V ds.

De cette inégalité et (3.47) nous avons que

|Λη1(t)− Λη2(t)|2V ′×Y ≤C
(∫ t

0

|v1(s)− v2(s)|2V ds

+ |k1(t)− k2(t)|2Y +

∫ t

0

|k1(s)− k2(s)|2Y ds
)
.

Il découle de (3.48)( et (3.49) que

|Λη1(t)− Λη2(t)|2V ′×Y ≤ C

∫ t

0

|η1(s)− η2(s)|2V ′×Y ds.
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De plus, on a

|Λη1(t)− Λη2(t)|2V ′×Y ⩽ C

∫ t

0

|η1(s)− η2(s)|2V ′×Y ds,∣∣Λ2η1(t)− Λ2η2(t)
∣∣2
V ′×Y

⩽ C

∫ t

0

C

∫ s

0

|η1(r)− η2(r)|2V ′×Y drds,∣∣Λ2η1(t)− Λ2η2(t)
∣∣2
V ′×Y

⩽ C2

∫ t

0

∫ s

0

|η1(r)− η2(r)|2V ′×Y drds,∣∣Λ3η1(t)− Λ3η2(t)
∣∣2
V ′×Y

⩽ C3

∫ t

0

∫ s

0

∫ r

0

|η1(l)− η2(l)|2V ′×Y dldrds,

...

...

...∣∣ΛPη1(t)− ΛPη2(t)
∣∣2
V ′×Y

⩽ Cp

∫ t

0

∫ s

0

. . . . . . . . . .

∫ h

0︸ ︷︷ ︸
p integrals

|η1(l)− η2(l)|2V ′×Y dl . . . drds.

On sait que : ∫ r

0

ds = r, r ∈ [0, T ],

et que ∫ s

0

∫ r

0

drds =

∫ s

0

rdr =
s2

2
,

et que ∫ t

0

∫ s

0

∫ r

0

dldrds =
t3

6
=
t3

3!
,∫ t

0

∫ s

0

· · · · · ·
∫ r

0

dl . . . . . . .drds =
tp

p!

Quand on note p = m ; nous déduisons :

|Λmη1 − Λmη2|2L2(0,T ;V ′×Y ) ≤
CmTm

m!
|η1 − η2|2L2(0,T ;V ′×Y ) .

D’aprés l’équivalence de Stirling n! ≈
√
2πnnne−n, on a limn→∞

CmTm

n!
= 0, l’inéga-

lité précédente implique que pour m suffisamment grand Λm est une contraction sur

l’espace de Banach L2 (0, T ;V ′) donc Λ a un point fixe unique. Maintenant, nous avons

tous les ingrédients nécessaires pour fournir la démonstration du théorème 2.3.1.
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Démonstration .

Soit η∗ = (η1, η2) ∈ L2 (0, T ;V ′ × Y ) le point fixe de Λ défini par (3.41)-(3.43) et on

note

u = uη∗ , k = kη∗ , (3.50)

σ = Aε(u̇) + ση∗ . (3.51)

On démontre que (u,σ,k) satisfait (3.20) , (3.23)et (3.24) , (3.26). Eneffet, nous

écrivons (3.37) pour η = η∗ et nous utilisons(3.50)-(3.51) pour obtenir (3.20) On utilise

(3.27) pour η = η∗ et la première égalité dans (3.50) pour trouver

⟨ü(t),v⟩V ′×V+(Aε(u̇(t)), ε(v))H+⟨η1(t),v⟩V ′×V = ⟨f(t),v⟩V ′×V ∀v ∈ V, p.p. t ∈ (0, T ).

(3.52)

Les égalités Λ1 (η∗) = η1 et Λ2 (η∗) = η2 combinées avec (3.42), (3.43),(3.50) et (3.51)

impiquent que

⟨(η1(t),v⟩V ′×V = (Eε(u(t)), ε(v))H + j(u(t),v)

+

(∫ t

0

G(σ(s)−Aε(u̇(s)), ε(u(s)),k(s))ds, ε(v)
)

H
∀v ∈ V

(3.53)

η2(t) = ϕ(σ(t)−Aε(u̇(t)), ε(u(t)),k(t)). (3.54)

De (3.54) et (3.50) on déduit que (3.22) est vérifié. En substituant (3.53) dans (3.52)

et on utilise (3.20) pour voire que (u, σ,k) satisfait (3.21). Puis, (3.23), les régularités

(3.24) et (3.26) résultent du Lemme 3.3.1 et (3.36). La régularité σ ∈ L2(0, T ;H) résulte

des lemmes 3.3.1), (3.3.2, l’hypothèse (3.8) et (3.51). Finalement (3.21) implique que

ρü(t) = Div σ(t) + f0(t) dans V ′, p.p. t ∈ (0, T ),

et donc Div σ ∈ L2 (0, T ;V ′) pour (3.13) et (3.15).et nous déduisons que la régu-larité

(3.25) est vérifiée, ce qui démontre la partie d’existence du théorème 3.3.1. L’unicité

de la solution est une conséquence de l’unicité du point fixe de l’opérateur Λ défini par

(3.41) et (3.43) et l’unicité de la solution des problèmes PVη et QVη. □
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3.4 Dépendance continue

Dans cette section, nous étudions la dépendance de la solution du Problème PV

aux perturbations des conditions de contact. Nous supposons que (3.8) - (3.16) tenir et

indiquer par (u, σ,k) la solution du Problème PV obtenu dans le théorème 3.3.1. De

plus, pour tout α > 0 Nous désignons par pα une perturbation de p qui satisfait(3.12)

avec Lp remplacé par Lα
p . Nous introduisons la fonctionnelle jα défini par (3.19),rem-

plaçant p par pα et nous considérons le problème variationnel suivant.

Problème PVα :

Trouve un champ de déplacement uα : [0, T ] → V , un champ de contrainte σα : [0, T ] →

H et une variable d’état interne kα : [0, T ] → Y tel que pour p.p. t ∈ (0, T ),

σα(t) = Aε (u̇α(t))+Eε (uα(t))

+

∫ t

0

G (σα(s)−Aε (u̇α(s)) , ε (uα(s)) ,kα(s)) ds,
(3.55)

⟨(üα(t),v⟩V ′×V + (σα(t), ε(v))H + jα (uα(t) ,v) = ⟨f(t),v⟩V ′×V ∀v ∈ V, (3.56)

k̇α(t) = ϕ (σα(t)−Aε (u̇α(t)) , ε (uα(t)) ,kα(t)) , (3.57)

uα(0) = u0, u̇α(0) = v0, kα(0) = k0. (3.58)

Nous déduisons du théorème 3.3.1 que pour tout α > 0, le Problème PVα a une solution

unique (uα, σα,kα ) qui satisfait (3.24) - (3.26). Supposons que la fonction de contact

satisfait les hypothèses suivantes :

Il existe un β ∈ R+et θ :] 0,∞[→ [0,∞[ tel que

(a) |pα(x, r)− p(x, r)| ≤ θ(α)(|r|+ β) pour tout α > 0, r ∈ R

(b) limα→0 θ(α) = 0.

(c) Il existe un L0 > 0 tel que Lα
p ≤ L0 pour tout α > 0.

(3.59)

Nous avons le résultat de convergence suivan.
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Théorème 3.4.2

La solution (uα, σα,kα) du Problème PVα converge vers la solution (u, σ,k) du

Problème PV i.e.

uα → u dans W 1,2(0, T ;V ) quand α → 0, (3.60)

σα → σ dans L2(0, T ;H) quand α → 0, (3.61)

kα → k dans W 1,2(0, T ;Y ) quand α → 0. (3.62)

Ce résultat de convergence, est important du point de vue mécanique car cela montre

que de petites perturbations des conditions de contact entraînent de petites perturba-

tions de la solution faible du Problème de contact dynamique P .

Démonstration .

Soit α > 0. Ci-dessous, C désigne toujours une constante positive qui peut dépendre

des données et de la solution (u, σ,k) mais ne dépend pas de α, ni de la variable

temporelle, et dont la valeur peut varier d’un endroit à l’autre. En utilisant (3.21) et

(3.56), nous obtenons.

⟨(üα(t)− ü(t)), (v)⟩V ′×V + (σα(t)− σ(t), ε (v))H

+jα (uα(t),v)− j (u(t),v) = 0, p.p. t ∈ (0, T ).
(3.63)

on pose v = u̇α(t)− u̇(t) , il résulte

⟨(üα(t)− ü(t)), (u̇α(t)− u̇(t))⟩V ′×V + (σα(t)− σ(t), ε (u̇α(t)− u̇(t)))H

+jα (uα(t), u̇α(t)− u̇(t))− j (u(t), u̇α(t)− u̇(t)) = 0, p.p. t ∈ (0, T ).
(3.64)

Nous définissons

σαR(t) = σα(t)−Aε (u̇α(t)) , σR(t) = σ(t)−Aε(u̇(t)) (3.65)

Notons que (3.20) et (3.55) donnent

σαR(t) = Eε (uα(t)) +

∫ t

0

G
(
σαR(s), ε (uα(s)) ,kα(s)

)
ds, (3.66)

σR(t) = Eε(u(t)) +
∫ t

0

G
(
σR(s), ε(u(s)),k(s)

)
ds. (3.67)
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Nous utilisons (3.22), (3.57) et comme kα(0) = k(0) = k0 nous avons

kα(t)− k(t)

=

∫ t

0

(
ϕ
(
σαR(s), ε (uα(s)) ,kα(s)

)
− ϕ

(
σR(s), ε(u(s)),k(s)

))
ds.

(3.68)

Nous combinons (3.64) et (3.65) pour obtenir

⟨(üα(t)− ü(t)), (u̇α(t)− u̇(t))⟩V ′×V + (Aε (u̇α(t))−Aε(u̇(t)), ε (u̇α(t)− u̇(t)))H

= −
(
σαR(t)− σR(t), ε (u̇α(t)− u̇(t))

)
H + j (u(t), u̇α(t)− u̇(t))

− jα (uα(t), u̇α(t)− u̇(t)) , p.p. t ∈ (0, T ).
(3.69)

Il découle de (3.8)(b) que pour p.p. t ∈ (0, T ),

(Aε (u̇α(t))−Aε(u̇(t)), ε (u̇α(t)− u̇(t)))H ≥ mA |u̇α(t)− u̇(t)|2V . (3.70)

En utilisant (3.66) et (3.67), nous déduisons que

σαR(t)− σR(t) =Eε (uα(t))− Eε(u(t))

+

∫ t

0

G
(
σαR(s), ε (uα(s)) ,kα(s)

)
ds

−
∫ t

0

G
(
σR(s), ε(u(s)),k(s)

)
ds ∀t ∈ [0, T ].

(3.71)

En combinant (2.12), (3.9) et (3.10), nous obtenons

∣∣σαR(t)− σR(t)
∣∣
H ≤ C

(
|uα(t)− u(t)|V +

∫ t

0

|uα(s)− u(s)|V ds

+

∫ t

0

∣∣σαR(s)− σR(s)
∣∣
H ds+

∫ t

0

|kα(s)− k(s)|Y ds
)

∀t ∈ [0, T ].

De (2.12), (3.11) et (3.68), on obtient

|kα(t)− k(t)|Y ≤ C

(∫ t

0

|uα(s)− u(s)|V ds

+

∫ t

0

∣∣σαR(s)− σR(s)
∣∣
H ds+

∫ t

0

|kα(s)− k(s)|Y ds
)

∀t ∈ [0, T ].

En ajoutant les deux dernières inégalités, nous trouvons∣∣σαR(t)− σR(t)
∣∣
H + |kα(t)− k(t)|Y ≤ C (|uα(t)− u(t)|V

+

∫ t

0

|uα(s)− u(s)|V ds+
∫ t

0

∣∣σαR(s)− σR(s)
∣∣
H ds+

∫ t

0

|kα(s)− k(s)|Y ds
)
.
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En utilisant le lemme de Gronwall, nous voyons que∣∣σαR(t)− σR(t)
∣∣
H + |kα(t)− k(t)|Y

≤ C

(
|uα(t)− u(t)|V +

∫ t

0

|uα(s)− u(s)|V ds
)

et ∣∣σαR(t)− σR(t)
∣∣
H ≤ C

(
|uα(t)− u(t)|V +

∫ t

0

|uα(s)− u(s)|V ds
)
, (3.72)

|kα(t)− k(t)|Y ≤ C

(
|uα(t)− u(t)|V +

∫ t

0

|uα(s)− u(s)|V ds
)
. (3.73)

L’inégalité (3.72) montre que

−
(
σαR(t)− σR(t), ε (u̇α(t)− u̇(t))

)
H

≤ C

(
|uα(t)− u(t)|V +

∫ t

0

|uα(s)− u(s)|V ds
)
|u̇α(t)− u̇(t)|V , p.p. t ∈ (0, T ).

(3.74)

D’après la définition des fonctionnelles j et jα , il en découle que

j (u(t), u̇α(t)− u̇(t))− jα (uα(t), u̇α(t)− u̇(t))

=

∫
Γ3

(p (uν(t)− g)− pα (uν(t)− g)) (u̇αν (t))− u̇ν(t)

)
da

+

∫
Γ3

(pα (uν(t)− g)− pα (uαν (t)− g)) (u̇αν (t))− u̇ν(t)

)
da, p.p. t ∈ (0, T ).

En utilisant (3.59), (2.14) et le fait que pα satisfait (3.12) avec Lα
p à la place de Lp

j (u(t), u̇α(t)− u̇(t))− jα (uα(t), u̇α(t)− u̇(t))

≤
∫
Γ3

θ(α)(|uν(t)− g|+ β)) |u̇α(t)− u̇(t)|V da

+

∫
Γ3

L0|uν(t)− uαν (t)| |u̇α(t)− u̇(t)|V da p.p. t ∈ (0, T ).

nous déduisons que

j (u(t), u̇α(t)− u̇(t))− jα (uα(t), u̇α(t)− u̇(t))

≤ C (θ(α) + |uα(t)− u(t)|V ) |u̇
α(t)− u̇(t)|V , p.p. t ∈ (0, T ).

(3.75)

Nous substituons (3.70), (3.74) et (3.75) dans (3.69) pour obtenir, pour p.p. t ∈ (0, T ),

⟨(üα(t)− ü(t)), (u̇α(t)− u̇(t))⟩V ′×V +mA |u̇α(t)− u̇(t)|2V

≤C
(
θ(α) + |uα(t)− u(t)|V +

∫ t

0

|uα(s)− u(s)|V ds
)
|u̇α(t)− u̇(t)|V ,

(3.76)
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et, en utilisant l’inégalité .

ab ≤ 1

2mA
a2 +

mA

2
b2,

après quelques calculs d’algèbre, nous trouvons

⟨(üα(t)− ü(t)), (u̇α(t)− u̇(t))⟩V ′×V +
mA

2
|u̇α(t)− u̇(t)|2V

≤ C

(
θ2(α) + |uα(t)− u(t)|2V +

∫ t

0

|uα(s)− u(s)|2V ds
)
, p.p. t ∈ (0, T ).

Nous intégrons cette égalité sur [0, s] en utilisont la condition initiale

u̇α(0) = u̇(0) = v0 pour trouve

mA

2

∫ s

0

|u̇α(t)− u̇(t)|2V dt ≤ C

(
θ2(α) +

∫ s

0

|uα(t)− u(t)|2V dt
)

∀s ∈ [0, T ]. (3.77)

puisque u̇α(0) = u̇(0) = v0 nous voyons que

|uα(s)− u(s)|2V ≤ C

∫ s

0

|u̇α(t)− u̇(t)|2V dt ∀s ∈ [0, T ]. (3.78)

Nous substituons maintenant (3.77) dans (3.78) et utilisons à nouveau l’inégalité de

Gronwall pour trouver que

|uα(s)− u(s)|2V ≤ Cθ2(α) ∀s ∈ [0, T ]. (3.79)

De (3.77) et (3.78) on déduit que∫ s

0

|u̇α(t)− u̇(t)|2V dt ≤ Cθ2(α) ∀s ∈ [0, T ]. (3.80)

Nous combinons maintenant (3.79), (3.80) et l’hypothèse (3.59)(b) pour voir que

(3.60) est satisfaite. Il découle de (3.65) que

σα(t)− σ(t) = σαR(t)− σR(t) +Aε (u̇α(t))−Aε(u̇(t)), p.p. t ∈ (0, T ).

En utilisant cette inégalité,(3.72), et l’hypothèse (3.8) de l’opérateur A et (3.60)

nous voyons que (3.61) est satisfait. De (3.22), (3.57), l’hypothèse (3.11) sur ϕ ,(3.72)

et (3.73) nous déduisons que∣∣∣k̇α(t)− k̇(t)
∣∣∣2
Y
≤ C

(∫ t

0

|u̇α(s)− u̇(s)|2V ds
)
. (3.81)

puisque kα(0) = k(0) = k0 nous trouvons

|kα(t)− k(t)|2Y ≤ C

(∫ t

0

∣∣∣k̇α(s)− k̇(s)
∣∣∣2
Y
ds

)
. (3.82)

Nous concluons maintenant à partir de (3.80)-(3.82) et (3.59)(b) que (3.62) est égale-

ment satisfait. □
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Cet mémoire est destinée à l’étude variationnelle d’un problème de contact en élasto-

viscoplasticité où le contact est modélisé par une condition de compliance normale sans

frottement.

Le matériau est modélisé par une loi constitutive générale de nature élasto-viscoplastique

avec variable interne d’état.

Notre étude de phénomène de contact comprend les étapes suivantes : la modélisa-

tion mathématique, l’analyse variationnelle incluant de résultat obtenus concernent

l’existence et l’unicité d’une solution faible pour le problème étudié, en utilisant les

techniques de point fixe de Banach et un résultat de convergence.
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