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Résumé

L’objective de ce mémoire porte sur I'étude mathématique
d’un probléme de contact en élasto-viscoplasticité o le
contact est modélisé par une condition de compliance normale
sans frottement. Le matériau est modélisé par une loi
constitutive générale de nature élasto-viscoplastique avec
variable interne d’état. Nous établissons un résultat
d’existence et d’'unicité de la solution moyennant les
techniques de point fixe et des équations d’évolution d’ordre
un avec des opérateurs monotones. Finalement, nous étudions
la dépendance de la solution par rapport aux conditions de

contact et nous prouvons un résultat de convergence.
Mots clés : compliance normale, sans frottement, point fixe,
solution faible .



Abstract

The objective of this thesis is to study a mathematical model
for frictionless contact between an elastic-viscoplastic body
and a foundation. We model the material with a general
elastic-viscoplastic constitutive law with internal state
variable and the contact with a normal compliance condition.
We derive a variational formulation of the model. We
establish existence and uniqueness of a weak solution, using
general results on first order nonlinear evolution equations
with monotone operators and fixed point arguments. Finally,
we study the dependence of the solution on perturbations of

contact conditions and prove a convergence result.
Keywords : normal compliance, frictionless , fixed point ,
weak solution .
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INTRODUCTION GENERALE

Dans la plupart des systémes de la mécanique des milieux continus, il existe des
situations dans lesquelles un corps déformable entre en contact avec d’autres corps ou
bien avec une fondation rigide ou déformable. La problématique du contact est essen-
tiellement de savoir comment les forces sont appliquées sur une structure et comment
réagissent ces structures lorsqu’elles subissent ces forces. Les problémes de contact mé-
canique apparaissent principalement dans des domaines aussi variés que ’aéronautique,
la mécanique automobile, le génie civil, les sciences du bois, la médecine, la production
de I’énergie (assemblage des structures, fissuration dans les joints soudés) et les systémes
de transmission. Prenant en compte les comportements divers des milieux continus, elle
englobe I'hydrodynamique, la dynamique des gaz, I'élasticité, la plasticité et d’autres
types de comportement. Vu 'importance du phénomeéne, des efforts considérables ont
été consacrés a la modélisation, lanalyse ainsi que ’approximation numérique des pro-
cessus physiques provenant des contacts entre des corps déformables ou entre un corps
et une base rigide, déformable ou lubrifiée. Par conséquent, une théorie mathématique
générale de la mécanique du contact (MTCM) a actuellement émergée. Elle concerne
les structures mathématiques qui sont a la base des problémes de contact avec des lois
constitutives différentes, c’est a dire, différents matériaux, diverses géométries et des
conditions de contact différentes . La modélisation des problémes de contact d'un corps
déformable avec une base dépend essentiellement des propriétés mécaniques du maté-
riau considéré, ainsi que des conditions aux limites de contact. de contact comprend

les étapes suivantes : la modélisation mathématique, ’analyse variationnelle incluant



Introduction générale

de résultat d’existence et d’unicité de la solution.

Ce travail se donne pour objectif ’étude d’un probléme de contact entre une structure
élasto-viscoplasticité avec variable interne d’état et sans frottement et une fondation, et
endommagement. Nous présentons dans ce mémoire trois chapitres que nous décrivons
briévement : La premiére chapitre introduit des notations générales de la mécanique
nécessaire pour une bonne compréhension de la suite des problémes traités. Nous com-
mencons par le cadre physique, lois de comportement élasto-viscoplasticité et conditions
aux limites. Dans le deuxiéme chapitre nous donnons quelques rappels sur les espaces
fonctionnels et les principales notations utilisées. Ensuite nous passons aux résultats
fondamentaux d’analyse non linéaire, les inéquations quasi-variationnelles elliptiques
et d’évolution, Triplet de Gelfand et les lemmes de Gronwall et quelques théorémes
qui seront d'une grande utilité pour les démonstrations.certains théorémes trés utiles
dans notre travail. Enfin on a consacré le dernier chapitre pour étudier un probléme de
compliance normale entre un corps élasto-viscoplasticité avec variable interne d’état et
sans frottement , nous présentons une formulation variationnelle du probléme et nous
démontrons 'existence et I'unicité dune solution faibl. Finalement, nous étudions la
dépendance de la solution par rapport aux conditions de contact et nous prouvons un

résultat de convergence.



NOTATIONS PRINCIPALES

Si Q est un domaine de R?(d = 2, 3), on note par

QA A

I’ensemble des nombres réels,

I’ensemble des nombres réels ou imaginaire,

I’adhérence de €2,

la frontiére de 2 supposée réguliére,

une partie mesurable de la frontiére I',

la mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I'y,

la normale unitaire sortante a I,

les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v,
les composantes normale et tangentielle du champ tensoriel o,
I'espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur €,
I'espace L?(Q)?,

I'espace H(Q)?,

I'espace L2(Q)4*4,

I'espace {c € H/Divo € H},

I’espace de Sobolev d’ordre % sur I,

Pespace Hz(T'),

Pespace dual de Hz (),

I’espace dual de Hr,

l'espace {¢ € HY(Q)/¢ = 0surT,},

Vespace {D = (D;) /D; € L*(Q),divD € L*(Q)},



Notations principales

~v: Hy — Hyr TDapplication trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :

(g le produit scalaire de H,
(. )prey le produit de dualité entre H' et H,

|- |m la norme de H,

De plus, si [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < 0o, on note par

C(0,T;H) I'espace des fonctions continues sur [0, 7] dans H,
CY0,T; H) I'espace des fonctions continument dérivables sur [0, 7] dans H,

LP(0,T; H) I'espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,
T
telles que / lu(t)|5dt < +00 avec les modifications usuelles si p = +o00.
0

| [Le o, m) la norme de LP(0,T; H),
Wk»(0,T; H) lespace de Sobolev de paramétres k et p,
|- lwrrrm  lanorme de WHr(0,T; H).

Autre notations :

U, U les dérivées premiére et seconde de u par rapport au temps,
Vo le gradient de ¢,

Dive divergence de o,

div D divergence du vecteur D,

e(u)  le tenseur de déformation,

Sy 'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R,
A" puissance n de 'opérateur A,

C des constantes génériques strictements positives,

L% fonction indicatrice de K,

p-p- presque partout,

i.e. c’est-a-dire.



CHAPITRE 1

MODELISATION DU CONTACT
ELASTO-VISCOPLASTIQUE

Ce chapitre présente un clarification et une idée sur condictrice utilisé dans ce
mémoire, nous allons introduire le cadre physique, puis nous rappelons 1’équation de
mouvement et décrire quelques types des lois de comportement élasto-viscoplastique
Par ailleurs , nous précisons dans ce chapitre les conditions aux limites de contact sans

frottement .

1.1 Cadre physique

Nous allons introduire dans ce paragraphe le modéle générale de probléme de
contact étudiés dans ce mémoire. Le cadre physique est le suivant . Nous envisageons
un corps élasto-viscoplastique occupe un domaine borné 2 C R%(d = 2,3) avec une
surface de Lipschitz I' qui est divisée en trois parties mesurables disjointes I'y, 'y et I'3
telles que mesI'; > 0. Soit 7" > 0 et [0, 7] U'intervalle de temps d’intérét. Le corps est
fixé sur 'y x (0,7), et le champ de déplacement y est donc nul. Des tractions super-
ficielles de densité f, agissent sur I'y x (0,7) et une force volumique de densité f; est
appliquée dans €2 x (0,7"). Le corps est en contact sans frottement avec une fondation
déformable sur la surface de contact potentielle I's x (0,7). De plus, le processus est

dynamique et donc les termes inertiels sont inclus dans I’équation du mouvement.



Chapitre 1 Cadre physique

fZ
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X

FIGURE 1.1 — corps élasto-viscoplastique en contact avec une fondation

Ensuite, la formulation classique du probléme de contact mécanique avec la compliance
normale d’'un matériau élastique-viscoplastique avec une variable d’état interne est la
suivante.

Nous désignons par Sy l'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R?;

%N

.7 représente le produit scalaire sur R, S, et |-| représentent respectivement la norme

sur R? et Sy. Ainsi, nous avons
1 d
u-v=u; v, lv] = (v-v)2, Vu,v € R,
1
0T = 04 Tijs |7| = (7-7)2, Vo, T € Sy,
avec la convention de l'indice muet.

Pour un vecteur v, nous notons par v, et v, les composantes normale et tangentielle

a la frontiére définies par

(1.1)
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Nous désignons par o = o(z,t) le champ des contraintes, par u = u(x, t) le champ des
déplacements et par e(u) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les
notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport
azeQettecl0T].

Nous avons aussi pour un champ des contraintes ¢ nous dénotons par o, et o, les
traces normale et tangentielle d’une fonction ¢ € H;, on rappelle que lorsque o est une
fonction réguliére alors :

o, = (ov) - v,

(1.2)
O, =0V —0," V.
En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation
(ov)-v =00, +0: - vy, (1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans 1’établissement de formulation
variationnelle de probléme mécanique de contact.
En outre, les points au-dessus d’une fonction représentent la dérivation par rapport
au temps; par exemple
duv . d*u

U=, = —

dt’ dt?’
ou u désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations. Pour le
champ des vitesses u les notations u, et 1, représentent respectivement les vitesses

normale et tangentielle a la frontiére, c’est-a-dire
Uy, =1U- V,
Uy = U — Uy - V.

Rappelons maintenant la relation déformation déplacement dans 'hypotheése des petites

transformations
1 o
e(u) = (ei5(u)), eij(u) = 5(%3’ +uj), 1<14,j<d, (1.4)

nous allons maintenant décrire le modéle mathématique associé au cadre physique que

nous avons vu au conditions précédent.
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1.2 Modéle mathématique

Soit un corps matériel qui occupe un domaine borné 2 C R? avec une surface
frontiére 02 = I' supposée assez réguliére. Du point de vue mécanique, on étudie le
nouvel état d’équilibre du corps résultant de I’application des forces volumiques dans €2
et des force surfacique sur une partie de la frontiére 2, dans un intervalle de temps [0, T'].
Le modéle mathématique décrit I’évolution du corps qui occupe le domaine 2 C R
Les fonctions inconnues de notre probléme P sont le champ des déplacements
u: Qx[0,7] = R? le champ des contraintes o : Q x [0,7] — Sy , et le champ de
variable interne d’état k : Q x [0, T] — R™.

On sait qu’en général, ’évolution d’un corps matériel est décrite par 1’équation de

mouvement de cauchy
Diveo + fy = pi dans Q x (0,7), (1.5)

ou p: 2 — R, désigne la densité de masse, et "Div" représente 'opérateur divergence
pour le tenseurs; Divo = (oy;,). Le processus d’évolution défini par (1.5) s’appelle
processus dynamique. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier,
par exemple, dans la cas ol le champ des vitesses u varie trés lentement par rapport

au temps, le terme pii peut étre négligé, dans ce cas I’équation (1.5) devient
Diveo + fo =0 dans 2 x (0,7). (1.6)

L’équation (1.6) s’appelle I'équation d’équilibre. Le processus d’évolution défini par
(1.6) s’appelle processus quasi-statique.

Nous rappelons que dans le cadre physique, fy et fo varient trés lentement par rapport
au temps, par conséquent, nous supposons que les accélérations dans le systéme sont
négligeables, nous plagons donc le cas quasi-statique et nous utilisons ’équation (1.6).

Puisque le corps est encastré sur 'y, le champ des déplacements s’annule
u=0 sur I'y x (0,7). (1.7)
La condition aux limites en traction est
ov = fy sur I'y x (0,7, (1.8)

f2 étant une donnée du probléme.
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1.3 Lois de comportement

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le
tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut
imaginer et réaliser pour établir une lois de comportement. Les expériences physiques
pour les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans I’établissement
des lois de comportement. Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides :
essais de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage et essais
de relaxation. Dans la description des phénoménes purement mécanique, par lois de
comportement (ou lois constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le
tenseur des contraintes o, le tenseur des déformations infinitésimales ¢ et leurs dérivées
temporelles ¢ et € .

Nous présentons par la suite les lois de comportement des matériaux : matériaux élasto-

viscoplastique avec variable interne d’état .

1.3.1 Lois de comportement élasto-viscoplastique avec variable

interne détat

Une loi de constitutive dun matériau élasto-viscoplastique avec variable interne

détat est donnée par

o(t) = As(a(t))+E=(u(t)) —|—/t G(o(s)—As(u(s)),e(u(s)),k(s))ds  dans Qx(0,7),

" (1.9)
ol u désigne le champ de déplacement, o représente le tenseur des contraintes, £(u) est
le tenseur des déformations linéarisé, A est I'opérateur de viscosité et € est 'opérateur
d’élasticité. G est une fonction constitutive non linéaire décrivant le comportement
viscoplastique du matériau et dépendant de la variable interne d’état k. L’évolution du

champ de variable interne d’état est donnée par ’équation différentielle suivante :

k(1) = ¢(a(t) — Ae(a(t)), e(u(t)), k(1)) (1.10)

ol ¢ est une fonction non linéaire dépendant aussi de la variable interne d’état k.
Nous supposons que k est une fonction de valeur vectorielle dont ’évolution est régie

par 'équation différentielle (1.10) .
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Dans (1.9) et partout ailleurs, le point au dessus d’une variable représente la dérivée par
rapport a la variable temporelle ¢. 11 découle de (1.9) qu’a chaque instant ¢, le tenseur
de contrainte o (t) est divisé en deux parties : o(t) = oV (t)+0%(t), ot ¢V (t) = As(1u(t))
représente la partie purement visqueuse de la contrainte tandis que of*(t) satisfait une

relation élastique-viscoplastique de type taux avec une variable d’état interne

o' (t) = Ee(u(t)) +/0 G (o"(s),e(u(s)), k(s)) ds,
k(t) = ¢ (o"(1), e(u(t)), k(1)) .

Lorsque G = 0 la loi constitutive (1.9) se réduit a la relation constitutive viscoélastique

(1.11)

de Kelvin-Voigt donnée par
o(t) = Ae(a(t)) + Ee(u(t)) (1.12)

Exemples et interprétation mécanique des matériaux élastiques-viscoplastiques de la
forme (1.11) dans lesquels la fonction G ne dépend pas de la variable interne k ont été
considérés par de nombreux auteurs : voir par exemple [5, 12] et les références qui y
sont mentionnées. Les problémes de contact pour les matériaux de la forme (1.9) et
(1.11) sans variable interne et (1.12) sont le sujet de nombreux articles, par exemple
[3, 9, 10, 13, 17, 18] et les références récentes |2, 11| . Les problémes de contact pour
les matériaux élastiques-viscoplastiques de la forme (1.11) et(1.12) ont été étudiés dans
[5, 8, 19] . Les problémes de contact dynamique sans frottement pour les matériaux de
la forme (1.9), dans lesquels la variable d’état interne représente le champ de dommages

dont I'évolution est décrite par une inclusion différentielle, sont étudiés dans [20, 21].

1.4 Lois de contact

1.4.1 Contact sans frottement

Dans un contact parfait,ou sans frottement,’action mécanique transmissible par
obstacle entre deux solides ne peut étre en tout point que normale au contact (perpen-

diculaire au plan tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation

o, =0, (1.13)

10



Chapitre 1 Modéle mathématique

qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que
le mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige & introduire
une lois de frottement qui prend en considération la composante tangentielle avec les

autres variables du systeéme.

1.4.2 Contact avec compliance normale

Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas
connue a priori. La contrainte normale o, satisfait la condition dite de compliance

normale.
-0, =p, (u, — g), (1.14)

ol u, est le déplacement normal, g représente l'interstice entre le corps et la fondation
et p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance normale. Cette
condition indique que la fonction exerce une action sur le corps en fonction de sa
pénétration u, — g. Si le corps repose sur la fondation l'interstice est nul, g = 0.

Comme exemple de la fonction p, nous pouvons considérer,

pu(r) =cry (1.15)

ol ¢, est une constante positive et r, = max{0,r}. Un deuxiéme exemple est donné

par :
cory si r<a
po={ TS (1.16)
oo sior>a
ou « est un coefficient positif relatif & la dureté de la surface. Dans se cas, la condition
de contact (1.14) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde, i.e. quand elle

dépasse « la fonction se désintégré et n’offre plus de résistance a la pénétration.

11



CHAPITRE 2

OUTILS MATHEMATIQUES

Dans ce chapitre, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans ce mé-
moire, et donnons quelques propriétés nécessaires dans la suite. Partout dans ce chapitre
Q) est un domaine borné et lipschitzien de R?(d = 2,3), de frontiére I' représentable
localement comme le graphe d’une fonction lipschitzienne sur un ouvert de R,
étant situé localement d’un seul c6té de I'. Par ailleurs, nous considérons une partition

I' en trois parties mesurables disjointes I'y, I's et I's telles que mesI'; > 0 .

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section, nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions a
valeurs réelles. Nous allons aborder les espaces de fonctions continues, continiiment
différentiables, les espaces de Hilbert, les fonctions p-intégrables et les espaces de So-
bolev, qui nous permettrons d’introduire les espaces spécifiques & la mécanique au
prochaine section. Nous rappelons par la suite les définitions et quelques propriétés de
ces espaces. Nous ne donnons pas de démonstrations afin de pas rallonger la longueur

de ce chapitre.
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Chapitre 2 Espaces fonctionnels

2.1.1 Fonctions continues et continiiment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur €2 est noté par C(£2) et il est un

espace de Banach pour la norme donnée par :

Mc@) = sup{|o(z)|, = € Q}.

Toute fonction uniformément continue est bornée et posséde une unique extension

continue sur Q. Pour tout entier k, I'espace C*(Q) donné par
CH(Q) = {v e C(Q)/D* € C(Q) pour |a| <k},

est Pespace des fonctions continues sur € dont les dérivées d’ordre au plus k sont

également continues sur 2. Il est aussi un espace de Banach s’il est muni de la norme

|U|ck(§) = Z |DQU‘C’(§)‘

lal <k

L’espace C*°(2) désigne 'espace des fonctions indéfiniment différentiables :
C=(Q) = () C* Q).
k=0

Nous pouvons maintenant parler de ’espace des fonctions indéfiniment différentiables

sur I'ensemble a support compact inclus dans €2, défini par

C5°() = {v € C(Q)/supp v C O,

ou supp v = {v € C®°(Q)/v(x) # 0} est le support de la fonction v. Si supp v est un

sous ensemble propre de €2, on dit que v est une fonction a support compact dans 2.

2.1.2 Espaces LP(Q2)

On suppose connues la définition des applications mesurables pour la mesure de
Lebesgue et la définition de L(Q), espace des fonctions intégrables sur €2, muni de la

norme définie par

Wiy = /Q ()| da.
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Chapitre 2 Espaces fonctionnels

Définition 2.1.1. L’espace des fonctions de puissance p-iéme intégrables dans € peut

étre défini par :

LP(Q) = {v mesurables sur Q a valeurs dans K/|v|r»q) € L' (Q)}.

Grace a linégalité de Minkowski, ¢’est un espace normé, dont la norme, noté |v|p» est

V| Lr) = (/\v|pda:>p.
Q

On appelle U'espace de Lebesgue L*°(Q2) 'ensemble

définie par :

L>(Q2) = {v: Q — R mesurable; 3 C > 0, |v(x)| < C p.p. sur Q},

muni de la norme définie par
V] () = inf{C; v(z)] < C p.p. sur Q}.

2.1.3 Espace de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H i.e.
(.,.)m : H x H — R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par | - |y Papplication de H — R définie par :
1
ulg = (u, u)g, (2.1)
et on rappelle que |- |y est une norme sur H qui vérifie 'inégalité de Cauchy-Schwartz :
|(u, v) | < |ulg|v|lg, Yu,v e H. (2.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par
(2.1). Soit H " Pespace dual de H c’est a dire lespace des fonctionnelles linéaires et

continues sur A muni de la norme :

B (7, 0) ' s 1|
WH’ = sup —
veH—{0} v|m

ot {.,.) s, représente le produit de dualité entre H et H.
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Chapitre 2 Espaces fonctionnels

2.1.4 Espace de Sobolev

L’espace de Sobolev ont permis de résoudre de bon nombre des problémes
concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse jusque la.

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur I'espaces de Sobolev
H'() défini par :
HY(Q) = {u € L*(Q)Vu; € L*(Q), i=1,2,d}.
On note par Vu le vecteur de composante Vu;. On a Vu € L*(Q)? pour tout
ue HY(Q).
On sait que H'(Q) est un espaces de Hilbert pour le produit scalaire
(u, v) 1) = (U, V)r2() + (Vui, Vo)),

et la norme associée
1

|ulm ) = (u, 1) fr g
alors on a
’U@ﬂ(m = ’U\%Z(Q) + |VU’i2(Q)d-
On a le résultats suivant :

Théoréme 2.1.1. (de densité).
CY(Q) est dense dans H*(Q).
Théoréme 2.1.2. (Rellich).
HY(Q) C L*(Q) avec injection compacte.

Théoréme 2.1.3. (trace de Sobolev).

11 existe une application linéaire et continue § : H'(Q) — L2(T") telle que du = u|r
pour tout u € C1(Q).
Pour plus des détails sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le lecteur, par exemple,
af1]
Remarque 2.1.1. L’espace L2(T") ci-dessus représente lespaces de fonctions réelles
sur T qui sont L2 pour la mesure superficielle dT'. L’application § s’appelle application

de trace, elle est définie comme le prolongement par densité de lapplication u — u|p

définir pour u € C(Q).
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Chapitre 2 Espaces liés au probléme a étudier

Remarque 2.1.2. On note que lapplication de trace § : H'(Q) — L*T) est un

opérateur compact.

Définition 2.1.2. Pour tout k € N et pour tout p € [1,+00|, nous définissons l’espace
de Sobolev W*P(Q) par :

WEP(Q) = {u € LP(Q)| Va, |a| < k;3 v, € LP(Q), tel que ,v, = D*u},

Remarque 2.1.3. Nous ferons trés souvent l’abus d’écriture qui consiste a identifier

D%u et v,.

La norme sur I'espace W*?(Q)) est donnée par

1
( Z ’DaU|Lp(Q))p si 1 <p< oo,
_ || <K
|U|W’W(Q) =
max | Dulp,e(q) si p=oc.
|| <k

Pour p = 2, on note par H*(Q) I'espace W*2(Q) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

2.2 Espaces liés au probléme a étudier

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques u

et o :
H={u=(u) /u € L*Q)} =L*(Q)%
) H={o=(0i)/0ij=05 € L2(Q)} = L2 ()™,

(2.3)
Hy={u=(u) [ (u) € H} = H'(Q)",

Hy ={oc €H |/ Dive = (04;) € H}.
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Chapitre 2 Espaces liés au probléme a étudier

Les espaces H,H, H, et H; sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires suivants :

(u, )H—/ulvzdx Yu,v € H,

/QU”Tde Vo, 7 € H, (2.4)
u,v)g + (e(u),e(v))y Vu,v € Hy,

(u U)H1

(
(0,7)3, = (0,7)y + (Dive,Divr)y Vo, 7 € Hy,

\
ou e : Hy — H et Div: H; — H sont respectivement les opérateurs de déformation et

de divergence, définis par
1 :
e(u) = (ej(w)), e3j(u) = 5 (uij +1;4), Divo = (o3;5).

Les normes sur les espaces H, H, Hy et H, sont notées par |- |m, |- |n, |- o, €t |- |#,
respectivement.

Puisque la frontiére I' est lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a la frontiére
est défini p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H; nous utilisons la notation v pour
désigner la trace yv de v sur I'. Rappelons que I'application de trace v : H; — L2(I')? est
linéaire et continue, mais n’est pas surjective. L'image de H; par cette application est
notée par Hp = H2(T')% ce sous-espace s'injecte continiment dans L2(I")%. Désignons
par Hy le dual de Hr, et (-,-) le produit de dualité entre Hy. et Hp. Pour tout o € H,,

il existe un élément ov € Hy tel que :
(ov, 'VU)H;XHF = (0,e(v))y + (Divo,v)y Vv € H;. (2.5)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule

(ov, 7”>H§xHF = /O’V ~vda Vv € Hy. (2.6)
r

Donc, pour o assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(0,e(v))y + (Dive,v)g = /FUV -vda Vv € Hy. (2.7)

I’ensemble des variables d’état internes admissibles est donné par ,
YV ={a=(w)]aecl’Q),1<i<m}. (2.8)
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Chapitre 2 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Nous introduisons au présent un sous-espace fermé de Hy, dont la définition est donnée
ci-aprés

V={veH /v=0 surly}. (2.9)

Inégalité de Korn : Soit mesI'; > 0. Alors il existe une constante cx > 0 dépendant

uniquement de € et I'y vérifie I'inégalité suivante,
le(v)|y > exlvlp, Vv e V. (2.10)
Nous considérons sur I'espace V, le produit scalaire donné par
(u,v)v = (e(u),e(v))n Yu,v € V. (2.11)
Soit | - |y la norme associée, i.e.
vy =le()ln  YveV. (2.12)

Par 'inégalité de Korn et (2.4), il vient que |-|g, et |- |v sont des normes équivalentes
sur V et ainsi (V,| - |v) est un espace de Hilbert.

En effet, d’aprés (2.4)
(u7 U>H1 = (u7 U)H + (‘C’:(u)?g(U))H'

Alors
e, = (vl +1e()[5)?

En utilisant (2.10), il résulte
cxlola < le(v)ln < |vlm,. (2.13)

Alors | - | g, équivalent | - |3.
En outre, d’aprés (2.10) et (2.12) et le théoréme de trace de Sobolev, on trouve qu’il

existe une constante ¢y > 0 dépendante uniquement de €2, I'y et I'3 telle que :

|’U|L2(F3)d S CQ|U|V Yv e V. (214)
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Chapitre 2 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions
définies sur un intervalle de temps et & valeurs dans un espace de Banach réel.
Soit T > 0. Pour tout espace de Banach réel (X, |.|x). Nous notons par C(0,7; X) et
C*(0,T; X) les espaces des fonctions continues et contintiment différentiables sur [0, 7]
avec valeurs dans X respectivement, avec les normes
flowrx = max [£()]x
, alors que C'(0,T; X) est un espace de Banach réel avec la norme
flcrorx) = e £(t)]x + ax £(1)]x.
Enfin, pour £ € N et p € [1,00],0on utilise la notation standard pour les espaces de
Lebesgue LP(0,T; X) et pour les espaces de Sobolev W*»(0,T; X). De plus, si X; et
X5 sont des espaces de Hilbert réels, alors X; x X5 désigne 'espace de Hilbert produit
muni du produit scalaire canonique (-,-)x,xx,. Nous rappelons le résultat standard
suivant pour les équations d’évolution du premier ordre (voir|2]| ou [22]). Soient V et H
des espaces de Hilbert réels tels que V' soit dense dans H et que ’application d’injection
soit continue. L’espace H est identifié & son propre dual et & un sous-espace du dual

V' de V.Nous écrivons

VcHCV

et on dit que les inclusions ci-dessus définissent un triplet de Gelfand. Nous notons par
|“|v,|-|m et ||y les normes sur les espaces V, H et V' respectivement, et nous utilisons

) Vixy pour le coupla e dual entre [/l et V. Notez que sif H alors
g c
<f>V>V/><V—<f,V)H VVE‘/.

Théoréme 2.3.1. soit V. C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A - V. — V' un

opérateur hemicontinu et monotone qui satisfait.
(Au,n)yiyy > wluli, + A ,Yuev, (2.15)
|Auly, < C(July +1) ,YueV, (2.16)
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Chapitre 2 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

pour certaines constantes w > 0, C' > 0 and A € R. FEnsuite, étant donné ug € H et
f e L?(0,T;V"), il existe une fonction unique u qui satisfait

ue L*0,T;V)NC(0,T;H), uelL*0,T;V'),

u(t) + Au(t) =1£(t), p.p.t€(0,7),

u(0) = ug
Définition 2.3.1. Une fonction u : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous-

ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (u,)nen de fonctions appartenant a

Ce(0,T; X) telle que |u,(t) — u(t)|x — 0 quand n — +o00, pour tout t € [0;T]/E.
Définition 2.3.2. Une fonction u : [0,T] — X est dite fortement dérivable en t, €

d
(0,7T) sl existe un élément d—?(to) € X appelé la dérivée forte de u en tqy, tel que

o1 du
fim - (u (b0 + ) = (t0)) = 5 (t0) lx =0,

Définition 2.3.3. Une fonction u : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite

(Un)nen de fonctions appartenant a C.(0,T; X) telle que

n——+o0o

lim /0 un (£) — u(t)] xdt = 0.

Théoréme 2.3.2. (Bochner). Une fonction u : [0,T] — X mesurable et intégrable si

et seulement si t — [tu(t)|x : [0,T] — Ry est intégrable. Dans ce cas
T T
]/ u(t)dt|x < / lu(t)|xdt.
0 0

2.3.1 Espace de Lebesgue L?(0,T; X)

Soit 1 < p < oo. L'espace de Lebesgue LP(0,T; X) est l'ensemble des classes de
fonctions w : [0, 7] — X mesurables, telles que I'application t — |u(t)|x appartient a

LP(0,T). On sait que LP(0,7T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

T 1
[u|Lr0,x;1) = (/ |u(t)|§(dt>p si 1<p<oo,
0

[u|peo0,x;m) = inf{c >0/ |u(t)|x <c pp. t€(0,T)} si p=oo.
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Chapitre 2 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Proposition 2.3.1. 1. L?(0,7; X)(1 < p < 00) est un espace de Banach.

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors L*(0,T; X) est

aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire
T
(U, U)LQ(O,T;X) = / (U(t), U(t))th
0
3. L"(0,T7;X) C L10,T; X), avec injection continue, 1 < g <1 < 00.

4. Si X est un espace de Hilbert, alors

LP(0,T; X) = L90,T; X), si 1<p,q< o0, %—i— é =1,
LY0,T;X) = L>(0,T; X),
ou LP(0,T; X)) représente le dual de l'espace LP(0,T;X),1 < p < oc.
Définition 2.3.4. Soit u,w € L'(0,T; X). La fonction w s’appelle la dérivée généra-

lisée d’ordre n de u sur (0,T) si

/0 " @ u(t)dt = (1) /0 L ot Yo € C0.T)

C>(0,T) étant l’espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables 4 support compact
dans (0,T) .

Nous écrivons w = @ pour n =1 et w = u™ pour n > 2.

2.3.2 Espace de Sobolev W"?(0,T; X)

Définition 2.3.5. Soit 1 < p < oo. L’espace de Sobolev WP(0,T; X) est I’espace des
fonction u : [0, T] — X telles que u € LP(0,T; X) et w € LP(0,T; X). WHP(0,T; X) est

un espace de Banach muni de la norme
ulwreomx) = [ulreomx) + [ Leom;x)-
En particulier, WH2(0,T; X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.

Définition 2.3.6. Une fonction u : [0;T] — X est dite absolument continue si quelque
soit € > 0, il existe § = () tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;) disjoints,

inclus dans [0; T, tels que > (b; —a;) < d ona Y |u(b) —u(a)|y <e.

21



Chapitre 2 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Théoréme 2.3.3. Soit 1 < p < oo, X un espace de Banach réflexif et soit

u € LP(0,T; X). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. uwe Wh(0,T; X).

2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant la

dérivée forte dans LP(0,T; X).

3. Il existe ug € X et g € LP(0,T; X), telles que
t
u(t) = ug —|—/ g(s)ds ¥t e[0,T].
0

Théoréme 2.3.4. Si la fonction u appartient a l'espace W'P(0,T; X), p € [1,00].

Nous avons alors :
t
1. |u(t) —u(s)|x < / |u(r)|xdr 0<s<t<T,

2. si de plus p < 0o, on a
t
() — u(s)[% < (- s)p/ () hdr 0<s<t<T
3. sip=o00, on a
lu(t) —u(s)|x <|i|peoorxy 0<s<t<T.

Théoréme 2.3.5. (Cauchy-Lipschitz ) Soit (X, |- |x) un espace de Banach réel et
soit F(t,-) : X — X un opérateur défini p.p. sur (0,T), qui satisfait les propriétés

sutvantes :

(a) il existe Ly > 0 tel que

|F(t,x) —F(t,y)|x < Lplz —y|lx Vz,ye X, p.p.t € (0,T);
(b) il existe 1 < p < oo tel que

F(.,z) e LP(0,7;X) VzeX.

\

Alors, pour tout xy € X, il existe une fonction unique v € WHP(0, T; X) tel que

z(t) = F(t,z(t)), p.p. t €(0,T),
z(0) = xo.
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Théoréme 2.3.6. Dans le cas ou U'espace (H, (.,.)g) est un espace de Hilbert et si la

fonction u appartient a l'espace WH2(0,T; H), alors

1
1. la fonction t — §|u(t)|%{ est une fonction absolument continue sur [’intervalle

10, TT.
2 SOl = i(t) u)u pp. 1 €0.T]
3. LJu(t)lf = Slu(O) + / (at), u(t))wds vt €]0,T].

Ces quelques propriétés achévent cette section. Pour plus de détails sur les résultats

dans ce paragraphe nous renvoyons le lecteur par exemple aux références|3].

2.4 Eléments d’analyse non linéaire dans un espac de

Hilbert

Dans cette section nous rappelons quelques éléments d’analyse dans les espaces
de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations variation-
nelles d’évolution paraboliques du premiére ordre qui interviennent dans 1’étude des

problémes mécaniques. Puis nous rappelons le théoréme de point fixe de Banach.

Equations et inéquations variationnelles d’évolution

Nous commongons ce paragraphe par un bref rappel sur les opérateurs fortement
monotones et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert H muni du
produit scalaire (.,.)y et la norme associée | - |z et H' l'espace dual de H en notant

par (.,.) .y pour le produit de dualité entre H et H'

Définition 2.4.1. L’opérateur A : H — H' est dite :

1. monotone st

(Au — Av,u — V)i >0 Yu,v € H;
2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que

(Au — Av,u — V) g > mlu —vl3  Vu,v € H;
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3. de Lipschitz s’il existe L > 0
|Au — Av|g < Llu —v|lg  Vu,v € H.

4. hemicontinu si pour toute suite numérique (\,) C R telle que A, — X\ lorsque

n — +00 on a

(A(u+ M), w) gy g = (Alu+ Av), w) g quand n — +0o0.

2.5 Représentation de Riesz-Fréchet

Dans cette section nous rappelons le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet.
L’importance de ce théoréme est que toute forme linéaire continue sur un espace de

Hilbert H peut se représenter a ’aide du produit scalaire.

Théoréme 2.5.1. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet) Soit H un
espace de Hilbert et soit H son espace dual. Alors, pour tout ¢ € H' il existe f € H
unique tel que

(o, V) prxm = (f,v)g Vv € H.

On a de plus
¢l =1 flu-

Pour une démonstration de ce théoréme voir par exemple ([4]pages 81-82) .
L’application ¢ +— f est un isomorphisme isométrique qui permet d’identifier H et
H'. Soit maintenant H un espace de Hilbert réel tel que V' dense dans H et I'injection
V' C H est continue. On identifie H et H'. Soit V' le dual de V, on peut alors prolonger
H dans V' grace au procédé suivant : étant donné f € H, I'applicationv € V — (f,v)y
est une forme linéaire continue sur H et a fortiori sur V' ; on la note T'f € V' de sorte
que

(Tf,v)vixv = (f,v), VfeH, YveV.
On vérifie que T : H — V' posséde les propriétés suivantes
W) ITflv<Clflu  VfeH.

(2) T est injective.
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Chapitre 2 Théoréme du point fixe de Banach

(3) T(H) est dense dans V.

En général T n’est pas surjective de H sur V'. A 'aide de T' on prolonge H dans V' et
on a le schéma

VCH=H cCV, (2.17)

ol les injections canoniques sont continues et denses. Ce triplet est appelé.
Triplet de Gelfand. On dit que H est I'espace pivot.Nous continuons avec quelques

définitions portant sur les formes bilinéaires définies dans un espace de Hilbert.

2.6 Théoréme du point fixe de Banach

Le théoréme de point fixe de Banach va étre utilisé plus tard dans cette thése pour
démontrer 'existence et 'unicité.
Soit X un espace de Banach muni de la norme |.|yet K C X une partie de X et soit
A : K — X un opérateur défini sur K. On s’intéresse a 'existence d’une solution de
I’équation

AMu=u, uwek. (2.18)

Une telle solution de (2.18) s’appelle un point fixe de A dans K.

Théoréme 2.6.1. (Théoréme du point fire de Banach). Soit K une partie non
vide et fermé de l'espace de Banach X et soit A : K — K wune contractante, i.e,
3k €]0,1] tel que

|Au — Avlx < klu—v|x, u,veK.

Alors il exists un unique élément u € K tel que Au = u, i.e, A posséde un point fixe
unique dans K.

Nous allons ainsi utiliser une version du théoréme de point fixe de Banach que nous
présentons ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de 'opérateur A sont définies récursive-
ment par

A" =A (A"‘l) pour n > 2.
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Théoréme 2.6.2. Sous les mémes conditions du Théoreme 2.6.1, on suppose que A™
est une contractante pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fize unique

dans K.

Les démonstrations des théorémes 2.6.1, 2.6.2 peuvent étre trouver dans [11].

2.7 Lemme de type Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de
nombreux problémes de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution. Pour
avoir plus de détails sur le rappels figurant dans ce paragraphe, on pourra consulter
par exemple [13]. Notons par ailleurs que dans certains paragraphes de ce mémoire,

!

nous allons utiliser de versions " presque partout" de ces lemmes.

Lemme 2.7.1. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €[0,T] soit a > 0 une constante, et » € C([0,T];R) est une fonction telle que

1. §1
ot <at [ mo)is+ [ nlsuis el
alors
¢@ygcp5£3mg@)am(42u@@) vt € [0,7).
2 Si
o) <mit)+a- [ vids e o.1)
alors

AM@@gwaﬁmm;w€mm

pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 2.7.1. Soient n € C([0,T];R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et
soit a > 0. Si¢ € C([0, T];R) est une fonction telle que

w@ga+l%@w@@ vt [0.7],

alors

mwgaem(é%@ma vt € 0,77,
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Chapitre 2 Théoréme du point fixe de Banach

Le corollaire 2.7.1 est souvent utilisé pour montrer 1'unicité de la solution, de la
facon suivante. On suppose deux solutions, en notant par v la norme de la différence

entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

W(t) < / n(s)yi(s)ds, vt € [0,T),

avec une certaine fonction n > 0. En appliquant corollaire 2.7.1 donne immédiatement

la nullité de 1.

Lemme 2.7.2. Soient m,n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 Vvt € [0,7],

a > 0. Soit également ¢ : [0,T] — R est une fonction telle que :

—¢2 < a +/ m(t dt+/ n(t)¢*(t)dt, Vs € [0,T).

s)| < (a+/ m(t)ds) elon®dt s e [0, 7).
0

Dans le cas particulier n = 0, le lemme 2.7.2 devient :

Alors

Corollaire 2.7.2. Soit m € C([0,T];R) telles que m(t) > 0 ,Vt € [0,T] et soit a > 0.
Soit également ¢ : [0, T] — R est une fonction telle que :

2(s) < %a2 + /Osm(t)gzﬁ(t)dt, Vs €10,T7.

Alors
s)| < a—l—/ m(t)dt, Vs e [0,T].
0
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CHAPITRE 3

PROBLEME ELASTO-VISCOPLASTICITE AVEC
VARIABLE INTERNE D’ETAT ET SANS FROTTEMENT

Dans ce chapitre nous étudions un probléme de contact en élasto-viscoplasticité
avec variable interne d’état et sans frottement. Le plan de ce chapitre est le suivant.
Dans la premiére section, nous commencons a proposer et décrire notre probléme puis
nous introduisons des hypothéses trés utiles pour la derniére section. Ensuite, dans la
deuxiéme section, nous prouvons une formulation variationnelle du probléme. Enfin,
dans la troisiéme section, nous énongons un théoréme de l'existence d’une solution

faible unique du probléme, et nous le prouvons.

3.1 Formulation mécanique du probléme

Un corps élasto-viscoplastique occupe un domaine borné 0 C R4(d = 2,3) avec
une surface de Lipschitz I qui est divisée en trois parties mesurables disjointes 'y, I'y
et I's telles que mes mesI’y > 0. Soit 7" > 0 et [0,7] lintervalle de temps d’intérét.
Le corps est fixé sur I'; x (0,7), et le champ de déplacement y est donc nul. Des
tractions superficielles de densité fy agissent sur I'y x (0,7") et une force volumique de
densité fy est appliquée dans €2 x (0,7). Le corps est en contact sans frottement avec
une fondation déformable sur la surface de contact potentielle I's x (0,7"). De plus,

le processus est dynamique et donc les termes inertiels sont inclus dans 1’équation du
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Chapitre 3 Formulation mécanique du probléme

mouvement. Ensuite, la formulation classique du probléme de contact mécanique avec
la compliance normale d’un matériau élastique-viscoplastique avec une variable d’état
interne est la suivante.

Position du Probléme P :

Trouver un champ des déplacements u : Q x [0,7] — R¢, un champ des contraintes

0:Q x[0,T] = Sq un champ de variable interne détat k : Q x [0, 7] — R™ tels que

o(t) =As(u(t)) + Ee(u(t))

/g Az(u(s)),e(u(s)),k(s))ds dans Q x (0,7), (3.1)

k = ¢(c — Ae(),e(u),k)  dans Q x (0,7), (3.2)
pi=Diveo +1fy dans Q x (0,7), (3.3)
u=0 surly x(0,7), (3.4)

ov="f, surTyx(0,7), (3.5)
o,=-p(u,—g), o,=0 surl3x(0,7), (3.6)
u(0) =ug, u(0)=vy, k(0)=ky dansQ. (3.7)

Les équations (3.1) et (3.2) représentent la loi constitutive élastique-viscoplastique avec
la variable d’état interne introduite dans la premiére section. L’équation (3.3) représente
I'équation du mouvement ou p est la densité de masse. Les équations (3.4) et (3.5) sont
les conditions de déplacement-traction. Dans létude du probléme mécanique P nous
supposons les hypothéses suivantes.

Lopérateur de viscosité A : Q x S; — Sy satisfait

(a) Ils existent des constants C'y, C% > 0 telles que

|A(x,e)] < Chle] + C% Ve € Sy, p.p. x € Q.

(b

(A
Val,gg € Sd, p-p.- X € Q.

) 1l existe une constante m4 > 0 telle que
(

x,e1) —A(x,9)) - (61 —€2) = myler — €2|2 (3.8)

(c) L’application x — A(x,¢) est mesurable sur 2 pour tout € € Sy.

(d) L’application ¢ — A(x,¢) est continue sur Sy, p.p. x € (2.
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Chapitre 3 Formulation mécanique du probléme

Lopérateur délasticité £ : (2 x S; — S, satisfait :

( (a) Il existe une constante Lg > 0 telle que

)
|8 (X ) (X7 62)' < Lf ’81 - 52’ vE17€2 € Sd p-p.- X € Q.

(3.9)
(b) Pour toute € € Sy, x — £(x, ) est mesurable sur €.
| (c) L’application x + £(x,0) est dans H.
Lopérateur de viscoplasticité G : € x Sg x Sg x R™ — S, satisfait :
(a) Il existe une constante Lg > 0 telle que
G (x,01,61,k1) = G (x,09,62, k)| < Lg (|oy — 02| + |e1 — 2] + [ki — ko)
Voi,09,61,69 € Sq et ki, ko € R™, p.p. x € L.
1,02,€1,8&2 d 1, K2 pP-P (3.10)
(b) L’application x — G(x,0,¢,k) est mesurable sur €,
Pour toute o, € Sy et k € R™.
(c) L’applicationx — G(x,0,0,0) est dans H.
La fonction ¢ : 2 x Sy x Sg x R™ — R satisfait :
(a) Il existe une constante Ly > 0 telle que
¢ (x,01,61,k1) — ¢ (x,02,62,ka)| < Ly (lor — 02| + |e1 — &2 + [ki — ka)
v0'1,0'2,€1,82€sd et kl,kQERm, prEQ (3 11)
(b) L’application x — ¢(x, 0, ¢, k) est mesurable sur 2 '
Pour toute 0,6 € S; et k € R™.
| (c) L’application x> ¢(x,0,0,0) est dans H.
La fonction de compliance normale p : I's x R — R satisfait :
(a) Il existe une constante L, > 0 telle que
Ip(x,71) —p(x,7m2)| < L, |1 —12| Vri,re €R, p.p. x €. (3.12)

(b) 7 — p(+,r) est mesurable sur I'; pour tout r € R.

[ (¢) p(-,7) = 0 pour tout r < 0.

Nous remarquons que 'hypothése (3.12) satisfaite par les fonctions définies dans (1.15)
et (1.16) et donc nos résultats s’appliquent au contact sans frottement correspondant.

La densité de masse est satisfaite
p € L>(Q), il existe p* > 0 tel que p(x) > p*, p.p.x € (. (3.13)
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Chapitre 3 Formulation variationnelle

De méme, nous suppons la fonction que Uinterstice g satisfont :
ge L*(T3), g¢g>0 p.p.sur s (3.14)

Nous supposons que les forces volumiques fy et les tractions surfaciques fy ont

la régularité suivante
f, € LX0,T; H), £ e L2 (o,T; L2 (FQ)d> . (3.15)
Enfin, nous supposons que les données initiales sont satisfaisantes
w eV, voeH, kyjev. (3.16)

Nous allons utiliser un produit scalaire modifi¢ sur l'espace de Hilbert H = L*(Q)?
donné par

((11, V>>H = (puav)H Vu,v € H,
et soit | - |y la norme associée, cest-a-dire
Vg = (pv,v)%2 Vv e H.

En utilisant ’hypotheése (3.13), il vient que |- |g et ||z sont des normes équivalentes sur
H. De plus l'inclusion de (V, |- |y) dans (H,| - |g) est continue et dense. Nous notons
par V' I'espace dual de V. En identifiant H avec son dual, nous obtenons le triplet de
Gelfand

VcHCcCV.

Nous utilisons la notation (-, -)y+yy pour la dualité entre V'’ et V' et rappelons que
<u7V>V’><V = ((U,V))H Vu € H> Vv eV

L’hypothéses (3.15) pour p.p. t € (0,T), permet de défnir une fonction f(¢) € V' par

(1), Vyyry = / £(¢) - vz +/ B(t)-vda Y eV, (3.17)
Q Ty
et on note que
feL?(0,T;V). (3.18)

Nous considérons aussi la fonctionnelle j : V' x V' — R défnie par

ju,v) = / p(u, —g)v,da Yu,veV. (3.19)
s

En utilisant les arguments standard, nous obtenons la formulation variationnelle

suivante du probléme mécaniqu(3.1) - (3.7).
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3.2 Formulation variationnelle

En utilisant la formule de Green (2.7)

(0,6(v))y + (Divo,v)y = /oy -vda Vv € Hj,

r

on trouve

/O’-S(U)dl’—l—/DiVCf-Udl’:/ ay-vda—l—/ ay-vda+/ ov-vda YveV.
Q Q ' Iy I's

De la définition de l'espace V' avec (3.3) et (3.5), on obtient

/a-e(v)d:v—/fo-vdx+/pii.vd:1:: fg-vda—I—/ ov-vda Yv€eV.
Q Q Q Iz I3

D’apres les formules (1.3) et (3.6) on a

ov-v=—p,(u, —g)v,,
il vient que

/ o-e(v)dr + / pi.vdr = / fo-vdx + / fa - vda — / Dy (U, — g) v,da.
Q Q Q o I's

De (3.17) et (3.19), nous obtenons :
(pii(t), v)vrsv + (o), e(0)n + J(u, v) = (f(t), v)vuy Yo € V1 € (0,T),

(), vivixy + (o(t),e(v))n + j(u(t),v) = (£(t), v)vixy Vv eWw

Probléme PV :
Trouver un champ des déplacements u : [0,7] — V, un champ des contraintes
0 :10,T] = H et un champ de variable interne d’état k : [0,7] — Y tels que pour p.p.
€ (0,7),
o(t) =Ae(u(t)) + Ee(u(t))

(3.20)
/ G(o (i1(5)), =(u(s)), k(s))ds
(G(8), V) v + (o (8), 20w+ j(u(t),v) = EE, Vv eV (3:21)
K(t) = 6(o(t) — As(a(t)), e(u(t)), k(). (3.22)
u(0) =uy, u(0) =vy, k(0) = ko. (3.23)
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3.3 Existence et unicité de la solution

Concernant 'existence et 'unicité de la solution du Probléme PV nous avons le

théoréme suivant.

Théoréme 3.3.1. Sous les hypotheses (3.8) - (3.16) le probleme PV admet une solution

unique {u,o,k} satisfaisant

ue W0, 7;V))nCY0,T; H), @€ L*0,T;V'), (3.24)
o€ L*0,T;H), Dive € L*(0,T;V"), (3.25)
k € Wh(0,T;Y). (3.26)

Pour démontrer ce théoréme nous construisons trois problémes auxiliaires et nous
démontrons l'existence et 1'unicité de leur solution . Ensuite nous construisons une
application contractante ol son point fixe unique est la solution du probléme faible du
probléme mécanique P. Dans la premiére étape, nous considérons le probléme auxiliaire
suivant dans lequel la fonction n = (p',n?) € L? (0, T;V’ x Y) donnée.

Probléme PV, :
Trouver un champ des déplacements u,, : [0,7] — V tel que pour p.p. t € (0,7,
(tay(1), V)vicy + (Ae(@y(t)),e(V)a + (' (1), V)vicy = (£(t), VIviay ¥V €V, (3.27)
u,(0) =uy, 1,(0)=vo. (3.28)
Concernant le probléme PV, nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.3.1.

Il existe une solution unique du probléme PV, ayant la régularité (3.24).
Démonstration .
Nous utilisons le résultat abstrait d’existence et d’unicité donnée par théoréme 2.3.1.

Nous défnissons 'opérateur A : V' — V' par
(Au, v)yiwy = (Ae(u),e(v))y Vu,v eV (3.29)
I1 résulte de (2.11), (3.8) et (3.29) que
|Au — Av|yr < LglAe(u) — Ae(v)|y Yu,v e V. (3.30)
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De I'hypothése (3.8) et du théoréme de Krasnoselski (voir par exemple [12]), on déduit
que A : V — V' est continu et donc hémicontinu. En utilisant les hypothéses (2.11) et
(3.8)(b), il vient que

(Au— Av,u — V)yiy > mylu—vii, Yu,v eV, (3.31)

ce qui implique que A : V' — V' est un opérateur fortement donc monotone . Nous

choisissons v = 0y dans (3.31) pour obtenir

(Au,u)yryy > mA|u|%/ — |AOy |y |ulv

On a
2|AOv |y, [uly < [AOV[T, + ufy
donc
1 1 2 ma 2
N ‘\/_TAAOV e ‘\/EA‘ ’U’v = _EmA ’AOV|V/ B T‘ ‘V
1 ma
(A, Wy > mafuly, — Sma A0y [y — ==l
et donc
1 1 ,
<Au,u)V/XV > §mA|u|%/ — m ’AOV|V/ YueV.
Donc, Popérateur, A satisfait la condition (2.15) avec w = m/2 et A = — |AOy |3, / (2m.4).

Alors, la condition (2.15) du théoréme 2.3.1 est vérifiée. En plus, a l’aide de (3.30) nous
déduisons que

]Au\vl < LA’U_’V + |AOV‘V/ YueV.

On pose C' = max {L 4, |AOv|,. }, nous trouvons
’Au|vl < C (|U|V + 1) YueV

ou C est une constante positive. Cela implique que A satisfait la condition (2.16).Enfin,
nous rappelons que par (3.18) et (3.16) on a f —n' € L?(0,T; V") et vy € H.

Alors, il résulte du théoréme 2.3.1 qu’il existe une fonction unique v, qui satisfait :
v, € L*(0,T;V)NC(0,T;H),v, € L*(0,T; V'), (3.32)
() + Avy(t) + n'(t) = £(t), pp. ¢ € (0,7), (3.3
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v,(0) = vy. (3.34)

Soit u, : [0,7] — V défini par
t
u,(t) = / v,(s)ds +uy Vt € [0,T]. (3.35)
0

De (3.29),(3.32) et (3.35) il résulte que u,, est I'unique solution du probléme PV, et
elle satisfait la régularité (3.24). Ceci donne la partie d’existence du Lemme 3.3.1.
L’unicité de la solution est une conséquence de 'unicité de la solution du probléeme
(3.33) et (3.34), garantie par le théoréme 2.3.1. O

On défini k, € WH2(0,7;Y) par

k,(t) = ko + /Ot n(s)ds. (3.36)

Dans la troisiéme étape nous utilisons la solution u, obtenu du Lemme 3.3.1 et k,
deéfini par (3.36) pour considérer le probléme de Cauchy pour le champ des contraintes
sulvant.

Probléme QV, :

Trouver un champ des contraintes o, : [0,7] — H tel que

o (£) = Ec (uy (¢ / G (0 (s), 2 (1 (s)) , Ko () ds Vit € [0, 7). (3.37)
Pour I'é¢tude du Probléme QV, nous avons le résultat suivant.
Lemme 3.3.2.

Le probléeme QV, admet une solution unique o, € W12(0,T,H). De plus, si 0; et u;
représent les solutions des problemes QV, , PV, respectivement, et k; est défini dans

(3.36) pour n; € L? (0, T; V' x Y) ,i = 1,2, alors il existe C' > 0 tel que
t
|01 (t) — o2(t)]5, < C(lma(t) — wa(H)]y, +/ [y (s) — uz(s)[;, ds (3.38)
0
/ ki (s) — ko(s)[%. ds) Vit € [0.7]

Démonstration .

Soit A, : L*(0,T,H) — L*(0,T,H) donné par

Ao (t) = = (u (¢ / G (0(s), e (w)(s)) Ky (5)) ds (3.39)
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pour o € L*(0,T,H) et t € [0,T]. Soient oy,05 € L?(0,T,H) nous utilisons(3.11) et
(3.39) pour obtenir, pour tout t € [0, 7],

Ayorn(t) = Ayoa(t)],, < Lg /O |01(5) — 0a(s)], ds.

Il s’ensuit que pour p est assez grand, la puissance A} est une contraction sur 'espace
de Banach L?(0,7;H),Donc il existe unique o, € L*(0,T;H) tel que A,o, = 0,.
De plus, 0, est 'unique solution du probléme QV, En utilisant (3.37). la régularité
de u,, la régularité de k, et les propriétés des opérateurs £ et G, il en résulte que
o, € WH(0,T; H).

Nous considérons maintenant (1y,72) € L?(0,T;V’ xY) et pour i = 1,2mnous

notons u,, = u;, o, = 0; et k,, = k; Nous avons

oi(t) = Ee (uy(t)) +/0 G (0i(s),e(u(s)),ki(s))ds Vte[0,T]

et en utilisant les propriétés (3.9) et (3.10)de £ et G, nous trouvons

04() — oa(t)2, < O t) — wa(t)2 + / s (5) — ual(s) 2 ds (3.40)

t t
+/ |01 (s) — 0a(s)|3, ds —i—/ ki (s) — kao(s)|> ds)  Vt € [0,T].
0 0
En utilisant maintenant le lemme de Gronwall pour déduire (3.38). Enfin, en consé-

quence de ces résultats et en utilisant les propriétés de G, &, ¢ et j, pour t € [0,7],

Maintenant on considére ’application
An(t) = (A'n(t), An()) € V' x Y, (3.41)
définie par

(A0, V)0 = (€2 (uy(8)) . e(v))yy + ( [ 60512 (69) o 5) ds,e<v>)

H
+j (u,(t),v) VYvev, (3.42)
A*n(t) = ¢ (oy(t), e (wy(1))  ky (1)) - (3.43)

Dans la quatriéme étape soit n € L?(0,T;V’ x Y),u,, o, représenter le champ de
déplacement et le champ de contrainte obtenus dans les Lemme 3.3.1, 3.3.2
respectivement, et k, est la variable d’état interne donnée par (3.36). Nous obtenons

le résultat suivant.
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Lemme 3.3.3.

L’opérateur A admet un point fixe unique n* € L?(0,7; V' x Y.
Démonstration .

Soient (n1,m2) € L*(0,T;V’ x Y'). Nous écrivons pour i = 1, 2.
u,, = U, 'l:lm =Vy, =V, Oy = 04, k77' = kl

(3

En utilisant (2.11), (3.9), (3.10) et (3.12) on obtient

| Al (8) — Alma(1)]3,

SCWM@—W@@+AMM$—@@@% (3.44)

/|u1 (s |Vds+/ Ky (s) — ko (s)[2 ds)

Nous utilisons I'estimation (3.40) pour voir que

[ () = Aip()] 5, < Cllu () — w(®)f} +/0 [ui(s) — ()], ds (3.45)

/ml ()12 ds)

Par des arguments similaires et de (3.11), (3.38) et (3.43) on déduit que
2
|APnu(t) — Nna(t)], (3.46)

< C (|oi(t) — oot )‘3{ + |u1( ) —wa(t)], + [k (t) — k2(t>|§/)

Alors,
[Ans(t) — Ama(t) 3y (3.47)
< C(jmy(t) —wa(t)[ + /0 () — ua(s)[y ds + [k (£) — ka(1)[3
+ [ |ki(s) — ka(s)[5 ds)

0
De plus, de (3.27) on obtient

(Vi = Va), (Vi = V2))yryp + (Ae (V1) — Ae (va) ,e (Vi — V2))y
+((m —mvi—va),, ., =0, pp.te(0T)
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En intégrant cette égalité sur lintervalle [0,7] , et en prenant en considération les

conditions initiales v1(0) = vo(0) = vq, I'hypothése (2.11) et (3.8) pour trouver

ma [ [vi(s) = va(s)lyds < — [ (nil(s) = my(s),vi(s) = va(s)) . ds

Sohﬁﬁ—%@vﬁdﬁ—w@wﬁy

et donc
t 9 t
2ma / vals) — va(s)2 ds < / 2 [1(s) — 12(5)] 0 [v2 () — val)]y ds,
0 0

pour tout ¢ € [0, T]. Par ailleurs, nous utilisons I'inégalité 2ab < a?/~+~b* pour obtenir

[ m@ —veha<o [ o -nele weor. @)

D’autre part, a partir de (3.36) nous avons

K (t) — ko) 2 < © / I2(s) — 12(s)[2 ds (3.49)

Puisque u;(0) = uy(0) = uy, nous obtenons

ua(®) = ua(t)y <C [ vals) = va(s)f .

De cette inégalité et (3.47) nous avons que
2 ' 2
A (0~ A0y <C ([ (o) = valo)f s
0

+ |k (t) — k2(t)‘§/ —l—/o lki(s) — kz(s)@ ds) .

I1 découle de (3.48)( et (3.49) que

t
A (1) — Ama(8)3ry < C/ 71(5) — 12(8) 30y .
0
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De plus, on a
Any(6) — Am(D)y < / m1(s) — o) 2y d,
N2 (t) — A1), < C / c / () — 7o) 2y drds,
0 0

t S
2
A2 () — A2(t)2, < C? / / 01 () = () 2.y drds,

\A3771(t)—/\3772(t)|2v,xy C'3///|771 |V,Xydld7"ds,

t s h
2
AP () = AP (1)), < Cp/ / .......... Im (1) —ma(D)),y dl . .. drds.
0

p integrals

/ds:r, r € (0,7,

0

s r s 2
//drdSZ/rdr:S—,
0o Jo 0 2

///dldrds- = —,
y
g
// ------ / dl....... drds:—'
0o Jo 0 b:

Quand on note p = m; nous déduisons :

On sait que :

et que

et que

cmrm
m!

m m,. |2 2
A" — A 772’L2(0,T;V’><Y) < I — 772’L2(0,T;V’><Y) :

cmm
n!

D’aprés ’équivalence de Stirling n! &~ v/2mnn"e™, on a lim,, =0, I'inéga-
lité précédente implique que pour m suffisamment grand A™ est une contraction sur
'espace de Banach L? (0, T; V') donc A a un point fixe unique. Maintenant, nous avons

tous les ingrédients nécessaires pour fournir la démonstration du théoréme 2.3.1.
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Chapitre 3 Existence et unicité de la solution

Démonstration .
Soit 7. = (n1,m2) € L? (0, T; V' x Y) le point fixe de A défini par (3.41)-(3.43) et on
note

u=u,, k=k,, (3.50)
o= As(a) +o,,. (3.51)
On démontre que (u, o, k) satisfait (3.20) , (3.23)et (3.24) , (3.26). Eneffet, nous

écrivons (3.37) pour 1 = 7, et nous utilisons(3.50)-(3.51) pour obtenir (3.20) On utilise
(3.27) pour n = 1, et la premiére égalité dans (3.50) pour trouver

<1“1(t),V>V/><V—|—(A€(l'1(t)), €(V))H+<7’]1<t), V>V’><V = <f(t),V>V/><V Yv € ‘/, P-p. t e (O,T)
(3.52)
Les égalités A (1) = n1 et A% (n.) = 1y combinées avec (3.42), (3.43),(3.50) et (3.51)

impiquent que

(m(2), V) = (Ee(u(t)), e(v))n + j(ult), v)

+ < /O "Glols) - Aa(ll(s)),5(u(s)),k(s))ds,a(v)) eV

H

(3.53)

ma(t) = ¢(o(t) — As(u(t)), e(u(t)), k(t)). (3.54)

De (3.54) et (3.50) on déduit que (3.22) est vérifié. En substituant (3.53) dans (3.52)
et on utilise (3.20) pour voire que (u, o, k) satisfait (3.21). Puis, (3.23), les régularités
(3.24) et (3.26) résultent du Lemme 3.3.1 et (3.36). La régularité o € L*(0,T; H) résulte
des lemmes 3.3.1), (3.3.2, I'hypothése (3.8) et (3.51). Finalement (3.21) implique que

pu(t) = Divo(t) + fo(t) dans V', p.p. t € (0,7),

et donc Dive € L?(0,T; V') pour (3.13) et (3.15).et nous déduisons que la régu-larité
(3.25) est vérifiée, ce qui démontre la partie d’existence du théoréme 3.3.1. L'unicité

de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de 'opérateur A défini par

(3.41) et (3.43) et I'unicité de la solution des problemes PV, et QV,. O
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Chapitre 3 Dépendance continue

3.4 Dépendance continue

Dans cette section, nous étudions la dépendance de la solution du Probléeme PV
aux perturbations des conditions de contact. Nous supposons que (3.8) - (3.16) tenir et
indiquer par (u, o, k) la solution du Probléme PV obtenu dans le théoréme 3.3.1. De
plus, pour tout o > 0 Nous désignons par p* une perturbation de p qui satisfait(3.12)
avec L, remplacé par L;. Nous introduisons la fonctionnelle j* défini par (3.19),rem-
placant p par p* et nous considérons le probléme variationnel suivant.

Probléme PV® :
Trouve un champ de déplacement u® : [0, 7] — V, un champ de contrainte o : [0,T] —
H et une variable d’état interne k® : [0, 7] — Y tel que pour p.p. t € (0,7,

o%(t) = Ae (0*(t)) +E& (u*(t))

: (3.55)
* G (0%(s) — Ac (1*(s)) e (u*(s)) , k*(s)) ds,

(@), Vyry + (0(1),€(v))y + 5% (u*(t), v) = (£(t), V)vrxy VeV, (3:56)
k(1) = ¢ (0°(t) — A= (0 (1)) e (u*(1)) k(1)) , (3.57)

u®(0) =ug, u*0)=vwvy, k*0)=ko. (3.58)

Nous déduisons du théoréme 3.3.1 que pour tout a > 0, le Probléme PV a une solution

unique (u®, o k* ) qui satisfait (3.24) - (3.26). Supposons que la fonction de contact

satisfait les hypothéses suivantes :

Il existe un 5 € Ryet 6 :]0, 00[— [0, 00| tel que

(a) |p*(x,7) — p(x,7r)| < 6(a)(|r| + B) pour tout a > 0,7 € R
(b) lim,_06(a) = 0.

(c) Il existe un Ly > 0 tel que Ly < Lo pour tout o > 0.

(3.59)

\

Nous avons le résultat de convergence suivan.
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Chapitre 3 Dépendance continue

Théoréme 3.4.2

La solution (u®, 0% k*) du Probléeme PV® converge vers la solution (u,o,k) du

Probléme PV i.e.

u® — u dans WH2(0,7T;V) quand o — 0, (3.60)
0® — o dans L*(0,T;H) quand a — 0, (3.61)
k® — k dans W2(0,T;Y) quand « — 0. (3.62)

Ce résultat de convergence, est important du point de vue mécanique car cela montre
que de petites perturbations des conditions de contact entrainent de petites perturba-
tions de la solution faible du Probléme de contact dynamique P.

Démonstration .
Soit a > 0. Ci-dessous, C' désigne toujours une constante positive qui peut dépendre
des données et de la solution (u,o,k) mais ne dépend pas de «, ni de la variable
temporelle, et dont la valeur peut varier d'un endroit a 'autre. En utilisant (3.21) et

(3.56), nous obtenons.

(@) = (), (V) yiy + (0%(t) = a(t),€ (V)4

(3.63)
+j%(u*(t),v) —j(u(t),v) =0, p.p.-te(0,7T).
on pose v = u®(t) — u(t) , il résulte
((@(t) = a(?)), (@) = a(®)))yr v + (@) = o), (0 () —u(t)))y, (3.64)
+7% (u(t),u(t) —a(t)) — j (u(t),u(t) —u(t)) =0, p.p.te(0,T)
Nous définissons
o) = o(t) — Ae (0*(t)), 0% (t) = o(t) — Ae((t)) (3.65)
Notons que (3.20) et (3.55) donnent
o®f(t) = Ee (u*(t)) + /0 G (0% (s),e (u*(s)) ,k*(s)) ds, (3.66)
ofi(t) = E=(u(t) + [ G (c(s),e(u(s)),k(s)) ds. (3.67)

0

42



Chapitre 3 Dépendance continue

Nous utilisons (3.22), (3.57) et comme k*(0) = k(0) = k¢ nous avons
k(1) — k(t)
. (3.68)
:/0 (¢ (0 (s),e (u”(5)) . k*(s)) — ¢ (0" (s), e(u(s)), k(s))) ds.

Nous combinons (3.64) et (3.65) pour obtenir
((@*(#) —a(t)), (a*(t) = a(t))yry + (Ae (0*(1)) — As(u(t)), e (0 (t) —u(t)))y,

= — (0°7(t) — o™ (t), 2 (a%(t) — 0(t))),, +J (u(t), 4*(t) —a(t))
— 7% (u*(t),a*(t) — u(t)), p.p. t € (0, 7).

(3.69)
1l découle de (3.8)(b) que pour p.p. ¢ € (0,T),
(As (0 (1)) — As(a(t)), e (0*(t) = w(t)))y, > ma|0®(t) —a(B)]} . (3.70)
En utilisant (3.66) et (3.67), nous déduisons que
o“B() — oB(t) =Ee (0 (1)) — Ec(u(t))
+ /Ot G (07 (s). € (u*(s)) , k(s)) ds (3.71)
- /Ot G (07(s),2(u(s)), k(s)) ds vt € [0, 7).

En combinant (2.12), (3.9) et (3.10), nous obtenons

0°R(t) — 0P ()], < C (|u°‘(t) —u(t)], + / u®(s) — u(s)], ds

/’(jaR —oft ds+/ [k(s) |Yds) Vt € [0,T].

De (2.12), (3.11) et (3.68), on obtient
k*(t) — k(t)ly <C (/ lu(s) —u(s)l|, ds
/ |0 (s) — ot 5 ds +/ k*(s) — k(s)|y ds) vVt € [0,T].

En ajoutant les deux derniéres inégalités, nous trouvons

|0 (t) — " (B)],, + k(1) = k(B)ly < C (ju(t) —ut)],

b [t = uel ds [ = oo ds [ e~ ko)l d ).
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Chapitre 3 Dépendance continue

En utilisant le lemme de Gronwall, nous voyons que
|0 (1) — " (B)], + k(1) — k(D)
t
<o (w0 - ul + [l - uGly ds)
et

o0) = 0" (0], < € (ja* 0~ utly + [ e - ulolas), @

k*(t) = k(t)]y <C (|ua(t) —u(t)ly, +/0 [u”(s) —u(s)ly ds) : (3.73)
L’inégalité (3.72) montre que
— (0(t) — o (t),e (0*(t) — u(t))),,

<C <|ua(t) —u(t)ly +/0 [u®(s) —u(s)] d8> [a®(t) —u@)l,, p.p-te(0,T).
(3.74)

D’aprés la définition des fonctionnelles j et 5@ , il en découle que
J(u(t),04%(t) — a(t)) — j° (u (1), 6 (1) — a(t)
= [ lunt) = 9) =5 (l0) = ) (8500) = (0] o
o [ ) = 0) =5 (500~ ) (3210 - i0lt))da, .t 0.7)
En utilisant (3.59), (2.14) et le fait que p® satisfait (3.12) avec L;‘ a la place de L,
J (u(t),07(8) — a(t)) - 7 (u (1), 6 (1) — (1))
< / () (1) = g1+ ) (1)~ (D) do
+ Lol ) O] (0) ~ 6Ol da pp-t € (0.7).
nous déduisons que

J(u(t),a%(t) —a(t)) — 5% (u(t), a®(t) — a(t))

< C(0() + [u(t) —u()]y) [0*(F) —a@)l,,  p.p-t€(0,7).

(3.75)

Nous substituons (3.70), (3.74) et (3.75) dans (3.69) pour obtenir, pour p.p. ¢t € (0,7,
((@*(t) = a(t)), (A (1) = a(t)yrey +mala®(t) —a()ly -
¢ 3.76

< (01) + 1w (® ~u(Oly + [ () - uloly ds) [0 -~ w(0y
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Chapitre 3 Dépendance continue

et, en utilisant 'inégalité .

m
a? + —AbZ,

b<
= o 2

aprés quelques calculs d’algébre, nous trouvons
.o .. . . ma, . q .
(G () = (1)), (1) = (0) oy + 22 [0%(0) — (D)}
t
<C (92(oz) + u(t) —u®)[} +/ lu®(s) — u(s)@ds) ,  p.p.-te(0,7).
0

Nous intégrons cette égalité sur [0, s] en utilisont la condition initiale

u®(0) = (0) = vo pour trouve
mA/ u® —u()|vdt<(](02 / lu®(t —u()|vdt) Vs e [0,7]. (3.77)
puisque u®(0) = (0) = Vo nous voyons que
()~ )l <€ [ fie) - awl @ vse 1) (3.78)

Nous substituons maintenant (3.77) dans (3.78) et utilisons & nouveau l'inégalité de

Gronwall pour trouver que
lu®(s) —u(s)> < C6%(a) Vs e [0,T). (3.79)
De (3.77) et (3.78) on déduit que
/OS [a®(t) —a(t)[} dt < CH*(a) Vs € [0,T). (3.80)

Nous combinons maintenant (3.79), (3.80) et I'hypothese (3.59)(b) pour voir que
(3.60) est satisfaite. Il découle de (3.65) que

o (t) — o(t) = o®B(t) — oB(t) + Ae (0*(t)) — As(w(t)), pp.te€(0,7T).

En utilisant cette inégalité,(3.72), et 'hypothése (3.8) de l'opérateur A et (3.60)
nous voyons que (3.61) est satisfait. De (3.22), (3.57), 'hypothése (3.11) sur ¢ ,(3.72)

et (3.73) nous déduisons que

ka(t)—k(t)f <c</ 6% (s) — (s |Vds> (3.81)

puisque k*(0) = k(0) = ko nous trouvons

e -l <o [ ), as). (3.52)

Nous concluons maintenant a partir de (3.80)-(3.82) et (3.59)(b) que (3.62) est égale-

kCl{

ment satisfait. O
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CONCLUSION GENERALE

Cet mémoire est destinée a I’étude variationnelle d’un probléme de contact en élasto-
viscoplasticité ot le contact est modélisé par une condition de compliance normale sans
frottement.

Le matériau est modélisé par une loi constitutive générale de nature élasto-viscoplastique
avec variable interne d’état.

Notre étude de phénomeéne de contact comprend les étapes suivantes : la modélisa-
tion mathématique, 'analyse variationnelle incluant de résultat obtenus concernent
I’existence et 1'unicité d’une solution faible pour le probléme étudié, en utilisant les

techniques de point fixe de Banach et un résultat de convergence.
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