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Résumé

Résumé

Cette these s’inscrit dans le cadre des espaces de Hilbert et de la théorie des opérateurs. Elle porte sur les
opérateurs linéaires bornés définis sur un espace de Hilbert complexe H, en particulier sur la classe des opérateurs
C—normaux, qui généralisent naturellement les opérateurs C—symétriques. Plusieurs propriétés fondamentales
de cette classe sont établies. Nous montrons notamment que si un opérateur T est C—symétrique, alors T" est
C—normal pour tout entier positif . Des conditions suffisantes garantissant la stabilité de la C—normalité par la
somme, le produit et le produit tensoriel sont également données.

Par ailleurs, nous introduisons et étudions les opérateurs 2 — C—normaux et C —2—normaux. Nous analysons
leur comportement par rapport a I'adjoint, a I'inverse et a la multiplication par un scalaire complexe, et montrons
qu'ils ne sont pas équivalents aux opérateurs C—normaux. Certains résultats antérieurs sont étendus a ces classes,
en s’appuyant en particulier sur la décomposition polaire, et 'on présente divers exemples illustratifs afin de mettre

en évidence la portée et la pertinence de ces généralisations.

Abstract

This thesis is situated within the framework of Hilbert spaces and operator theory. It focuses on bounded linear
operators defined on a complex Hilbert space H, with particular emphasis on the class of C—normal operators,
which naturally generalize C—symmetric operators. Several fundamental properties of this class are established.
In particular, we show that if an operator T is C—symmetric, then T” is C—normal for every positive integer n.
Sufficient conditions ensuring the stability of C—normality under the sums, the products, and the tensor products
are also provided.

Furthermore, we introduce and study the classes of 2— C—normal and C—-2—normal operators. We analyze their
behavior with respect to the adjoint operator, the inverse operator, and scalar multiplication by a complex number,
and we demonstrate that these classes are not equivalent to C—normal operators. Some previously known results
are generalized to these classes, notably by using the polar decomposition, and several illustrative examples are

presented.
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Liste des notations

Symboles

Signification

Ensemble des nombres complexes.

Ensemble des nombres réels.

Ensemble des entiers naturels.

Espace de Hilbert.

%B(H)

Ensemble des opérateurs linéaires bornés sur H.

LA(H)

Ensemble des opérateurs anti-linéaires sur H.

Conjugaison sur H.

Im(T)

Limage de 'opérateur T € 98(H).

Ker(T)

Le noyau de 'opérateur T € 98(H).

I

Norme de 'opérateur T.

WI(T)

Limage numérique de I'opérateur T.

Ensemble des matrices.

VT

Racine carrée de I'opérateur T.

K(H)

Ensemble des opérateurs compacts sur H.

Ko(H)

Ensemble des opérateurs de rang fini sur H.

L2

espace de Lebesgue.

T®S

Le produit tensoriel de T et S.

No.c(H)

Ensemble de tous les opérateurs 2-C-normaux sur H.

Nc2(H)

Ensemble de tous les opérateurs C-2-normaux sur H.




Introduction

Dans cette these, nous allons étudier le domaine des opérateurs linéaires bornés sur un espace de Hilbert com-
plexe, généralement désigné par %8(H), en expliquant I’évolution et les recherches qui ont été menées sur ce type
d’opérateurs. Nous mettrons particulierement en lumiére les catégories d’opérateurs relevant de I'analyse fonc-
tionnelle, qui ont joué un role essentiel dans les travaux des derniéres années.

Dansle cas de la théorie des opérateurs, il existe de nombreux types d’opérateurs qui ont été précédemment étudiés
et dont I'étude reste ouverte et diversifiée a ce jour. Dans notre thése, I'’étude se limitera aux opérateurs normaux
(dans le cas d'un opérateur T € 9(H), celui-ci commute avec son adjoint, c’est-a-dire TT* = T*T) et a tout ce qui
les concerne, car ils sont étroitement liés a de nombreuses thématiques.

S.A. Alzraiqi et A.B. Patel [1] ont introduit les opérateurs n—normaux, c’est-a-dire : la classe des opérateurs T
tels que T"T* = T*T", et ont également démontré plusieurs propriétés intéressantes de cette classe. La classe
des opérateurs n—normaux est trés étendue. Par exemple, les opérateurs n—nilpotents(7” = 0) sont clairement
n—normaux.

L'un des concepts cruciaux sur lesquels repose cette these est la notion de conjugaison C, c’est-a-dire un opéra-
teur anti-linéaire, isométrique et involutif, vérifiant C € LA(H), C* =T et {Cx,Cy) = (y,x) pour tout x,y € H,
ol LA(H) désigne I'ensemble des opérateurs anti-linéaires sur H. Une telle structure apparait naturellement en
physique; voir [17]. Nous notons I'opérateur adjoint de I'opérateur X € LA(H) par X", c’est-a-dire 'opérateur qui
satisfait la propriété

(X*x,y)={(x,Xy) pourtout x,y € H.

Lopérateur anti-linéaire X est appelé auto-adjoint anti-linéaire si X* = X. Les conjugaisons sont des exemples de
tels opérateurs, puisque C* = C; voir [30]. Cela a conduit 4 I'extension du concept d’opérateur normal a cette classe,
o1 nous disons d'un opérateur anti-linéaire qu'il est normal s'il satisfait X X* = X* X,

Parmi les opérateurs qui ont été largement étudiés au cours des derniéres années, on trouve les opérateurs

C—-symétriques, ol1 un opérateur T € B(H) est C—symétrique si CTC = T™* et I'on dit qu'un opérateur T est com-
plexe symétrique s'il existe une conjugaison C telle que T soit C—symétrique; voir [13][15][16] . De méme, on dit
que T est C—skew-symétrique si CTC = —T*. Les opérateurs C—symétriques ont des applications en physique, en
particulier en mécanique quantique et en analyse spectrale; voir [27] et [4].
En 2020, M. Ptak, K. Simik et A. Wicher ont introduit une nouvelle définition des opérateurs C-normaux, qu’ils ont
appelée ainsi, et qui repose sur les propriétés des opérateurs normaux et sur les propriétés des conjugaisons. La
conséquence immédiate de cette définition des opérateurs C—normaux est que les opérateurs C—symétriques et
les opérateurs C—skew-symétriques sont C—normaux; cependant, 'inverse n’est pas vrai dans le cas général.

Comme I'ont présenté C.Wang, J.Zhao et S.Zhu dans [31], ils ont donné une définition équivalente des opéra-

teurs C—normaux et ont utilisé cette définition pour étudier de nouvelles propriétés de cette catégorie, se basant
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sur la décomposition polaire des opérateurs de 98(H), ainsi que sur I'analyse des opérateurs unitaires en les dé-
composant en une composition de deux conjugaisons, comme ils I'ont exposé dans [15].

Dans notre travail, nous avons utilisé ces définitions pour présenter de nouveaux résultats concernant les opéra-
teurs C—normaux et pour généraliser certaines conclusions trouvées dans les travaux antérieurs.

Ce travail est divisé en trois chapitres suivants.

Dans le premier chapitre, nous donnons un apercu général des différentes notions nécessaires a la compré-
hension du contenu de cette theése. En particulier, nous commengons par introduire quelques concepts généraux
concernant les opérateurs et nous nous référons au concept d’opérateurs positifs, qui nous aideront a aborder la
décomposition polaire d'un opérateur, un concept essentiel pour le troisieme chapitre. Ensuite, nous présentons
les définitions et les théories les plus importantes concernant les opérateurs normaux. A la fin de ce chapitre, nous
introduisons le théoréme de Fuglede-Putnam, dont nous aurons besoin dans le deuxiéme chapitre (comme il a été
utilisé dans notre article publié ). De plus, nous fournissons quelques applications de ce théoréme.

Au début de ce chapitre 2, nous présentons une définition fondamentale pour la suite de cette these, a savoir la
notion de conjugaison, ainsi que la plupart des propriétés qui lui sont associées et essentielles a ce travail. Ensuite,
nous introduisons la notion d’opérateurs symétriques complexes, qui s’applique aux opérateurs C—symétriques,
lesquels ont été largement étudiés par de nombreux chercheurs, notamment par S. R. Garcia. Cette notion dépend
largement des propriétés de la conjugaison et de la décomposition polaire d'un opérateur, laquelle révéle de nom-
breuses caractéristiques de ce type d’opérateur.

Ensuite, nous revenons a la définition des opérateurs C—normausx, introduite pour la premiere fois dans l'article
de M. Ptak, K. Simik et A. Wicher [28], laquelle a permis d’établir de nombreuses caractéristiques de ce type d’opé-
rateurs. Nous présentons également une définition équivalente a la définition précédente, a savoir celle proposée
par C. Wang, J. Zhao et S. Zhu dans [32], et utilisée par ces auteurs pour obtenir de nouveaux résultats.

A la fin de ce chapitre, nous exposons les résultats que nous avons obtenus, lesquels concernent les opérateurs
C—-normaux. Nous avons étudié les conditions sous lesquelles la somme et le produit d’ opérateurs de ce type res-
tent au sein de cette classe, et nous avons généralisé certains résultats trouvés dans les deux articles précédents.
Nous explorons également d’autres propriétés, notamment celles qui dépendent du théoréme de Fuglede-Putnam
et d’autres théorémes connexes.

Dans le troisieme chapitre, nous nous appuyons sur la définition des opérateurs normaux et des opérateurs
2—-normaux, sur la maniére de passer de I'un a l'autre, ainsi que sur la définition des opérateurs C—normaux,
et nous tentons de définir deux nouvelles catégories. Nous les avons nommées respectivement opérateurs 2 —
C—normaux et opérateurs C —2—normaux.

Tout d’abord, nous présentons la définition des opérateurs 2 — C—normaux, nous définissons de nombreuses pro-
priétés de ce type d’ opérateurs et nous étudions la relation entre eux et les opérateurs normaux, C—symétriques et
C—normaux. Nous examinons la stabilité de cette classe par rapport a 'opérateur adjoint, a la multiplication par
un nombre complexe, a son inverse, ainsi qu’au produit et a la somme des opérateurs de cette classe, ainsi qu’a de
nombreuses autres propriétés.

Ensuite, nous avons également présenté un autre type, différent du premier et contenant les mémes éléments de
base, et nous I'avons appelé les opérateurs C — 2—normaux. De la méme maniére que pour le premier type, nous
avons établi de nombreuses propriétés et quelques théorémes, et nous avons également utilisé la décomposition
polaire d'un opérateur pour obtenir quelques résultats pour ce type d’opérateur, notamment I'étude de la transfor-

mée de Duggal.
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Au cours de I'étude de ces deux opérateurs, nous avons établi et généralisé de nombreuses propriétés présen-
tées dans des travaux antérieurs concernant les opérateurs C—normaux. Lors de I’étude de ces nouvelles catégo-
ries, nous avons présenté de nombreux exemples variés et mis en évidence la différence entre elles et les opérateurs

normaux, C—symétriques et C—normaux.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons les notations, les résultats élémentaires ainsi que les outils que nous utilise-
rons tout au long de cette theése. Nous y introduisons les espaces de Hilbert complexes et présentons les concepts
d’opérateurs normaux, d’opérateurs n—normaux, d opérateurs compacts, d’opérateurs positifs ainsi que la notion

de racine carrée d'un opérateur et le spectre d'un opérateur.

1.0.1 Les opérateurs continus.

Définition 1.0.1. Un espace de Hilbert H est un espace préhilbertien surk (R ou C ) qui est complet pour la distance
définie par d(x,y) = | x-y|.
Un espace de Hilbert est également un espace de Banach dont la norme provient d’un produit scalaire.

Une telle norme est parfois appelée norme de convergence en moyenne quadratique.

Définition 1.0.2. Une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert H est une application linéaire
T: H — k telle que, pour toute suite (x,), convergeant vers x dans H, la suite (T (x,)), converge vers T (x).

Lensemble des formes linéaires continues sur H est appelé le dual topologique de H et se note H*.

Proposition 1.0.1. Une forme linéaire T sur H est continue si et seulement s’il existe une constante C > 0 telle que
I T(x)|=Clxl|l, Vxe H.

Démonstration. 1l est clair que s'il existe C > 0 telle que I'on ait
[TX)|=Clxll,Vxe H.

Alors, si une suite (x,) converge vers x dans H, on a

IT(xn) — T(x)]

[T (xp, — )|

IA

Clx,—x|Il — 0.
n—oo

Donc T est continue.

Réciproquement, si T est continue, 'image réciproque par T de la boule ouverte centrée a 'origine et de rayon 1

10



Chapitre 01 Préliminaires

est un ouvert de H contenant 0; il existe donc A > 0 tel que ||x|| < A entraine | T (x)| < 1. Soit x un élément arbitraire

de H non nul; I'élément Ax | x||~! a une norme égalea A, donc A IxlI~H T <1 et, par conséquent,
ITx)| <A Mxl, VxeH.

Cela montre que la forme linéaire T est bornée par 171 O

Théoréme 1.0.1. ( Théoreme de représentation de Riesz )[7]. Soit H un espace de Hilbert; on a:

(1) Si T est une forme linéaire continue sur H, alors il existe un unique élément y de H tel que
Vxe H,T(x)=(x,y) et |TI=|y|.
(2) Réciproquement, tout y € H définit une forme linéaire continue T, sur H par la formule
Ty(x)=(x,y), Vx€H.

Ainsi l'application qui a un élément y € H associe la forme linéaire continue T, est un isomorphisme (anti-linéaire)

topologique de H sur son dual H*.

Définition 1.0.3. SoitT: X — Y, oit X et Y sont deux espaces de Banach, une application linéaire que l'on appellera
souvent un opérateur. Si l'opérateur T : X — Y est continu, on appelle adjoint, ou dual, de T, 'unique application

linéaire continue T* : Y* — X*, ott X* désigne le dual topologique de X, telle que :
(T*(y"),x)=(y", T(x)), Vxe X Yy e V*.

Proposition 1.0.2. [7] Soient X et Y deux espaces vectoriels normés surk et soit T un opérateur linéaire de X dans
Y. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) L'opérateur linéaire T est continu.

(2) L'opérateur linéaire T est continu en 0.

(3) Lopérateur linéaire T est continu en un point.

(4) 1l existe une constante c > 0 telle que || T x|l < c || x|, pour tout x € X.

Définition 1.0.4. Soit H un espace de Hilbert. On appelle opérateur sur H une application linéaire continue de H

dans H. On note 8(H) l'ensemble des opérateurs sur H. Si T € 98(H), on définit sa norme d’opérateur par

I sup{lTxl:x€ H, llx| <1}

= infic | ITx|<clx| ; Vxe H}

sup || Tx||
[lxll=1

1.0.2 Définitions importantes.

1. Si T € B(H), Im(T) (resp. Ker(T)) désigne I'image (resp. le noyau) de 7.

2. Si T et T» sont deux opérateurs de 98(H), on dit que T et T> commutentsi 71T = T> T;.

11
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3. Soit T € %(H), avec H un espace de Hilbert sur C. Si (Tx, x) = 0, pour toutx € H, alors T = 0. (Si H est un

espace de Hilbert sur R, cette propriété n’est pas vérifiée.) Doncsi S, T € 2B(H)

(Sx,x) =(Tx,x),Vxe H =>S=T.

Définition 1.0.5. Sur B(H), on utilise l'une des topologies suivantes :

(1) Topologie uniforme (ou de la norme).

Une suite (Ty,),, d'opérateurs convergent en norme vers T si nLHPm IT,—TI| =0.
(2) Topologie forte des opérateurs.

, o . S ,
Une suite (Ty,),, d'opérateurs converge fortement vers T, noté T, — T, si, pour tout x€ H,
lim [|T,x— Tx| =0.
n—+oo

(3) Topologie faible des opérateurs.

. ’ 2. . z W . .
Une suite (Ty,),, d'opérateurs converge faiblement vers T, noté T,, — T, si et seulement si

(Tpx,y) —(Tx,y) quand n— +oo, pour tout x,y€ H.

1.0.3 Notion del'adjoint d’'un opérateur

Théoreme 1.0.2. [7] Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur de %8(H). Il existe un unique opérateur continu

de H dans H, noté T* et appelé l'adjoint de T, tel que
(Tx,yy={(x,T*y), VYx,y€H.
Proposition 1.0.3. Lapplication

¢:BH) — B(H)
T — T*

est anti-linéaire (en particulier, AT)* = AT*). On a de plus :

(1) Pour tout T,Se B(H) eta,Be R, ona(aT+pBS)* =aT* +BS*.
(2) Pourtout T € B(H),ona (T*)* =T.

3 Onal* =1

(4) Pour tout T,S€ B(H), ona (TS)* =S*T*.

(5) Si T est inversible, alors T* est inversible et on a (T*)™! = (T™1)*.

(6) Pour tout T € B(H), on aker(T*) = (Im(T))* et Im(T*) = (ker(T))*.

Exemple 1.0.1. On désigne par (e;) nen la base canonique de ¢%(N) et soit T l'opérateur de translation défini sur
%(N) par

Tey=0etTe,1=e,,n=1.

12



Chapitre 01 Préliminaires

Les relations

1, sim=n+1,
<T* en, em) ={ep, Tem) =
0, sinon.

oo

montrent que T™ est défini par T* e;, = en+1, n = 1. Il en résulte que, six = Y, (x, ep) ey, est un élément arbitraire de
n=1

0%(N), ses images par T et par T* sont données par

o0 (o)
Tx=) (xep)en1, T 'x=) (xenen.
n=2 n=1

Proposition 1.0.4. Si un opérateur sur 98(H) est représenté par sa matrice, alors son adjoint est représenté par la

matrice transposée conjuguée.

Démonstration. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit (e;); une base hilbertienne de H. Tout élément
T € 9(H) est représenté par la matrice infinie (a;;); j, avec a;; = (Tej, e,-). On peut voir de méme que I'opérateur

adjoint T™* est représenté par la matrice (a; j) donnée par a; = (T*ej,e;). Comme

a:; (T*ej,ei)={ej, Te;)

(Tei,ej) =aj;.

On en déduit, comme en dimension finie, que I'adjoint T* est représenté par la matrice transposée conjuguée.

Dongc, pour T € M, (C) et x, y € C", on a, pour le produit scalaire hermitien usuel de C" :

T*='T alors (Tx,y)= <x,t7y>.

1.0.4 Lopérateur auto-adjoint

Définition 1.0.6. Un opérateur T € 9B(H) est dit auto-adjoint (ou parfois hermitien) s'il est égal a son adjoint, c’est-

a-dire si, quels que soient x et y dans H,
(Tx,y)=(x,Ty).

Cela signifieque T* = T.

Remarque 1.0.1. Soit T € 8(H),ona:
(1) On dit que T est anti-hermitien si T* = —T.
(2) Soit T € My,(C). On dit que T est hermitiensi T =' T . On dit que T est anti-hermitien si T = —'T.

Exemple 1.0.2. Soit T € %(H). Les opérateurs
1 * 1 *
U==—(T+T*) etV=—(T-T7)
2 21

sont auto-adjoints etona T = U+ iV. Lopérateur U est appelé la partie réelle de T et l'opérateur V est sa partie

imaginaire.

13
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Proposition 1.0.5.

1. Soit H un espace de Hilbert sur C. Un opérateur T € 9B(H) est auto-adjoint si, et seulement si, pour tout x
dans H, (T x, x) € R.

2. Soit H un espace de Hilbert sur R et T un élément de 8(H) auto-adjoint. Si {Tx,x) = 0 pour tout x € H,

alors T =0.

Définition 1.0.7. Soit T € B(H),ona:
(1) Un sous-ensemble X de H est dit invariant pour T si T(X) c X.
(2) Un sous-ensemble X de H est dit réduisant pour T si T(X) c X et T(X1) c X+, avec

Xt ={yeH vVxeX:(x,y)=0}.

Proposition 1.0.6. Soit T € B(H) un opérateur auto-adjoint et soit X un sous-espace de H. Si X est invariant par T,

alors X* est aussi invariant par T.

Démonstration. En effet, pourtout xe Xetye X L ona

(Ty,x)=(y,Tx) =0,

car (Tx) appartient a X; il en résulte que (T'y) appartient a X*. O

1.0.5 Limage numérique.

Définition 1.0.8. Limage numérique d'un opérateur T dans %B(H) est l'ensemble défini par :
W(T)={Tx,x)eC, xe H, ||x|| =1}.
Le rayon numérique de T est défini par :
w(T) =supilzl,ze W(T)}.

Définition 1.0.9. Un opérateur borné U, défini sur un espace de Hilbert H, est dit unitaire si U*U = UU"* = I, C'est-

a-dire que U est l'inverse de son adjoint (i.e., Uult=u*)

Exemple 1.0.3. (et propriétés.) Soit T un opérateur auto-adjoint dans %(H). Alors les deux opérateurs '’ et e™'T
sont des opérateurs unitaires.

Si T est un opérateur auto-adjoint, alors il est clair que

. s .
lT)*:e iT —e lT_

(e

D'autre part, on a

(etT)*elT:e—zTezT: I, et ezT(etT)* :ezTe—zT: I

Donc e'T est un opérateur unitaire.

14
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Exemple 1.0.4. Soit T l'opérateur défini sur C3 (T e M;(Q) ) par

10 0
T=[o i 0
0 0 \/ié+\/i§i
Alorson a que T est un opérateur unitaire, car
10 0 1 0 0 1 0 0 10 0
TT" = |0 | 0 0 —i 0 =T'T=| 0 —i 0 0 i 0 =1
0 0 \i@+\%i 0 0 %—\i@i o o L-1Li 0 0 L+Llg

Théoréme 1.0.3.

V2 V2 V2 V2

[19] (Propriétés de l'image numérique ). Soient T, S € 98(H) et soit U € 98(H) un opérateur unitaire

(ie,U*U=UU* =1). Alors

1. W(al+BT)=a+BW(T) pourtouta, €C.

2. W(T+S)cW(T)+W(S).

3. W(T*)={A, e W(T)}.

4. WU*TU) = W(T).

1.0.6 Quelques classes d’opérateurs.

Définition 1.0.10. Un opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert H :

(1) est isométrique (ou une isométrie ) si T* T = I. Autrement dit, | Tx| = | x|l pour tout x € H,

(2) est dit projection si T? = T,

(3) est dit projection orthogonale si T = T? = T*.

1.0.7 Opérateur positif et opérateur racine carrée

Définition 1.0.11. Un opérateur T € 98(H) est dit positif si, pour tout x € H, (T x, x) est supérieur ou égal a zéro.

* Notons que tout opérateur positif, dans un espace de Hilbert sur C, est auto-adjoint (T x, x) € R).

* Pour tout opérateur T € B(H), les opérateurs TT* et T* T sont auto-adjoints positifs car, pour tout x € H,

(TT"x,x)=(T"x,T"x) = 0.

* Si T est auto-adjoint, alors T? est un opérateur positif.

Exemple 1.0.5. Soit T l'opérateur défini par :

T: L2([0,1]) — L2([0,1])

f—Tf@=xf (2.

15
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Par conséquent, T est un opérateur positif, car

1

fxf (xX)f (x)dx

0
1

fx\f(x)|2dx20.

0

(Tf.f)

Théoréme 1.0.4. (Théoreme de Cauchy-Schwarz généralisé). Soit T un opérateur linéaire positif défini sur un es-

pace de Hilbert H. Alors, pour tout x,y € H, on a la relation suivante :

|<Tx,y)|2 <(Tx,x)(Ty,y).

Lemme 1.0.1. Soit T un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H, de norme || T|| < 1. Alors l'opé-

rateur S = I — T est un opérateur positif de norme ||S|| < 1.

Théoreme 1.0.5. Soit (T,,)en: Une suite croissante d'opérateurs linéaires auto-adjoints définis sur un espace de
Hilbert H. Si les normes || T, || sont bornées pour tout n € N* (|| T, |l < M), alors il existe un opérateur linéaire continu
T tel que, pour tout x € H,

lim Tyx=Tx, et |T| <M.

n—oo
Lemme 1.0.2. Soit T un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H, tel que | T|l < 1. On définit la
suite (Uy),, par
1 1
Ui =0, Upy = (= T+ U?) = 58+ U?), pourtoutne N*.

Alors la suite (Uy,),, converge vers un opérateur linéaire continu U vérifiant |U| < 1.
De plus, tout opérateur linéaire borné D qui commute avec T commute avec chaque Uy, et avec l'opérateur limite U,
Cest-a-dire :

DT=TD= U,D=DU, eteUD=DU.

Définition 1.0.12. Soit T un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H. Alors 'opérateur positif S
est dit racine carrée de T si l'on a la relation

s% = T, ouencore S = VT.

Théoréme 1.0.6. Soit T un opérateur linéaire positif défini sur un espace de Hilbert H. Alors T admet une racine
carrée positive unique S = \'T. De plus, l'opérateur S commute avec tout opérateur qui commute avec T. Autrement
dit,

TD=DT=>SD=DS (VTD=DVT).

Notation 1.0.1. Pour tout opérateur T € B(H), on note|T|=vT*T. On a alors

IT>=T*T.
Définition 1.0.13. Soit H un espace de Hilbertet T un opérateur de 98(H). Ondit que T est une isométrie partielle
Si

ITx) =lxll pourtout xe ker(T)™*.
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Proposition 1.0.7. Soit T un opérateur de B(H). Alors T est une isométrie partielle si et seulement si T* T est une

projection orthogonale.

1.0.8 Décomposition polaire d’'un opérateur
Théoréme 1.0.7. Pour tout opérateur T € %B(H), il existe une isométrie partielle U telle que

T=UIT]|.

En outre, U est unique a condition que ker(U) = ker(T).

Démonstration. 1) Existence. On a pour tout x€ H :

T x|?

(TP x,x) = (T" Tx,x)
(Tx, Tx) = | Tx|?

Alors ker(]T|) = ker(T). On définit a présent 'application

V. Im(T) — Im(T)
ITIx — V(T|x)=Tx.

Vérifions que V est bien défini. Soient x;, x, € H, alors :

[TIx1=1Tlx, = (x1—x2)€ker(|T]) =ker(T)
= Tx=Txx (V(TIx)=V (T|xp).

De plus, ” V (IT|x) || =|Txll=IIT| x| pour tout x € H. Donc V est une isométrie. On prolonge par continuité Va

Vi Im(T|) — Im(T)

Nous savons que, pour tout y € Im(|T]), il existe une suite (|T|x,), de Im(|T|) telle que y = r}im |T| x5,.
—00

On pose, Vy = lim V(IT|x,). Alors,
Vy=V(lim |T|x,) = lim V(|T|x,) = lim Tx,.
00 o0 n—oo

Il est évident que, grace a ||| T'| x, |l = | Tx,|l, comme (| T| x,), est convergente dans H, alors (T'x,), I'est aussi et que

Vye Im(T). Deplus, V estaussi une isométrie. En effet, soit y€ Im(|T]); ona

vyl = | Jim Txa| = lim 11712,
= | 1T = ]

17
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De plus, comme | T'| est auto-adjoint, il découle que Im(|T|) = ker(| TDL . On définit I'application :

V(x) sixeker(T)t
U(x) =

0 sixeker(|T))

Comme ker(|T|) = ker(T) = ker(U), alors U est définie sur H = ker(U) & ker(U)+ par

V(x) sixeker(U)+
U(x) =

0 sixeker(U)

etona

UlITlx = V|T|x=Tx
= U|T|=T.

Enfin, U est une isométrie partielle définie sur H par construction.

2) Unicité. Si Uj, U, sont deux isométries partielles vérifiant la propriété énoncée, c’est-a-dire
Ui|TI=U|T|

alors Uy |T|x = Uz |T| x permet de conclure que U; = U sur Im(|T]). 1l est évident que I'on a aussi U; = U, sur
Im(|T)) et ker(|T]). On déduit que U; = Us. O

1.0.9 Les opérateurs compacts

Définition 1.0.14. Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur de H. On dit que T est compact si, pour toute suite
bornée (x,,),, dans H, la suite (T x,,) , contient une sous-suite convergente.

* On désignera par K(H) l'ensemble des opérateurs compacts de H dans lui-méme.

Théoréeme 1.0.8.

(1) Tout opérateur compact est borné, c’est-a-dire que l'on a lUinclusion K(H) c 98(H).

(2) Lensemble K (H) est un idéal bilatére de (H), c'est-a-dire que si T € K(H) et S€ B(H), alors TS et ST
sontdans K(H).

Démonstration. (2) Soit T € K(H) et S € 28(H). Si une suite (x;); est bornée dans H, il en sera de méme de la suite
(Sxy,) et T étant compact, la suite (T'Sx,) contient une sous-suite convergente. T'S est donc un opérateur compact.

On démontre de méme que ST est un opérateur compact. O

Définition 1.0.15. Un opérateur T est de rang fini si son image est de dimension finie. Le rang de T est la dimension

de son image. Lensemble des opérateurs de rang fini de H dans H sera noté Ky(H).

Théoreme 1.0.9. [7] Soit H un espace de Hilbert. On a :
* Si T est un opérateur compact sur H, alors l'image par T de toute suite faiblement convergente de H est une suite
fortement convergente.

* Tout opérateur de rang fini est compact, c’est-a-dire Ko(H) < K(H).
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Proposition 1.0.8. Soit T € B(H). Si T* T est un opérateur compact, alors T est un opérateur compact. On en déduit

que T est compact si et seulement si T* est compact.

Théoréme 1.0.10. Un opérateur borné T est de rang fini si, et seulement si, son adjoint T* l'est aussi. Dans ce cas, T

et T* ont le méme rang.

Théoréme 1.0.11. [7] Soient H un espace de Hilbert séparable et (e,);, une base hilbertienne de H.
Soit A = (A,,), unesuite bornée dansC. Alors l'opérateur de multiplication par A défini par T) (e,) = A, e, estcompact

si, et seulement si, lim A, =0.
n—o00

1.0.10 Spectre d'un opérateur

Soit T un opérateur de %8(H). Le spectre de T, noté o(T), est le sous-ensemble de C défini par :
o(T)={A€C/ (T - AI) n'est pas inversible}.
« Le rayon spectral d'un opérateur T, noté r(T), est défini par:
r(T) =supf{lAl, Aeo(T)}.
e Le complémentaire de o (T) par rapport a C, noté p(T), est appelé 'ensemble résolvant de T, c’est-a-dire :
p(T) = {AeC/(T-AI estinversible}.

La fonction A — (T — AI)~! est appelée fonction résolvante de T.

Théoréme 1.0.12. Soit T un opérateur de 98(H). Lensemble résolvant p(T) est ouvert. De plus, la fonction résolvante

est analytique dans p(T).

Corollaire 1.0.1. Soit T un opérateur de %B(H). Si d(A) est la distance du point A au spectre a(T), alors

[(r-An7Y = ﬁ, Aeo(T)

et
[(T-AD7'| — +o0 quand d(A) — 0

et l'ensemble résolvant est le domaine naturel d'analyticité de la résolvante.

Définition 1.0.16. Soit T € %B(H). On définit :

1. Lespectre ponctuel de T, noté a,(T), est défini par :
op(T)={AeC/ ker(T - Al # {0}}.
2. Lespectrerésiduel de T, note o (T), est défini par :

0 (T) = {,1 €C/ (T - AD injectif et Tm(T — A1) # H}.

19



Chapitre 01 Préliminaires

3. Lespectre continude T, note o.(T), est défini par :

0e(T) = {/1 €C/ (T - AD) injectif, Im(T — AD) # Im(T — AD) et Im(T — AI) = H}.
4. Le spectre approximatif de T, note o 45 (T), est défini par :
0 ap(T) = {A € €1 3(xp) e < H, tel que |1 x,ll =1 et lim_[[(T = ADx,] = 0}.
Remarque 1.0.2. Soit T € %(H). On a toujours :
o(T)=0p(Tuo,(TYua(T)

et
0p(TNUa(T)<c0aqp(T) co(T).

Proposition 1.0.9. Soit T € &B(H). (T — AI) est inversible si et seulement si :
(1) (T - AI) estinjectif.
(2) (T —AI) est surjectif c’est-a-dire (T — AD™Y est borné).

Remarque 1.0.3. Soit T € $B(H).Ona:
o(T*) = {%, }LEU(T)}.

1.1 Les opérateurs normaux

Dans cette partie, nous présentons quelques définitions et propriétés des opérateurs normaux déja établies,
puis nous nous appuyons sur celles-ci pour introduire de nouvelles définitions et propriétés au sein de la méme
classe d’opérateurs. On note %8 (H) 1'algébre des opérateurs linéaires bornés agissant sur un espace de Hilbert com-

plexe H.

Définition 1.1.1. Ondit que T € 9B(H) est un opérateur normal si T commute avec son adjoint, c’est-a-dire,
T*T=TT".
Remarque 1.1.1. Si T € M, (C), onditque T est normalsi 'TT=T'T.

Exemple 1.1.1. Soit T l'opérateur défini sur L?([0,1]) par T f (x) = xf (x). Onadonc T* est défini par

1
(1'f.8) = (£.78)=(Tg ]} = [ xgt0f i
0

1 1

fxg(x)f(x)dx:fxf (x)dez(Tf,g).

0 0

Donc T* =T, alors TT* = T?> = T* T, ce qui signifie que T est un opérateur normal.
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Exemple 1.1.2. Soit T l'opérateur défini sur C3 (T € M5(C) par
1+i O 0 1-1 0 0
T=( o 2i o |[alosT'=[ o -2i o
0 0 1-i 0 0 1+
Ona
2 00
TT* =0 4 o |=T"T
0 0 2
Donc TT* = T*T, ce qui signifie que T est un opérateur normal .
a 0 0
Ce résultat peut étre généralisé. Si T est l'opérateur défini surC3 (T e M3(C) par T=| o b o |,
0 0 a
alors, pour tout a etb deC, T est un opérateur normal, car
la®> 0 0
TT" = 0 |b? o =T"T.
0 0 |laf
0 a O
Exemple 1.1.3. Si T est l'opérateur défini surC3 (T € M3(C)) par T=| 4 o b |,
0 b O
alors, pour tout a et b de C avec abeR, T est un opérateur normal, car
0 a 0|lo @ o lal? 0 ab
TT"=la o b ||la@ 0 b |=| 0 la?+b? o0
0 b 0oflo b o ab 0 |b|?
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etona
0 a o 0 a 0 la|? 0 ab
T"T=|a 0 b a 0 b |=| 0o la?+1p? o
0 b O 0 b O ab 0 |b|?

Donc T est un opérateur normal si et seulement si ab = ab, c’est-a-dire ab € R.

Proposition 1.1.1. Soit H un espace de Hilbert et T un opérateur de B(H);ona:
(1) Si T* =T, on peut facilement conclure que T est un opérateur normal.

(2) SiT* =-T, alors T est un opérateur normal.

(3) Si T* = AT avec A € C arbitraire, alors T est un opérateur normal.

4) SiT*=T7Y alors T estun opérateur normal.

(5) Si T estun opérateur normal, alors Uopérateur T" est normal pour tout n € N*.

Démonstration. Pour (1), (2), (3) et (4), la preuve est claire.
Preuve de (5): T estnormal, dou TT* =T*T.

(T* T)n — (T*)nTn

(ry*r".

C’est -a-dire que T" est normal pour tout n € N*.

¢ Cela montre que chaque fois que P est un polynéme et T un opérateur normal, alors P(T) est aussi normal.

Remarque 1.1.2. Si T" est normal, alors T n'est pas nécessairement normal.

2 1 8 0
En effet, soit T = .OnaT?= , qui est normal, mais
0 -1++3i 0 8
5 -1-+/3i 4 2
TT* = # =T*T
—1++/3i 4 2 5

Donc T nlest pas normal.

1.1.1 Quelques classes d’opérateurs.

Définition 1.1.2. Un opérateur T € 8(H), ot H est un espace de Hilbert :

(1) est quasi-normal si T commute avec T* T, c'est-a-dire T(T*T) = (T*T)T;
(2) est binormal si TT* commute avec T* T, c'est-a-dire TT*T*T=T*TTT*;
(3) est hyponormal si TT* < T*T, ou bien | T* x|l < | Tx|| pour tout x€ H;

(4) est semi-normal si T ou T* est hyponormal;

(5) est k-quasi-hyponormal si (T*)*(TT* — T*T)T* <0, pour tout k € N.
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Proposition 1.1.2. Soit T € 9B(H); alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. T est normal.
2. Tx|l = | T*x|| pour tout x € H.

3. Les parties réelles et imaginaires de T commutent.

Démonstration. Pour x € H arbitraire, on a

I Tx||? - ||T*x||2 = (T"Tx,x)—(TT"x,x)
(T*T-TT")x,x).

Donc (1) et (2) sont équivalentes.
Onpose T=A+iB,telque A= Re(T)et B=1Im(T),donc T* = A—iB et

T*T-TT* =2i(AB—- BA),

d’'ol T*T = TT* sietseulement si AB = BA. Donc (1) et (3) sont équivalentes.

Remarque 1.1.3. SoitT € %B(H);ona:

(1) Si T est normal, alors ker(T*) =ker(T), carsi T est normal,ona | Tx| =|T*x|.

(2) Et nous avons toujoursker(T*) = (Im(T))*, car

xeker(T*) < (T*x,y)=0,Vye H

—(x,Ty)=0,Yye H
— xeUm(T)".

Proposition 1.1.3. Soit T € %(H) un opérateur normal; alorson a :
ker(T)® Im(T) = H
Démonstration. D’apres la remarque précédente, on aker(7T*) = (I m(T))+, dou
(ker(T"))* = ((Im(T)Y)" = Tm(T).
Donc

H=ker(T*)® (ker(T*))* =ker(T) ® Im(T).

1.1.2 Inverse d’un opérateur normal

Lemme 1.1.1. Si T € 98(H) est un opérateur inversible, d'inverse T alorsona: (T‘l)* = (T*)_1 .
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Démonstration. Si T est inversible, on a

Donc (T71)" = (1. O
Proposition 1.1.4. Soit T € B(H) un opérateur normal et inversible. Alors T™' est aussi normal.

Démonstration. On a

(T 1t = (1) T = (1)

Cela signifie que T~! est un opérateur normal. O

Proposition 1.1.5. Soit T € 9B(H) et soit U un opérateur unitaire (U*U = UU™ = I). Lopérateur UTU* est normal

si et seulement si T est normal.

Démonstration. D’une part,
(UTU*)" (UTU*)=UT*U*UTU* =UT*TU".

D’autre part,
(UTU*)(UTU*)" =UTU*UT*U* =UTT*U".

Alors T*T =TT* sietseulementsi UTU* est normal. O

Proposition 1.1.6. Soit T € 28(H) un opérateur inversible; les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) T est normal.
@) T7YT* (ou T*T7Y) est unitaire.

(3) Il existe un opérateur unitaire U tel que T* = UT.

Démonstration. (1) = (2).On a

(r'r)"(r'r) = T (rh =Tl T

(TT™H* =1
(2) = (3). En considérant U = T*T~!, on a

UT=T*T'T=T"
(3) = (1). Pour tout x€ H,on a

2 IUTx|? = (UTx, UTx)

|77 ]

(Tx,U*UTx) = Tx|?.

Donc T est normal. O
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Proposition 1.1.7. Soit T € %(H) un opérateur normal.
SiTx=Ax,avec AeCetxe H, alorsT*x =x.

1.1.3 Lethéoréeme de Fuglede-Putnam

Théoreme 1.1.1. []1](Fuglede, 1950) Soient T et N deux opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H tels que
NT =TN, oix N est normal. Alors N*T =TN*.

Puis, en 1951, Putnam a généralisé ce résultat au cas de deux opérateurs normaux, c'est-a-dire :

Théoréme 1.1.2. [I8](Putnam, 1951) Soient T, M et N trois opérateurs bornés sur un espace de Hilbert H, ott M et
N sont normaux et MT = TN. Alors M*T = TN*.

Remarque 1.1.4. En 1959, Berberian a remarqué l'équivalence entre les deux versions, celle de Fuglede et celle de

Putnam. Cette relation est donnée par la matrice suivante.

M 0 0T
Soient A= et B= deux matrices d’opérateurs définies sur H x H, ot M et N sont normaux.

0 N 0 0
Alors A est normal et ona AB = BA. La version de Fuglede donne alors :

A*B=BA".

En écrivant les coefficients de ces deux derniéres matrices, on trouve la version de Putnam (M* T = TN™).

Remarque 1.1.5. Les hypotheses du théoreme précédent impliquent que T* M = NT*, mais n'impliquent pas que
MT*=T*N

Lorsque M et N sont auto-adjoints et T est normal, si M = ,N= et T= )
alors MT = TN, mais MT* # T*N.

1.1.4 Quelques applications du théoreme de Fuglede- Putnam

Dans cette section, on se contenter de quelques applications de ce théoreme.

Lopérateur n-normal.

Définition 1.1.3. On dit que T € 9B(H) est un opérateur n—normal si T" commute avec l'adjoint de T, c'est-a-dire :
™T* =T"T".
Proposition 1.1.8. Soit T un opérateur de B(H). Alors T est n—normal si et seulement si T" est normal, oit n € N*.

Démonstration. Si T est un opérateur n—normal, donc T"T* = T*T". Alors

Tn(T*)n — TnT*(T*)n—l =T* Tn(T*)n—l
T*(Tn T*)(T*)n—z — (T*)Z Tn(T*)n—Z

e =(TH"T™
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Cela signifie que T" est un opérateur normal.

Si T" est un opérateur normal, alors, puisque TT" = T"T et que N = T" est normal, en utilisant le théoréme de
Fuglede-Putnam, nous avons T(T™)* = (T™)* T'; par conséquent T"T* =T*T". O
Sur la somme de deux opérateurs normaux et bornés.

Nous notons que la somme de deux opérateurs normaux n’est pas toujours normale, comme le montre I'exemple

suivant.

Exemple 1.1.4. Considérons les opérateurs T et S définis par :

0 2ii 0 14i 0 0
T=| 24 o 2+2i [ et S=[ o 2i o
0 V2+2i 0 0 0 1-i

OnaT etS sont des opérateurs normaux. Mais,

n'est pas normal.

Proposition 1.1.9. Soient T et S deux opérateurs normaux et bornés; si T commute avec S, alors (T + S) est un

opérateur normal.

Démonstration. Si T commute avec S, on a, d’apres le théoréme de Fuglede-Putnam :

TS=ST=TS*=S"T etST*=T"S.

Et comme T et S sont des opérateurs normaux,ona TT* =T*T et SS* =S*S. Alors

(T+S)(T+8)* = (T+S)(T"+S
= TT*+TS +ST*+SS*
= T'T+S*T+T*S+S*S
= (T+9*(T+S).
Donc (T + S) est un opérateur normal. O

Remarque 1.1.6. (1) On a toujours :

TS=SToT*S*"=S"T" et TS*=S"To T*S=ST".
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Donc, dans la proposition précédente, on peut remplacer la commutativité de T et S par la commutativité de T* et
S*,ouT*etS, ouT etS*.

(2) Laréciproque de la proposition précédente n'est pas toujours vrai. On peut construire de nombreux contre-exemples.
(3) Soient T et S deux opérateurs normaux et bornés; si (T +S) est un opérateur normal, cela ne signifie pas que
TS=ST.

(4) La somme de deux opérateurs auto-adjoints est un opérateur normal.

Corollaire 1.1.1. Si T et S sont deux opérateurs normaux tels que TS = ST, alors, pour tout A € C, l'opérateur T+ AS

est normal.

Démonstration. D’apres le théoreme de Fuglede-Putnum, on trouve que 7S* =S*T et ST* =T*S.

Et comme T et S sont des opérateurs normaux,ona I'T* =T*T et SS* =S*S. Alors

(T+AS)(T+AS)* = (T+AS)(T*+1S%)
= TT*+ATS* +AST* + AASS*
= T*T+AS*T+AT*S+AAS*S
= (T*+ASH)T+(T* +AS")AS
= (T+AS)"(T+AS).
Donc (T + AS) est un opérateur normal. O

Proposition 1.1.10. Soient T et S deux opérateurs normaux et bornés. Si TS* et S* T sont auto-adjoints, Alors le fait

que T + S soit un opérateur normal implique la commutativité de T et de S.

Démonstration. Comme TS* et S* T sont auto-adjoints, on a
(TS*)*=ST*=TS" et (S*T)* =T*S=S"T.
Puisque T, S et T + S sont normaux, on a

(T+S(T+S8)*=(T+9"(T+S) << T*S+S*T=ST"+TS*
— S'T+S*T=TS*+TS*
— S'T=TS".

D’apres le théoreme de Fuglede-Putnum, on trouve que S*T* = T*S*; par conséquent TS = ST. O
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Chapitre 2

Sur les opérateurs normaux

Dans ce chapitre, nous présentons les résultats les plus importants et les plus récents obtenus sur les opérateurs
normaux. Nous nous concentrons particulierement sur les opérateurs C—normaux, oit C est une conjugaison dans
un espace hilbertien. Enfin, nous exposons les résultats que nous avons obtenus sous le titre « Quelques résultats
sur les opérateurs C—normaux ». Avant cela, nous rappelons quelques concepts :

I'opérateur anti-linéaire, la conjugaison, I'opérateur C—symétrique, 'opérateur complexe symétrique et I'opéra-

teur C—normal.

2.1 Conjugaison.
Définition 2.1.1. Soient X et Y deux espaces vectoriels sur C. Une application F: X — Y est dite anti-linéaire si,
pour tous x,y € X et pour tout Le C,ona F(x+y)=F(x)+F(y) et F(Ax) = AF(x).

Remarque 2.1.1.
(1) La composition d’'une application linéaire et d’'une application anti-linéaire est une application anti-linéaire.

(2) La composition d’'un nombre pair d'applications anti-linéaires est une application linéaire.

Définition 2.1.2. Soit X un espace vectoriel sur C. On appelle forme sesquilinéaire (a droite) sur X une applica-
tion ¢ : X x X — C telle que, pour tout y € X, l'application x — @(x, y) est linéaire et telle que, pour tout x € X,

Papplication y — @(x, y) est anti-linéaire.

Proposition 2.1.1. Soit ¢ : X x X — C une forme sesquilinéaire; alors, pour tous x,y € X :
M Ona px+y,x+y)+ex—y,x—y) =2 ((p(x, x)+ oy, y)). (Identité du parallélogramme.)
2 Ona 4px,y)=@px+y,x+y)—px—y,x-y) +ipx+iy,x+iy)—ipx—iy,x—1iy).

Démonstration. (1) Parmi les propriétés d'une forme sesquilinéaire, nous avons, pour tous x, y € X :
Px+y,x+y)=0x,x)+9x, ) +9(,x)+ @y, y), et plx—y,x=y) =@ x) =@ y)=@,x) + ¢, y).
Donc la somme membre a membre donne :
Px+y,x+ ) +ex—y,x—y) =2(px,x)+@(1,)).
(2) De la méme maniere. O
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Proposition 2.1.2. Soit X un espace vectoriel complexe et ¢ une forme sesquilinéaire sur X ; les conditions suivantes
sont équivalentes :
(1) @ est hermitienne (@(x,y) =@(y,x), Vx,y€X),

(2) pour tout x€ X, ona ¢(x,x) €ER.
Démonstration. On utilise la proposition 2.1.1 (2). O
Définition 2.1.3. Soit H un espace de Hilbert sur C. Lapplication anti-linéaire C: H — H est dite une
conjugaison si:

1. C estisométrique : {Cx,Cy) = (y,x) pourtousx,y€ H.

2. C estinvolutive: C*>=1.
Remarque 2.1.2. .

(1) C? = I signifie que la conjugaison C est inversible et que son inverse est la méme (C™' = C).

(2) Si C est une conjugaison, on a toujours |Cx| = ||x| pourtousx € H.

Proposition 2.1.3. Soient H, et H, des espaces de Hilbert. Lapplication F: T — T*

est une application anti-linéaire et isométrique de 98(H,, Hy) dans (H,, Hy).

Démonstration. Pour tous x € Hy,y€ Hy et Ty, T» € 98(H), Hy) ainsique AeC,ona:
F(T1 +ATy)=(T1 +AT,)* etona

(x, (1 +AT2)"y) ((T1 +AT2)x,y)
(Tix,y) +(AT2x,y)
(x, T y)+ <x,ET2* y>

(x,(T7 +2T5)y).

Donc F(T; + ATy) = F(Ty) + XF(TZ). Ainsi F est anti-linéaire.
Par définition de la norme opérateur

IFDI= |7 = sup [|7°]
llyll=t

et par corollaire d'Hahn-Banach,

IT*y| = sup [{x, T*y)|.
llxll<1

De plus, comme (Tx,y) = (x, T*y), on obtient

IT*|=  sup [Txy)|.
llyll=Lixl<1

En appliquant de nouveau un corollaire de Hahn-Banach et la définition de la norme opérateur de T, on obtient :

sup  [{Tx,y)| = sup ITxI=T].
llyll=tlxi<1 lxl<1

Donc |F(T)|l = IT|; ainsi 'application F est isométrique. O

29



Chapitre 02 Sur les opérateurs normaux

Exemple 2.1.1. (Un exemple typique de conjugaison.) Soit H=C", un espace de Hilbert.
C(z1,22,.-y2n) = (Zn, 2n-1,..-,21) est une simple conjugaison, et sa vérification est facile. Elle peut aussi étre formulée
autrement :

0 0 0 1 z

0 0 1 0 Z2
C(zleZJ"')Zn) =

0 1 0 0

1 0 0 0 Zn

Exemple 2.1.2. Un autre exemple simple est donné par la conjugaison [Cf1(x) = f(x) sur un espace de Lebesgue
L2(X, W) en effet:

(1) [Claf +pglx) =(af+Bg)(x)=al[C[f]l(x) +B[Cg] (x) pour tous f,g € LZ(X,u) et a,BeC. Celasignifie que C est
un opérateur anti-linéaire.

(2) Pour tous f,g € L>(X,u), ona
(lcricgl) = f Fgmdx
X
= [ switdx
X

= (&f).

Donc(Cf,Cg)={g, f); ainsiC est une isométrie anti-linéaire.

(3) Quel que soit f € L*(X, ), ona

[C%f1(x)

[CCfl(x) = [Cfl(x)
f(x) = f(x).

Donc C? = I; ainsi C est involutive.

2.2 Les opérateurs symétriques complexes

Définition 2.2.1. Soit H un espace de Hilbert et C une conjugaison sur H. Un opérateur linéaire borné
T:H— H estditopérateur C—symétriquesi T = CT*C. Ondit que T est un opérateur complexe symétrique (OCS)

s'il existe une conjugaison C telle que T soit un opérateur C—symétrique.

Exemple 2.2.1. Par exemple, considérons une matrice de Toeplitz finie avec des entrées complexes. Soient (a;); des

nombres complexes aveci € {—n,...,—1,0,1,...,n} et n € N*,
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Appelons matrice de Toplitz la matrice définie comme suit :

ap a_1 .. A-(n-1 a_pn
ap ap - . A-(n-2) A-(n-1)
T=
ap-1 Qp-2 . . ao a-1
an an-1 . . ay aop

Soit C la conjugaison sur C" définie par C(zg,21,...,2n) = (Zn,Zn—1,--- 20)- Alors :

n
a_;z;
ap a; . . a_(-1 a_p 20 EO e
n—-1
a apg . . G_(p-2) G4—n-1 z1 iEI a-iZi+1
Tz= = ,
1
apn-1 dnp-2 . . ag a1 Zn-1 Y a-iZit(n-1
i=—(n-1)
0
an an-1 . . a) ao Zn Z Q_iZisn
i=—n
etona
—-n —-n n
> - Zitn 24— Zitn 2 a-iz;
i=0 i=0 i=0
—(n-1) 1 n—1
Y 0 Zit(n-1) Y 04— Zit(n-1) Y a-izZi+1
i=1 i=—(n-1) i=—1
CT*Cz=C =C =
-1 n—1 1
Y a-;zin Y 4 Zin Y a-iZiv(m-1
i=(n-1) i=—1 i=—(n-1)
o n 0
a_; z Y a-;z; Y a_iZiip
i=n i=0 i=—n

Donc T = CT*C, ce qui signifie que T est un opérateur C—symétrique.
Théoréme2.2.1. Soit H un espace de Hilbert et C une conjugaison sur H. Si T et S sont des opérateurs C—symétriques,
on obtient alors les propriétés suivantes :

1. T* est un opérateur C—symétrique.

2. AT est un opérateur C—symétrique pour tout A € C.

3. T+ S est un opérateur C—symétrique.
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4. SiTS= ST, alors TS est un opérateur C—symétrique.

5. Si T estinversible, alors T~" est un opérateur C—symétrique.

Démonstration. La preuve de (1), (2) et (3) est facile.
(4)OnaTS=ST,alorsT*S*=S*T"* et

CTSC = CTCCSC=(TS)".

C’est-a-dire que T'S est un opérateur C—symétrique.
(5) Puisque C' = Cet (T*)"' =(T7!)",ona

crlc = «crot=(r)".

Donc T~! est un opérateur C—symétrique. O

Lemme 2.2.1. Soit H un espace de Hilbert et C une conjugaison sur H. Si T est un opérateur C—symétrique, alors
p(T) est C—symétrique pour tout polynome p(z).

n
Démonstration. Si (a;)?_ ;< C, neNet p(z) = ¥ a z* est un polynéme sur C, on a que T est un opérateur

k=0
C-symétrique, donc CTC = T* et CTFC = (CTC)F. Alors

n n
C(p(T)C C(Z aka)Cz Y arcrrC

k=0 k=0
n

n
= Y @mCrof=y a(r)"
k=0 k=0

n n *
= Y (Th*= (Z aka) =(p(D)".
k=0 k=0

Donc C(p(T))C = (p(T))* , ce qui signifie que p(T) est un opérateur C—symétrique. O

Théoreme 2.2.2. Soit H un espace de Hilbertet T € 28(H). Si T est un opérateur hyponormal et complexe symétrique,

alors T est un opérateur normal.

Démonstration. Comme T est un opérateur hyponormal, on a || T* x|| < || Tx|l pour tout x € H. Puisque T est aussi

complexe symétrique, il existe une conjugaison C telleque CT*C=T et CT =T*C.Donc

ITxl = |cTcx| =T Cx|
< ITCxl=|CT x| = | T*x|.
Ainsi ||T* x|l = ITx|l. Donc T est un opérateur normal. O

Théoreme 2.2.3. Soit H un espace de Hilbert. Un opérateur complexe symétrique T € SB(H) de conjugaison C est

binormal si et seulement si C commute avec T(T*)2T (de maniere équivalente, T* T2T* ).

Démonstration. Puisque T est un opérateur complexe symétrique, CT =T*Cet TC=CT"*.
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Dans le premier sens, supposerons que C commute avec T(T*)?>T. Alors

T"TTT* T*TCCTT*=T*CT*T*CT*

CT(T*)’TC=T(T*)’TCC
TT*T*T,

donc T est binormal.

Inversement, supposons que 7 est binormal. Alors

T(T*)?TC = TT*T*TC=T*TTT*C
= T*CT*T*CT*C=CTT*T*TCC
= CT(T**T.
Dans les deux sens, les preuves utilisant T7* T? T* sont identiques. O

Théoréme 2.2.4. Soit T € 9B(H) un opérateur binormal et complexe symétrique de conjugaison C. Si C commute

avec T*T et TT*, alors T est un opérateur normal.

Démonstration. Puisque T est un opérateur complexe symétrique (T = CT*C) et binormal
(T*TTT*=TT*T*T), alors

T*TCT*CCTC=TT*CTCCT*C=>T*TCT*TC=TT*CTT*C,

puisque C commute avec T*T et TT*, onobtient T*TT*T=TT*TT*,donc TT* = T* T; ainsi T est un opérateur

normal. O

Théoreme 2.2.5. Soit T € 9B(H) un opérateur (n —1)—normal et complexe symétrique de conjugaison C. Si C

commute avec TT*, alors T est un opérateur n—normal.

Démonstration. Puisque T est un opérateur complexe symétrique (T = CT*C) et un opérateur (n — 1)—normal,

alors T*T" 1= 7" 1T* donc

"t T=T"T*T T*T"=T"'T*T

—
= T*T"=T"'CTCCT*C
= T*T"=T"'CTT*C
= T*T"=T"'TT*CC
= T*T'=T"T*,
donc T est un opérateur n—normal. O

Définition 2.2.2. Soit H un espace de Hilbertet T € 28(H). Ondit que T est un opérateur quasi-normal si T commute
avec T* T. De tels opérateurs ont été considérés pour la premiere fois dans [6] et sont depuis devenus un objet standard
d’étude.

Proposition 2.2.1. [12] Si T est un opérateur C—symétrique, alors les énoncés suivants sont équivalents :
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1. T est un opérateur quasi-normal.
2. C et|T| commutent (c’est-a-dire que | T| est un opérateur C—symétrique).

3. T est normal.

Théoreme 2.2.6. [12] Soit H un espace de Hilbert et T € 98(H). Si T est nilpotent d’ordre deux (c'est-a-dire que

T? = 0), alors T posséde une symétrie complexe.

Exemple 2.2.2. Soit H=C3 un espace de Hilbert et soit T un opérateur de B(H) défini comme suit :

0 a b 0 0 ac

T=|l o o ¢ | onobtient 7= ¢ o o |

0 0 O 0 0 O

donc T est un opérateur nilpotent d’ordre deux si ac = 0. Alors

0 0 a 0 a b 0 00 0 0 0
Ti=lo o b |'2={0o o o |'ls3=| a 0 o |etTu=| 0 0 0 |

0 0 O 0 0 O b 0 0 a b 0

sont des opérateurs a symétrie complexe pour tous a, b € C.

2.3 Opérateurs C—normaux

Soit H un espace de Hilbert complexe et notons LA(H) 'algébre de tous les opérateurs anti-linéaires bornés
dans H. Pour l'opérateur anti-linéaire X € LA(H), il existe un unique opérateur anti-linéaire X”, appelé I'adjoint
anti-linéaire de X, tel que (Xx,y)=(x,X*y) pourtous x,ye€ H.

Lopérateur anti-linéaire X est appelé auto-adjoint anti-linéaire si X* = X. Les conjugaisons en sont des exemples,

puisque C* = C, car C € LA(H) et on a, pour tous x,y € H
(Cx,y)=(Cy,x)={(x,Cy), et {Cx,y) =(x,C*y),

ce qui signifie que C* = C.

S’il existe une conjugaison C sur un espace de Hilbert complexe H, on dit quel'opérateur T € 98(H) est C—symétrique
siCTC =T*. Il s’avere que T est C—symétrique si et seulement si TC est un opérateur anti-linéaire auto-adjoint,
c'est-a-dire (TC)" = TC, car

(x,TCy)={(x,CT*y)
(T*y,Cx)=(y, TCx)=(TCx,y),

((TC)*x,y)

donc (TC)* = TC.
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2.3.1 Lesopérateurs C—normaux

Définition 2.3.1. Un opérateur T € 9B(H) est dit C—normal si
(royrey’ = ro(ro.

La définition fait référence a la normalité pour les opérateurs anti-linéaires. Ainsi, un opérateur anti-linéaire X €
LA(H) est dit anti-linéaire normal si XX* = X*X.

Lemme 2.3.1. Un opérateur T € 9B(H) est C—normal si et seulement si
TT*=CT*TC,

ou, de maniere équivalente, C|T|C =|T*|, avec|T| = (T*T) %.

Démonstration. Soit T € 28(H) un opérateur C—normal, alors

(To(ro =amo*(rc)y o TCCT*=CT*TC
s TT*=CT*TC.

Donc T est un opérateur C—normal si et seulementsi TT* =CT*TC.Etona|T|=(T* T)% et|T*| = (TT*)%, alors

1 1
|T*| = (T*]H2=(CIT?O):?
(CITIITIC)? = (C|TICCITIC)?

(CITIC))? =C|TIC.

Donc T est un opérateur C—normal si et seulement si |T*|=C|T|C. O

Théoreme 2.3.1. Soit H un espace de Hilbert complexe, C une conjugaison sur H et T € 98(H). Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
1. T est C—normal,
2. CTT*=T"TC,
3. CT*T=TT*C,

b

T* est C—normal,

CTC est C—normal,

> O

CT*C est C—normal,
7. (CTY(CTY=(CT*(CT),
8. |TCx|l =T*x| pourtoutx € H,
9. IT*Cx|l = ITx| pourtoutx € H,
d_f 1 * d_f 1 * .
10. T, = 3(CT+T*CQ)etT- = 5;(CT-T*O), commutatifs,

d d
1 Y LTy ert- J%(TC—CT*),commumtifs.
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Démonstration. Léquivalence entre (1), (2), (3) et (4) provient directement des propriétés de la conjugaison.

On trouve que (1) © (5). Ona: T est C—normal si et seulement si TT* = CT* TC. Alors

CTCestC—normal < (CTC)(CTC)*=C(CTC)*(CTC)C
CTCCT*C=CCT*CCTCC
CTT*C=T"T
CCTT*CC=CT*TC
TT*=CT*TC

¢ ¢ ¢ 0 90

T est C —normal.

L'équivalence entre (1) et (6) se démontre de la méme maniere.
On prouve que (1) © (7). On a (€T =T*C, alors

TT*=CT*TC CTT*C=T"T
CTT*C=T*CCT

(CTI(T*C)=(T*C)(CT)

¢ ¢ 0 90

cnen’=cntcn.
On prouve que (1) < (8). Pour tout x € H, si T est C—normal, on a

ITCxI*> = (TCx,TCx)
= (Cx,T*"TCx)
= (CT*TCx,x)
= (TT"x,x)
= (T*x,T"x)
= |7
o |ITCxl=|T*x|.

Etona:si||TCx| =|T*x|, alors

ITCxI?=|T*x|* o (CT*TCx,x)=(TT"x,x)
& CT'TC=TT",

donc T est C—normal.

L'équivalence entre (1) et (9) se démontre de la méme maniere.

36



Chapitre 02 Sur les opérateurs normaux

On prouve que (1) < (10). Si T est C—normal, on a

T, T- = i(CT+T*C)(CT—T*C)
= i(CTCT—CTT*C+ T*CCT-T*CT*C)
= i(CTCT—T*T+CTT*C—T*CT*C)
= i(CTCT—T*CCT+CTT*C—T*CT*C)
= i((CT—T*C)CT+(CT—T*C)T*C)
= i(CT—T*C)(CT+ T*C)

= T_ TJr.

Etsi T, et T_ sont commutatifs, on a

T, T-=T-T, = (CTCT-CTT*C+T*T-T*CT*C)=(CTCT+CTT*C-T*T-T*CT*C)
= -CTT*'C+T*T=CTT*C-T*T
= 2T*T=2CTT*C
= T estC—normal.
L'équivalence entre (1) et (11) se démontre de la méme maniere. O

Lemme 2.3.2. Soit C une conjugaison dans H. Si T € 98(H) est C—normal, alors Tp = CTCT et Tr = TCTC sont

normaux.
Démonstration. Si T est C—normal, alors on a
I.T; = (CTCT)(CTCT)"=CTCTT*CT*C
= CTT*TT*C=CTT*CCTT*C
= T'TT*T=T'CT*TCT
= (T*CT*C)(CTCT)=(CTCT)*(CTCT)
= T/ Ty,
donc T est un opérateur normal. De la méme maniere, Ty est aussi normal. O

Exemple 2.3.1. Soit H = C3 etsoitCla conjugaison définie par C(z1,z2,23) = (z3,22,21) et

Alorsonaque T; =0 et Tgr =0 sont normaux.
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0 0 O 0 0 0

Ona: TT* =] o9 1 0 | e CT*TC=| o 0 o

0 0 O 0 0 1

Or, TT* # CT*TC, ce qui signifie que T n'est pas C—normal. Donc, l'implication réciproque n'est pas vraie.

Proposition 2.3.1. Soit C une conjugaison dans l'espace de Hilbert complexe H et U € 8(H) un opérateur unitaire.
Alors :

(1) U est C—normal,

(2) UCU* est une conjugaison,

(3) CUC est unitaire,

(4) si T est C—normal, alors UTU* est UCU* —normal,

(5) de plus, siU et C commutent, alors si T est C—normal, UTU* est aussi C—normal.

Démonstration. Les propriétés (1), (2), (3) et (4) proviennent directement des propriétés de la conjugaison et de
celles de I'opérateur unitaire.

(5) Puisque U et C commutent, ona CU = UC. Si T est C—normal, alors :
TT"=CT*TC =— UTU*UT*U*=UCT*U*UTCU*
= (UTUHWUTU"* =CUTU"*"(UTU")C,
donc UTU* est C—normal. O

Proposition 2.3.2. Soit X € LA(H) et soit U € 98(H) un opérateur unitaire. Si X est anti-linéaire normal, alors U* XU

est aussi anti-linéaire normal.

Démonstration. Le calcul direct montre que

o*xnwrxuy? = uUrxvuururx)t=urxx'u
= U*xX*xu=u*x*vurxu

o xm* Ut xu,

donc U* XU est anti-linéaire normal. O

2.3.2 Cas de dimension finie

SoitM,, l'algebre de toutes les matrices complexes n x n. Il existe quelques opérations sur les matrices définies

comme suit : pour M = [a k] € M, on note

M=[aj), M'=lajl, M*=[ag) et M*=[ap_j1n-k+1]-
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Rappelons les relations entre opérateurs anti-linéaires et matrices. Soit X € LA(C") et ey, ..., e, une base orthonor-

n
mée dans C”. Il existe une matrice My = [ajk] telle que, pour tout x= Y, (x,er)er €C", ona:

X(Z (x,ex) ek) =) (x,ep)Xe
k=1

k=1

Y (e Y (Xerej)ej=) Y ajr(xepe;
k=1 =1

k=1j=1

avec aj; = (Xeg, ej). La matrice Mx sera appelée une représentation matricielle de I'opérateur anti-linéaire X

quant a la base ej, ..., e,. (La matrice standard pour 'opérateur linéaire T € %8(C") est également notée Mr).

Les propriétés suivantes sont valables.

Lemme 2.3.3. Soient X,Y € LA(C") et T € B(C"). Si Mx, My et Mt sont des représentation matricielle des opéra-

teurs X,Y et T quant a certaines bases orthonormées e, ..., ey, respectivement, alors :

1. Mxr = MxMr,

2. Mrx =MgtMy,
3. Myy = MxMy,
4. Mx#:M)t(.

Démonstration. (1) On cherche la forme de la fonction définie pour ces matrices. On a:

(MXT) XTx

Cela signifie que Mx1r =M <M.
(4)Ona:

(My#) :

Cela signifie que My# = M.

n n
22 ay (Tx er)e;

j=lk=1

n n X n n T

22 a2 ap (xepeier )e;

j=lk=1 i=1l=1

n n n X _T

222 ) aja(xepn (eiere;
j=lk=1i=1i=1

n n n x JR—

>y Zajk a,{l (x,epyej ((ej,ex)=0sii#k).
j=lk=11=1

bji (x,er)e;j

"%
&=

|
M=

~
Il
—
o~
I
—

<X#ek,ej> (x,ex)e;

Il
™=
M=

~
Il
—
b
Il
—

(er, Xej) (x,er)e;j

I
™=
M=

~
Il
—
o
Il
—

I
™=
M=

[
Il
—
kel
Il
—

(Xej,er) (x,er)e;j

I
™=
M=

.,
Il
—
kel
Il
—

aj (x,epe;j, (My)
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Définition 2.3.2. On dit que la matrice M € M,,(C) est normale conjuguée si

MM* = M* M.
Le théoréme ci-dessous montre les relations entre les opérateurs anti-linéaires normaux et les matrices nor-
males conjuguées.

Théoréme 2.3.2. Soit X € LA(C"). Alors X est anti-linéaire normal si et seulement si la matrice Mx est normale

conjuguée.

Démonstration. Lopérateur anti-linéaire X est anti-linéaire normal si XX* = XX, ce qui

équivauta Myyx# = Mx#x. D’apreslelemme 2.3.3,0ona:

MxMy# = Mys My < MxM} = M Mx.
Donc MxMy = My My. O

2.3.3 Résultats et exemples

Définition 2.3.3. Soient Hy, H» deux espaces de Hilbert complexes. Une application anti-linéaire ] : H) — H, est
appelée un opérateur anti-unitaire si ] est isométrique et surjectif. Il est clair que toute conjugaison sur un espaces
de Hilbert complexes H est naturellement un opérateur anti-unitaire sur H. Un opérateur anti-unitaire est appelé
anti-conjugaison siC~' = —C.

Soit M un sous-espace de H. Une application anti-linéaire ] : H — H est appelée anti-unitaire partielle supportée

sur M, si M réduit J; Jx =0 pour x € M=L; et ] est un opérateur anti-unitaire sur M.

Lemme 2.3.4. Soit ] un opérateur anti-unitaire sur H. Alors

Jx,Jy) = (3, x), Vx,y€H.

Démonstration. Pour x,y€ H,ona:

lx+ vyl =llx=yl=2(xy)+{(px)), et i(|x+iy]|-[x=iyl])=2((xy) - (px)),

donc, en somme on trouve : (x,y) = 1 (|lx+y|| - |x—y|) + L (|x +iy|| - |x—iy]), alors
) = W DI- =D+ 5 G+ ) -1 = m)l)
= 2wyl = re=ayl) + (-] = e+ i)
= Uy axl-Vy=1xl)+ Sy irel =), (@=syeip=x)
= (JyJx).
Cela signifie que (Jx, Jy) = (y, x). O

Théoréme 2.3.3. [25] Soit C une conjugaison sur H et T € $B(H). Alors les éléments suivants sont équivalents :

(1) T est C—normal.
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@2 T= C]ITI pour un opérateur anti-unitaire partlel]supporte sur ImITI avec J|T|=1|T|].
3)T= C]ITI pour un opérateur anti- umtalre] sur H avec ]|T| |T|]

Démonstration. Soit T = U|T|la décomposition polaire de T, ou1 U est une isométrie partielle avec kerU =kerT.
Notons M = Im|T| et M; = Im|T*]|. Alors on voit que U(M) = M;, U*U est une projection de H sur M et
IT*|=UIT|U*".

(1)=(2). On pose ] =CU.

Depuis C|T| =|T*|C, on obtient C(Im|T|) = Im|T*|. De plus, C(M) = M; et C(M;) = M. Donc

J(M)=CUM)=C(M) =M

Notez que J est anti-linéaire, ker J = kerCU = ker U = ML et |CUx| = 1Ux| = || x| pour x € M.

Notons que U™ U est une projection de H sur M et UU™ est une projection de H sur M;. Il découle de C(M) = M,
que C(U*U) = (UU™)C, c’est-a-dire que U est C—normal.

Ona C|T|C=|T*|=U|T|U*, alors |[T|CU = CU|T|U*U. En notant que U* U est une projection de H sur M, on
obtient |T|CU = CU|T|,donc |T|J = J|T|.

(2) = (3). Puisque J est supporté sur Im|T| avec J|T|=|T|]J, T et ] peuvent s’écrire :

ol P est positif et J; est un opérateur anti-unitaire sur M avec PJ; = J; P.

Choisir un opérateur anti-unitaire Jo sur M+ et posons

- Jo O Mt
] =
0 J; M

Alors 7 est un opérateur anti-unitaire sur H et J|T| = ?ITI = |T|?. DouT=CJ|T|= C?ITI.

(3) = (1). Pour tout x,y€ H,on a

w—1
<|T| J Cx,y>

<V]HCx,|T|y> = (J1TIy.Cx)

<x,C7|T|y> =(x, Ty)=(T"x,y).

-1

Cecimontre que T* =|T|J C.Alors

“ -1 w—1
«cJsirndry o=CciTiriJjy ¢
= C|TPC=CT*TC.

TT*

Donc T est C—normal. O

Remarque 2.3.1. Le théoreme 2.3.3 fournit un schéma simple pour construire des opérateurs C—normaux. Le corol-

laire suivant résulte de la preuve du théoreme 2.3.3.
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Corollaire 2.3.1. Si T € B(H) est C—normal pour une conjugaison C et que T = U|T)| est la décomposition polaire
deT, alors :
(1) U estC—normal et CU|T|=|T|CU.

(2) IT| et |T*| sont unitairement équivalents.

Démonstration. (2) On peut trouver une conjugaison J sur H telle que |T|J = |T|J. Ensuite, nous avons
|T*|=cITIC=CJITI]C.

Posons U = CJ. Alors U est unitaireet U* = JC.D’ou |T*|=U|T|U* O

Théoreme 2.3.4. Soit T un opérateur C—normal pour une conjugaison C sur H avec | T|| < 1. Alors, il existe des

opérateurs unitaires Uy, Uy qui sont C—normaux tels que T = #

Démonstration. Puisque T est C—normal, d’apres le théoreme 2.3.3, on a T = CJ|T|, ol J est un opérateur anti-

unitaire qui commute avec |T|. Puisque || T|| < 1, il s’ensuit que les opérateurs V. et V_ définis par

Vi=I|T|+ivVI-|TI? et V_=|T|-iVI-|TJ]?,

vérifient V) = V_, JV, = V_Jet JV_ =V,J. On fixe U, = CJV, et U, = CJV_ . Alors Uj, U, sont des opérateurs

unitaires et

Ui+ U,

1
> = EC](V++V_)

CJIT|=T.

Théoreme 2.3.5. Soit C une conjugaison dans un espace de Hilbert complexe H et T € 98(H). Alors :
T — A est un opérateur C—normal pour tout A € C si et seulement si T est un opérateur complexe symétrique de

conjugaison C.
Démonstration. Puisque T— A est C—normal pour tout A € C, il s’ensuit que
0 = C(T-M(T-D*C—(T-V*(T-N
= C(IT*=AT=AT* +|AHC—(T*T-AT* = AT +IA1%)

= CTT*C-ACTC—ACT*C+|A?=T*T+AT*+ AT —|A]?
= CTT*C—ACTC—-ACT*C-T*T+AT*+ AT.

On pose A = re'® pour 6 € R; alors
CTT*C-ré®crCc-re cT*C=T*T-re"T* - re 0T

Par conséquent, on a
T*T

CTT*C . . . .
- — _efcrc-ecT*C=—— -7 - 7T,
r
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En faisant tendre r — +oo, on obtient e ?CTC+e 0CT*C=e®T* + ¢ T etainsi
e??«crc-T1)=T-CT*C.

En prenant 6 = 0, on obtient que CTC—T* = T—CT*C et en prenant = 7, on obtient ~-CTC+T* =T -CT"C.
D’apres les équations ci-dessus, on obtient 7 = CT*C . Donc T est un opérateur complexe symétrique de conju-
gaison C.

Inversement, si T est un opérateur complexe symétrique, alors T — 1 est complexe symétrique. Donc T — A est

C—normal pour tout A € C. O

Exemple 2.3.2. Pour l'espace L*([0,1]), soit une conjugaison C sur L?([0,1]) donnée par (Cf)(t) = f(1—1t) pourt e
[0,1]. Supposons que ¢ € L™ et My € B(L2([0,1])) est lopérateur de multiplication donné par

Myf=¢f.Ona

CM,M;Cf(t) = CMyMgf(—1)=CMyp(1) f(1-1)
= Co o) fA-D=p1-1pd-1) f1-(1-10)
= |pffa-nrm,
etona
MyM,f(t) = Mgo(n)f() =g f(1)

lo|> (0 f o),
donc l'opérateur M,, est C—normalsi et seulement si |¢|* (£) = || (1 - 1). Mais, dans ce cas, puisque
CM,Cf(1)- Mg f(1)= A —1) f(1)— D) f (1),

alors si (1) # (1 - 1), il sensuit que M, n'est pas un opérateur complexe symétrique.

Théoreme 2.3.6. Soit T € 2B(H) un opérateur C—normal. Alors les énoncés suivants sont équivalents:
(1) T est normal.

(2) T est quasi-normal.

(3) T est hyponormal.

(4) T est p—hyponormal pour 0<p <1.

Démonstration. Puisque (1) = (2) = (3) = (4) est vérifiée, il suffit de montrer que (4) = (1) est vérifiée.
Supposons que T soit un opérateur C—normal et p—hyponormal. 1l suffit de considérer quand p = zi" pour un

certain n € N. On veut donc montrer que
x| 57 -
|T |2” =C|T|?" C, pourtoutneN.

Puisque T est C—normal donc |T*|=C|T|C.
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Par récurrence,sin=0ona|T*|=C|T|Cetona

11 1 1
T*|272 = (|T*|27)2
|77 |77

1
| T* | on+l

11 1.1
(CITIZr C)2 =C(IT|2")=C

1
C|T|2"T C.

Ainsi |T*|?P = C|T|?P C pour 0 < p < 1. Puisque T est p—hyponormal et d’apres le résultat ci-dessus, nous avons

0<(((T*DP - (TTP)x,x) = (Cx,C((T*T)’=(TT*)P)x)

(Cx,(C(T*THPC-C(TT*)PC)Cx)
(cx,(cimrc-c|T* [P ¢)cx)

pour tout x € H. De plus, puisque | T* |2 = C|TI?P C et T est p—hyponormal pour0O<p<1,ona

0 = (cx(cirPre-c|r*c)cx)
= (Cx (T -1TPCx)
= (3((TT"P = (T*T)P)y) <0.

1 1
Ainsi | T*|?P = |T|?P pour 0 < p < 1. Par un calcul facile, on peut montrer que si |T*|27 =|T|27,

1 T
alors |T*|2"-T = |T|2"T pour tout n € N. D’oi1 | T*|?> = | T|?. Donc T est normal. O

Lemme 2.3.5. [[23] Inégalité de Holder— McCarthy|. Pour tout opérateur positif T € %B(H) et tout x € H, les inéga-
lités suivantes sont vérifiées.:

W (T x,x) < KTx, 0" 1212977 si 0<y<1.

@) {T7x,x) = KTx, )" [x]2077) si 1<y <+oo.

En tant qu’application du Lemme 2.3.5, nous obtenons l'inégalité généralisée de Cauchy-Schwarz suivante

pour les opérateurs C—normal.

Théoréme 2.3.7. Soit T € B(H) et T =Ur|T| la décomposition polairede T. Si T est C—normal, alors
(T*x,p)| = (Ircxl | y])* (| Teus. vl i)’

pourtoutx,y€ H,ott «,f=0aveca+ff=1.

Démonstration. On a

Krxpl = |7« |y = Uz [T"|<] |7
= [l [=llyl=neiTicxiy|
= NTiCxl|[y| = [ururiTicx] |yl
< ITcxl|yl,

nous prouvons ceci pour f = 0.
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Supposons que =1 et a = 0. Nous avons

(e = KUr |7 |59 = s |77 U3-9)]
= i7"z vt = fCITICUR. y] i
= [iTicug.y|ixl = ||uzUrITICUZ. y| I
|11

< |rcu;j.y

nous prouvons ceci pour = 1.

Supposons que 0 < a,B <1 et a+ B =1.Alors, pour tout x € H, nous avons

(U | T* | x,9)]* = [(|T* | %, Ug- )
(CITICx, Up. )| = |(CUE. 3,1 TICx)[?
Kcu;* NV Cx>|2 = |<|T|/5 CU;.y,IT| Cx>|2

(T*x,y)|?

|2

IA

lim1e cx|? |17 cus. y

(171 Cx, 1T Cx) (|71 CU}. y, I TIP CUS. y )

(1T Cx, Cx) (1T CU. 3, CUF. ) o (3)
En utilisant'inégalité de Holder—McCarthy, nous obtenons que I’équation (%) se transforme en I'inégalité suivante,

(T x, )|

IA

(TP Cx, Cx) (1T €U}y, CU;. y )

= (TP Cx,Cx)* ICxPM 9 (1T CU}. y,CU;. )’ | cU;. [P

= (TICx,|TICH)®ICxI*M =P (|TICU;. ,1TICU;. y) | U y 24P

= (UFUrITICx,|TICx)* |CxI* ™ (U Ur I TICU. I TI CU. ) | CUZ. y [P
= (UrITICx,UrITICO) [CxIP* = (U IT| CU}. y, UrI TICU;. y)P | U y PP

= (TCx, TCx)*|CxI*’(TCU}. y, TCUL y)P |CUL y|**

= ITCxIP ICx?P | TCUL. | |

|CUT.y

< ITCxP |y | TCUF. | 121

= (irexl |yl (| Tcus. yl 1=

Par conséquent, |(T*x,y)| < (ITCxI||y|))* (| TCUz y||1x1)P. Ceci termine la démonstration. O
Corollaire 2.3.2. Si T € %8(H) est C—normal, alors CkerT* ckerT, kerT* =kerTC, et kerT =ker TCU;* .

Démonstration. Supposons que T soit C—normal, ona |T*| = C|T|C. Dong, si x € ker T*, alors

T*.X':O: UT*

T*|x = |T*|x=0=CITICx
= |T|Cx=0= Ur|TICx=0
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alors,

yeCkerT* = 3dxekerT*: y=Cx
= TCx=0, et y=Cx
= Ty=0= yckerT.

Donc Cker T* ckerT.
De (1), on déduit que ker T* cker TC. Si x e kerTC, i.e.,, TCx = 0, d’apres le Théoreme 2.3.7, (T*x,y) = 0 pour
tous y € H, ainsi, x € ker T*. Donc, ker TC cker T*. Par conséquent, ker T* =ker TC.

Enfin, puisque T* = Up+|T*| est la décomposition polaire de T*, T = (T*)* =|T*|U... Dong, si x € ker T, alors

IT*|Ufx=0 = CITICULx=0
— |TICU}.x=0= Ur|TICU}.x=0

= TCU;.x=0=xekerTCU7.

alors, ker T < ker TCU;* .

Si yeker TCU3., alorsona TCU7.y =0, d’apres le Théoreme 2.3.7, (T*x,y) = 0= (x, Ty) pour tous x € H,

ainsi, yeker T, alorsker TCU .. ckerT.

Par conséquent, ker TCU 7., =kerT. O

2.4 Quelques résultats sur les opérateurs C—normaux

Dans cette section, nous présentons les résultats de notre article [24].
Dans le théoreme suivant, nous donnons une condition suffisante pour que le produit d'un opérateur C—normal

et d'un opérateur C—symétrique soit un opérateur C—normal.

Théoréme 2.4.1. Soient T,S € 9B(H) et soit C une conjugaison sur H. Si T est C—normal, S est C—symétrique tels

que TS = ST, alors TS est un opérateur C—normal.

Démonstration. On a:

(TS*TS = S*'T*TS
= S*CTT*CS
= CSTT*S*C
= CTSS*'T*C
= C(TS)(TS)*C.
En conséquence, T'S est un opérateur C—normal. O

Remarque 2.4.1. Par un raisonnement similaire, on peut conclure que le résultat du Théoréeme2.4.1 est également

vrai si S est un opérateur skew—symeétrique.
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Lexemple suivant montre que le théoréeme 2.4.1 n’est pas nécessairement vraisi S et T ne

commutent pas.

Exemple 2.4.1. Soit H = C3 et soit C une conjugaison sur H donnée par C(z1, 22, z3) = (23,22, 21).

Soient T et S définis sur H par:

010 2 0 0
T=o0o o 1|)S=l 0o 3 o
0 0 0 0 0 2

Apreés calcul, nous obtenons que TS # ST, T est C—normal et S est C—symétrique. Cependant,

C(TSHT*C(2)=| 4z, |Z (TN (TS)(2)=| 9z,
9z3 4z

Ainsi, TS n’est pas un opérateur C—normal.
Pour prouver notre prochain résultat, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.4.1. Soit T € 98(H) et soit C une conjugaison sur H. Alors :
(CTO)*=CT*C.
Démonstration. Pour tous x,y€ H,ona:

(CT*Cx,y) = (T*Cx,C"y)
= (Cy,T*Cx)
= (TCy,Cx)
= (C#TCy,x>
= (x,CTCy)
= ((CTO)"x,y).

Dou (CTC)* =CT*C. O

Dans le théoréme suivant, nous donnons une condition suffisante pour laquelle le produit de deux opérateurs

C—normaux est un opérateur C—normal.

Théoreme 2.4.2. Soient T, S € B(H) deux opérateurs C—normaux avec la conjugaison C sur H. Si TS = ST et
S*(CTC)=(CTC)S*, alors TS est un opérateur C—normal.

Démonstration. Depuis S* (CTC) = (CTC)S* par Lemme 2.4.1, il s’ensuit que (CT*C)S = S(CT*C) et, sous les
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hypotheéses, on peut observer que
(TS(TS)* = TSS*'T*
= STT*S*
= SCT*TCS”
= S(crc)ccro st
= (CT*C)SS* (CTO)
= (CT*C)CS*SC(CTO).
D’ott (TS)(TS)* = C(TS)*(TS)C. Par conséquent, TS est un opérateur C—normal. O
Lexemple suivant montre que les conditions TS = ST et S* (CTC) = (CTC) S* sont nécessaires.

Exemple 2.4.2. Soit C une conjugaison sur C3 donnée par C(z1, 22, 2z3) = (23,22, 21). Soient

300 01 0
T={0 1 0 [-etS=]l 0 0 -1

0 0 3 0 0 O

On peut vérifier que T et S sont des opérateurs C—normaux et queTS # ST. Cependant, TS n’est pas un opérateur

C—normal.
En conséquence immédiate du théoréme 2.4.2, nous obtenons le résultat suivant.

Corollaire 2.4.1. Soit T € 8(H) un opérateur C—normal avec la conjugaison C sur H. Supposons que
T*(CTC)=(CTC)T*. Alors, T" est un opérateur C—normal pour tout n € N.

Démonstration. Nous utilisons un argument d’induction sur n pour démontrer |'affirmation.
Premiérement, pour 7 = 2 par le théoréme 2.4.2, il est clair que T2 est un opérateur C—normal.

Ensuite, supposons que T est C—normal et montrons que T"*! est un opérateur C—normal. Puisque
T"T=TT"=T""
Nous avons T* (CTC) = (CTC) T*, il s’ensuit que T* (CTC)" = (CTC)" T*, ce qui implique
T*(CT"C)=(CT"C)T".

Alors, T"T = T"*! est un opérateur C—normal d’apres le théoréme 2.4.2. Par conséquent, T” est un opérateur
C—normal pour tout n € N. O

Une application du théoréme 2.4.2 conduit au résultat suivant.

Proposition 2.4.1. Soient T, S € %B(H) des opérateurs C—normaux avec la conjugaison C sur H. Si TS = ST,
S*(CTC) = (CTC)S*, T*(CTC) = (CTC)T* et S* (CSC) = (CSC)S*, alors T"S™ et S™T" sont des opérateurs

C—normaux pour tout n, m e N*.
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Démonstration. Par le Théoréeme 2.4.2, T'S est un opérateur C—normal. Il suffit de montrer que T"S est un opéra-
teur C—normal. Puisque TS = ST, S* (CTC)=(CTC)S* et T* (CTC) = (CTC) T*, il s’ensuit que
T 1(TS)=(TS) T" ! et

(rs)*crc = s‘r*ECro™!
= s*ccro"tr
= (Ccro"tsr*
= CcT"lC(19)*.

De plus, puisque T est un opérateur C—normal et T* (CTC) = (CTC) T*, il découle du Corollaire 2.4.1 que 1
est un opérateur C—normal. Ainsi, TS et T"! sont des opérateurs C—normaux avec T" "1 (TS) = (TS) T" ! et
(TS)*CT™1C =CcT"1C(TS)*. Maintenant, en utilisant le Théoréme 2.4.2, nous obtenons que ™1(TS) = T"S
est un opérateur C—normal. De méme, T"S™ est un opérateur C—normal. De plus, nous pouvons montrer que

S™T" est un opérateur C—normal en utilisant une méthode similaire. O
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer la proposition suivante.

Proposition 2.4.2. Soient T, S € 9B(H) tels que T soit un opérateur C—normal et ST = CS*T*C. Alors, TST est

C—-normal.

Démonstration. Auvu du Lemme 2.4.1, nous avons:

CS*T*C=S8T C(TS9)*C=ST
(CTSC)* =ST

CTSC=(ST)*

el

CTSC=T*S".
Par conséquent, nous en déduisons que
(TSTY*(TST) = T*S*T*TST
= T*S*CTT*CST
= C(CT*S*CO)TT*(CSTC)C
= C(TS)TT*(S*T*)C
= C(TST(T*S*T")C
= C(TSTY(TST)"C.
Ainsi, (TST)*(TST)=C(TST)(TST)*C. Par conséquent, TST est un opérateur C—normal. O
Notre prochain résultat est énoncé comme suit.

Proposition 2.4.3. Si T € %(H) est un opérateur C—normal et T est 2—normal, alors T?>T* est un opérateur

C—-normal.
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Démonstration. Puisque T est 2—normal, cela signifie que T* T2 = T?>T*, nous en déduisons donc que
(TZT*)*(TZT*) — T(T*)Z TZT*
= TT*T*TTT*
= (CT*TC)(CTT*C)(CT*TC)

= CT*T*T**TC
= C(T*T*)(T*T%*C
= c(r*1m)(r*17)" C.
Ainsi, (T2T*)"(T2T*)=C(T?T*)(T?>T*)" C.
Par conséquent, T?T* est un opérateur C—normal. O
La proposition suivante est une extension de la [[28] Proposition 2.6].

Proposition 2.4.4. Soit C une conjugaison sur H et U € 8(H) un opérateur unitaire. Alors, les énoncés suivants sont

vrais.
1. U" est un opérateur C—normal.
2. (UCU™)" est une conjugaison lorsque n est impair.
3. (CUC)" est un opérateur unitaire.
4. Si T est un opérateur C—symétrique, alors UT"U* = (UTU™)" est un opérateur UCU* —symétrique.

5. SilexisteneN* tel que T" est un opérateur C—normal, alors (UTU*)" est un opérateur UCU* —normal.

Démonstration. (1), (2), (3)et(4)sont évidents. Pour (5), nous avons
(urusHmH*wrunH*=uIrmH*T"u*, et UCUT(UTU"(UTUNYY*UCU* =U(TH*T"U*.
Nous obtenons donc
(UTUsHMH*(UTUN"=UCU"WUTUN"(UTU"HY*UCU™.
Cela signifie que (UTU*)" est UCU* —normal. O

Dans le théoreme suivant, nous donnons une condition suffisante pour que la somme de deux opérateurs

C—normaux soit C—normale.

Théoreme 2.4.3. Soient T et S € B(H) des opérateurs C—normaux. Si TS* = S*T et TS* est C—symétrique, alors

T + S est un opérateur C—normal.

Démonstration. Par hypothése, TS* = S* T, alors (TS*)* = (S*T)*, dou ST* = T*S.
Puisque TS* est C—symétrique, il s’ensuit que CTS*C = (TS*)* =ST*, ainsi CST*C =TS".
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Maintenant, nous avons:

C(T+S)(T+S8)*C = C(T+S)(T"+S"C
= C(TT*+TS*+ST*+SS*)C
= CTT*C+CTS*C+CST*C+CSS*C
= T*T+ST*+TS*+S*S
= T*T+T*S+S*T+S*S
= TY(T+S8)+S*"(T+S)
= (T*+S*)T+S)
(T+8)*(T+S).

Par conséquent, C(T +S)(T+S)*C=(T+S)*(T+S). Dong, (T + S) est un opérateur C—normal. O

Théoréme 2.4.4. Soient T et S € 9B(H) des opérateurs C—normaux. SiC(TS* + ST*)C = T*S+S* T, alors (T + S) est

un opérateur C—normal.

Démonstration. Nous avons

C(T+S)(T+S8)*C = C(T+S)(T"+S")C
= C(TT*+TS*+ST*+S8S*)C
= CTT*C+C(TS*"+ST")C+CSS*C
= T*T+T*S+S*T+S*S
= T(T+S)+S"(T+S)
= (T"+S*NT+9)
= (T+9*(T+YS).

Par conséquent, C(T + S)(T+S)*C = (T + S)*(T + S). Ainsi, (T + S) est un opérateur C—normal. O

Soit H® H qui désigne la complétion, dotée d’'une norme croisée uniforme raisonnable, du produit tensoriel
algébrique H® H de H par H. Pour les opérateurs 7, S € 98(H), nous définissons I'opérateur de produit tensoriel
T ® S sur B(H® H) par:

n n
(T®S) (Z aix; ®yl~) =) a;Tx;®Sy;, pour x;,y; € H.
i=1 i=1
Notez que
TeS=(TeDUI®S)=Ue5)(T®I).
Il est connu que si C; et C, sont des conjugaisons sur H, nous définissons C; ® C, sur H® H par
n n
(C1®C)) Z a;x;®y;|= Za_iClxi ® Coyi, pour x;,y; € H.
i=1

i=1

Alors, C; ® C, est une conjugaison sur H® H.

Dans le théoréme suivant, nous allons caractériser le produit tensoriel 7®S, ot T et S sont tous deux des opérateurs
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C—normaux non nuls dans % (H).

Théoreme 2.4.5. Soient T, S € 9B(H) des opérateurs C—normaux, oit C est une conjugaison sur H. Alors, T ® S est

un opérateur C ® C—normal.

Démonstration. Si T et S sont des opérateurs C—normaux, il est facile de voir que T® I et I ® S sont respectivement

des opérateurs C ® C—normaux. De plus, nous avons
(TeDH(I®S)=UIeS) (T,
et il n’est pas difficile de vérifier que
I®S)*(CeC)(T®N(C®C)=(C®C)(TeD(CeC)(I&S)".

Puisque T® S=(T® 1) (I®S), il découle du théoréeme 2.4.2 que T ® S est un opérateur C ® C-normal. O
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat suivant.
Proposition 2.4.5. Si X est un opérateur anti-linéaire normal, alors X? est un opérateur normal.
Démonstration. Remarquez que
(XYxy) = (X"X'xy)
= (X'x,Xy)
= (x,XXy)

= (x,X%)
= ((X)*x,y).

Cela implique que
X"?=x?". @2.1)

De plus, nous avons :

xH?x? = x*x*xx
= X*xx*x
= (X'X)?

et

x*xh? = xxx*x*
= XxX*xx*x
= (xX*x)2.

Ainsi, (X*)2X2 = X2(X*)2. Donc, (X?)* X? = X2(X?)*, et par conséquent, X2 estun opérateur normal. O
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Remarque 2.4.2. En utilisant (2.1), nous pouvons constater que (X#)Zk = (X2k)* pour chaque k € N*, et
XHnx = xHrIxtx = (xHrixxt == x(xH".

Nous avons aussi:
Xfx"=x Xxx" 1 =xx" X" = = x"X"

Cela signifie que X" est un opérateur normal pour tout 7 pair. En effet, on a:

(Xn)*Xn — (X#)an

Xn(X#)n
— Xn(Xn)*

Dans le théoreme suivant, nous donnons certaines conditions sous lesquelles le produit de deux opérateurs

anti-linéaires normaux sera un opérateur normal.

Théoreme 2.4.6. Soient X;, X, des opérateurs anti-linéaires normaux. Si X, X; = X; X1, alors X1 X, est un opérateur

normal.

Démonstration. Ona: X1 X3 = X5 X;. Donc, Xo X! =X} X,.

De plus, il n'est pas difficile de vérifier que (X;X2)* = Xj X7. Alors,

(X1 X2)" (X1 X2) X3 X1 X1 X,
= XiX1 XX,
= X1 Xix.xt
= XiXoXiXx}

= (X1X2)(X1X2)".
Ceci montre que X7 X, est un opérateur normal et nous terminons la preuve. O

Nous sommes maintenant, en mesure de prouver le résultat suivant.

Proposition 2.4.6. Soient X;, X, des opérateurs anti-linéaires normaux. Si X; Xf = Xf X1, alors (X1 + X5) est un

opérateur anti-linéaire normal.

Démonstration. Nous avons

<xv (Xl + XZ)y)
(x, X1y) +(x, X2y)
(X%, y)+(X3x,y)

((x¥+Xx3)x,y), pourchaque x,ye€ H.

(X1 +X2)*x,y)
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Cela implique que (X + X = X# + X# Alors,

(X1 + X2)* (X1 + X2)

XF+ X (X1 + X2)
= XIXi+XI X+ XEX + X5 X,
= X1 X{+ X0 XP + X1 X5+ Xo X5
= (X1 +X)(XT+ X))
= X1+ X)X+ Xp)".

Le corollaire suivant est une conséquence directe de la proposition précédente.

Corollaire 2.4.2. Si (X;)!"_, sont des opérateurs anti-linéaires normaux et que X; X# X#Xl pour chaque i, j € N*,

=1

alors Z X; est un opérateur anti-linéaire normal.
i=1

(X#)2k+1

Proposition 2.4.7. Si X est un opérateur anti-linéaire, alors (X?**1)* = pour tout k € N.

Démonstration. On a:
<(X2k”)#x,y> _ m

(x, XXx2ky)

= <X#x, X2ky>

<(X2k) X*x, y>
<( XMk xtx, y>
<(X# 2k+1 >
Cela implique que (X?*+1)# = (x#)2k+1, =

Corollaire 2.4.3. Si X est un opérateur anti-linéaire, alors
(X™* = (X*)" pour tout 7 impair.

Ensuite, nous présentons la proposition suivante.

Proposition 2.4.8. Si X est un opérateur anti-linéaire normal, alors X" est un opérateur anti-linéaire normal pour

tout n impair.

Démonstration. Nous avons :

— (X#)n—lx#XXn—l
— (X#)n_IXX#Xn_l
— Xn(X#)n
= X"(x™M*
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Par conséquent, X" est un opérateur anti-linéaire normal. O
Enfin, nous sommes préts a étendre le théoréme de Fuglede-Putnam aux opérateurs anti-linéaires normausx.

Théoreme 2.4.7. Soit C une conjugaison sur H et soient X, Y des opérateurs anti-linéaires, tels que X est un opéra-
teur anti-linéaire normal. SIXY =YX, CX=XC, et CY =YC, alors

X'y =vXx".

Démonstration. Premierement, il est facile de voir que si CX = XC, alors Cx*=X*C. Soient M= XC,et N=YC.
Alors
M*M=(XC)*XC=CcXx"xc=x"ccx=x"x

et
MM* = XC(XCO)* = xccx” = xx*.

Puisque X est un opérateur anti-linéaire normal, il s’ensuit que M* M = MM*. Donc, M est un opérateur normal.

En utilisant le théoréme de Fuglede-Putnam, nous obtenons

XYy=YX XCCY =YCCX
MN=NM

M*N = NM*

(XO)* (CY)=(CY)(CX)*
cx*yc=cyx*c

Gl

X'y =y x*.

La preuve est donc complete. O
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Chapitre 3

Les opérateurs 2-C-normaux et les

opérateurs C-2-normaux

3.1 Lesopérateurs 2-C-normaux

Dans cette section, nous introduisons le concept d’opérateurs 2 — C—normaux et étudions certaines de leurs

propriétés.

Définition 3.1.1. Soit C une conjugaison sur H. On dit qu'un opérateur T € B(H) est 2— C—normal si
(TC*(TO)* = (TOH(TC)>.

Remarque 3.1.1. Si T € $B(H) est un opérateur 2 — C—normal, alors (TC)®)*(TC) = (TC)(TC)%)*.

En effet, pour tout x,y€ H,ona

((TC?2x,(TC)y)
(x,(TC)*(TC)y),

((TO*(TC)?x,y)

et

(TOXTO x,y) = (TO*x,(TC)**y)
= {x,(TC)(TC)?)*y).

Par conséquent, on en déduit que ((TC)2)*(TC) = (TC)((TC)2)*. Par conséquent, on en déduit que (TO®*(TC) =
(TO)(TC)?)*.

Dans I'exemple suivant, nous montrons qu’il existe un opérateur qui est 2 — C—normal mais qui n’est pas un

opérateur C—normal.

56



Chapitre 03 Les opérateurs 2-C-normaux et Les opérateurs C-2-normaux

3 5
Exemple 3.1.1. Soit T = et soit C une conjugaison sur C? définie par C(z1, z2) = (z2,21). Un calcul direct

1 3
montre que T est 2 — C—normal, mais n'est pas C—normal.

Définition 3.1.2. Soit X un opérateur anti-linéaire. On dit que X est un opérateur anti-linéaire 2—normal si
x2x* = x*x2.
Proposition 3.1.1. Si X est un opérateur anti-linéaire normal, alors X est un opérateur anti-linéaire 2—normal.
Démonstration. Puisque X est un opérateur anti-linéaire normal, nous avons
xX2x* = xxx" = x" x>
Alors, X est un opérateur anti-linéaire 2—normal. O

Théoréme 3.1.1. Soit T € B(H). Alors, T est un opérateur 2 — C—normal si et seulement si
(TC)(CT*)? = (CT*)*(TC), cequiestéquivalenta CTT*CT* =T*CT*TC.
Démonstration. Nous remarquons que

((TOX(TCYx,y) = (TCTC(TC)x,y)
= (CTC(TC)'x,T*y)
= (CT*y, TC(TC)*x)
= ((TO*x,CcT*CT*y)

= (x,(TC)(CT*)%y).
D’autre part, nous avons

((TC)(TC)*x,y) (TCTCx,(TC)y)

(CT*(TC)y, TCx)

(x,CT*CT*(TC)y)

(x,(CT*)>(TC)y).

Par conséquent, (TC)?(TC)* = (TC)*(TC)? est équivalent a (TC)(CT*)? = (CT*)?>(TC), ce qui est équivalent a

TCCT*CT*=CT*CT*TCe CTT*CT*=T*CT*TC.

Proposition 3.1.2. Soit T = telle que a, b, ¢ et d sont des nombres réels, et soit C une conjugaison définie
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sur C% comme C(z1,2,) = (z3,z1). Alors, T est un opérateur 2 — C—normal si et seulement si
(a-d)(a+d)(b+c)=0
(a-d)(b-c)(b+c)=0

Démonstration. Supposons que T est 2— C—normal, alors d’apres le Théoréme 3.1.1, nous avons

TT*CT*=CT*CT*(TC), etona

a ¢ Z21
TT*CT*(z) = TT*C
b d Z2
a?+b* ac+bd bz1+dz,
ac+bd 2+ d? azi+cz;

(b(a®+b?)+alac+bd))z1 + (d (a* + b?) + c(ac+ bd)) zz

(b(ac+bd) +a(c® +d?))z1 + (d (ac+ bd) + ¢ (¢* + d?)) z

De plus, nous avons

a+c® ab+cd Z
CT*CT*(TC)(z) = CT*C
ab+cd b*+d? z
a c (ab+cd)z + (b? +d?)
= C
b d (@®+c?)zp + (ab+cd) 71

(a(b?+d?) +clab+cd))z +(alab+cd) + c(a® + c?)) z
(b(b?+d?)+d(ab+cd))z + (b(ab+cd) + d(a® + ¢?)) z2
(b(V*+d?)+d(ab+cd)zi+ (b(ab+cd)+d(a® + %))z

(a(b*+d?) +clab+cd))zi +(alab+cd) + c(a® + ) z2
Par conséquent, nous en déduisons que

b(a®+b*)+alac+bd) = b(b*+d?*)+d(ab+cd)
a’(b+c)=d*(b+o)
(@®—d*)(b+c)=0

el

(a-d)(a+d)(b+c)=0,
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et

d(a2+b2)+c(ac+bd) = b(ab+cd)+d(a2+cz)
= bPd+ac®= ab®+c*d
= b= a-d)=0

= (a-d)(b-c)(b+c)=0.

Ensuite, si T est 2— C—normal, alors on a

(a-d)(a+d)(b+c)=0

(a-d)(b-c)(b+c)=0

a b
Remarque 3.1.2. Sia=d, alors pour tous b, c € R, nous avons T = est un opérateur 2 — C—normal.

c a

Remarque 3.1.3. Si C(z1,22) = (21, z2) est une conjugaison sur C?, alors d’apres le Théoréme 3.1.1

a b
T= , tel que a, b, c et d sont dans R, est un opérateur 2 — C—normal si et seulement si

c d
(b-c)b+c)(a+d)=0, et (b-c)a-d)(a+d)=0.

Proposition 3.1.3. Soit C une conjugaison sur H. Si T € 98(H) est un opérateur 2— C—normal et que T = T*, alors

T commute avec CT?C.

Démonstration. Soit T un opérateur 2 — C—normal. En utilisant le Théoreme 3.1.1, nous avons

CTT*CT* =T*CT*TC. Celaimplique que CT?CT = TCT?C. Ainsi, T commute avec CT>C . O
2 1

Exemple 3.1.2. Soit T = et soit C une conjugaison sur C?, définie comme C(z1,2) = (z1,22). Par la
1 3

remarque 3.1.3, nous avons que T est un opérateur 2 — C—normal et T* = T, donc nécessairement nous avons
TCT?C=CT?CT.

Théoreme 3.1.2. Soit C une conjugaison sur H. Si T est un opérateur 2 — C—normal, alors:
(1) T* est 2— C—normal.
(2) AT est 2— C—normal pour tout A € C.

(3) Si T~ existe, alors T™! est 2— C—normal.
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Démonstration. (1) Soit x, y € H. Nous avons

((CT*TCT)*x,y)

(x,CT*TCTy)
(T*TCTy,Cx)
(CTy, T*TCx)

(T*CT*TCx,y).

Par conséquent, nous obtenons (CT*TCT)* = T*CT*TC. Cela équivaut a dire que CT*TCT =(T*CT*TC)*.
Et donc,

CT*(T*)*C(T"* = (IT*CT*'TCO)"

(CTT*CT*)*
(TH*CT*(T"*C.

Cela implique que CT*(T*)*C(T*)* =(T*)*CT*(T*)*C. Par conséquent, T* est un opérateur 2 — C—normal.

(2) Soit A € C, nous avons

CATYAT)*CAT)* = ACTAT*)CAT")
AACTT*CT™).

Et de la méme maniére, nous avons (AT)*CAT)(AT)*C = AAAMT*CTT*C).
Puisque T est un opérateur 2 — C—normal, cela implique CAT)(AT)*C(AT)* = (AT)*C(AT)(AT)*C, alors (AT) est
un opérateur 2 — C—normal.

(3) Si T~! existe, alors nous avons :

criarh*cat = crian e
= cr*ntearn
= (r*cr*1o)™!
= (CT*TCT")™!
= (T hHrcrhHrlc
Celamontre que T~! est un opérateur 2 — C—normal. O

Proposition 3.1.4. Soit C une conjugaison sur H et U € 28(H) un opérateur unitaire. Alors:
1. U est 2—C—normal.

2. U" est 2— C—normal pour tout n € N.

Démonstration. (1) Puisque U est un opérateur unitaire, alors U*U = UU™* = I. Cela implique que
CUU*CU*=CCU*=U" ,et U*CU*UC=U*CC=U".

Ainsi, CUU*CU* =U*CU*UC. Donc, U est un opérateur 2— C—normal.
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(2) Remarquons que U™(U™* = (UM*U" =1, et, par une méthode similaire a la preuve de (1), nous pouvons

obtenir les résultats souhaités. O

Théoréeme 3.1.3. Soit C une conjugaison sur H et soit U € %B(H) un opérateur unitaire. Nous avons que C, = U*CU
est une conjugaison sur H(la preuve est simple). Alors, T € 9(H) est 2 — C,—normal si et seulement si UTU" est

2—-C-normal.

Démonstration. Si UTU™ est un opérateur 2 — C—normal, alors cela équivaut a

CUTUNWUTUMN*CUTU"* =UTU"*CUTU"*(UTU")C < CUTT*U*CUT*U*=UT*U*CUT*TU*C
o UGTT CT'U =UT*"C,\T*TC,U"
< ClTT*ClT* = T*Cl T* TC1

Ainsi, UTU* est 2— C—normal si et seulement si T est 2 — C;—normal. O

Proposition 3.1.5. Soit C une conjugaison sur H, et soit U un opérateur unitaire. Alors, si T € 98(H), on a:
(D) UTU*)" est 2— C—normal si et seulement si T est2 — (U*)"CU"—normal, pour tout n € N.

@ UT™U")" est 2— C—normal si et seulement si T"™ est2 — (U*)"CU"—normal pour tout meN*, et n € N.
Démonstration. La preuve repose sur un argument similaire a celui du Théoreme 3.1.3 O

Proposition 3.1.6. Soit C une conjugaison sur H. Alors, pour chaque opérateur T € %B(H), lorsque T est C—normal,

cela implique que T est également 2 — C—normal.

Proposition 3.1.7. Soit C une conjugaison sur c3 définie par C(zy, zp,z3) = (23,22,21) et soient a, b, ¢ des nombres

0 a b
réels. T=| o o c |estunopérateursur C3. Alors, T est 2—C—normalsib =0 et a, ¢ sont arbitraires, ousib # 0
0 0O

eta=c.

Démonstration. Soit z€ C%, ona

0 a b 0 0 O bzi +czy 0
CTT*CT*(2)=C| 0 0 ¢ a 0 0 azy = (ac® +b*c)z1 + btz
0 0 O b ¢ O 0 (ba? + b® + abc)z; + (ca? + cb®) zp

D’un autre c6té, nous obtenons

0 0
T*CT*TC(2)=T"C abzi + a*z; = (ab?+ac®) z; + a’bzp
(b + ¢*)z1 + baz, (abc+b® +bc?) z + (ab® + ca?) zp
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Par conséquent, T est 2— C—normal sil’on obtient

ac®+b?c=ab?+ac® et bc? = a’b

ba® + b + abc = abc + b3 + bc? et ca? + cb? = ab? + ca®

Cela implique que b?(a—c) =0 etque b(a®-c*) =0, ce qui est équivalent a: si b =0 et que a, c sont arbitraires,

ousib#0eta-=c, alorsl'opérateur T est 2—- C—normal. O
0 a b

Proposition 3.1.8. SoitT=| o o ¢ |oita, betc sontdes nombres réels, et C(z1,22,23) = (z3,22,21) est une
0 0 O

conjugaison sur C3. Alors, T est C— normal sib =0 et |al = |c| ou si b est arbitraire et a = c.

Remarque 3.1.4. Sib=0 etl|al # |cl|, nous constatons que T est 2 — C—normal mais n'est pas C—normal. Ainsi, il n'y

a pas d’équivalence entre le fait que T soit C—normal et le fait que T soit 2 — C—normal.

Théoreme 3.1.4. Soit C une conjugaison sur H et soit T € B(H) tel que CTC = T. Alors, T est 2 — C—normal si et

seulement si T est 2—normal.

Remarque 3.1.5. Lopérateur T peut s'écrire sous la forme: T =
N e B(H), ainsi,onaCTC=T.

N+CNC o 7 — N-CNC

57— pour tout opérateur

Démonstration. (Théoreme 3.1.4) OnaCT =TC,donc CT* = T*C, de plus, nous pouvons observer que
CTT*CT*=TT*CCT* =T(T*)?, et T*CT*TC=T*T*CTC = (T*)*T.

Cela montre que
CTT*CT*=T*CT*TC o T(T*)? =(T")?T.

Par conséquent, T2T* = T*T2. Donc, T est 2 — C—normal si et seulement si T est 2—normal. O
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Proposition 3.1.9. Soit (ai)i.‘zl € C avec k e N*, et soit T défini par

0 a O 0
a; 0 ay O
0 a
0 ar O
r= ar 0 @ )
ar O
a 0
a 0 ap
0 a; O

0 a O 0
a; 0 a 0
0 a
0 Ap—1 0
a1 0 a
T =
Ay 0 Ar_
Ap—1 0
0 a
a 0 a7
0 0 a O

et C une conjugaison sur C2k définie par C(z1,22, ..., 22k) = (Z2k) .- 22, 21)-
Ainsi, nous pouvons facilement prouver que T = T*, ce qui signifie que T est un opérateur 2—normal, et CTC = T.

Ensuite, d’apres le Théoréeme 3.1.4, T est un opérateur 2 — C—normal.

Théoréme 3.1.5. Soit C une conjugaison sur H, et soit T € B(H), tel que T~ existeet T* = AT~! avec A € C. Alors,
(1) T est un opérateur 2 — C—normal.

(2) T est un opérateur C—normal si et seulement si A = A c'est-a-dire que A € R.
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Démonstration. (1) Puisque T* = AT~ alors nous avons

CTT*CT*=CTWAT Y)CT* =ACTT™'CT* =AT".
D’autre part,

T*CT*TC=T*CAT )TC=AT*CT 'TC=AT".

Ainsi, CTT*CT* =T*CT*TC. Ensuite, T est un opérateur 2 — C—normal pour tout 1 € C.

(2)Si T* = AT, alors nous avons
TT*=TAT H=ATT '=2, et CT*TC=CAT HTC=ACT ' TC=ACC=A.

Par conséquent, TT* = CT*TC, c'est-a-dire que T est un opérateur C—normal si et seulement si A = A. O

Proposition 3.1.10. Si T = U|T]| est la décomposition polaire d'un opérateur T € 9B(H), oir U est un opérateur uni-
taire, alors il existe des conjugaisons C et ] sur H telles que U = C]J (voir l'article [13]). De plus,
(1) T est un opérateur C—normal si et seulement si J | TI2]=|T)3.

(2) T est un opérateur 2 — C—normal si et seulement si (]| TIN?T)=ITIUJIT| )3

Démonstration. (1) Nous avons
CTT*C=CU|T?PU*C=CCJ|T?JCC=]IT)? J, et T*T=|TJ>.

Ainsi, T est un opérateur C—normal si et seulement si /| TI?]=|T)?.

(2) Nous avons
CTT*CT* =JIT?JITIU* =(JITIN?|TIJC, et T*CT*TC =|T|JCC|TI>C=|T|J|T|*C.
Cela implique que CTT*CT* = T*CT* TC si et seulementsi (J|T|/)?|T|JC=|T|J|T|?>C. Alors,

UITID*ITIJCCT =ITIJITI>CC] < (ITID*ITI=ITIJIT?]
s (ITIN*ITI=ITIUITI D

Ainsi, T est un opérateur 2 — C—normal si et seulement si (J|T| D2IT|=|TI(UJIT| 2. O

Remarque 3.1.6. Si T = U|T]| est la décomposition polaire d’'un opérateur T € %(H), ot U est un opérateur unitaire,
alorsU = CJ, avec C et J des conjugaisons sur H. Par conséquent, si |T|J = J|T|, alors T est un opérateur C—normal

et un opérateur 2 — C—normal.

Proposition 3.1.11. Dans un espace mesurable (X, ), soit f € L*>(X, ). Soit ¢ € L®et T, lopérateur de multiplica-
tion sur L*(X, ), défini par Ty f = @f. Nous pouvons alors observer que:

(1) Si C est une conjugaison donnée par C f(x) = m, Conformément a l'article [28], l'opérateur T,y est un opérateur
C—normal, donc Ty, est un opérateur 2 — C—normal.

(2) Si C est une conjugaison donnée par C f (x) = f(-x), alors Vopérateur T, est un opérateur 2 — C—normal.
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Démonstration. (2) Nous avons T(’; = TE’ alors

CTy Ty CTy(f(x) CTy TCTy(f(x)) = CTy T7Clep(x) £ (X))
= CTyTyp(=x) f(=x) = C p(x)p(x)p(—x) f (—X)

= PP P@ fX) = |[p(=0|* ) f(x),

et de l'autre coté,

T,CTyTyC(f(x) = TCTpT,f(—x) = TaC @)@ (x) f(—X)
= Tp(=x) (=x) f(x)
= oW e f(0) = |p0 90 f(x).

Par conséquent, CT,, T,,CT, = T,,CT, T, C. Donc I'opérateur T, est un opérateur 2 — C—normal. O

Remarque 3.1.7. (Dans larticle [28]), nous avons que tout opérateur normal T € 9B(H) est unitaire équivalent a
Lopérateur de multiplication My, i.e., My, = UTU*, ot U € L(H,L*(X, ) est unitaire. Soit C une conjugaison dans
H telle que (UCU™)f(x) = f(x). Alors, T est un opérateur C—normal. Il est clair que T est également un opérateur

2—C—normal.

Théoreme 3.1.6. Soit T € B(H), oit T~ existe. Si T*(C|T*|C) = (C|T*|C)T*, alors T est un opérateur normal si et

seulement si T est un opérateur 2 — C—normal.

Démonstration. Supposons que T soit normal, donc T T* = T*T et nous avons

T*(C|T*|O) = (C|T*|O)T* = T*(C|T*|0)?*=(C|T*|C)*T*

— T1*c|T*fc=c|T*fCcT*
= T*CTT*C=CTT*CT*
= T*CT*TC=CTT*CT".

Par conséquent, T est un opérateur 2 — C—normal.

Si T est un opérateur 2 — C—normal, alors

T*CT*TC=CTT*CT* = T*CIT?C=cC|T*|’CT*

= T*CcITPCc=T"C|T*|*C
— CITPc=c|T*|’C
= |TP=|T"|.

Par conséquent, T est un opérateur normal. O

Théoréme 3.1.7. [23]. Soit T € 9(H) un opérateur 2 — C—normal tel que T~ existe. Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

(1) T* est une isométrie.

(2) T est une isométrie.

3) T est unitaire.
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Démonstration. Parce que T est2—C—normal, alors T*CT*TC =CTT*CT*. Ainsi, en supposant que T* est une

isométrie, nous avons TT* = I, donc:

T*CT*TC=CICT* = T'CT*'TC=T"
= CT*'TC=1
= T'T=1

Cela implique que T est une isométrie.

De la méme maniére, nous pouvons conclure que si T est une isométrie, alors T* est une isométrie.

Et étant donné que T et T* sont des isométries, cela équivaut également a dire que T est unitaire. O

Théoréme 3.1.8. Soient T, S € B(H) et soit C une conjugaison sur H. Si T = CSC, alors:
1. T est C—normal si et seulement si S est C—normal.

2. T est 2— C—normal si et seulement si S est2— C—normal.
Démonstration. (2) Si T est 2— C—normal, nous avons T*CT*TC=CTT*CT*, alors
(CS*C)C(CS*CO)(CSC)C =C(CSC)(CS*O)C(CS*C) = (CS*CS*S=8S*CS*C
= §"CS*SC=CSS*CS*
Cela implique que S est 2 — C—normal. O

Remarque 3.1.8. Soit T un opérateur dans 8(H) et pour chaque C une conjugaison sur H. On a:
1. Si T est C—normal, alors CTC est C—normal.
2. SiT est2— C—normal, alors CTC est2 — C—normal.

Proposition 3.1.12. Soit N> ¢(H) l'ensemble de tous les opérateurs 2 — C—normaux sur H. Alors, la classe N» ¢ (H)

est fermée pour la norme dans %(H).

Démonstration. Si T € N, ¢(H), alors il existe une suite {7y} ,en dans No ¢ (H) telle que | T, — T|| — 0.

Alors on a:

|T*cT*TC-CcTT*CT*| =< |T*CT*TC-T,CT*TC|+|TCT*TC-T,;CT,TC||
+| Ty CTy TC— T, CT; T,C| + | T; CT,; TaC— CT, T, CT, ||
+|CT, T, CT,; - CTT,CT, | +||CTT,CT, —CTT*CT, |
+|CTT*CT,, -CTT*CT"|
< | -THerrrc|| +||Treat - TH TC|

+| T CTy (T = TW)C| +|| T CTy TaC - CT, T,; CT |
+|C(T, =TT, CT, ||+ |CT(T,; - T*)CT, ||
+||lcrT*C(T; - TH|| — 0.

Dong, |[T*CT*TC—-CTT*CT*|| =0, par conséquent T*CT*TC=CTT*CT*. Ainsi, T € Ny c(H).

Des lors, N, c(H) est fermée pour la norme dans %(H). O
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Théoreme 3.1.9. Soit T € B(H) un opérateur 2 — C—normal. On a:
(1) Si T est un opérateur injectif, alors ker(T*CT*) =ker(T*CT*TC).
(2) Si T* est un opérateur injectif, alors ker(TC)=ker(TT*CT™).

Démonstration.

(1) Soit x e ker(T*CT*), c’est-a-dire, T* CT*(x) = 0. Ensuite, nous avons CT T*CT*(x) = 0. Etant donné que T est
2—C—-normal, alors T*CT* TC(x) =0, ce qui signifie que x € ker(T*CT* TC). Cela implique que
ker(T*CT*)cker(T*CT*TC).

Soit x € ker(T*CT*TC), alors T*CT*TC(x) = 0, ce qui implique CTT*CT*(x) =0, donc TT*CT*(x) =0 et étant
donné que T est un opérateur injectif 7*CT*(x) = 0. Ainsi x € ker(T*CT?*). Cela implique que

ker(T*CT*TC) < ker(T*CT"). Ensuite, nous montrons que ker(T*CT*) =ker(T*CT*TC).

(2) Soit x € ker(TC), alors

TC(x)=0 = T*TC(x)=0

= T'CT*'TC(x)=0
= CTT'CT*(x)=0
= TT"'CT"(x)=0,

cela signifie que x e ker(TT*CT*). Donc ker(TC) cker(TT*CT™).
Pour chaque x e ker(TT*CT*),on a

TT*CT*(x)=0 = CTT*CT*(x)=0
= T'CT*TC(x)=0

puisque T* est un opérateur injectif, nous trouvons TC(x) =0. Alors x € ker(TC), ce qui implique que
ker(TT*CT*) cker(TC). Par conséquent, ker(TC) =ker(TT*CT*). O

Proposition 3.1.13. ([23]). Soit T € 98(H) un opérateur 2— C—normal, et C une conjugaison sur H. SiTT*CT* ou

T*CT*T estborné inférieurement, alors T est borné inférieurement.

Démonstration. En supposant que T n’est pas borné inférieurement, alors 0 € g, (T), cela signifie qu'il existe une

suite (xy)nen telle que [l x,ll =1 et || Tx,ll — 0. Donc

[T*CT* Txu| < |T*CT*||ITxnll — O

etona

|TT*CT*Cx,|| = |CTT*CT*Cxy||=|T*CT*TCCxy|| < |T*CT*|ITxnll — 0.
Puisque ||Cxy,|l = |x,ll = 1, alors nous constatons que 0 € 04, (T*CT*T) et 0 € 04,(TT*CT"), cela signifie que
T*CT*T et TT*CT" ne sont pas bornés inférieurement. O

Proposition 3.1.14. Soit {e,-}?’:f 1 une base orthonormée de C>"*'. Soit T un opérateur défini comme suit:
Te;=a;ejy1 et Texp 1 =0, 0lt (al-)ffl € C. Soit C une conjugaison sur 2+l définie par

C(21,22, ., 221, Z2n+1) = Z2n+1, 2211y - 22, 21) - Alors, T est 2 — C—normal pour toutes les valeurs (a;) € C.
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Démonstration. Pour chaque z € C2"*1 nous avons

2 —_— 2
lal 0 0o . . .. 0 Zon+1 aylaznl® 2
0 Ja2l> 0 zZ @ lazn-1%z
2 . . . . 2n 2 2n—1 3
0 0 las)? z asla 12z
3 . . . . 2n—1 3 2n—-2 4

T*CT'TC()=T"C| . e e e - =

—_— 2
Qop-1la2|” zon

laznl? 0 Z @zn a1 zons1
0 . . B 0 0 z1 0
De la méme maniere, on peut constater que
0 0 0o . . . 0 0 atlaznl® 2z
0 layl? 0 W22 s |la 12z
1 I . . 2n<2n+1 2182n-1 3
0 0 las|? a Z asla 12z
2 e e . . 2n—1<2n 3142n-1 4
CTT*CT*(@=C| .. . e . . - =
— — 2
324 Qap-1lazl” zopn
lazp-11? 0 ®2z3 aznla1l? zaps
0 . . e 0 |a2n|2 alz_z 0
Celamontreque T*CT*TC=CTT*CT?*, pour tous les (a,-)§31 € C. Par conséquent, T est 2 — C—normal. O

3.2 Lesopérateurs C —2—normaux

Dans cette section, nous introduisons le concept d’opérateurs C —2—normaux et étudions certaines de leurs

propriétés. Nous donnons quelques exemples de cette classe d’opérateurs et de leur relation avec les opérateurs

C—normaux.

Définition 3.2.1. Soit C une conjugaison dans H. Un opérateur T € 98(H) est dit C —2—normal si :
CT*T*=T*T*C. 3.1

On peut montrer facilement que cette définition est équivalente a

CT?’T* =T*T?C. (3.2)
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Théoreme 3.2.1. Soit T € 9B(H) et soit C une conjugaison sur H. Si T est un opérateur C — 2—normal, alors les

énoncés suivants sont vérifiés :
1. T* est C—2—normal.
2. Si T estinversible, alors l'opérateur T~ est C —2—normal.

3. AT est C—2—normal si et seulement si A €R.

Démonstration. (1) Pour tout x et y dans H, on a

(C(T*2(T*)*x,y) (Cy,(T?*Tx) =(T*T*Cy, x)
(CT?T*y,x) ={T(T*)*Cx,y)

((T**(T*)*Cx,y).

Cela montre que C(T*)(T*)* = (T*)*(T*)?C; donc T* est C —2—normal.
(2) En utilisant les propriétés de I'inversion, on a
crh b = clrrryt=ccrrry!
(™ HrH e = hrrh3c.

Par conséquent, C(T™H2(rYH* = (T7H*(T™H2C, ce qui signifie que T~1 est C—2—normal.

(3) Pour tout A€ C*,on a

CAT2AT)* = CA2T?AT* =A°ACT*T*
= AAPCT?*T™.
D’un autre c6té, nous avons
AT)*AT)’C = AT*A’T?>C=AANT*T?C

= AAPT*T?C.

Cela montre que (AT) est C—2—normal si et seulement si 2 A2 = AIA12, ce qui est équivalent adl= A, doncAeR. O

roposition 3.2.1. Soit C(z1, 22, z3) = (23, 22, 21) une conjugaison sur C>, eta, b, ce C*. Alors
Proposition 3.2.1. Soit C( )= (z3 ) jug C3,eta, b, ce C*. Al

a 0 0
T=| 0 b 0 | est C—2—normalsietseulementsibeR et c=a.
0 0 ¢

Démonstration. On a

a2 0 0 a 0 o0 z Clcl?zs alal’zz
CT*’T*(@=C| o »*> o 0 Db 0 z |=| bz | etona T*T°C@) =| 2z
0 0 c? 0 0 ¢ z3 alalz; clelPzr
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Par conséquent, T est C —2—normal si et seulement si

Clcl? = alal® lcl = lal
blb2=b|b? < b=b

alal? = c|cl? a=c

Proposition 3.2.2. Soit C(z1, 22, z3) = (z3, 22, 21) Une conjugaison sur C3, et soita, be C*, alors

0 0 a
T=| 0 b o |estC—2—normalsietseulementsi beRet acC.
0 0 0

Démonstration. On a

0 0 O 0 0 O zZ1 0 0
CT’T*(2)=C| o B2 o0 0D o z |=| bIp?z | etona T*T?C(2) = bIb*Z
0 0 O a 0 0 z3 0 0

Cela signifie que T est C—2—normal si et seulement si Elbl2 =b|b?, ce qui est équivalenta b = b , donc'opérateur
T est C —2—normal si et seulementsi beRetacC. O
Remarque 3.2.1. Soit C(z1,2p,23) = (z3,22,21) Une conjugaison sur C3. Alors, les énoncés suivants sont vrais :

1. Nous constatons que, méme si T est C —2—normal, il doit étre vrai que b =0, a = detceR (Proposition 3.2.1)

oubien a=d=0,ceR etb est arbitraire dans C (Proposition 3.2.2). ( Nous pouvons étudier ['opérateur

a 0 b
T={0 ¢ o
0 0 d

2. Nous constatons que, méme si T est C—2—normal, il doit étre vrai que (a =0 ou bien ¢ =0) et b est arbitraire.

0 a b
(Nous pouvons étudier l'opérateur) T=| o 0 ¢
0 0 0
0 a b
3. En partant de I'exemple précédent, nous avons que, pour tous les a, b€ C* lopérateur T=| o o ¢ |est
0 0 0
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C — 2—normal, et nous avons

0 0 0 Z |bl? z1 + @bz, (lal? +1b1?) z;
CT*TC(@)=C| 0 |a® ab Z |=| abz +1al2z, | etona TT"(2)= 0
0 ab |b? z 0 0

Alors, T est C—normal si

b* =al® + bl
ab=0 beC
{ S
ab=0 a=0
lal* =0
0 a b
Donc, l'opérateur suivantT=| ¢ o o |aveca, beC*, estC—2—normal, mais T n'est pas C—normal.
0 0 O
0 0 O
4. Parle Théoreme 3.2.1, nousavonsqueT=| 4 o o |estC—-2—normalpourtout a, beC.
b 0 0
a 0 0
Proposition 3.2.3. Soit C(z1, 23, z3) = (Z3, 232, 21) une conjugaison sur C3. Lopérateur T=| ¢ 0o o0
0 0 O

est C—2—normalsi a=0.

Démonstration. Pour tout a € C, nous observons que
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Puisque T est C —2—normal, on constate que

0 alal*z;
CT*T*(2) = T*T*C(2) & 0 = 0
ﬁlalzz_l 0
Cela implique que @|al’> =0 et alal®> =0, et donc a=0. O

Théoreme 3.2.2. Soient T,S € %(H) des opérateurs C — 2—normaux avec la conjugaison C sur H. Si ST = TS et

T*S=ST*, alors TS est un opérateur C —2—normal.

Démonstration. Nous avons (TS)? = T2S2 et TS* = S*T, alors:

C(TS*(TS)* = CT?>S*S*T*=CT?T*S*S*
T*T?CS*S* = T*T*S*S*C

T*S*T?S*C=(TS)*(TS)*C.
Ainsi, on obtient que C(TS)?(TS)* = (T'S)* (TS)?C. Par conséquent, (TS) est C — 2—normal. O

Remarque 3.2.2. Les énoncés suivants sont vrais.

(1) Soient T, S € B(H) des opérateurs C—2—normaux avec la conjugaison C sur H. Si TS = ST et si T est un opérateur
normal ou S est un opérateur normal, alors (TS) est C —2—normal. 1l suffit d’'utiliser le théoréme de Fuglede pour
obtenir TS* = S* T, puis d'appliquer le théoreme 3.2.2 pour obtenir le résultat souhaité.

(2) Soient T, S € B(H) des opérateurs C—2—normaux, oit C est une conjugaisondans H.SiTS+ST =0et TS*+S*T =
0, alors TS est un opérateur C — 2—normal.

(3) Soient (T))!"_, < 98(H) une suite d'opérateurs C — 2—normaux avec la conjugaison C sur H, pour i € {1,..., n} ol

neN*.SiT;Tj=T;T; et T; T]f‘ = T]T" T; pouri,je{l,..,n}, alors T\ T,...Ty, est un opérateur C — 2—normal.
L'exemple suivant montre que les conditions 7S = ST et TS* = S* T sont nécessaires dans le Théoreme 3.2.2.

Exemple 3.2.1. Soit C une conjugaison sur C3 donnée par C(z1, 22, z3) = (z3,22,21). Nous prenons :

o
N}

&
o
o
o

T=l 0 o o | e S=

N
o
o

[e]
o
[«]
S
[«]
[e]

telque a, b€ C*. Selon la Remarque 3.2.1 (3et4), T et S sont des opérateurs C — 2—normaux et

lal?+|b> 0 0

TS= 0 0 0
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Puisque a # 0 et b # 0, alors lal? + |b|?> # 0. Ensuite, selon la Proposition 3.2.3 nous constatons que TS n'est pas
C—2—normal. Méme si TS* = S* T, nous avons
0 0 0 a+b*> 0 0
ST=10 l|a? @b |# 0 0o o [=TS.

0 ab |bP? 0 0 0

Alors, les conditions TS = ST et TS* = S* T, sont toutes deux nécessaires pour que TS soit C —2—normal.

Théoréme 3.2.3. Soit T un opérateur C —2—normal et C une conjugaison sur H. Si T est 2—normal, alors pour tout

neN*, nous avons que T" est C — 2—normal.

Démonstration. Nous avons que T est 2—normal, alors pour tout 7 € N*, on a que (72)"*(T*)" = (T?>T*)". Donc,

C(T™*(T™* = C(TH™(T*)"=C(T*T*)"
= T*T?’C(T’TH" '=.=(T*T®)"C
Cela signifie que T" est C —2—normal. O

Remarque 3.2.3. Si T est un opérateur normal, alors T est 2—normal. Par conséquent, si T est C —2—normal, alors

pour tout neN*, ona T" est C — 2—normal avec C une conjugaison sur H.

Théoréme 3.2.4. Soit T € B(H) un opérateur C — 2—normal avec la conjugaison C sur H. Si T est 4—normal, alors

les énoncés suivants sont vrais.
1. T? estC —2—normal si et seulement si C commute avec T?>(T*)?T?.
2. Pourtoutn=2k+1oitkeN, alors T" est C —2—normal.
3. Pourtoutn=4m (k=2m) oitk € N*, alors T" est C —2—normal.

4. Pourtoutn=4m+2 (k=2m+1) oit k€N, et si T? est normal, alors T" est C — 2—normal.

Démonstration. (1) Nous avons

C(r®H*(1%* = CT*T*T*=CT*T*T*T*
= T®T*CT?*T* = T>(T*)*T?C,

etona

(TH*(T??C = T'T*T*C=T'T*T?*T*C
= T*T?CT*T?=CT?*(T*)?T>.

Par conséquent, T2 est C — 2—normal, ce qui est équivalent au fait que C commute avec T2(T*)? T2,
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(2) Sin=2k+1, nous avons

C(T™?(T™*

C(T2k+1)2(T2k+l)* — CT4k+2(T*)2k+1
CTZ(T4)kT*((T*)2)k _ CTZT*(T4(T*)2)k
CT?>T*(T*T*T?>T*)k

C(T*THUT* T (T*THIT* T (T* TH]...(T* TH(T*T*))
(T*TAHUT*T*)(T* THIT*T*(T* TH))..(T*T*)(T* T*)]C
T* T4H(T*)2T*(T*)?..T*(T*)?*T?)C = T*(TH» (kT2 C
(T*)2k+1(T4k+2)C — (Tn)*(Tn)ZC.

Par conséquent, T" est C —2—normal.

(3) Si n =4m, nous avons

C(T*™(T*™* = C(T®™(TH*)" = C(T*(THH™
C(T*T*T*T*T*T*)" =C(T* T?>T?*T* T* T*T*T*)"

cuT* TZ)(TZT*)(T* TZ)(TZT*)](T* T2T2* T* T2 72 T*)m—l
[TZ(T*)2T4(T*)2T2]C(T* T2T2T* T* T2 TZT*)m—l
(T2(r**T T2 C(r* T? T T T* T2 72 7)™
(TH*THACT* T*T2T* T* T2 T2 7)™}
(T)YTH2THTHACT* T* T T T* T* T2 7)™ 2
(TH*2(T21C(T* T*T*T* T* T T? T*)™ 2

= [(THT™PIC = (T (TP C

(T™*(T™>C.

Par conséquent, C(T™)2(T™* = (T™*(T™?C, ce qui est équivalent au fait que T" est C —2—normal.

(4) De la méme maniere.

O

Remarque 3.2.4. Soit T € %(H) un opérateur C —2—normal et C une conjugaison sur H. Si T est un opérateur

4—normal, alors pour tout n = 4m (m # 0),n =4m+1 et n = 4m+ 3 nous trouvons que T" est un opérateur C —

2—normal. Mais si n = 4m+ 2, alors nous avons besoin de conditions supplémentaires.

Proposition 3.2.4. Soit N¢ o (H) l'ensemble de tous les opérateurs C — 2—normal sur H. Alors, la classe N¢c 2 (H) est

fermée pour la norme dans %(H).

Démonstration. Si T € N¢o(H), alors il existe une suite (Tn);‘;‘(’) c %B(H) d’opérateurs C —2—normausx, telle que

| T, — Tl — 0. Alors, nous avons

|cT*T* - T*T%*C| = |CT*T*-CTAT; +T,;T;C—T*T*C|

[C(T?T* - T2T;) + (T T2 - T* THC||

IA

Jea? - 2Ty + 7 13- 7 7

IA

| 2 - | my - T
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Puisque | T>T* - TAT; | — 0, et || T T2 - T*T?| — 0, celasignifie que |CT*T* - T*T?C| =0.
Alors, CT2T* = T*T2C, donc T estun opérateur C — 2—normal. Par conséquent, N¢ 2 (H) est fermé pour la norme
dans %(H). O

Théoréme 3.2.5. Soient T et S des opérateurs sur B(H), tels que S soit unitairement équivalent a T, c'est-a-dire qu’il
existe un opérateur unitaire U tel que S = UTU™. Alors, pour toute conjugaison C sur H, nous avons l'équivalence

suivante: T est un opérateur C —2—normal si et seulement si S est (UCU™) —2—normal .

Démonstration. Nous avons T = U*SU, donc T? = U* S2U. Alors,

CWU*S*(U*S)* = (U*S)* (U*SU)’C o CU*S*UU*S*U=U*S*UU*S*UC
o UCU*S*S*UHU* =UWU*S*S*Uuc)u*
o (UCU"S*S* =S*S>(UCU™).

Dong, S est un opérateur (UCU*) —2—normal, ce qui est équivalent au fait que T est C — 2—normal. O

Remarque 3.2.5. Pour que (T + N) soit un opérateur C — 2—normal, nous avons besoin d’'une grande quantité de

données.

Théoreme 3.2.6. Soient T, S € %8(H) deux opérateurs C —2—normaux ot C est une conjugaison sur H.
(1) SiTS+ST =0, T?S*+S?T* =0 et T*S?> + S*T? =0, alors (T + S) est un opérateur C — 2—normal.
(2) Si T et S sont des opérateurs C—symétriques tels que TS+ ST = 0, alors (T + S) est un opérateur C —2—normal si

et seulement si T(T — S8*)S™ est un opérateur auto-adjoint.

Démonstration. Puisque TS+ ST =0, donc (T + S)?> = T? + §?, alors

C(T+S*(T+S8)* = C(T?T*+TS* +S>T* +8%5%)
= C(T°T* +8°S*)=CT*T* +CS*S*
= T*T?’C+S*S°C=(T*T*+S*S*)C
= (T*"T*+T*S*+S*T?*+S*$%)C
= (T+8)*(T+9)7>C.

Ainsi, C(T+8)2(T+8)* =(T+8)*(T+S)2C. Par conséquent, (T + S) est un opérateur C —2—normal. O

Théoreme 3.2.7. Soit T € %B(H) et soit C une conjugaison sur H. Si (T + a) est un opérateur C — 2—normal pour
chaquea € R, alors C(T*+2T)C = (T*+2T). De plus, nous avons l'équivalence suivante: T est un opérateur C—normal

si et seulement si CT? = T2C.

Démonstration. Tantdonné que (T +a) est un opérateur C—2—normal pour tous les a € R, alors T est un opérateur

C —2—normal. Nous avons

C(T+a)*(T+a)* C(T’T* +aT?*+2aTT* +2d°T+*T* +a®)

CT®’T* +aCT? +2aCTT* +2a*CT + a®>CT* + a°C,
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etona

(T+a)" (T+a)’C (T*T?+2aT*T+&?T* +aT? +2a°T +a®)C

T*T?C+2aT*TC+a’T*C+aT*C+2d’TC+ a°C.

Cela démontre que 2a(CTT* —T*TC)+a(CT? - T?>C) +2a*(CT - TC) +a*(CT* - T*C) = 0. Alors,

a[2(CTT* = T*TC) + (CT? = T?C)] + a®[C(T* +2T) — (T* +2T)C] = 0. Puisque «a est arbitraire dans R, on obtient
2(CTT*-T*TC)+(CT>-T?C) =0 et C(T*+2T)—(T*+2T)C=0.

Cela implique que C(T*+2T)C=(T* +2T). Etnousavons 2(CTT*-T*TC) + (CT® -T2C) =0.

Si T est un opérateur C—normal, alors (CT? — T?C) = 0, ce qui implique que CT? = T?C. Et si CT? = T2C, alors
2(CTT* - T*TC) = 0, ce qui implique que TT* = CT*TC, ce qui a son tour signifie que T est un opérateur

C—normal. O

Théoréme 3.2.8. Soit T € 9B(H), et soit C une conjugaison sur H. Alors les énoncés suivants sont vrais :

(1) Si T est un opérateur C—skew—symétrique, alors T est C —2—normal si et seulement si (T2T*)* = —(T?T™*).

(2) Si T est un opérateur C—symétrique, alors T est C — 2—normal si et seulement si T>*T* est un opérateur auto-
adjoint.

(3) Si T est C—symétriqueet T = T*, alors T est C —2—normal.

(4) Si T est C—skew—symétrique et T = —T*,alors T est C —2—normal.

Démonstration. (1) Nous avons que T est C—skew—symétrique, donc CT =—-T*C, et donc
CT?’T* = -T*CTT*=-(T*?*TC
= —(T*T»*C.

Par conséquent, CT?T* = —(T*T?)*C, donc CT?T* = T*T?C ce qui équivauta T*T? = —(T*T?)*.
(2) Puisque T est C—symétrique, cela signifie que CTC = T*, et CT*TC = TT*. En partant du fait que T est C —

2—normal, alors T2T* = CT* T2C, donc

T2T* CT*TTC=CT*TCT*

T(T*)Z — (TZT*)*

Cela signifie que T?T* = (T?T*)*, donc T?T* est un opérateur auto-adjoint.

(3) et (4) se démontrent de la méme maniere. O
Les propositions du (Théoreme 3.2.8, points (3) et (4)) sont équivalentes si T est inversible.

Proposition 3.2.5. Soit T € 8(H) un opérateur inversible, et soit C une conjugaison sur H. Les énoncés suivants sont
vrais :
(1) Si T est C—symétrique et T est C —2—normal, alors T = T*.

*

(2) Si T est C—skew—symétriqueet T est C—2—normal, alors T =—-T*.

Démonstration.
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(1) Supposons que CT?®T* = T*T2C, donc (T*)2TC = T* T2C, nous obtenons
(T*?T=T*T*> o (T*T*T)=(T*TT)
s (r'hvrrrort=ahHrrrnT!
o T=T".
(2) De la méme maniere. O

Théoreme 3.2.9. Soit T € ZB(H) un opérateur C—normal et inversible, et soit C une conjugaison sur H. Alors, T est

C —2—normal si et seulement siCT = TC.

Démonstration. Nous avons que T est C —2—normal, alors selon la relation 3.1 nous obtenons
T?>T*C=CT*T?, etnous avons que T est C—normal, donc CT*T = TT*C, alors

TTT*C=CT*TT < TCT*T=TT*CT
& TCT*T-TT*CT=0
& TCT -T*C)T=0
& CT*"-T*C=0.
Par conséquent, T est C —2—normal si et seulement si CT = TC. O

Proposition 3.2.6. Soit T € B(H) un opérateur C—normal. Nous constatons que si T est une isométrie ou si T* est
une isométrie, alors T est un opérateur unitaire (selon le Théoréme 3 de la référence [23]). Dans cette situation, nous

trouvons que T est C —2—normal si et seulement siCTC =T.

Démonstration. Puisque T est un opérateur unitaire, alors TT* = T* T = I. En supposant que T est

C — 2—normal, nous trouvons que

CT®T*=T*T?’C = CTTT*=T*TTC
= CT=TC
= CTC=T.

En supposant que CTC = T, alors CT = TC, et nous trouvons également que CT* = T*C . Donc

TI=IT = TT*=T*T?
= CT*T*=CT*T*
= CT?T*=T*T%C.
Par conséquent, T est C —2—normal. O

Cette caractéristique montre que la somme et la différence des opérateurs nécessitent beaucoup de conditions

pour étre C —2—normal.
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Théoréme 3.2.10. Soient T, S € %8(H), et soit C une conjugaison sur H telle que (ST)* (TS)? = (T S)*(ST)?, (TS)*(ST)* =
(ST)?(TS)*, et TS>T + ST?S = 0. Si TS est C —2—normal, et ST est C —2—normal , alors [T, S] est un opérateur
C—-2-normal, tel que [T,S] = TS—ST.

Démonstration. Nous avons:
[T,S1> = (TS)?>-TS*T—-ST?S+(ST)?

= (TS)?+(ST)?>—(TS*T +ST?S)
(TS)? + (ST)2.

Alors,

CIT,SPIT,SI* = CTS)*+(SDAHUTS)* - (ST
= CUTSATS* = (T*(ST)* +(SDATS* - (ST*(ST)™)]
= C(TS)*(TS)* - C(ST)*(ST)*
= (T (TS*C-(ST*(ST)*C
= (TS (TS*+(T9*(ST)* - (ST)*(TS)* - (ST)*(ST)?)IC
= (T - (SDHUTS*+(STHC
= [T,S]*[T,S]%C.

Donc, CI[T,S)?[T,S]* =[T,S]* [T, S]?> C. Par conséquent, [TS] est un opérateur C — 2—normal. O

Théoreéme 3.2.11. Soit C une conjugaison sur H, et soit T un opérateur inversible dans 98(H).
(1) Si T =T~ oubien T* = T™!, alors nous disons que T est C — 2—normal si et seulement siCTC = T.
(2) Si T* = AT~ ou bien T = AT~" oi1 A € C, alors nous disons que T est un opérateur C — 2—normal si et seulement

si %CTC = T ou bien %CTC = T respectivement (Généralisation de (1)).
Démonstration. (1) Si T =T}, alors T? = I. Ainsi, CT2T* = CT* et T*T?>C = T*C. Nous avons
CT?’T*=T*T?’C o CT*=T*C
o CT'C=T*
< CTC=T.
Par conséquent, T est un opérateur C —2—normal si et seulement si CTC =T.

Si T* = T71, alors CT?T* =CTTT '=CT, et T*T?C =T"'TTC = TC. Par conséquent, T est un opérateur

C—-2-normal si et seulementsi CTC=T. O

Lemme 3.2.1. Soit T € B(H) . Si T~ existe, alors T* est également inversible. Dans ce cas, | T| est également inver-

sible.

. 1 .
Démonstration. Nous obtenons |T| = (T*T)z, ensuite

(1" 1)) = (1 1)
(TN T = [T = ()7,

|T|™!
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Par conséquent, | T| est inversible. O

Théoreme 3.2.12. Soit T = U|T|, la décomposition polaire de T € %B(H), ot U est un opérateur unitaire. Alors, il
existe des conjugaisons C et ] sur H telles que U = C]J, (voir le Théoréme 1 [15]). Si ] commute avec|T|, alors:
(1) T est un opérateur C —2—normal si et seulement si |T|(IT|U|T|) est un opérateur auto-adjoint.

(2) Si T est inversible, alors on trouve que T est C —2—normal si et seulement si T = T*.

Démonstration. (1) Nous avons :

CT*>T* = CU|T|U|T||IT\U* =CCJ|T|CJITI?JC

IT|JCITI>JJC=TIU*|T>C=(TIUITN*ITIC
(TIATIUITI)*C.

De I'autre coté,

T*T*C = |T\U*UITIUITIC=I|T|ITIU|T|IC

ITIATIUITHC.

Alors, T est un opérateur C —2—normal, ce qui est équivalenta (|T|(ITIU|T)* =IT|I(TIU|TI).

(2) Nous avons que T est C —2—normal, alors

CT®T* =T*T?C

< (TIATIUITN* =ITIUTIUIT))
< |TIU*ITITI=ITITIUITI
o U'|T|=|TIU
o T'=T.
Cela signifie que T = T*, ce qui est équivalenta CT?>T* = T* TC, donc T est C —2—normal. O

Proposition 3.2.7. Soit T = U|T|, la décomposition polaire de T dans %(H), ott U est un opérateur unitaire. Alors,
il existe des conjugaisons C et J sur H telles que U = CJ. Si T est C—2—normal et T est ] —2—normal, alors la

A A A
transformée de Duggal T est C —2—normal et T est ] —2—normal, de telle sorte que T = |T|U.

Démonstration. Si T est C —2—normal et T est J —2—normal, nous avons

CT?T* =T*T?%C T*T2=CT?*T*C

]TZT* =T* T2] TZT* :]T* T2]
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Alors,

AN N
C(D*(1)*

CITIUIT||T|=CU*U|T|U|T||T|U*U
= CU*T?’T*U=CJCT?T*CJ

= CJT*T?]=CT?’T*=T"T%C

= JT?>T*JC=JCT*T*CJC

= U'T*T?UC=U*|TIU*UIT|U|TIUC
- UtITITIUITIUC = (D) (D2C.

A A A A A
Puisque C(T)?(T)* = (T)*(T)?C, cela signifie que T est C —2—normal.

N
En utilisant la méme preuve que précédemment, nous concluons que T est aussi / —2—normal. O

A A}
Remarque 3.2.6. Si la transformation de Duggal T est C —2—normal et que T est ] —2—normal, alors T est C —

2—normal et ] — 2—normal. Cela implique une équivalence dans la Proposition 3.2.7.

Proposition 3.2.8. Soit T € %8(H) un opérateur normal, et soit T = U|T|, la décomposition polairede T, avecU = C]
ot C et ] sont des conjugaisons sur H. Si ] commute avec |T|, alors les énoncés suivants sont vrais:
(1) T est un opérateur C — 2—normal si et seulement si |T|> = (U |T| U).

A A
(2)T est un opérateur J-normaletona T est un opérateur C —2—normal si et seulement si TR =C|T|ICU*|TI?U*.

Démonstration. (1) Nous avons que T est un opérateur normal, alors
T*T*C = TT*TC=UI|T||ITIU*UITIC=CJITPC,
et
CT*T* = CTT*T=CCJITP=ITPJ.
Ensuite, nous montrons que T est C —2—normal, ce qui est équivalent a
ITPJ=CIITPC o TP =CJITPCI«ITP=UITPU.
(2) Etant donné que T est un opérateur normal, alors

A
(D*T U*ITHTIU=JCITIJJITIC]

JCTITITIJCT = JUIT|ITIU* ]
JTT*] = JT*TJ = JITIU*UIT|]
JITIUU T ] = JT(T)* .

N
Par conséquent, T est un opérateur J—normal.
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A A ANAY
Nous avons (T)*T = JT(T)* ], ensuite

A AN AN A AN AN
C(T)J(D)*(T)] = J(T)(T)* J(T)C
A AN A
CITICJI(D)* (D] =JITP? J(T)C
ciric (M =TPuc
N AN
CITIC(T)*(T) = |T]? U?

A A A AL A A
C(H(T(D)* =(D)*(TN(T)C

CITICU*|TIPU = TP U?
CITICJCIT?=ITPU

¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢

IT]® =C|TICU* |T?U*.

Ceci termine la preuve. O

Théoreme 3.2.13. Soient T et S € B(H), et soit C une conjugaison sur H, telle que T = CSC . Nous avons l'équiva-

lence suivante: T est un opérateur C —2—normal si et seulement si S est un opérateur C — 2—normal.

Démonstration. En supposant que T soit C —2—normal, cela est équivalent 3,

CT?’T*=T*T’C < C(CS*C)(CS*C)=(CS*C)(CS*C)C
o $25*C=CS*S?
o CS*S*=S*S%C.

Cela équivaut a ce que S soit C —2—normal. O

Proposition 3.2.9. Soit (X, u) un espace mesuré. En utilisant la proposition (5.1) de [28], nous obtenons:

(1) Soit L?(X, u) un espace de fonctions a valeurs complexes avec la conjugaison C définie par

Cf(x) = f(x). Soit ¢ € L™, et soit T, un opérateur de multiplication sur L2(X, ) tel que Ty f = @f. Alors T, est un
opérateur C —2—normal si et seulement si p = ¢, ce qui équivaut a (¢ — ¢ =0).

(2) Si C est une conjugaison sur L*(X, i) définie par C f(x) = m, et si ¢ € L™ est une fonction paire et que ¢ = @,

alors l'opérateur de multiplication Ty, sur L2(X, ) est un opérateur C —2—normal.

Démonstration. (1) Nous avons,

CTZT}(f) = CT,T,Ty(f) = CW’Df)
= 9*of =|o|’ Bf.
De l'autre coté,
Ty ToC(f) = TaTyTyClf) = To(w’ f)

= 9¢°f=lo|*¢F.

Par conséquent, I'opérateur T;, est un opérateur C — 2—normal si et seulement si |(p|2 of = |(p|2 @ f, ce qui signifie
que |<p|2 (p— E)? =0, étant donné que si ¢ # 0 (si ¢ = 0, la proposition est claire).
Par conséquent, (¢ — @) f = 0 pour tout f € L2(X, 1), ce qui est équivalent a ¢ = . O
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Proposition 3.2.10. ( Selon Corollaire5 dans la référence [23]) Soit T € %(H) un opérateur C —2—normal, et soit C

une conjugaison sur H. Si T*T? ou T?>T* sont bornés inférieurement, alors T* et T? le sont également.

Démonstration. (1) En supposant que T* n’est pas borné inférieurement, cela signifie que 0 € g4, (T*), par consé-

quent, il existe une suite (x,) avec ||.x, |l = 1, telle que |Cx, |l =1 et | T* x, || — 0. Ensuite, nous avons

I727 5] < |72 70l — 0 et |7 T2C0 | = [CT2T" s < [ 72 | 3] —0.

Cela signifie que 0 € Oap(T?T*), et 0 € 0,4, (T* T?). Par conséquent, T2T* et T* T? ne sont pas bornés inférieure-
ment.
(2) En supposant que T2 n’est pas borné inférieurement, nous trouvons que 0 € o ,5,(T?), donc, il existe une suite

(x5) avec [l xzll = ICxull =1, et || szn || — 0. Nous avons
|7 P < | T [ 7200 — 0, et [T27° Coxn = [CT* T = | 7| | 72xn] — .

Par conséquent, 0 € 0,,(T?>T*) et 0 € 0,4,(T* T?), ce qui signifie que T?T* et T* T? ne sont pas bornés inférieure-

ment. =

Proposition 3.2.11. Soit C(z1, 22, 23, 24) = (24, 23, 22, 21) UNe conjugaison sur C*. Soit T un opérateur tel que

0 b 0 O
a 0 b 0
T:
0 a 0 b
0 0 a O
Alors, les énoncés suivants sont vérifiés:
(1) T est C—2—normal si et seulement si b =a.
(2) T est C—normal pour tout a, b€ C.
Démonstration. (1) Nous avons
ab 0 b 0 0a 0 0|z @bz + (|l +1bl*) azs
0 2ab 0 B || b 0 @ 0 || 2 (lal?+21b*)az; +2|al® bz
CT*T*(2)=C
a? 0 2ab 0 0 b 0 al| z 2a|bl*z1 + (21al® +1b1*) bz
- — —2
0 a> 0 ab ||l 0 0 b 0 4 (lal® +1b|*) bZ; + ab zz
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D’un autre cOté,

T*T?C(z) =

ab®’z1+2lal® bzz
(21al® +1b1*) bzz + (lal® + |bI*) aza
(lal® +1b1*) bz: + (lal® + 21b*) azs

2a|bl’Z; + a’bzg+

Nous constatons que si a #0 et b # 0, alors T est C —2—normal, ce qui équivauta b =a.

(2) Pourtous a, beC,ona:

TT*(z) =

|b|? z; + abzs
(lal? +1b|?) zo + abz,

abzy +(1al* +bl?) z3

abzy +al* zy

et CT*TC(z) =

|b|* z) + abzs
(lal? +1bI?) zo + abz,
abzy +(|al> +bl?) z3

abzy +al* z4

Pour tous a, b € C, nous constatons que CT*TC = TT*, donc T est C—normal.

O

Remarque 3.2.7. A partir de ce qui précede, on peut généraliser en considérant C(z1,2p, ..., 2ok) = (Zaky - 22, 21)

comme une conjugaison sur C2k. Pour tout T € My (C) tel que

0 b 0 O
a 0 b 0
0 a 0 b
T =
a 0 b
0 a O
0 0 0 a

On constate que T est un opérateur C—normal pour tous a, b € C et que T est un opérateur C —2—normal si et

seulement si b = a.
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Conclusion

Cette these repose sur la théorie des opérateurs linéaires bornés dans I'espace de Hilbert, que nous avons sym-
bolisée par 28(H). Notre étude s’est concentrée plus particulierement sur les opérateurs C—normaux, 2—C—normaux
et C —2—normaux, ou C représente une conjugaison dans 'espace H.

Nous avons introduit, au début de cette these, quelques éléments préliminaires sur les opérateurs normaux et les
opérateurs positifs. Nous avons rappelé tous les outils nécessaires a I’élaboration de cette these.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons concentré nos efforts sur la notion de conjugaison et sur celle des opéra-
teurs C—symétriques sur un espace de Hilbert. Cela constitue une introduction aux opérateurs C—normaux, dans
laquelle nous avons étudié tous les concepts présentés dans ce contexte. Cette approche facilite 'identification de
plusieurs propriétés de ce type d’opérateurs.

En étudiant les opérateurs C—normaux, nous avons constaté qu’il était possible de généraliser davantage ce concept.
Par conséquent, dans le troisieme chapitre, nous avons développé cette généralisation en introduisant deux nou-
velles classes d’opérateurs, que nous avons appelées « 2 — C—normaux » et « C —2—normaux ».

Pour découvrir leurs propriétés distinctes, nous avons utilisé plusieurs caractéristiques, dont la décomposition po-
laire d’'un opérateur et la transformation de Duggal.

Les perspectives de recherche dans ce travail sont nombreuses; nous en citons quelques-unes.

(1) Etudier la transformation de Duggal pour les opérateurs C—normaux et les opérateurs 2 — C—normaux repré-
sente un sujet intéressant.

(2) Etudier la transformée d’Aluthge pour les opérateurs normaux, les opérateurs 2 — C—normaux et les opérateurs
C —2—normaux constitue un domaine de recherche prometteur.

(3) Tenter de généraliser les 2 — C—normaux aux n— C—normaux représente une extension ambitieuse visant a
comprendre de maniére plus complexe cette catégorie d’opérateurs.

(4) De méme, parmi les sujets passionnants figure la généralisation des C —2—normaux aux C — n—normaux.
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