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Introduction générale

Dans ce travail, nous avons présnté quelques classes d’operateurs linéaires bornés et des
concepts fondamentaux connexes, et en particulier les opérateurs normaux.
Les opérateurs normaux sont introduie, et leurs propriétés sont étudiées dans [5] et [6]
Dans [1], M.Akkouchi a introduit une nouvelle notion dans étude a la théorie spectrale des
opérateurs normaux.
Dans toute suit étude H signifera un espace de Hilbert complxe. On notera aussi par L(H)
I’algébre des opérateures linéaires bornés définis sur H.
Soit 7' € L(H) on dit qu'un nombre complexe A est une valeur propre de I'opérateur T. On

appelle spectre de T et noté o(7T") on a :
o(T)={ e C, (T —\) n'est pas inversible}

On a évonqué la notion de spectre et ces types (ponctuel, continu, résiduel)

L’objectif de ce travail est de présenter Points importante dans cette la théorie.

Notre travail se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définition les notions de ’analyse
fonctionnelle, les espaces métrique, I'espace de Hilbert..., et nous prénsentons les notations
sur les opérateurs bornés, nous avons étudie quelques l'inverse, 1’adjoint et spectre d’un
opérateur.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnée quelques classes des opérateurs (auto-adjoint,
unitaire, positive, isometrie, projection, compact). comme nous introduit la définition d’opé-
rateur normal et quelques 'exemples générales et on présente ses propriétés principales.
Le dernier chapitre est consacré a la théorie spertrale des opérateur normaux et donne

quelques 'exemples.



Chapitre 1

Rappels et notions fondamentales

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Définitions (rappels)

Définition 1.1.1. (Espace vectoriel normé)

Soit E un espace vectoriel sur le corps K =R ou C, on appelle norme sur [’espace F toute
application notée ||.|| définie sur E & valeurs dans RT,

vérifiant pour tout x,y dans F et a dans K

i) ||| = 0 si seulement si x = 0.

i) |lax| = |a|||z]|  (homogénéité).

i) ||z +yll < ||zl + |lyl|  (inégalité triangulaire).

Tout espace vectoriel muni d’une norme est appelé espace vectoriel normé.

Exemple 1.1.1. Soit C([a,b],R), ’espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] valeurs

réelles. Pour tout f € C([a,b],R), on pose

1f Il = [ f@)da, || fll2 = (flf(l’)l2dx>2, et || flloo = sup |f(z)].

z€[a,b]
Les applications ||.||1 et ||.|| sont des normes sur C([a,b],R).
Définition 1.1.2. (Espace métrique complet)
On dit que E est un espace métrique complet si toute suite de Cauchy de E converge dans

E.



Définition 1.1.3. (Espace de Banach)

Tout espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach.
Exemple 1.1.2. (C([0,1],R), ||.||cc) est un espace de Banach.

Définition 1.1.4. (Produit scalaire)

Soit E un espace vectoriel sur R, un produit scalaire sur E est application de E x E dans
K, notée (.,.) possédant les propriétés suivantes

pour tout x,y, z dans E et a, B dans R,

i) {ax + By, z) = alz, 2) + B(y, 2)-

i) (x,y) = (y, ).

iii) (x,x) > 0.

i) (x,x) = 0 implique x = 0.

Définition 1.1.5. (Espace Préhilbertien)

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Proposition 1.1.1. /9] Tout espace Préhilbertien est un espace vectoriel normé, la norme

est donné par

2]l = v/ (2, ).

Exemple 1.1.3. Les espaces R et C sont des espaces préhiblertiens pour le produit scalaire

dit usuel. .
(x,y) = szyz dans le cas réel
i=1
(x,y) = ZLE dans le cas complexe
i=1

Proposition 1.1.2. (L’identité du parallélogramme)

Soient x,y deux vecteurs de l’espace préhilbertien E alors
lz +ylI* + llz = yll* = 2 (= ]* + [[y]*)-

Proposition 1.1.3. /2] Un espace vectoriel normé est un espace préhilbertien si et suelment

si, sa norme vérifie lidentité du parallélogramme.



Exemple 1.1.4. C([0,1], R, ||.||c) est un espace vectoriel normé, mais n’est pas un espace
préhilbertien pour g(t) =t et f(t) =1—1t, t € [0,1], tel que
Ifllse = llglloo =1 et [[f + gll3 = Ilf — gll3 =2, mais 2 (| f]% + llgll5) = 4.

Définition 1.1.6. (Vecteurs orthogonaux)
On dit que deuz élément x et y d’un esoace préhilpertien sont orthogonaux si (x,y) =0, et

on note x L y.

Exemple 1.1.5. On prendre E = C™ muni d’un produit scalaire

(x,y) = Z ;.
i=1

On pose l’ensemble des vecteurs
(ea)azt.n = (0,...,0,1,0,...,0)
Pour tout o et (B telle que o # B, on a e, L eg, lorsque, (eq,eg) = 0.

Définition 1.1.7. On appelle orthogonal d’une partie F' de E l’ensemble
Fr={yeE VzecF, (v,y) =0}

Définition 1.1.8. (Espace de Hilbert)

On appelle espace de Hilbert ou espace hilbertien tout espace préhilbertien complet.

Proposition 1.1.4. [2] Un espace de Banach est un espace de Hilbert si, et seulment si sa

norme vérifie l'identité du parallélogramme.

Exemple 1.1.6. Considérons l’espace C(([0, %), ||.||o). Posons

f(t) = cost, g(t) =sint

[flloo = llgllec =1
et
Hf—i_gHOO = \/57 Hf - gHoo = 1.



On voit donc que
1S+ gllz + 1LF = gllz # 2 (117 + llgll®)

Il est de voir que l’espace des fonctions continues C([a,b]) n’est pas un espace de Hilbert,

quelque soit le segment |a, b|.

Définition 1.1.9. (Espace C|a,b])

Des fonctions continues sur [a,b], de norme

= t)|.
] = max Ja(1)

Définition 1.1.10. (Espace C*[a,b])

Des fonctions k fois continument dérivables sur |a,b], de norme

telle que 2°(t) = x(t).

Définition 1.1.11. (Espace L'())) Soit Q un ouvert de R", on désigne par L*()) des

fonctions intégrable sur €2 a valeur dans R, on pose

11 = [ 1@l

Définition 1.1.12. (Espace L7 (Q))

Soit 1 < p < +o00, on pose

LP(Q) ={f:Q — R, f mesurable et |f(x)]F € L'(Q)}

171 =71 = ([ \f(x)\pdx);-

Sip=+400, on a L*(Q) est l’espace des fonctions f : Q — R, f mesurable, vérifiant

munt de la norme

3¢ >0 telle que |f(x)| < ¢, p.p. sur Q

La norme est notée par

[flli=e = [ loe = inf{c >0, |f(z)] < ¢ p.p sur Q}.



Remarque 1.1.1. Si f€ L'(Q2), on a

If(@)] < |flle p-p- sur Q.

Théoréme 1.1.1. [3/(Fischer-Riesz)

L’espace LP est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.
Remarque 1.1.2. L’espace L? est le seul espace de Hilbert.

Définition 1.1.13. (Espace ?;1 < p < )

L’espace des suites de nombres complexe telles que Y |z;|P converge.

0 ,
], = <Z Ixilp>
i=1

définit une norme dans cet espace.
Remarque 1.1.3. Si p = oo, alors
|2]|co = sup(|z,|, n € R*) < 0.

1.1.2 Inégalités des auxiliaires

a) Inégalité de Cauchy-Schwarz.
Si E est espace préhilbertien, on a pour tout (z,y) € E?

[z y)| < [l [ly (1.1)

b) Inégalité de Holder.

Soient p et q deux exposants conjugues (i.e.% + % =1)et feLP, ge L1 alors,

fge L et / Fal < 11 llgll (1.2)

Pour p = g = 2, I'inégalité (1.2) devient

i< ([ dx)é (/ |g|2d:c)é (1.3

et on 'appelle inégalité de Cauchy-Schwarz.
c) Inégalité de Minikowski.
Soit p > 1 et f, g deux fonctions dans LP(Q2) alors, la somme f + g est aussi dans LP(2) et

on a

1+ glle < [1fllp + llgll (1.4)



1.2 Notions sur les opérateurs

1.2.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1.2.1. (Opérateur linéaire)
Soient E et F' deux espace vectoriels, on appelle opérateur linéaire de D(A) C E dans F

toute application
A:D(A) C E— F, (D(A) est le domaine de A)

qui vérifie les conditions suivantes

1) Condition additive
Vz,y € D(A) on a A(x +y) = A(x) + A(y).
2) Condition homogeéne
Ve e D(A), A\e K= (R ou C) on a A(A\x) = AA(x).

Remarque 1.2.1. 1. En d’auter terme, lapplication A : D(A) C E — F est linéaire si et

seulement si

A(Az + py) = AA(x) + pA(y)

pour tout A, u € K et x, y € D(A).

2. Le vecteur A(x) est en générale, noté Ax.

3. On suppose que D(A) est une variété linéaire i.e. Vr,y € D(A), VA, p € K: Ax+ puy €
D(A).

Exemple 1.2.1. Soient E et F deux espaces normés.

1. On consideére lopérateur suivant
Ix = x pour tout x € F.

L’opérateur I s’appelle opérateur identique.
2. Soit
Oz = 0 pour tout z € E.



(0 désigne ici l’élément nul de l’espace). Alors O s’appelle opérateur nul.
3. Soit l'operateur T défini par
T: L*[0,1] —L?[0,1]
f(z) —a f(x)
lopérateur T est appelé opérateur de multiplication par x.
Définition 1.2.2. (Noyau et image d’opérateur)

o [’ensemble

KerA={x € D(A), Ax =0}
est appelé noyau de l'opérateur A, et aussi noté parfois N(A).
e L’image de l'opérateur A défini par
ImA ={Az, v € D(A)}
et aussi noté parfois R(A)

Définition 1.2.3. Soient A et B deux opérateurs linéaires. On dit que A et B sont égales si
1. Dy = Dgp
2.Vx € Dy on a Ax = Bux.

On note alors, A = B.

Notation 1.2.1. On notée par L(E, F') l’ensemble des opérateur linéaires de E vers F.

Si =K, L(E,K) est le dual algebrique de E, il est note E*. Enfin, si E = F on écriva
L(E) au lieu de L(E, E).

Définition 1.2.4. (Somme d’opérateurs)

Soient A et B deux opérateurs linéaires de ’espace vectoriel E dans F. On définit 'opérateur

A+ B par
(A+ B)x = Az + Bz, x € D(A+ B) et D(A+ B) = D(A) N D(B)

Définition 1.2.5. (Produit d’opérateurs)
Soient A et B deux opérateurs linéaires, A € L(E, Ey) et B € L(FEy, Ey). On définit

lopérateur BA comme ['opérateur linéaire de E dans Ey par

(BA)z = B(Az), Va € D(BA)



tel que
D(BA) ={xz € D(A), Az € D(B)}.

Définition 1.2.6. On définit 'opérateur kA produit d’un opérateur A par un nommbre k

tel que
(kA)r = k(Az), Yo € D(A), Vk € K.

Remarque 1.2.2.

1.A+ B, AB, kA€ L(E,F).

2. L’ensemble L(E, F) constitue un espace vectoriel par rapport aux opérations d’addition
et de multiplication par un nombre.

3. L(E) est une algébre avec identité sur K.

Définition 1.2.7. On dit que A et B commutent et on écrit
AB = BA, Vo € DygN Dpga

Définition 1.2.8. (Opérateur continu)

Soient E et F deux espaces normés, un opérateur linéaire A de FE dans F est dit continu au
point xg € E, si pour tout voisinage V du point yo = Axg il existe un voisinage U du point
xo tel que Ax € V, dés que x € UN E.

L’opérateur A est dit continu, s’il est continu en tout point v € E.

Définition 1.2.9. A € L(E, F) est dit continu si

lI-llg ll-llg

V(z,) C E, z, — © = Ax, — Ax.

Définition 1.2.10. (Opérateur borné)
Soient E, F deux espaces normés, un opérateur linéaire A de E dans F est dit borné, s’il
est défini partout dans E (i.e. D(A)= E) et transforme tout ensemble borné dans E en un

ensemble borné dans F.

Définition 1.2.11. Un opérateur linéaire A défini sur E dans F et dit borné s’il existe une

constante positive C > 0, telle que

[Az|[r < Cllz] - (1.5)



Proposition 1.2.1. Tout opérateur linéaire continu est borné.

preuve.

Soit M C E un ensemble borné. Supposons que ’ensemble AM C F' ne soit pas borné. Alors
dans F' il existe un voisinage de zéro V' tel qu’aucun des ensembles %AM n’est contenu dans
V', mais alors il existe une suite d’élémenets x, € M telle qu’aucun des élémenets %Awn
n’appartient & V. Par suite d’une part, on a %xn — 0 dans E et, d’autre part, la suite

%Axn ne converge pas vers 0 dans F, ceci contredit I’hypothése de continuité de 'opérateur

A.

Exemple 1.2.2. 1. L’opérateur de multiplication T défini sur Uespace C([1,2]), alors

ITflloo = sup [(T'f)z|

z€(1,2]

= sup |z f(z)|
z€[1,2]

<2|[flloo

Donc T est borné.
2. L’un des opérateurs linéaires les plus importants est l’opérateur de dérivation. Il peut étre

considéré dans des espace différents.
a)
D c([0,1]) —C([0,1])
F(t) —f ()

dans cet espace, il est évident que cet opérateur n’est pas défini sur tout l’espace C([0,1]),

l'opérateur D est donc n’est pas continu.

b)

D : C([0,1]) —C([0,1])
F() — ()

10



Alors,
IDflleo =[1£ lloo = sup [£'(1)]
te(0,1]

I £llerqoy = sup |£()]+ sup [f'(t)]
te(0,1] te(0,1]

=[1flloo + 1 lloo

d’ou,
IDflloe < lfller o,

Donc D est borné.

Définition 1.2.12. (Norme d’un opérateur)
Le plus petit des nombers C vérifient l'inégalite (1.5) s’appelle norme de l'opérateur A et se
note ||A|| i.e

|A|| = inf{C >0, Vx € E, ||Az|| < C||z||}

Proposition 1.2.2. Pour tout opérateur borné A € L(E,F) on a

Ax F
1Al = sup 2202 _ G Al = sup [ Aalls

20 |Tle a2 el <t

Démonstration. Voir [15]
Exemple 1.2.3. 1. Soit
T:C([0,1]) —R
f—7(0)

On a

ITfll = sup 1£(0)] = f(0) < I/

z€(0,1

=T/l

<I|.f1]
=T <1 (1.6)

11



On pose
g(x) =1, pour tout z € [0, 1]

Alors,
Tg(z) = g(0) =1
d’o,
[Tgll =1 et |T]| = sup [Ty
I1TI=1
Alors,
IT) =1 (1.7)

Par (1.6) et (1.7) on obtient
I7) = 1.

2. On défini Uopérateur S sur (*(N) (et on lappelle le shift ou opérateur de décalage) par
S(ZE‘I, Ta, ) = (O,ZL’l, Ta, )

On a
|S]I = 1.

Corollaire 1.2.1. On déduit de la proposition précédent de la norme que
[Az]| < || Alll[z]], Vz € E.
Remarque 1.2.3. La norme de A est également donnée par

[A[l = sup [(Az,y)]

[lzf|<1

Notation 1.2.2. On notée par L(E, F') l’ensemble des opérateur linéaires borné de E dans
F.SiF =K, L(E,K) est le dual topologique de E, il est note E'. Enfin, si E = F on écriva
L(E) au liew de L(E, F).

Proposition 1.2.3. [5/ (Propriétés de la norme)

Soient E et F deux espaces vectoriels normés.

1. SiA,Be L(E,F), alors A+ Be L(E,F) et

1A+ Bl < [|A]l + 1B]].

12



2. SiaeKetAe L(EF), alors aA € L(E,F) et
lecAll = |af[[A]l.
3. Si A,B € L(FE), alors AB € L(F) et
[AB| < || A[l[|B]]-

Définition 1.2.13. (Graphe d’opérateur)
Le graphe G(A) d’un opérateur A € L(E, F) est un sous-espace de E X F défini par

G(A) = {(z, Az), € D(A)} CE x F

Définition 1.2.14. (Théoréme du graphe fermé)
Soint E, F' deux espaces de Banach et A opérateur linéaire. Alors

G(A) fermé dans Ex F < A€ L(E,F)

Proposition 1.2.4. [16] Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur K et
A€ L(E,F), les propriétés suivantes sont équivalentes

1. L’opérateur A est continu sur E.

2. L’opérateur A est continu en 0.

3. L’opérateur A est continu en un point.

4. L’opérateur A est borné.

Théoréme 1.2.1. Soit A € L(H), H est un espace de Hilbert sur C.
Si
(Az,z) =0, Ve € H

Alors,

Démonstration.
Comme

(A(z+y),z+y)=0

On voit que

(Az,y) + (Ay,x) =0 (x € H, y € H)

13
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On remplace y par iy en (1.8), le résultat est
—i(Az,y) +i(Ay,x) =0 (1.9)

Multiplions (1.8) par i et additions a (1.9) on trouve

(Az,y) =0 (1.10)
On pose
y=Ax
(1.10) donne ||Az||*> = 0, alors
Ar =0, Ve e H
Donc
A=0.

Remarque 1.2.4. Si H est un espace de Hilbert sur R, le théoréme précédent n’a pas été

verifé.

Exemple 1.2.4.
0 1

-1 0

On a (Az,z) = 0 pour tout = € R?, mais A # 0.
Corollaire 1.2.2. Si S, T € L(H) et
(Sw,z) = (Tx,x), Y € H

Alors,
S=T.

Preuve. En appliquant le théoréme précédent pour S — 7.

Types des convergences.

Définition 1.2.15. Soient E, F deuz espaces normés (A, )nen une suite d’opérateurs

linéaires bornés, i.e. A, € L(E,F) a) La suite (A,)nen converge fortement vers A, si

lim [|A,x — Az||=0, Vz € FE
n—-ao0

14



. S
et nous écrivons A, — A
b) La suite (A )nen converge uniformement vers A, si
lim ||[A, — Al =0
n—-—=o0
. U
et nous écrivons A, — A

c¢) La suite (A )nen converge faiblement vers A, si
t(Apx) — #(Ax)

Quand n —» oo, V& € F, Vx € E

L w
et nous écrivons A, — A

Théoréme 1.2.2. Soit A, € L(E, F), alors
LA, A=A, -5 A

24, A=A, A

Remarque 1.2.5. A, A A, YA

1.2.2 Inverse d’un opérateur

Définition 1.2.16. (Inversibilité) Soient E,F deux espaces normés, A € L(E, F).

L opérateur A est dit inversibilité, si pour tout y € F [’équation
Ax =y
a une solution et une seule.

Définition 1.2.17. On dit que A € L(E, F) est inversible s’il est bijectif et si son inverse

est continu.

Théoréme 1.2.3. L’inverse d’un opérateur linéaire A existe et seulement si

Az = 0 implique x = 0, quand A~', existe c’est un opérateur.

Définition 1.2.18. (Opérateur inverse)
On dit que A € L(E, F) est inversible s’il existe B € L(E, F) tel que

Vopérateur B (lorsqu’il existe) est unique. On appelle inverse de A et note par A™'.

15



Théoréme 1.2.4. [14] L'opérateur A~Y, inverse d’un opérateur linéaire A, est aussi linéaire.

Remarque 1.2.6.
1. Un operateur linéaire continu B est dit étre un inverse gauche de A si BA=I

2. Un operateur linéaire continu C' est dit étre un inverse droite de A si AC=I
Exemple 1.2.5. L’opérateur I est inversible, et 7! = 1I.

Théoréme 1.2.5. (Série de Neumann)
Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach E dans lui-méme avec ||Al| < 1,
et soit I l'opérateur identique dans F.

Alors, Uopérateur I — A admet un opérateur inverse borné, donné par la série de Neumann

(I-A)"'= iA’f

De plus
1

11— A7 T A

IN

Démonstration. voir |9]

1.2.3 L’adjoint d’opérateur

Définition 1.2.19. (opérateur adjoint)
Soient H et K deux espace de Hilbert et T € L(H, K) lopérateur T* € L(K, H) tel que pour
toutx € H, y € K on ait

(Tx,y) = (x,T"y)

est appelé adjoint de T.

Exemple 1.2.6.
1. On a (Iz,y) = (x,I*y), or (Iz,y) = (z,y), pour tout z,y € H.

Donc
I"=1.
2. Soit
A:R? —R?
(z,y) —(0,y)
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Soit X = (x1,29) et Y = (y1,2)

(AX,Y) =(A(21, 32), (41, 92)) (1.11)
=((0,22), (1, 92))
— 97
On a (AX,Y) = (X, A*Y)
Posons A*Y = 7 = (21, 22)
(X, Z) = ((z1,22), (21, 22)) (1.12)

=T121 + Ta2o

Par (1.11) et (1.12) on obtient z; =0 et 20 = y
Alors, A* est défini par

A*(z,y) = (0,9)
3. On considéré opérateur shift S : (*(C) — (2(C) défini par
S(z1, 9, ...) = (0,21, 29, ...).
Soit (x,,) et (y,) dans €*(C). Alors
(5" @0, Yn) =(@n, SYn)

=((z1, 2, ...), (0,1, Y2, ...))

=Ty + X3Yy + ...
=((z2, 73, ...), (Y1, ¥2,-..))-

Alors S* est défini par

S*(xh T, ) = (9527 $3)

Théoréme 1.2.6. (Propriétés de l’adjoint)

1. (aT + BS)* = aT* + B3S*, pour tout a, 8 € K.

2. (TS)* = 5T~

3. Si T est inversible, T* est aussi et on a (T*)~! = (T~1)*.
4. (T*)*=T.

ST =1T1]-

6. | 7T = |1

17



Démonstration.

1.

(z,(aT + BS)"(y)) =((aT + BS)z, y)
=(z,al"y) + (z, BS™y)
=o(Tz,y) + B(Sz,y)
=(z, (@™ + BS*)(y))

2.

(T'S) (), y) =(x, (TS)y)
=(T"x, Sy)
(75" (), y)

3.Si T est inversible on a TT' =TT =1, don (T-')*T*=T*(T" ") =I"=1.
4. Posons S = (T%)*. On a (I™xz,y) = (z, Sy).
Mais

(Trz,y) = (y, T*z) = (Ty,z) = (x,Ty)
Donc
(z,Ty) = (z,y)

D’aprés le corollaire (1.2.2), on trouve

5.0n a
(T, y)| = [(z, T*y)| < (|7l ||yl

Choisissons x = T™*y. Alors

1Ty lI* < [Tyl lyl

Ou bien
1Tyl < [Tyl

Cette inégalité exprime que 7™ est borné et que

177 < |77
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Choisissons T = T*, donc on a aussi
1Tl < [|7]]

Par conséquent, on trouve

T = [T
6. On a

17Tl <[ T*NT) = |71
ITT|| = sup [|T°T(z)|

=<1

= sup  [(T"A(xz),y)]

lzl<1,llyll<1

> sup (T"T(x), )]

=<1

= sup [T'(x), T'(z)]

=<1

=[]

Par conséquent | T*T| = ||T|*.

1.2.4 Spectre d’un opérateur

Définition 1.2.20. (Valeur propre et vecteur propre)

Soit E un espace normé et T € L(E). Un nombre A € C s’appelle valeur propre de l'opérateur
T, si Uéquation (T — X )x = 0, a une solution x # 0 dans E.

Une telle solution x est appelée vecteur propre (ou une fonction propre) associé a la valeur

propre \.

Définition 1.2.21. (point régulier)
Soit T € L(E), le nombre A € C s’appelle un point régulier de l'opérateur T si (T — \I) est

1nversible.

Définition 1.2.22. (ensemble résolvante et la résolvante)
e On appelle ensemble résolvante de T ’ensemle des points réquliers de 'opérateur T et note
par p(T) tel que

p(T)={Ne€C, T — X inversible }.
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L’ensemble résolvante p(T') est un ouvert de C.

e On définit la résolvante de 'opérateur T comme

R\(T) = (T — \I)™*
Théoréme 1.2.7. Si |\ > ||T||, alors A est un point régulier de l'opérateur T
(i.e. X € R\(T)).

Preuve. Posons G = T, alors ||G]| = |T|| <1 (car |A| > ||T||), donc l'opérateur

1
171l W’
G — I est inversible et (G—1)~" = (3T —I)~! existe et il est borné. Clest-a-dire A € Ry(T).

Théoréme 1.2.8. (Spectre d’un opérateur)

On appelle spectre de T ’ensemble
o(T) =C\ p(T) ={N € C, T — X\ nest pas inversible}.
L’ensemble o(T) est un fermé de C.

Corollaire 1.2.3.

L.o(T)up(T)=C

2.0(T)Np(T) =10

3. Six € a(T), alors |\ < ||T| i.e. o(T) C{X\, [N <||T||} C’est-a-dire, o(T) C B(O,||T|]).
4.

Le specter d’un opérateur borné n’est jamais vide i.e. o(T) # 0.

Définition 1.2.23. (Le spectre ponctuel)

On appelle spectre ponctuel de T ’ensemble des valeurs propres de T, noté o,(T') tel que
o,(T) ={N€o(T), T — M\ non injectif}.

Remarque 1.2.7.

e Si E est dimension finie n, alors

et le spectre de T est un ensemble fini ayant au plus n éléments qui sont les racines du
polynome catactéristique de T.

e Mais si E est dimension infinie on a

o,(T) C o(T).
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Exemple 1.2.7. (cas de la dimension finie)

Soit A € Ms(R) défini par

01
A:
4 0
On a
-2 1 )
det(A — \I) = =N—4=AN-4)(\+4)
4 =\
Alors

o(A) =0,(A) ={—-4,4}.

Définition 1.2.24. (Le spectre continu)

On appelle spectre continu de T et on note par o.(T), l’ensemble
o.(T)={X€o(T), T — AN injectivf et Im(T — \) # Im(T — \I) = E}

Définition 1.2.25. (Le spectre résiduel)

On appelle spectre résiduel de T et on note par o,.(T), l’ensemble
0.(T) = {\ € a(T), T — X injectif et Im(T — \I) # E}
Remarque 1.2.8. Le spectre o(T) est la réunion disjointe de trois ensembles
o(T)=0,(T) U (T)Uo.(T).

Définition 1.2.26. (Le spectre approzrimatif)
Le spectre approzimatif de T € L(H), noté par o4,(T) défini par

o,(T) = {A € C, I(wn) C H, tel que || et [|(T = A)z,|| —> 0}

Proposition 1.2.5. Soit T' € L(E) et A € C, alors
Lo(T*)={AeC, Xea(T)}.

2. 0(T™Y) =0o(T) ! si T est inversible.

3.0 M =T)=X—0o(T).
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Définition 1.2.27. (Rayon spectrale)
Soit T € L(E), on définit le rayon spectral de T comme suit

r(T) = sup{|A|, A € a(T)}.

Exemple 1.2.8. Soit H = L*([0,1]) on considérone 'opérateur de multiplication par x

On a ||T|| =1 et donc
o(T)={ e, | <1}

Alors, o(T) = [0.1], donc r(T') = 1.
Théoréme 1.2.9. Le rayone spectral satisfait
H(T) = lim |77
Preuve. Voir [4]

Corollaire 1.2.4. On a
r(T) < |7
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Chapitre 2

Propriétés des opérateurs normaux

Dans ce chapitre, on va parler quelques classes des opérateurs linéaires bornés, et nous

allons intéresser présenté propriétés des opérateurs normaux.

2.1 Quelques classes des opérateurs

2.1.1 L’opérateur auto-adjoint

Définition 2.1.1. Un opérateur A € L(H) est dit auto-adjoint (ou parfois hermitien) s’il
est égale a son adjoint, c’est-a-dire si, quels que soient x et y dans H
(Az,y) = (z, Ay).

Exemple 2.1.1. 1. Soit le matrice A de M3(R) tel que

01
A= et A" =
10 10

On remarque A = A* donc A est auto-adjoint.

2. Considérons l'opérateur A défini sur L*(R) par
Ax(t) = e g ()

A est un opérateur borné auto-adjoint, car

(A, y) / Mo (gDt / 2 Tyt = (z, Ay)
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Remarque 2.1.1. Tout opérateur borné T sur un espace de Hilbert H a la représentation
T =A+1B, ou A et B sont deuzr opérateurs auto-adjoints, de plus T* = A —iB.
En effet, il suffit de prendre

, .
A=S(T"+T) et B= %(T* ~ 7).

Proposition 2.1.1. /5] (Caractérisation d’un auto-adjoint )
Soit H un espace de Hilbert sur C. Un élément A de L(H) est auto-adjoint si et seulement

st, pour tout = dans E, (Az,x) est un nombre réel.

Preuve.
En effet
(Az,2) = (x, Ax) = (Az,2)
Donc (Az,z) € R

Proposition 2.1.2. Si A et B deux opérateurs auto-adjoints. Alors

1) aA + BB est un auto-adjoint pour tout o, 5 € R

2) AB est auto-adjoint si et seulement si AB = BA

3) Si A est un opérateur quelconque alors A*A, AA* et A+ A* sont auto-adjoints

Démonstration.
1.Ve,y e H
(@A +pB)z,y) = (aAz,y)+ (BBz,y)
= a(Az,y) + B(Bz,y)
= oz, Ay) + B(z, By)
)

= (z,aAy) + B(r, By
= (z,(0A+ BB)y)

Donc 'opérateur aA + B est auto-adjoint.
2. On montre que
AB auto-adjoint = AB=BA
AB auto-adjoint d'ou,
(AB)" = AB
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(AB)* = B*A* = AB
Donc

BA=AB

Maitenant on montre que
AB = BA = (AB) auto-adjoint
On a
(AB)* = B*A* = BA=AB
3. (A*A)r = A*(A")* = A*A
(A+ A*) = A" 4 (A")* = A"+ A
Corollaire 2.1.1. [5] Soit H un espace de Hilbert sur C et A dans L(H).
Si (Az,x) =0 pour tout x € H, alors A= 0.

Théoréme 2.1.1. (Norme d’un opérateur auto-adjoint)

St A est un opérateur auto-adjoint, alors

[Al = sup [(Az, )]

l[==1

De plus, si le mazimum est atteint en xg, alors celui-ci est vecteur propre de A associé a

[l ou —[A].
Preuve. Voir [5]

Proposition 2.1.3. [5] Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint et soit F un sous-espace
de H.

Si F est invariant par A, alors F- est aussi invariant par A.

Démonstration.

En effet, pour tout x € F et y € F+, on a
(Ay,z) = (y, Ax) =0

car Az appartient a F, il en résulte que Ay appartient a F*.
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2.1.2 Définitions élémentaires et exemples

Définition 2.1.2. (Opérateur unitaire)

Un opérateur borné T, défini sur un espace de Hilbert H, est dit unitaire st
T =TT=1
C’est-a-dire T est linverse de son adgoint. (i.e. T-'=T*)
Exemple 2.1.2. Soit H = L*(0,1] défini sur un opérateur T sur H par
THE) = f(1—1), te0,1]
On calcul Uopérateur T
(T10.90) = (70~ 1).00) = [ 500~ 50

On prend y =1 —t = dy = —dt, alors

Do,

C’est-a-dire,
T f(t) = f(1 1)
Maintenant on vérifie facilement que T est un opérateur unitaire, telle que
TT*f(t) = TF(1— 1) = (1)
T"Tft) =T"f(1—1) = f(¢)

Donc

Tr*=T"T=1

Définition 2.1.3. (Opérateur isométrique)

Un opérateur linéaire A sur un espace de Hilbert H est isométrique (ou est isométrie )si
A*A=1

Ou bien,

VeeH, |Az]| = |z

26



Exemple 2.1.3. L’opérateur de décalage S (ou Shift) est un isométrie, car pour
S(l’l, T, ) = (0,1’1, T, )

S*($1,1‘2, ) = ($2,$3, )

S*S(IL‘l,ZEg, ) = S*(O,l’l,l‘g, ) = (ZL’l,CCQ, )

Alors
S*S =1

Définition 2.1.4. (Opérateur projection)

Un opérateur linéaire p sur un espace de Hilbert H est dit projection si
p =D

Définition 2.1.5. (Opérateur projection orthogonale)

Un opérateur linéaire p sur un espace de Hilbert H est dit projection orthogonale si

Exemple 2.1.4. Soit l'opérateur A défini par

A:R—R

(l'la Ta, I‘g) f—>($1, 07 ZE3)

On peut vérifer que

A*(xb X2, 'T3) = (xlv Oa .Tg)

Alors,

A($17$2,=’E3) = A*(l‘lwzwg) = A2($1,$27$3) = ($170,$2)
Donc A est une projection orthogonale

Définition 2.1.6. (Opérateur anti-hermitien)

Un opérateur linéaire A sur un espace de Hilbert H est dit anti-hermitien si

A= —A
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Exemple 2.1.5. Soit T' =il
D’ou

T = —il
Donc

T =-T

1.e. T est anti-hermitien

Définition 2.1.7. (Opérateur positif)

Un opérateur linéaire p sur un espace de Hilbert H est dit positif (ce qui est noté A >0 )si
Vee H (Az,z) > 0.

Exemple 2.1.6.
1. Uopérateur identité et l'opérateur nul sont positifs.

2.

A L*([0,1)) —L*([0,1])

fr—uxf

(Af ) =(ef (), f(2)) vf e L*([0,1])

1

— [ 2@

:/x|f(x)|2dx >0,

0
2.1.3 Opérateurs compacts

Définition 2.1.8. Soit U un ensemble d’un espace norme E, U est dit compact si de tout

recouvemen de U par des ouverts de U on peut extaire un sous-recouvrement fini i.e.
V' Vi, jedJ (ouvert); U C Uje V5, IVi(k), j(k) =1,2,..n; tel que U C U;_,V;(k).

Définition 2.1.9. (Relativement compact)

Un sous-ensemble U de E est relativement compact si son adhérence U est compact.
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Définition 2.1.10. (Opérateur compact)
Un opérateur T qui applique un espace normé E dans F, s’appelle opérateur compact, s’il

transforme tout ensemble borné de E en un ensemble relativement compact de F.

Définition 2.1.11. On dit T est un opérateur compact s’il transforme la boule unité Bg de
E en une partie relativement compact de F.

On en déduit le résultat suivant

Définition 2.1.12. (Critére de compacité)

Lopérateur T est compact, si et seulement si pour tout suite bornée {x,},>1 C E, la suite
{Tx,}ns1 admet que sous suite convergente dans F.

Dans le cas particulier ou E = C([a,b]), le théoréme suivant d’Aszela-Ascoli est générale-

ment utilisé pour prouver la compacité de T.

Théoréme 2.1.2. (Aszela-Ascoli)
Une condition nécessaire et suffisante qu’une famille des fonctions continues définie sur
Uintervalle compact [a,b] est relativement compact dans C([a,b]) est que cette famille est

uniformément borné et équicontinue.

Exemple 2.1.7. Considérons l'opérateur de Volterra

vV L*([0,1]) —C([0,1])

x

16— [ e

0
Soit

B0,1)={feL? |f|<1}
On va montrer que VB(0,1) est relativement compact dans C([a, b]).

VB(0,1) est uniformement borné car

IV flloo = sup | [ f(t)dt|

z€[0,1]
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Puisque,
xr

| / f(t)dt] < / Ol = [

0
Alors
IV flloo < 1 f1I21-
On sait que
11z < £z
Donc,
IV flleo <IIfll22
IVl <1.
V' B(0,1) est équicontinue car
YV z1,29 € [0,1] on a
s @

Vf(as) — Vfa) :/f(t)dt—/f(t)dt

— / F(t)dt
IV f(aa) — V()| =) / F(t)dt

< / F(t)dt

[SIE
[NIE

2

< 72|f(t)|2dt /dt

1

§|$2—$1|%

D’apres le théoreme d’Aszela-Ascoli. L’ensemble VB(0,1) est relativement compact, d’ot

l’opérateur V est compact.
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Remarque 2.1.2. L’opérateur identique I de E dans F est compact si seulement si, E de

dimension finie.

Remarque 2.1.3. On désignera par K(FE) [’ensemble des opérateurs compacts de E dans

lui-méme.

Théoréme 2.1.3. Tout opérateur compact est borné, c’est-a-dire que l'on a l'inclusion
K(E) C L(E).
Démonstration. Soit A un opérateur compact dans E. L’image de la boule unité de E est
un ensemble relativement compact, donc borné. Il existe, alors, une constante M > 0,
telle que

pour tout y € E, |y|| <1, ||Ay|l <M

On en déduit que
|Az|| < M||x||, pour tout x € E

L’opérateur A est donc continue et sa norme est majorée par M.
Remarque 2.1.4. La réciproquement, L’opérateur identique I de E dans F borné, mais il

n’est pas compact car

I(B(0,1)) = B(0,1) n’est pas relativement compact sauf si E est de dimension finie.

Théoréme 2.1.4. [5] L’ensemble K(E) est

a) un sous-espace vectoriel fermé de L (E).

b) un idéal bilatére de L(E), c’est-a-dire que si A € K(E) et B € L(FE), alors AB et BA
sont dans KK(E).

Théoréme 2.1.5. . Soit A un opérateur compact dans E. Alors, l'tmage par A de toute

suite de F faiblement convergente est une suite (fortement) convergente.

Corollaire 2.1.2. Soit (ex), k € N, une suite orthonormée dans E. Si A un élément de
K(E), alors

lim ||Aeg|| =0
Jim || Ac
Preuve. Pour tout = € E la série ¥;|(z, e;)|? est convergent et son terme général

(x,ex) — 0 (kK — 0)
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Cela traduit le fait que la suite (ey) ¥, 0 le théoréme précédent
|Aeg|]] — 0 (k — +00)

Théoréme 2.1.6. [6/ Une combinaison linéaire T = T} + T3 des opérateurs compacts est

un opérateur compact, pour tous les scalaires o, 3

Théoréme 2.1.7. Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact, si ['un des

opérateurs A ou B est compact.

Preuve. Si A est compact, alors A(Bg) est relativement compact dans E et comme B
est borné, d’on B(A(Bg)) est relativement compact, donc AB est compact.

Si B est compact, on applique le méme argument.

Corollaire 2.1.3. (L’inverse d’un opérateur compact)
Dans un espace E dimension infinie l'inverse d’un opérateur compact ne peut pas étre borné.
En effet, dans le cas contraire, 'opérateur identique I = A™YA serait compact dans E, ce

qui est impossible.

Théoréme 2.1.8. (Schauder)
Si A€ L(H) est compact, alors A* est compact.

Preuve. Voir [3]

Théoréme 2.1.9. [5] Soit E un espace normé et F' un espace Banach, et soit {T,} une

suite d’opérateurs compacts de E dans F, Si
i |17, ~ 7| =
Alors, T est compact.
Opérateur de rang fini
Définition 2.1.13. Un opérateur A est de rang fini. Si dimA(E) < oo, dimR(E) < oco.

Exemple 2.1.8. Sur l’espace de Hilbert L*([0, 7], dz), l'opérateur A défini par

™

Af(z) = /cos(x — 5)f(s)ds, pour f € L*([0,7],dz)

0

32



est manifestement un opérateur linéaire, continu et l’expression

™ ™

Af(z) = / cos(u) f(uw)du | cosz + / sin(u) f(u)du | sinz

0 0

montre que image de A est un sous-espace de dimension deux. L’opérateur A est donc de

rang fini égal a 2.

Théoréme 2.1.10. Un opérateur borné A est de rang fini si et seulement si, son adjoint

A* est aussi. Dans ce cas A et A* ont méme rang.
Théoréme 2.1.11. Tout opérateur de rang fini est compact.

Démonstration. En effet, un opérateur de rang fini étant borné, il transforme un en-
semble borné en un ensemble borné. Or dans un espace de dimension finie, un ensemble
borné est relativement compact.

Il est facile de voir que KCy(E) constitue un sous-espace vectoriel de KC(E)

Théoréme 2.1.12. Soit A un élément de L(E). Les assertions suivantes sont équivalentes
a) L’opérateur A est compact.
b) Lopérateur A* est compact.

c) L'opérateur A est limite d’une suite d’opérateurs de rang fini.

2.2 Les opérateur normaux

2.2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.2.1. On dit que T € L(H) est un opérateur normal si T commute avec son
adjoint.
ve. TT=TT".

Remarque 2.2.1. On remarque que tous les classes des opérateurs que nous étudians pré-

cédent sont opérateurs normaux sauf l'opérateur isométrique
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Exemple 2.2.1. 1. La mutiplication T, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opéra-

teur normal sur L*([0,1]), car

T, - L*([0,1]) —L*([0,1]), » € C([0,1])
(To () =(8) f(2)

On a
<T€0fug> :<f’T<pg> Vf,gE L2<[07 1])
((t)£(1), 9()) =(f (1), (t)g(1))
Donc
(Tz9)(t) = (t)g(t)
D'ot
T;f =T5.
Alors,

T:T, = 1,1, = T,T, = T,T

Donc T, est un opérateur normal.
Lopérateur T, est un hérmitien (auto-adjoint) si fonction ¢ est réelle.
2. Soit l'opérateur Shift

S(xy,x9,...) = (0,21, 29, ...)

pour (1, xs,...) € £*(C)
On a montre précédent que S*S = I, et S*(xq,xa,...) = (2,23, ...)
D’ou
SS*(xy1, xa,...) = S(x2,x3,...) = (0, 29, 23, ...)
Alors
S*S #£ SS*

Donc, S n’est pas normal.

Proposition 2.2.1. [6] Soit T' € L(H), les assertions suivantes sont équivalentes

a) T est normal.
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b) |Tx|| = ||T*x|| pour tout z € H.
Dans le cas complexe, ces assertions sont équivalentes a

c) Les parties réelles et imaginaires de T commutent.

Démonstration.

a) Pour tout z € H, on a

17| 17| & (I Tz]* = | T|
& (Tz,Tzx) = (T*z,T*x)

& (2, T"Tz) = (x,TT*x)
=

T =TT*, pour tout x € H.

b) On pose T'= A +iB, tel que A = Re(T) et B=Im(T),onaT*=A—iB

TT* = (A+iB)(A—iB)
= A’—iAB+iBA+ B?
TT* = (A—iB)(A+iB)
= A?+iAB —iBA+ B?
Alors,
TT* —T*T = 2i(BA — AB)

Donc TT* = T*T si et seulment si AB = BA.

Proposition 2.2.2.
1. Sia € C et T est normal, alors aT est aussi normal.

2. T'normal = T™ normal pour tout n € N

Démonstration.

1. Nous avons

(aT)(aT)* = (aT)aT™* = aaTT*
(aT)*(aT) = (aT™)(aT) = aaT™T.

Puisque T est normal, il sont égaux
2. T normal = TT* =TT
= (TT")" = (T*T)"
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Donc T™ opérateur normal, pour tout n € N.

Corollaire 2.2.1. Soit P est polynome et T est normal.

Alors, P(T) est aussi normal.
Remarque 2.2.2. T"normal + T normal, pour tout n > 2.

Exemple 2.2.2. En effet, soit

T? = est normal, mais T n’est pas normal.

Proposition 2.2.3. [8/ Soit T' € L(E) est normal, on a
kerT & ImT = H.

Preuve.
On sait que kerT* = (ImT)* et T normal
D’ou

kerT* = kerT = (ImT)™*

ce implique

(kerT)*: = (ImT)")* = ImT

et on a

kerT @ (kerT): = H
ie

kerT' @& ImT = H

Proposition 2.2.4. (Inverse d’un opérateur normal)

Soit T € L(H) est normal et inversible d’inverse T™!, alors T~ est normal.
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Preuve.

On a

(TT*)~" =(T"T7)7!
:>(T*)71T71 — Tfl(T*)fl
:>(T_1)*T_1 — T—I(T*)—l

i.e T~ est normal.

Proposition 2.2.5. [13] Pour tout U est unitaire ['opérateur U*TU normal si et seulement

st T est normal.

Preuve.
On a
(UTU(U*TU) =U'T*"UU*TU = U*T*TU
et
UrTu)(UrTU) = UTTUUTTU = UTT*U

On remarque que T*T = TT* si seulement si U*TU est normal.

Proposition 2.2.6. [10] Soit T € L(E) est inversible, le assertions suivantes sont équiva-
lents

1. T est normal
2. T7IT* (ou T*T™1) est unitaire.

3. Il existe un opérateur unitaire U tel que T* = UT

Preuve.
Nous montrons

1=20na

(T—IT*)(T—IT*>* :T—IT*T(T—I)*
—TTTH ()
=l1=1
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et
(TflT*)*(TflT*) -7

2= 3 On pose U = T~1T*
D’ou
™ =TU=UT

3 = 1 Il existe U tel que T* = UT, pour tout x € H on a
1T |* = |UTz|?

= (UTz,UTx) = (T2, U*UTx) = (Tx, Tz) = | Tx|?
Donc,

| T*z|| = ||Tz|| Vexe€ H

i.e. T est normal.

2.2.2 Image numérique

Définition 2.2.2. L’image numérique de T est l’ensemble W(T') des nombres complezes
défini par
W(T) ={(Tz,z) eC: z € H, |z| =1}
Définition 2.2.3. Le rayon numérique de T est défini par
w(T) = sup A
XEW (T))

Voici quelques propiétés de base souvent utilisées dans le calcul de ['tTmage numérique et

facile a démontrer.

Proposition 2.2.7. [11] Soient T, S € L(H) et soit U € L(H) un opérateur unitaire
(i.e. U*U =UU*=1). Alors on a que

al +0T) = a+ W(T) pour tout a, B € C

T+S)CcW(T)+W(S)

) ={\ Xe W(T)}
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Exemple 2.2.3. On définit l'opérateur T de ly vers ly par

1 1
T(.Tl, X9, T3, ) - (xla 51‘27 gx?))
On a W(T) = (0;1].
La proprétié la plus importante sur l'image numérique est fournie par le théoreme de Toeplitz-

Hausdorff.

Théoréme 2.2.1. (Toeplitz- Hausdorff)

L’ image numérique d’un opérateur linéaire borné est un ensemble convexe borné.
Théoréme 2.2.2. [10] L'opérateur T est un auto-adjoint si et seulement si W(T') C R.

Preuve.

Si T est auto-adjoint, alors pour tout x € H

(Tx,z) = (x,Tz) = (Tx, z).

D'on W(-T) CR.
Inversement, si W(T') C R, alors (T'x,z) € R. Donc T est auto-adjoint.

La théoréme suivant donne une condition sur sante pour qu'un T opérateur normal.
Théoréme 2.2.3. [11] Si W(T') est un segment de droite, alors T est un opérateur normal.

Preuve.
Soit a un point sur le segment de droite ayant une inclinaison 6, d’ou W (e’w[T —al D
est inclu dans 'axe des réels. Ainsi, le théoréme précédent implique que e=®[T — o] est
un opérateur auto-adjoint. On déduit donc, par un calcul simple que T est un opérateur

normal.
Théoréme 2.2.4. Si T est un opérateur normal, alors
w(T) =Tl

Rappelons aussi que l’envoloppe conveze de o(T'), noté Conv {a(T)} est le plus petit convexe
contenant o(T).
La théoréme swivant montre que ['tmage numérique d’un opérateur normal est une bonne

approximation de son spectre.
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Théoréme 2.2.5. Soit T' € L(H) un opérateur normal, on a que

W(T) = Conv{o(T)}
Corollaire 2.2.2. Soit m et M deux nombres complexes. Si

W(T) = [m, M].

Alors
{m, M} C o(T).

Preuve.

Si W(T) = [m, M], alors le théoréme (2.2.3) implique que T est un opérateur normal. Ainsi,

d’aprés le théoréme (2.2.5) W(T') est I’enveloppe convexe de o(7"), ou encore

[m, M| =W(T) = Conv{o(T)}.

Il suit donc que

[m, M| C o(T).
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Chapitre 3

Théorie spectrale des opérateurs

normaux

La théorie spectrale sur les opérateurs linéaires bornés est différent quelques classes
d’opérateurs.

Le but de ce chapitre est I’étudier la théorie spectrale des opérateurs normaux.

3.1 Rappels

Soit H un espace de Hilbert complexe, soit T € L(H), on appelle spectre de T et noté
o(T) défini par
o(T)={\ € C: T — X n'est pas inversible}

Le spectre o(T') est la réunion disjoint de trois ensembles
o(T)=0,(T)Uo.(T)Uo,.(T)

On sait que

1. Le spectere ponctuel de T noté o,(7") est défini par
o,(T) ={AeC: Ker(I'—\) #0}
2. Le spectere résiduel de T noté o,.(T') est défini par

0. (T)={ANe€ C:T — X injectif et Im(T — \I) # H}
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3. Le spectere continu de T noté o.(T") est défini par
0 (T) ={\ e C: T — X injectif et Im(T — X)) # Im(T — ) = H}
4. Le spectre approximatif de T, noté o,,(7") défini par
0ap(T) = {X € C,3(z,)n Dans H, tel que ||x,|]| =1 et |[(T — N)x,|| — 0}

On a
0p(T)U 0. (T) C 04,p(T) C o(T)

Corollaire 3.1.1. Si T € L(H) est normal, alors

o(T) C{(T, x); [|«]| = 1}

Preuve

Si A € o(T) alors, la suite (z,,), est un vecteur unitaire tell que
Tz, — x| — 0
L’implique

(Tx, — \ty, v,) —0

(Tzy, ,) —0

Théoréme 3.1.1. SiT € L(H) est un opérateur normal, alors les assertions suivantes sont
i) T est auto-adjoint si et seulement si o(T) C R

ii) T est positif si et seulement si o(T) C RT

iii) T est unitaire si et seulement si o(T) C {z € Clz| =1}

iv) T est une projection si et seulement si o(T) C {0,1}

Preuve
Nous prouverons les implications (les implications inverses sont plus compliquées). Dans le
cas de (i) et (ii), implications découlent du corollaire (3.1.1).
Supposons que T soit unitaire. Alors ||T'|| = 1 et donc |(Tz,z)| < ||z|| = 1 pour tout les
vecteurs unitaires x. o(7") est un sous-ensemble du disque unité. Si A € o(7T'), alors A est non
nul et § € o(T™') = o(T*). Comme T* est unitaire, nous avons ce || < 1. Donc [A| =1

Pour prouve (iv) on présenté le remarque suivante
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Remarque 3.1.1. Toute projection P € L(H) est une projection orthogonale de H sur
P(H)
L’exemple suivante montre que ces inclusions peuvent étre strictes. Avent de faire cela,

nous montre que o,,(7") est toujours non vide.

Théoréme 3.1.2. Pour tout T' € L(H), 0o(T') C 04,(T), ot do(T') dénote la frontiere de
o(T). En particulier, oq,(T) # 0

Preuve
Supposons que A € do(T)\oa,(T), alors 3N, € p(T) tel que A, — A, et (T"— \) est bornée
ci-dessous, dire par ¢ > 0. Puisque A € o(T), et (T'— A) n’est pas inversible.
Par conséquent, il doit arriver que I'm(T — \) n’est pas dense en H.
De maniére équivalente, 3z € Im/(T — \)* qui est non nul.

Définissez maintenant
(T =) H(2)
Ty =
(T = X))
Alors (T — \,)x,, est un produit scalaire de = et ainsi

(T =) (zn) L (T = A)(2n)
Par conséquent, par le théoréme de Pythagore
1T = N (@)l < 1T = N (@) + (T = Ao (@) |

= [[(A = Aa) (@) |

= A=\ —0
Ceci contredit le fait que (7" — ) est limité ci-dessous.
Théoréme 3.1.3. Soit T € L(H), 'ensemble o(T') est fermé.
Lemme 3.1.1. Soit A € L(H), X valeur propre de T, alors A € o(T).

Preuve.

Soit A valeur propre de 1" alors 3z # 0
Ter =Xt (T — Mg)zr =0
sr e Ker(T — Mpy), ©#0
SKer(T — MNy) # {0} n'est pas injectif
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Donc T'— Ay n’est pas inversible et alors A € o(T)
Exemple 3.1.1. Soit S : (> — (? est l'opérateur droite

S((xy)) = (0,21, 29, ....)
Nous souhaitons déterminer o(S), 04,(S) et 0,(S). Notez que S* est l'opérateur gauche

S*((x,)) = (29, 3, ...)
1. Si || < 1, alors nous affirmons que A € o(S). Pour voir cela, notez que

Aeo(S) e \ea(S)
Mais si z = X alors |z| < 1, donc si x = (2,22, 2%,.....), alors z € 2, et

S*=(22,2°..) =21
Et donc z est une valeur propre de S*, d’ou z € o(S*) par conséquent,
A€ a(S)

2. En fait, cela montre que si D = {z € C: |z| < 1}, alors

D cCo(S*)= D Co(9)
Cependent, o(S) est fermé et ||s|| =1, donc

o(S)=D={z€C: |z| <1}
3. Maintenant si A € C avec |A| < 1, alors
1S = Nl = ISzl = Il = (1 = A)l=]]
Donc (S — N) est bornée ci-dessous, d’ot X € 04,(S). Par le théoréme précédent, il suit cela
oup(S) ={z€C: |z|=1}

4. Enfin, 0,(S) = 0. Par conséquent,

o(S)={z€C: |z| <1}
oop(S) ={z€C: |z| =1}
op(S) =0
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3.2 Classification des valeurs spectrales

Il est bien connu que le spectre d’un opérateur normal a une structure simple. Plus

précisément, si T € L(H) est normal, alors nous avons
op(TYU . (T) =0(T) = 04p(T) (3.1)

Dans cette section nous donnons ensuite une nouvelle preuve des égalités (3.1). Par souci
d’exhaustitivé, nous terminons cette sous-section en rappelant ce qui suit classification im-
portante des éléments A\ dans le spectre d'un opérateur normal borné T ([4], p.112) basé sur
I'utilisation le rang I'm(7T)) des opérateurs Ty =T — A y.

Ainsi, on va montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.2.1. [1] Soit H est un espace de Hilbert compleze, soit T € L(H) un opérateur
normal et A € C. On a
L pT)={r e C: Im(T\) = H}

2. 0,(T)={AeC: Im(T)) # H}
3.0.(T)={ e C: Im(T\) =H, et Im(T\) # H}
4. 0.(T)=10

Définition 3.2.1. Soit S € L(H), et soit (z,), une suite des éléments de H, On dit que
(n)n est un S-suite spectrale s’elle satisfait auzx propriétés suivantes
i) x, est un vecteur unitaire pour tout n, et

ii) nirgoo | Sz, || = 0.

Notation 3.2.1. Soit T' € L(H) et A € C, on note Sp(\) 'ensemble Ty-suite spectrale.
Ou
T\ =T — My

Proposition 3.2.1. [1] Pour tout T € L(H), et A € C, nous avons observients suivantes
a) StT(N) # 0 < X € oq(T)
b) Si (xp)n € ST(N). Alors tout sous-suite (x,,) appartient aussi St(\)

Dans le partie suivant, nous présentons certaines caractérisantions le spectre ponctuel et

spectre continu, spectre résudiel d'un opérateur normal borné.
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3.2.1 Le spectre ponctuel
Rappelons que le spectre ponctuel 0,(7") est 'ensemble du valeur propre.

Proposition 3.2.2. T' € L(H) un opérateur normal. Alors
1. Si Tz = Mz, tel que A€ C et x € H. Alors, Tz = \x.

2. Deux espaces propres de T associé des valeurs propres distincts sont orthogonauz.

Proposition 3.2.3. Soit T' € L(H) un opérateur normal, Alors
Aeo(T)< Fe>0tel que |[(T — N)z|| > c||z| Yz € H. (3.2)

Preuve.
Sans perte de généralité, supposons que A = 0, supposons qu’il y ait est ¢ > 0 satisfaisant
la condition (3.2), alors T est injectif.

Il résulte de (3.2) cette range T'(H) est compléte et donc fermé en H, il reste a prouver que
Im(T) = H
Choisissez x € Im(T)* alors
0= (2,TT*z) = (2, T*T) = (2T, 2T*) = || Tz|?* > ||=|

En d’autres termes, x = 0 et Im(7) = H. Donc (3.2) implique 0 ¢ o (7).

I'inverse I'implication est clair.
Corollaire 3.2.1. Si T € L(H) est normal et A € o(T)\o,(T), alors
(T — X)(H) n'est pas fermé.

Preuve.
Si T — M est injectif et (T'— AI)(H) est fermé, alors par le théoréme inverse de cartographie,

il y a une carte linéaire continue

S:(T—=MN)(H)— H tel que S(T' — X))z =x pour tout x € H.

Cela signifie que
]l < (ST — AT)|]
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comme ||S|| = 0, on voit que

1
T—-MNzx|| > —||x
I( )z| HS”H |

En vue de la proposition (3.2.3), A ¢ o(T')

Théoréme 3.2.2. Soit (H,(,)) espace Hilbert complexe, soit T € L(H) et A € C. Alors le
assertions suivantes équivalentes

i) A€ o,(T)

it) 1l existe Ty-suite spectre, (x,), est convergent fortement dans H.

iii) Il existe Ty-suite spectre, (x,,), n’est pas convergent faiblement vers 0

Preuve
Les implications (i) = (i7) et (4i) = (i) sont évidentes.
(i73) = (i) soit A € C et soit (z,,) est un A-suite qui n’est pas convergent faiblement vers 0.
Alors nous pouvons trouver z un vecteur non nul dans H et sous -suite (yx = ux)r de (z,)n
qui converge faible vers z, ainsi la suite (yx ), vérifie les conditions suivantes
a) yr est un vecteur unitaire pour tout k, et kgrfoo Ty, — Ayl = 0 (i.e. (yx))r est une
T\ — suite)
b) (yx)r converge faiblement vers z, quand k — oo
En utilisant le Théoréme de Banach-saks (voir [1] et [2], page 154), nous pouvons trouver
une sous-suite (2, = Yrm)m de (yx)x pour la quelle la suite (2,),, converge faiblement vers

z, alors Z sont le moyennes arithnétiques données par

Puique (yx;) est une T)-suite, alors en utilisant les moyens de convergence de Casar’o, on

obtient
N B 1«
1T () = Azmll = —| > T(yry) — Myl

J=1

1 m
<— Zl 1T (9es) = Aysll — 0, quand m — oo

<.
Il

Puique T est continue, on a
Tz, — Azl = lim || T(2) — Azn|
m—+00
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Nous conclusons que A est un valeur propre, ainsi notre résultat est prouvé.

Théoréme 3.2.3. [17] Soit T € L(H) opérateur compact, alors

Tap(T) \ {0} = 0,(T)\{0}

Preuve.
Soit T' € 04,(T") \ {0} et suppose que A ¢ o,(T"). Soit (x,),A-suite spectrale en suite, d’aprés
le Théoréme (3.2.2), cette suite doit nécessairement converger faiblement vers zéro. Puisque
T est compact, alors par le Théoréme de Riesz (voir [2] p.150), la suite (7'(z,)), converge
fortement vers zéro. Puisque A # 0 et puisque (z,), est une suite de A, il s’ensuit que (x,),

converge fortement vers zéro. Nous notons également que les réserves suivantes

lim (T(z,), z,) = A

n—oo
Maintenant nous avons
0 = lim, o |[|T(zn) — Azp)?
= im0 (|7 () [| = 2RONT (), ) + [A?)

= AP

Nous obtenons donc A = 0, une contradiction. Ceci compléte la preuve.
On sait que, si T est normal, alors o(T") = 0,,(T). Par conséquent, nous avons le résultat

suivante.

Proposition 3.2.4. [7/ Si T € L(H) est un opérateur normal, Alors
o(T) = 04p(T)
Corollaire 3.2.2. Soit T € L(H) un opérateur normal et compact. Alors nous avons
a(T)\{0} = o, (T)\{0}

Nous termionns cette section en prouvant le résultat suivante qui dit que le spectre de points

de tout opérateur normal n’est pas vide.
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Théoréme 3.2.4. Soit T € L(H) un opérateur normal, alors les assertions suivantes sont
vraies

i) Il existe A\ € o(T) tel que |\| = ||T|| (c’est-a-dire, 0,(T) N{z € C: |z| = ||T| n'est pas
vide }

i1) St de plus, T est compact alors il existe X € o,(T) tel que |\ = ||T|

(c¢’est-a-dire, o,(T)N{z € C: |z| =||T| nest pas vide}

Preuve
Nous pouvons supposer que T n’est pas nul. Puisque T est normal, alors (voir, pour exemple,
[3], p.130)nous avons
IT(| = sup [(Tz,z)]

[l]l=1

Il s’ensuit qu’il existe une suite (x,), des vecteurs unitaires telle que

lim |[(T(z,),z0)| = |7

n——ao0

On peut supposer que la suite des nombres ((T'(z,,), Z,)), est convergent

(sinon, on peut prendre une suite de (x,,),).

Soit A la limite de cette suite, alors |\| = ||T'||. Pour prouver que A\ appratient au spectre de
T, il est suffisant pour montrer que (z,), est une T)-suite spectre.

Pour voir cela, nous utilisons les inégalités suivantes
1T (20) = Maal® = 1T (za)[* = 2R(N(T2n, wa)) + [N la]?
= | T(za)lI* = 2RO(Twn, 20)) + [A]?
<2 = 2R Tz, 7))
— 2|A\? = 2|\, quand n — oo

Ainsi, A € 04,(T)\{0} C o(T), si en plus T est compact, alors, par théoréme (3.2.3) nous
en déduisons que A € 0,,(T)\{0} C o(T)\{0}.

Ceci compleéte la preuve de (i) et (ii).
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3.2.2 Le spectre résiduel

Soit '€ L(H) et A € C. Rappelons que A € 0,.(T) si et seulement si (a) T\ =T — Xy
est injectif, et (b) le fermeture I'm(7Ty) de le rang I'm(7T)) n’est pas égale H. Nous avons la

proposition suivante.

Proposition 3.2.5. Soit T € L(H) et A € C. Supposons que l’ensemble St(\) est vide et
T\ n’est pas surjectif. Alors \ € o,.(T).

Preuve
Puisque S7(\) est vide, alors € := ir}gf |Tx — Az|| >0,ona Sy :={xe€ H: |z| =1} Par
TESH
conséquent, nous avons

|Tx — Az|| > ¢||z|| Vxe€ H. (3.3)

(3.3) montre que T) est injectif et que range Im(T)) est fermée dans H. Puisque n’est pas
surjectif, nous concluons que I'm(7)) n’est pas dense dans H.

Ainsi, A € 0,(T)

3.2.3 Le spectre continu

Soit T' € L(H) et A € C. Rappelons que A € 0.(T) si et seulement si (a) Th =1 — Xy

est injectif, et (b) le surjectif, et (¢) image Im(T)) est dense dans H.

Proposition 3.2.6. Soit T € L(H) et A € C Supposons que A € o.(T). Alors
(i) L’ensemble St(X\) n'est pas vide.
(ii) Tout suite spectrale St(\) converge faiblement vers zéro.

(i11) Tout suite spectrale St(\) n'est pas convergent fortement dans H.

Preuve
Puisque A € 0.(T), alors A\ € 0,,(T), donc Sr(\) n’est pas vide. De puis A n’est pas un
valeur propre de T, alors par (iii) du Théoréme (3.2.3), on en déduit que la suite spectrale
T'(M)converge faiblement vers zéro. De plus, par (ii) du Théoréme (3.1.4), nous en déduisons
que tout suite spectrale St () n’est pas converge fortement dans H.
H espace de Hilbert complexe comme ci-dessus. Dans le résultat suivant, nous présentons

quelques caractérisation du spectre continu de tout borné et normal opérteur sur H.
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Théoréme 3.2.5. Soit T € L(H) un opérateur normal, les assertions suivantes sont équi-
valentes

(1) A € o.(T).

(1)) N € o(T) \ 0,(T).

(1ii) T — N est injectif, et l’image de (T'— AI)(H) n’a pas fermée.

(iv) L’ensemble St(\) n'est pas vide, et tout suite spectrale Ty convergent faiblement vers

2€T0.

Preuve
i1) = 1) puisque A € o(T") \ 0,(T), alors T'— X[ est injectif, mais ne pas surjectif. Supposons
que limage (T — M )(H) n’est pas dense dans H, alors il existe z € (T — \I)(H)*. Par

conséquent nous avons,
2 € (T — M) (H)* = ker(T* — \I) = ker(T — M)

D’ou contradiction, donc nous concluons que A € o (7).

i) = 1) est évidente a partir de la définition du spectre continu.

1) = 4i) on a T — Al est injectif, alors A ¢ o,(T). Supposons que, A € 0,(T") alors il
existe un opérateur ( inversible ) S € L(H) tel que S(T — Al)x = x, pour tout x € H. En

particulier nous avons,
1
15]]

D’ou (T'— A\ )(H) est complet et fermée dans H, qui est une contradication. Nous concluons

que. A € o(T) \ 0,(T).

[zl < (T = ADzll,  VzeH

Les équivalence (ii) < (iv) < (v) sont assurérs par le Théoréme (3.2.5). Par conséquence,
noté résultat est complétement prouvé.
En conséquece du Théoréme (3.2.2), nous relrouvons les éléments suivants bien connus

résultat.

Corollaire 3.2.3. Soit T € L(H) un opérateur normal. Alors, le spectre résiduel o, est vide
et,

o(T) = 0p(T) U0e(T) = 04p(T).
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En conclusion de notre étude, nous avons la classification suivante des valeurs spectrales
des opérateurs normaux bornés sur les espaces de Hilbert en termes de leurs séquences

spectrales associées.

Théoréme 3.2.6. Soit (H, (,)) est comme ci-dessus et soit T € L(H) un opérateur normal,
soit A € C. Ensuite nous avons

1. A€ p(T) si et seulement si l’ensemble Sp(\) n'est pas vide.

2. Les assertions suivantes sont équivalentes

i)\ € o.(T).

i) IL existe une Ty-suite ((x,,))n qui est convergent fortement en H.

i11) IL existe une Ty-suite (x,,)), qui n’est pas convergent faiblement vers zéro.

3. Les assertions suivantes sont équivalentes

i) A€ o.(T).

ii) L’ensemble St(\) nest pas vide et toute suite T\ converge faiblement vers zéro.

i11) L’ensemble St(\) n’est pas vide et toute suite T\ n’est pas convergent fortement en H.

4. 0,(T). est vide.

Proposition 3.2.7. [10] Le rayon spectral d’un opérateur normal T € L(H) vérifie

r(T) =T
Preuve.
On suppose d’abord que T est auto-adjoint. on a ||T?]| = ||T||* et par récurrence sur n 'on
obtient pour tout n € N la relation ||T%"| = ||T||*", il vient

. : 2n||12—n __
H(T) = lim [T = |7
On revient au cas normal, ’élément TT™ est auto-adjoint et il s’ensuit que 1'on a,

r(T) = 1

lim
n—oo

. 1
= T ST (7))

n—»aoo

= lim /(T F

n——~oo

=/r(TT*)
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= VI[TT|

= |17l

3.3 Applications

Exemple 3.3.1.
Soit H un espace de Hilbert et (en),en une base de H.
Soit a € (*(N) et T, : H — H tel que pour tout n € N

T.en = Qnen.
T, est borné, en effet pour tout n € N

| Taenll =||anenll

=|an|[le]]

<[|an]loo

Donc 17 < Nlan]loo-

De plus pour tout € > 0 il existe ng € N tel que
|anoll = ([ Taenoll > llallcc — €

donc pour tout € > 0, | T,|| > ||alloc — €, et en faisant tendre € vers 0
On obtient ||T,| > |||l
D’ou

ITall = llalls

Son adjoint vérifie pour tout n,m € N

<en7 T;em> = <Ta6n> €m> = an<en7 6m> = An

On en déduit donc,

VneN, T e, =a,e,

On a pour tout n € N,

* * 2
T:T,e, =T ane, = |ay| e,
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et

* —_— 2
T.Tre, = Tyaze, = |ay|e,

Donc T, est normal. Par conséquent r(T,) = ||T.|| = ||a||cos
0.(T,) =0 et o(T,) C D(0, ||lalls). Pour tout n € N, Tye, = ane,.
Donc,

{an, n € N} C0,(T,)

Réciproquement soit X € 0,(1y,) alors 3z € H non nul tel que
T,x — Mx = 0 c’est-a-dire, pour tout n € N, a,x,, = \z,.
Mais puisque x est non nul, il existe ng € N tel que X = ay,.
Donc 0,(T,) € {an, n € N}.

D’ou,

op(T,) = {an, n € N}.

Posons A = a,(T,) alors A C o(T,) Soit b € (.

Alors Ty, est inversible si et seulement si pour tout n € N, b, # 0 et %EOO(N).

On vérifie alors que son inverse est T%.

Soit maintenant A ¢ A.

Alors pour tout n € N, |a, — A| > d(A,\) >0, car A ¢ A.

Donc neN a%,\ < m

D’ou ﬁ € (*(N). Mais T, — A\ = T,_», donc T,_ est inversible d’inverse T, -1. On en
déduit donc

o(T,) C A

N

Finalement

N

o(T,) =
Exemple 3.3.2. (Multiplication par une fonction)
Soit g € C([0,1],R) On définit l'opérateur de multiplication par

)P0 — 20.1]

.
h — gh
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T, est borné en effet on a pour tout h € L*[0,1]

|@@%=/@@WW&

<|lgllss |2l (g étant continue sur le compact [0,1])

Donce | Ty < |9/l
Soit € > 0. Posons A. = {t € [0,1]; ||g]loc —€ < |g(t)|}, alors c’est un ouvert de [0, 1] puisque
g est continue. Et de plus A. est non vide par définition de la norme de la convergence

uniforme. Donc A, est de mesure de Lebesque strictement positive.

1
En posant h := \/mlA“ on a
1
1 2 1
17,005 = [ o)t dt = - [lat0Pat = (lgl — e
R Vi(A) u(Ad)
On en déduit donc
1Tgll = llgll

On souhaite a présent déterminer le spectre de T,. Pour cela, nous allons d’abord calculer
ladjoint T de T.
On a pour tout f, h € L?[0,1]

On a donc



et
r(Ty) = llglloo
On souhaite a présent déterminer le spectre de Ty.
Soit X ¢ Im(g). Alors g — X ne s’annule pas sur [0,1]. On sait alors que T, — X = T,_\ est
inversible. Donc X\ ¢ o(Ty).

On en déduit donc

Réciproquement soit X € Im(g), alors il existe ty tel que A = g(to) montrons alors que T,_»
est non inversible.

Soit € > 0. Alors puisque g est continue, il existe n > 0 tel que
[t —to| <n=1[g(t) — Al <e

Posons A, = {t, |g(t) — A| < €}. On a p(Ac) > 2n >0 car pu est invariant par translation.
On définit alors

1
fo=——— e L*0,1]
(A
Et ||f6||2 =1, donc ||Tg—)\fe||% < €.
On se place maintenant dans le cas particulier ot € = % pour n € N*. Alors il existe

fn € L?[0,1] de norme 1 tel que ||[Ty_\fnl|3 < +. Mais alors si MT,_\ était inversible on

aurait pour tout n € N
_ 1 _
L= [l = (o)™ Ty full < —[1(Tg) "l

qui tend vers 0. Contradiction

Donc

Im(g) € o(T,)
Finalement

o(Ty) = I'm(g)
Alors

oup(Ty) = o(T,) = Im(g).

Cet exemple est un cas particulier de I’exemple précédent.
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Exemple 3.3.3.

Sur Uespace H = L?([0,1]), on considére 'opérateur de multiplication par une variable x

On a||T|| =1, et donc
o(T)c{reC; A <1}

Si X est en dehors de Uintervale [0,1], la fonction x — (x — \)~! est borné sur lintervalle

[0,1] et lopérateur T par cette fonction est borné, c’est l'interse de T — M\, donc
o(T) < [0,1]

D’autre part, la relation Tf — Xf = 0 implique que f est nulle sauf éventuellement au point
A, Uopérateur T n’admet donc pas de valeur propre o,(T) = 0.

Enfin, pour tout A € [0, 1], Uopérateur T — NI n’est pas surjectif, puisque ['unique solution
de Uéquation Tf — \f =1 est la fonction (x — \)™' qui n’appartient pas a L*([0,1]).

En conclusion

o(T) =10,1] et 0,(T) = 0.

Alors
ap(T) = o(T) = [0,1],
et donc
0e(T) = [0,1]
et
r(T) = ||T]| = 1.

57



Bibliographie

[1] M. Akkouchi. Remarks on the spectrum of bounded and normal operators on Hilbert

space, An. St. Univ. Ovidius Constanta. 16/2 (2008), 7-14.

2] J. Bass. de mathématique "TOME III", Masson et C'F  Editeurs 120, Boulevard
Saint-Germain, Paris, 1971.

[3] H. Brézis. Analyse fonctionnelle, Théorie et application, Masson, Paris, 1992.
[4] S. Carlos, Kubrusly. Spectral theory of operators on Hilbert spaces, Birkhduser.
[5] H. Chebli. Analyse Hilbertienne, Centre publication universitaire, Tunis, 2001.
[6] J.B. Conway. A Course in Functional Analysis, (1985) New York, Spring-Verlag.
[7] N. Dunford and J. Schwartz, Linear Operators, Part II, Wiley, New York, 1971.

[8] I. Gohberg, S. Goldberg, M.A. Kaashoek, Basic of Classes of Linear Operators,
Birkhduser Verlag, Basel, 2003.

[9] M. Guesba. Sur quelques équation intégrales non linéaires, Mémoire de magister

unwversité Kasdi Merbah d’Ouargla 2012.

[10] M. Guesba. Traitement sur les opérateurs normauz et les opérateurs compacts, Thése

de doctorat université Mouhammed Boudiaf M’sila 2017.
[11] K.E. Gustafson, D.K.M. Rao. Numerical Range, Springer, New York, 1997.

[12] P.R. Halmos. A Hilbert space problem book. Second edition, Springer-verlag, New
York, 1982.

[13] T. Kato. Perturbation theory for linear operator, Springer, 1980 (2nd edition).

[14] A. Kolmogrov, Fomine S. Eléments de la théorie des fonctions et de 'analyse fonc-

tionnelle, Mir.1977.

o8



[15] M. Nadir . Cours d’analyse fonctionelle, université de M ’sila, 200/
[16] W. Rudin. Perturbation theory for linear operator, Springer, 1980 (2nd edition).

[17] K. Zhu. Operator theory in function spaces. Mongraphs and Text-books in Pure and
Applied Mathematics, 139. Marcel Dekker, Inc., New York, 1990.

99



Sagaaall dladll @l jinall Glual e ala caia Ay Gl 5 SAl sda
panys saganall Lhall < gl Jea Al calady Uly s alalil) Sigall g8
sars ade Alial el allll Jigall (i ped Lol & dagall Lgdlialy lpailias
Al aailias

el g Aualal) Galda1 A, s A oy L LUl Jé

uﬁ.k ’L;ALIJ ,R a9 gk; )3“5.@ ’Q)AA eliad :3,3;\16.43\ Cilalsly

Résumé:

Dans ce mémoire, nous avons intéresse en particulier a I'étude d'une classe
importante des opérateurs linéaires bornés, qui s'appelle I'opérateur normal.
Ou nous avons commencé par quelques préliminaires sur les opérateurs
linéaires bornés, et on a donné quelques classes des opérateurs. Nous avons
introduit les notions fondamentales. Ensuite, on présente la définition
d'opérateur normal et on a donné quelques exemple ainsi ses propriétés
principales.

En fin, on a conclut par introduire la théorie spectrale le d'opérateur normal

Mots clés: Espace de Hilbert, Opérateur linéaire borné, Normal, spectre.

Abstract:

In this memory, we had particularly interested in the study of an important
class of bounded linear operators called the normal operator. Where we
started with some preliminaries on bounded linear operators, and we gave
some classes of operators we have introduced fundamentals notions . Then,
we have presented the definition of normal operator, andwe gave some
examples.

Finally, we have concluded by introducing the spectral theory of normal
operator.

Key words: Hilbert space, Bounded linear operator, Normal, Spectrum.
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