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Chapitre 0

Notations générales

o N Ensemble des entiers naturels,

o R [’ensemble des nombres réels,

oS4 L’espace des tenseurs du second ordre sur R¥(d = 2, 3),
o (C Constante réelle strictement positive,

eie C’est a dire,

e 00 La dérivée partielle de 1 par rapport a la ¢ composante 0;9) = g—i,
e Div divergence du tenseur; Divo = oy;;,

o div divergence du vecteur; divD = D, ;,

° . Produit scalaire sur R? ou S¢,

o] La norme euclidienne sur R? ou S¢,

o (z,9) Paire d’un espace produit X x Y,

o (., .)x Le produit scalaire de X,

o | - x La norme de X,

e (., )xxx Le produit dual entre X’ et X,

® p.p. Presque partout,

o (O Domaines bornés avec une surface frontiére réguliére ',
e )

o () L’adhérence de €2~

oI Les parties de frontiére I'* (i = 1,2, 3),

e mes (I'¥)  Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de I'f,

o dx Mesure superficielle sur 27,

e da Mesure superficielle sur I'?,

o F La normale unitaire sortante a I'*,

o vl Ul Les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v*
défini sur QF,

e D(Q2F) L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et

a support compact,

K

e L2(Q2")  L’espace des fonctions u* mesurables sur Q" telles que / |u"|*dz < +oo,

vi
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o || lz2n

o L°(Q2F)

o H'(0)

o Hps

e Hp,

e ~v:H — Hr
o H~

o WH2(Qr)d

o H~

o Hj

o W~

o W

o H2(I'%)

o H 2(I")

o ()

e C(0,T;H)
e CY(0,T; H)

11
—2pl"

o [7(0,T; H)

o || - |lzro.1:m)
o WEP(0,T; H)

|- HW’W’(O,T;H)

>
La norme de L*(Q") définie par || u” || 2= (/ |u"‘|2dx) ,

L’espace des fonctions u" mesurables sur 2° telles que,
Je > 0:| u® |< ¢, p.p., sur QF

L’espace de Sobolev d’ordre 1 sur €27,

L’espace (Hé(f‘“)>d,

L’espace dual de Hrpw.

L’application trace pour les fonctions vectorielles,
L’espace L?(Q%)4,

L’espace de Sobolev H*'(Q)4

L’espace L2(Q")%*d

L’espace Wh2(Qr)dxd,

L’espace {¢" € H'Y(QF) | ¥" = 0 sur %},

Lespace {D" = (Dy) | Df € L*(Q*), Df; € L*(Q")},
L’espace de Sobolev d’ordre % sur ['",

L'espace dual Hz (%),

Le produit de dualité entre H=2(T'%) et Hz(T'%),

L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,
L’espace des fonctions continiiment dérivables sur [0, 7] dans H,

T
L’espace des fonctions u mesurables sur [0, 7] telles que / |w(t)|[%dt < +oo,
0

T »
La norme de LP(0,7T; H) définie par || w || zro,r;m= (/ ||u(t)||%dt> ,
0
[’espace de Sobolev de paramétres k et p sur [0,7] dans H,
La norme de W*?(0, T'; H) définie par

a=k
| u ||kaP(O,T;H):|| u HLP(O,T;H) + 2 | u® ||LP(0,T;H)7

a=1

vii
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Ot 0?2
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If7 §7F3

[y =13=Ty

Les domaines occupés deux corps déformables,

La frontiére de QF : I'" = 90",

Les parties de I'' =T UT5 U T,

L’interface de contact entre les corps Q!, Q2.

Vecteurs des déplacements dans le domaine 0%, on écrit uf
les composantes du vecteur dans la base canonique,

La composante normale du déplacement u” sur la frontiére du domaine

K K

A 3 [ —
définie par u) = u".v",
La composante tangentielle du déplacement u” sur la frontiére du domaine

A 3 K K K4 ,K
définie par uf = u” —ujv"~,

Les dérivées premiére et seconde de u" par rapport au temps,
M Aa T QA A : . K 1 K K
Tenseur linéarisé des déformations :e(u”);; = 5(0;uf + djuf),
Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u”, on écrit oy}

les composantes du tenseur dans la base canonique,

La composante normale du contrainte ¢" sur la frontiére du domaine

K
14

définie par o = (o"v").",

La composante tangentielle du contrainte ¢” sur la frontiére du domaine

A 1 K Ky ,R K K
définie par of = o"v" — o .V",

K K

Produit tensoriel (matriciel) de u* par o* : (0% - u*); = ofuf,

iU
Valeurs des potentiels électriques dans le domaine 2,

Vecteurs des déplacements électriques dans le domaine Q.

viil
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Introduction

viscoélasticité est une propriété mécanique des matériaux qui combinent a la fois les
La comportements élastique et visqueux lorsqu’ils sont soumis & une déformation. Un
matériau viscoélastique réagit & une contrainte appliquée par une déformation instantanée
(comportement élastique) suivie d’une déformation progressive dans le temps (comportement
visqueux). Cette réponse dépend donc du temps, du taux de chargement, et de la durée d’ap-
plication de la contrainte. Plus précisément, I’étude d’un contact quasi-statique entre deux
corps électro-viscoélastiques permet d’explorer les interactions complexes entre la déforma-
tion mécanique dépendante du temps, les champs électriques induits et les phénoménes dis-
sipatifs liés a la viscosité et au frottement. Ce type de modéle trouve des applications dans
la conception de dispositifs intelligents, les capteurs piézoélectriques, les systémes MEM-
S/NEMS (Micro/Nano ElectroMechanical Systems), ainsi que dans les structures avancées
utilisées en robotique et en ingénierie biomédicale. En considérant une loi de frottement de
type Coulomb, couplée & des relations constitutives viscoélastiques dépendantes d’un champ
électrique, le systéme mathématique obtenu devient hautement non linéaire et requiert des
outils analytiques rigoureux pour établir son existence et son unicité. L’objectif de cette
étude est donc de formuler le probléme de maniére variationnelle, d’en déduire les conditions
aux limites, et de prouver, sous certaines hypothéses, I’existence d’une solution faible au pro-
bléme. Cette démarche nécessite notamment 'usage d’outils avancés tels que les opérateurs
monotones, les dérivées fractionnaires (ex. Caputo), et des méthodes variationnelles comme
celle de Galerkin. Différents modéles ont été développés pour décrire l'interaction entre les
champs électrique et mécanique, voir par exemple [3, 14] et les références citées. Des modéles
généraux pour des matériaux élastiques avec effet piézoélectrique, appelés matériaux électro-
élastiques, peuvent étre trouvés dans [3]. Un probléme de contact statique avec frottement
pour des matériaux électro-élastiques a été étudié dans [4], sous ’hypothése que la fondation
est isolée. Des problémes de contact impliquant des matériaux élasto-piézoélectriques [4, 12],
des matériaux piézoélectriques viscoélastiques [2|, ainsi qu'un probléme de contact pour des
matériaux électro-élasto-viscoplastiques ont été étudiés dans |1, 10]. La dégradation est un
sujet extrémement important en ingénierie, car elle affecte directement la durée de vie utile

de la structure ou du composant concu. Il existe une trés grande littérature d’ingénierie a ce

X



Chapitre 0 Introduction

sujet. Des modéles prenant en compte l'influence de la dégradation interne du matériau sur
le processus de contact ont été étudiés mathématiquement. Des modéles généraux pour la
dégradation ont été dérivés dans [9] a partir du principe de puissance virtuelle. Les modéles
de dégradation mécanique, dérivés a partir de considérations thermodynamiques et du prin-
cipe du travail virtuel, peuvent étre trouvés dans [6]. Dans un matériau élastique isotrope et
homogeéne, soit E{ le module de Young du matériau original et E¥ f f le module courant, la
fonction de dégradation est définie par Ef f f/E{. 1l découle clairement de cette définition
que la fonction de dégradation est restreinte a des valeurs comprises entre zéro et un.

Le mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la maniére suivante :
Premier chapitre : nous présentons le cadre physique et décrivons le probléme mécanique,
et nous introduisons quelques notations et résultats, quelques théorémes qui seront d’une
grande utilité pour les démonstrations.

Deuxiéme chapitre : nous présentons une formulation du probléme mécanique, dépuit
dérivons une formulation variationnelle, énoncons notre principal résultat d’existence de la

solution faible.



CHAPITRE

MODELISATION ET QUELQUES RAPPELS
MATHEMATIQUES 1

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique, les lois de comportement
des différents matériaux, les conditions aux limites ainsi que la formulation mécanique d’'un
Probléme étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques résultats concernant les espaces
fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles, quelques défintions concernant le
Dérivée fractionnaire, lemme de Gronwall et quelques Théorémes qui seront d'une grande

utilité pour les démonstrations.

1.1 MODELISATION

Dans cette section, nous introduirons le cadre physique ainsi que le modéle mathématique
associé. Ensuite, nous présenterons la formulation mathématique d’un probléme de contact

quasi-statique entre deux corps piézoélectriques.

1.1.1 Cadre physique

Les phénoménes de contact considérés dans cette mémoire sont décrits par deux cadres
physiques suivants ;
Cadre physique n°1 (Probléme mécanique.) Nous considérons deux corps matériels qui
occupent quelque chaque des domaines bornés Q* C R¥(k = 1,2;d = 2, 3), avec une frontiére

réguliere I'" = 0O, partitionnée en trois parties mesurables I'f, I', I'%| tel que mes (I'f) > 0.



Chapitre 1 Modélisation et quelques rappels mathématiques

Nous notons que v la normale unitaire sortante a I'*. Le corps encastré sur I'f,x = 1,2
dans une structure fixe. Sur I'§ agissent des tractions surfaciques de densité f5, et dans Q*
agissent des forces volumiques de densités f{.

Nous supposons f5, et f§, kK = 1,2, varient trés lentement par rapport au temps. Soient
T > 0 et [0, 7] intervalle de temps en question. Les corps est en contact sur la partie I'§, on
a '} = T'2 noté par I's. Nous prenons en considération les propriétés mécaniques du corps.

Notre objectif sera d’étudier ’évolution de ces propriétés dans le temps (voir Fig 1.1).

Figurel.1. Cadre Physique 1

Cadre physique n°2 (Probléme électro-mécanique.) Nous considérons deux corps matériels
qui occupent des domaines bornés Q% C Ré(k = 1,2;d = 2, 3), avec une frontiére réguliére
'™ = 00", partitionnée en trois parties mesurables I'f, 5| T'5, tel que mes (I'f) > 0. Nous
notons que v* la normale unitaire sortante a I'". Le corps encastré sur I'f, x = 1,2 dans
une structure fixe. Sur I'j ot k = 1,2, agissent des tractions surfaciques de densité f5, et
dans Q" agissent des forces volumiques de densités f;. Nous supposons f5, et fi, varient
trés lentement par rapport au temps. Soient 7' > 0 et [0, 7] 'intervalle de temps en question.
En plus de l'action des forces des tractions, chaque corps est soumis a l’action des charge
électriques de densité volumiques g, et de charge électriques surfacique ¢5. Pour le décrire,
nous considérons une partition de la frontiére I'* en deux parties mesurables, I'Y et I'y telles
que mes (I') > 0. Nous supposons également que le potentiel électriques s’annule sur I'%, et
la charges électriques de surface de densité ¢5, est prescrite sur I';. La différence entre cadre
physiques mécanique et cadre physiques électro-mécanique résulte du fait que en deuxiéme,

nous prenons en considération les propriétés mécaniques et aussi les propriétés électriques



Chapitre 1 Modélisation et quelques rappels mathématiques

dans les deux corps (voir Fig. 1.2).

\ lededot b MY
~/a -

L] e
qD

Figurel.2. Cadre Physique 2

Avant d’obtenir les modéles mathématiques qui correspondent au cadre physique pre-
senté¢, voici quelques notations et conventions que nous utiliserons tout au long de cette
mémoire.

Nous désignons par S espace des tenseurs d’ordre deux sur R4(d = 2,3), 7 -7 et | - |
représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S¢. Ainsi,

nous avons

d

u® oot =l vl [v"] = Vur - oR, Yu®, 0" e R,
K kK _ K K K| __ P P K _K d
o Th =0T, |7 = VTR T, Vo', 1" e S°.

Ici et ci-dessous, les indices ¢ et j courent entre 1 et d et la convention de sommation sur
les indices répétés est adoptée. Pour chaque élément v* € Hf, nous notons par v et vF

les composantes normale et tangentielle & la frontiére définies par
vy =v" U~ vy =" — vt (1.1)

Nous désignons par ¢ = o"(z,t) le champ des contraintes, par u* = u"(x,t) le champ
des déplacements et par e(u”) le champ des déformations infinitésimales. Pour simplifier les

notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par rapport a

3



Chapitre 1 Modélisation et quelques rappels mathématiques

z€Qrettel0T]
Pour un champ des contraintes ¢ nous dénotons par o} et of les composantes normale

et tangentielle a la frontiére données par
ol = (c"V") - V¥, o =o" "V —ol V. (1.2)
En utilisant (1.1) et (1.2), nous obtenons la relation

(6"V"%) - " = ohu) + ol - vk, (1.3)

qui va intervenir tout au long de ce mémoire, dans la formulation variationnelle de probléme

mécanique de contact.

1.1.2 Modéle mathématique

Rappelons maintenant la relation déformation-déplacement dans 'hypothése des petites

transformations

e(u”) = (e;(u)), ey(u) =< (Ouf +0uf), 1<4i,j<d

DN —

Notons qu’ici et tout au long de la mémoire, un indice qui suit une virgule indique une
dérivation partielle par rapport a la composante correspondante a la variable spatiale.
Passons maintenant & la description des modéles mathématiques associées aux cadres phy-

siques ci-dessus.

Modéle mathématique n°1 . Le premier modéle mathématique étudié dans cette mémoire
décrit évolution des corps dans le cadre physique n°l (page 1). Les fonctions inconnues
du probléme sont le champ des déplacements u® : Q% x [0,7] — R? et les champs des
contraintes o : QF x [0,7] — S% x = 1,2. Notons la densité des forces volumiques par
f&Qf x [0,T] — R? L’évolution du corps est décrite par 'équation du mouvement de
Cauchy suivante

Dive"™ + fF =0 dans Q" x (0,7). (1.4)

Ici "Div" représente 'opérateur divergence pour les tenseurs, Div ¢" = (ag7j). Le processus
d’évolution défini par (1.4) s’appelle processus quasi-statique.Nous rappelons que dans le
cadre physique n°1, f4 et f§ varient trés lentement par rapport au temps.

Puisque le corps 2% ou k = 1,2 est encastrés sur ', le champ des déplacements s’annule
u® =0 sur I'f x (0,7). (1.5)

4



Chapitre 1 Modélisation et quelques rappels mathématiques

La condition aux limites en tractions est
o™Vt = fy sur T'5 x (0,7). (1.6)

Nous allons compléter ultérieurement le modéle mathématique (1.4) et (1.6) par les condi-

tions de contact sur la partie.

Modéle mathématique n°2. Ce modéle mathématique décrit I’évolution du corps dans le
cadre physique n°2, c’est un modéle électro-mécanique. Les inconnues mécaniques du pro-
bléme sont les champs des déplacements u” et les champs des contraintes ¢" satisfaisant les
égalités (1.4)-(1.6). A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probléme, a savoir le
potentiel électrique " : Q% x [0,7] — R et les champs des déplacements électriques D" :
QF x [0,T] — R L’évolution du corps piézoélectrique est décrite par 'équation d’équilibre

pour le champ de déplacements électriques
divD" = ¢f dans Q" x (0,7, (1.7)

ot "div" est 'opérateur de divergence pour les vecteurs, divD" = (sz) et gy représente
la densité des charges électriques volumiques sur 2%. Rappelons que dans le cadre physique

n°2, le potentiel électrique s’annule sur la partie I'f' de la frontiere
e"=0  surI'y x (0,7), (1.8)
tandis que sur I'}, une charge électrique de densité ¢ est préscrite,

D" v =gy sur I'y x (0,7). (1.9)

1.1.3 Loi de Kelvin-Voigt

Le modéle fractionnaire de Kelvin-Voigt, connu sous le nom de modéle de Kelvin-Voigt
généralisé, qui est développé en remplacant le dashpot du modéle classique de Kelvin-Voigt
par un opérateur de dérivée fractionnaire, connu sous le nom de springpot. L’identification
des paramétres du modéle fractionnaire a été soulevée au fur et & mesure que le calcul
fractionnaire a été utilisé dans le cadre de ’étude de la qualité de ’air. Le calcul fractionnaire
a été utilisé en électro-viscoélasticité. Différentes méthodes ont été utilisées, telles que la
méthode des algorithmes génétiques, la méthode d’estimation spectrale des parametres, les
erreurs dans les variables, etc. méthode d’estimation spectrale des parameétres, la méthode

des erreurs dans les variables la méthode de 'appartenance & un ensemble.
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Nous considérons contact entre deux corps électro- viscoélastique qui occupent deux do-
maines borné QF C R? avec une surface frontiére réguliére I'* subdivisée en trois parties
mesurables T, %y T's telles que mes (I'*1) > 0, Soit 7' > 0 nous étudions I’évolution du
corps due & 'application de force de volume et de tractions de surfaces dans 'intervalle de
temps [0, 7. Dans ce qui suit, pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicite-
ment la dépendance des fonctions par rapport & x C Q"UI" et ¢ € [0,7T)]. Dans ce qui suit,
pour simplifier les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions
par rapport & € Q"UT*, et t € [0,T].

Afin de décrire le comportement électro-viscoélastique, un modéle rhéologique est néces-
saire. Les modéles généralisés de type Kelvin-Voigt et Maxwell sont couramment utilisés mais
ils nécessitent un grand nombre de paramétres a identifier. Au cours des derniéres années, les
modéles fractionnaires sont permettent de décrire le comportement électro-viscoélastique sur
une large gamme de fréquences avec peu de parameétres. La électro- viscoélastique est une des
premiéres applications du calcul fractionnaire et la relation entre le tenseur des contraintes

et le tenseur des déformations est définie comme suit :
ot(t) = A”e(OCDfu”(t)) + B”e(u”(t)) + (E%)'V"(t) dans Q" x (0,7),

ol (ngW(t)) dénote la dérivée de Caputo d’ordre « telle que 0 < o < 1 par rapport
au temps. L’utilisation de la dérivée fractionnaire dans la loi de comportement nécessite
lintroduction d’un élément rhéologique nommé spring-pot. Cet élément correspond a une
représentation asymptotique d’assemblage d’éléments élastiques (springs) et viscoélastiques
traditionnels (dash-pots)connectés en série et en paralléle. I.’élément spring-pot permet ainsi
de modéliser différents comportements mécaniques en changeant 'ordre de dérivation a. Si
a — 0, le comportement de I’élément fractionnaire tend vers la réponse élastique ; dans le

cas ot &« — 1, la viscosité prédomine.

1.1.4 Conditions aux limites

Définissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de I'*.



Chapitre 1 Modélisation et quelques rappels mathématiques

A-La condition aux limites de déplacements

Le corps est, encastré dans une position fixe sur la partie I'f, le champ des déplacements
u” est par conséquent nul

u® =0 sur  I'f x (0,7).

B-La condition aux limites de tractions

Une traction surfacique de densité f;° agit sur ['f et par conséquent le vecteur des

contraintes de Cauchy o"v" satisfait

oVt = ff sur  I'5 x (0,7).

C-Les conditions aux limites électriques

Ces conditions sont déterminées & partir des deux équations
©" =0 sur  I'" x (0,7).

D v =g sur I x (0,7).

D-Les conditions aux limites de contact avec frottement

Par condition de contact nous comprenons une relation impliquant les composantes nor-
males du champ des déplacements, des tenseurs des contraintes. Par loi de frottement nous
comprenons une relation entre la contrainte tangentielle o, et le déplacement tangentiel u,
Notons ici que o, s’appelle aussi force de frottement.

Nous commendaons par présenter les conditions aux limites de contact utilisées dans cette
mémoire. Les eégalités et les inégalités qui suivent sont considérées vraies presque partout sur
I'y x [0, 7.

Contact avec compliance normale.

Dans ce cas, la contrainte o, satisfait la condition dite de compliance normale
_ 1 2 K
—0, =D, (uy +u;, — g) sur I x (0,7, (1.10)

ot ul, u? sont les déplacement normales, g représente l'interstice entre les deux corps et p,

est une fonction positive données, appelée fonction de compliance normale.

Loi de frottement de type Coulomb.
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C’est un loi de frottement les plus répandues dans la littérature mathématiques. Elle se
caracterise par l'intervention de la contrainte normale dans le seuil de glissement et peut

s’énoncer comme suit :

o]l < I,
ool < lou] = ul = u2, (1.11)

lowl| = |o] = 36 £0, —do, = ul(t) — ud(t),

c’est une version statique de la loi de Coulomb qui intervient dans la description du contact
frottement des problémes étudiés dans la deuxiéme partie du mémoire.
Maintenant, nous remplagons le seuil de frottement o, de la loi (1.11), par la condition de

compliance normale (1.10), de facon a obtenir les conditions suivantes

lor (D) < pr(uy (£) + w3 (t) — g),
lor ()] < pr(uy (t) + w5 (t) — g) = ur(t) = u(t), (1.12)
lor ()]l = pr(u,(t) +wi(t) — g) = 36 # 0, =d0-(t) = uz(t) — uz(t).

Ou p, est une fonction positive. Dans (1.12) , la contrainte tangentielle ne peut pas excéder

1

=

le seuil de frottement p,(ul(t) +u2(t) — g). De plus, quand le seuil de frottement est atteint,
les deux corps se met a glisser et la contrainte tangentielle tend & s’opposer au mouvement.

Cette condition de frottement a été utilisée dans différents papiers.
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12 QUTILS MATHEMATIQUES

1.2.1 Espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (-,-)y un produit scalaire sur H .

On note par | - ||z Papplication de H — R, définie par

[ullr = v/ (u, w) g, (1.13)

et on rappelle que || - ||z est une norme sur H qui vérifie I'inégalité de Cauchy-Schwartz
|, 0)u| < lullullvllm, Yu,v e H,

on dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défini par (1.13).
Soit H' D’espace dual de H

[n|g = sup ————
veri—foy  |v[|la

ot (+,)mxn représente la produit dual entre H' et H.

Théoréme 1.2.1. (Représentation de Riesz-Fréchet)
Soit H un espace de Hilbert et soit H' son espace dual, alors pour tout ¢ € H'

il existe un unique f € H tel que

<¢7U>H’><H = (f,U)H Yo € H,

de plus
&l = IIf |-

L’importance de ce théoréme est que tout forme linéaire continue sur H peut se repré-
senter & 'aide du produit scalaire. L’application ¢ +— f est un isomorphisme isométrique

qui permet d’identifier H et H'.

1.2.2 Espaces de Lebesgue L (Q)")

D’abord on note par L' (Q%) I'espace des fonctions intégrables sur Q* a valeurs dans R.

On pose

||U\|L1(m:/Q lo(x)|de.

9
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Définition 1.2.1. Soitp € R, 1 < p < co. On appelle l’espace de Lebesque LP () I’ensemble
LP (%) = {v: Q" — R mesurable, et [v]” € L' (")},

muni de la norme définie par

[l

1/p
Le(Qr) = (/ |U($)|pd$) :

On appelle 'espace de Lebesgue L (Q2*) I’ensemble
L (9%) ={v: Q" — R mesurable ; 3C > 0, |v(x)| < C p.p. sur Q"},
muni de la norme définie par

||| ooy = inf {C, telle que |v(z)] < C p.p. sur Q°} = supess(v).

1.2.3 Quelques outils dans ’espace L?(Q)")

Théoréme 1.2.2. (Convergence faible)

Une suite (,)nen C H converge faiblement vers x € H si

lim (zn,y)n = (v, y)n Yy € H.

n—-+o00

On écrit souvent x, — .

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwartz , il résulte que st x,, — x dans H, alors x,, — x.

Définition 1.2.2. (Convergence faible*)
soit E un espace Banach, et soit E' l’espace dual, une suite (f,,)nen d’éléments de E' converge

faible* vers f dans E’, et on note f,* f, si

(fn,x)prxe = (f,2)mxe pour tout = € F.

Théoréme 1.2.3. Soit (x,,) une suite borné de H. Alors il existe un élément v € H et une

sous-suite de (x,) encore notée par (z,,) telle que x, — .

1.2.4 Espaces de Sobolev

Les espaces de Sobolev ont été introduits au début du siécle et ont permis de résoudre bon

nombre de problémes concernant les équations aux dérivées partielles sans réponse jusque

10
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1a. On commence par un bref rappel de quelques résultats sur 'espaces de Sobolev H!(Q)
défini par
HY(Q) = {u € L2(Q%); due LA ) i=1, ,d},

on note par Vu le vecteur des composantes d;u, on a Vu € L*(Q%)? pour tout u € H' ().

On sait que H'(2*) est un espaces de Hilbert pour le produite scalaire
(u, ) g1 any = (w0, v) 2008y + (Oiu, 07v) L2 ()5
et la norme associée ||u|mir) = 1/(u, u) (o), et on écrit
HUH?P(Q“) = ||U”%2(Q~) + ||VU||i2(m)dv (1.14)
on a les résultats suivants
C' () est dense dans H'(Q").

Théoréme 1.2.4. (Injection continue de Sobolev)

Soient I un ouvert borné de classe C' de RY, et r,s € R. Alors, les injections suivantes
sont continues

1. i s<r: ona H'(I)— H(I);

c’est a dire qu’il existe un réel C' > 0 tel que :

<C

e < Clall,,

||u Vu e H(I). (1.15)

. N'
2. 518> 5 ;

on a H*H (I) — CJ (I) VjeN;

c’est a dire qu’il existe un réel C' > 0 tel que :
||U||cg(f) <C ||U'||HS+J'(I) Vu € H (I).

Théoréme 1.2.5. (Injection compact de Rellich)
Soient I un ouvert borné de classe C' de RN, et r,s € R. Alors, les injections suivantes
sont compacts
1. i s<r; ona H"(I)CcC H(I);

c’est a dire toute suite bornée de H"(I) admet une sous-suite convergente dans H*(I).
2. st s>%; ona HM(I)CC Ci(I) VjeN;

c’est o dire toute suite bornée de H*(I) admet une sous-suite convergente dans C'g (I).

11
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Théoréme 1.2.6. (trace de Sobolev)
Soit QF un domaine Lipschitzien de R? de frontiére T et 1 < p < oo. Il existe une
application linéaire et continue v* définie sur l’espace WP (QF) o wvaleurs dans l’espace

LP(T") telle que :
1) v = vl sive WH(QF) N C (QF),
2) Uapplication v est une application compact,

3) il existe une constante C' > 0, prouvenant de la continuité de Uapplication v*, tel que

|7 0||Lesy < Clloflwingey Vo € WH(QF).

O@") = { ¥, v e CRY }. (1.16)

Lapplication ~* s’appelle application de trace sur WIP(Q"), on a :
" ~% est définie comme le prolongement par densité de l'application v* — v" |, définie pour

K

vt e C(1)

Définition 1.2.3. Pour tout k € N et pour tout p € [1,4+00|, nous définissons l’espace de
Sobolev WHP(QF) par

WhP(QF) = {u € LP(Q") Va, |a| < k; Fv, € LP(Q7), tel que v, = Dau}.
ot D% est la o™ dérivée faible de u.

Remarque 1.2.1. Nous ferons trés souvent ['abus d’écriture qui consiste a identifier Du

et V.

La norme sur I'espace WH"P(Q*) est donnée par

1
p
( Z ”Do‘uHip(m)) sio1<p<o0,

[ullwrr@ny = lol<k

DO{ oo K ] =
gl@f;g” |0 () si p= o0,

pour p = 2, on note par H*(Q%) I'espace WH52(2%) et la norme précédente provient d’un

produit scalaire.

12
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Théoréme 1.2.7. Les espaces de Sobolev W*P(QF), pour k € N et p € [1,+00|, munis
de la norme || - ||, sont des espaces de Banach. De plus, les espaces H*(Q), pour tout k

entier, sont des espaces de Hilbert.
Pour des détails supplémentaires sur les espaces de Sobolev nous renvoyons le [1].
Théoréme 1.2.8. Soit u® € WH2(Q%)4. Alors e(u”) = 0 si seulement si u® € R" o1
R = {u" e W Q") /e(u®) =0} . (1.17)

Théoréme 1.2.9. (Inégalité de Korn)

Soit V* un sous-espace fermé de W12(Q)? tel que :
VFA R ={0}. (1.18)
Alors, 1l existe C' > 0 ne dépendant que Q" et V" tel que
eV e > O s Yo € V" (1.19)
L’inégalité (1.19) appelé l'inégalité de Korn.

Exemple : Tout au long de la mémoire, dans les parties mécaniques, le frontiére I'* est
subdivisée en trois parties mesurables disjointes I'f, I'5, et I'%, tels que mes(I'f) > 0. Nous

aurons constamment besoin de ’espace des déplacements admissibles V* défini par
Ve ={u e WHQ5)| u* =0 sur I'f}. (1.20)

Puisque mes(I'f) > 0, il vient V* N R = {0}, d’ou l'inégalité de Korn s’applique sur V*;

alors, il existe une constante ¢, > 0 dépendant uniquement de Q% et I'} telle que
le(®)|laer > crl|v™[|wrz@rya, Y& € V" (1.21)
Sur 'espace V" nous considérons le produit scalaire donnée par
(U™, %)y = (e(u™), (V7)) , YU, 0" € V", (1.22)
et soit ||.|[y~ la norme associée
[u*[ve = [le(@®)[lx, VU™ € V" (1.23)

Par I'inégalité de Korn (1.21), il vient que ||.[|y1.2(qx)a et |||y~ sont des normes équivalentes
sur V* et ainsi (V" ||.|[y~) est un espace de Hilbert réel.
En outre, par le Théoréme de trace de Sobolev et (1.21), il existe une constante ¢, > 0,

dépendant uniquement de Q~ I'Y et I's telle que
||u“HL2(F3)d < cp||u]|pe, VUt € V& (1.24)

13
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1.2.5 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section les espaces du type Sobolev utilisés en mécanique et
associés aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales propriétés,
notamment les théorémes de trace, aussi quelques espaces de fonctions définies sur un inter-
valle réel et a valeur dans I'espace de Hilbert.

Maintenant, pour procéder & la formulation variationnelle, nous avons besoin des les

espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues meécaniques u”, o" :

)
H* = {u" = (uf); uf € L*(Q")} = L2(Q%)4,

HY = {0” = (0f); of =0} € LQ(Q””)} = L2(Qr)dxd,
Hy = {u" = (u); o € WH2(Qr)} = WH(Qv)e,

(2

P ={o"= (0f:) € H"; Divo™ € He) = Wh2(Qr)dxd,

Les espaces H", H", HY, HY et , sont des espaces réels de Hilbert munis des produits scalaires

respectivement, donnés par
K K
(u, 0" )y :/ uf - vfide,
K
(0", 0%)qx = / g - O5dz,
K

(u*, v s = / ui -vide + | Vugi - Vojid,
K Qr

(0", 0% )3 = / o - Odx +/ Div o"® - Div 0%dx,

J

~

\

Les normes associés sont notées par ||.||lu-, ||.|la=, |- ||ms, ||.[[2s respectivement.

Puisque la frontiére I'* est régulier, le vecteur normal extérieur v* a la frontiére est défini
p.p. Pour tout champ de vecteur v™ € Hf nous utilisons la notation v® pour désigner la
trace de v* sur I'®. Désignons par Hj. le dual de Hpx = H2(I%)4 et (., .>_%7%7F,€ le produit
de dualité entre Hf.. et Hpx.

Pour 7" assez régulier nous avons la formule de Green suivante

or"
I‘m GV’Q

(AT, 6") 1oy + (Y75, V6) 12 ey = ida, V" € H'(QF). (1.25)

Pour D" assez régulier nous avons la formule de Green suivante

(D", V™) ms + (div D*, ¢) 2y = | D0 ¢"da, Yo" € W*. (1.26)

FK

14
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Pour tout o* € H?, il existe un élément ¢*v* € Hp, tel que

(o"V" v"™) e = (0", e(v"))x + (Dive™, 0" )y Yo" € HY,

11
23
en outre, si ¢” est contintiment différentiable sur Q% U T, tel que
(0", 0% 11 e = / oV v da, Yo" € HY,
2727 K
donc, pour ¢” assez régulier nous avons la formule de Green suivante

(0", e(v"))y~ + (Dive", v®)gx = / o™V v da, Yo© € Hf, (1.27)

K

ot da est un élément de mesure de surface.
Par ailleurs, soient o et & deux fonctions assez réguliéres ( par exemple o € C2(Q") et
£ e CH(Q)), elles vérifient la formule de Green suivante

K

Aok efde = — | Varvesde + | Sesda. (1.28)
O~ O~ e OV

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev de notre au probléme associés aux
inconnues électriques :
Ey = LX(Q"), By =H'(Q"),
W ={0" e Ef; U"=0surl}}, (1.29)
Wr = {D" = (Df); Df € L*(Q%); divD" € L*(Q%)},
oit div D" = Df;. Les espaces W* et W" définis par (1.29) sont des espaces de Hilbert réels

munis des produits scalaires donnés par

(90’{’ ,lvbﬁ)W"‘ = (V@Ha V¢H)H”a
(D", E)yyr = / D" .E"dx —I—/ div D".div E"dzx. (1.30)

K K

Soient ||.|lw~ et ||.|[ = les normes associées, c’est-a-dire

1" e = V" |5z (1.31)
1D* 13y = D"l + i D*|[ 720y (1.32)

Puisque mes I') > 0, 'inégalité de Friedrich-Poincaré est vérifiée, ainsi il existe une

constante cp > 0 dépendant uniquement de Q% et I' telle que

IV e = o 19" ey, YY" € WE. (1.33)

15
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Une démonstration de l'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé, par exemple, dans
[1, 6]. Il s’ensuit, d’aprés (1.14) et (1.33) , que ||.|[m x) et ||.|[w~ sont des normes équivalentes
sur W* et donce (W*,||.||w~) est un espace réel de Hilbert.

De plus, par le Théoréme de trace de Sobolev 1.2.6, il existe une constante cfj dépendant

uniquement de 2%, I'? et I's, telle que

HwnHH(Fp,) < g [ lye s VYT € W

Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits pour les inconnues
mécaniques
V=V'xV? H=H xH?
H, = Hi x H}, H==H" xH> Hi=H xH]

et pour les inconnues électriques, nous présentons les espaces produits suivants
W=W'x W W=W'xW? |Ey=E;xE, E =E xE}.

Les espaces V, H, H, Fy, E1, W et W sont des espaces de Hilbert réels, dotés des produits
scalaires canoniques notés (-, )y, (-, )m, (- )n, (g, (5 )Es (59w, (4 )w. Les normes
associées seront désignées par |- ||y, ||lla, || 1l% [-llz0s - 11&0, I-llw, |||, respectivement.

Soit 0 < T < oo et soit (X, ||.]|x) un espace de Banach réel, nous notons par C(0,7; X)
et C1(0,T; X) les espaces des fonctions continues et contintiment différentiables sur [0, 7]

avec valeur sur X, respectivement, avec les normes

LX) = t
Il = max [(0)]x.

x) = t T(t .
Ieller o0 = ma fw(t) x + mass (0]
De plus, nous utilisons le point ci-dessus pour indiquer la dérivée par rapport a la variable

de temps.

1.2.6 Espaces L*(0,7;X) et Wkr(0,T; X)

Définition 1.2.4. Soit 1 < p < oo, lespace de Lebesgue LP(0,T;X) est l'ensemble des
classes de fonctions u : (0,T) — X mesurables telle que 'application t — ||u(t)|x appartient

a LP(0,T). On sait que LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme
1
T P
ol = ([ Totolan) " si1<p<oc
0
lull Lo x) = Inf {C' >0 : |lu(t)||x < C, pp. t€(0,T)}  sip=o0.

16
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Par ailleurs, on a les résultats suivants.
Propriété 1.2.1.

(1) LP(0,7;X) (1 <p<o0) estun espace de Banach.

(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (-,-)x alors L*(0,T; X) est aussi

un espace de Hilbert avec le produil scalaire

(u, V) £2(0,7:x) :/0 (u(t),v(t))xdt.

(3) L™(0,T;X) C L90,T; X) avec injection continue 1 < g <r < 0.
(4) Si X est un espace de Hilbert, alors

1 1
LP(0,T; X) = LU0,T;X)  sil<p,qg<oo,~+==1,
p q
LY0,T; XY = L=(0,T; X),
o LP(0,T; X)) représente le dual de Uespace LP(0,T;X),1 < p < oc.

Définition 1.2.5. Soit u,v € LY(0,7;X). La fonction v s’appelle la dérivée généralisée
d’ordre n de u sur (0,T) si

/OT O™ (u(t)dt = (—1)" /OT e(t)v(t)dt, Yo e CX(0,T).

C(0,T) étant U'espace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, & support compact dans

(0,7). Nous écrivons v =1 pour n =1 et v =u"™ pour n > 2.

Définition 1.2.6. Soit 1 < p < co. L’espace de Sobolev WP(0,T; X) est I’espace des fonc-
tions u: [0,T] — X telles que u € LP(0,T; X) et u € LP(0,T; X). Notons que WP(0,T; X)

est un espace de Banach muni de la norme

[ullwrromx) = llullzeorx) + [l Lrorx)-
En particulier, W42(0,T; X) muni de la norme précédente est un espace de Hilbert.

Définition 1.2.7. Etant donné un entier k > 2 et un réel 1 < p < oo, on définit par

récurrence l’espace

WHP(0,T; X) = {ue WP(0,T; X) | e WFP(0,T; X)} .

17
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On vérifie aisément que u € WHP(0,T; X) si et seulement s’il existe k fonctions g1, ..., g, €

LP(0,T; X) telle que

4me@@awﬁ=<—w{ATwaxxww Ve € C2(0,T)),) = L,2,... .k,

ot pV) désigne la dérivée d’ordre j de . On peut donc considérer les dérivée successives
=g, u? =gy, ..., uP = gL' espace W*P(0,T; X) est un espace de Banach muni de la

norme
a=k

HUHW’W(O,T;X) = HUHLP(QT;X) + Z HU(Q)HLP(O,T;X) )

a=1
Théoréme 1.2.10. Si la fonction u appartient a espace WP(0,T; X),p € [1,00]. Nous

avons alors :
t
zwww—wwus/WMmum 0<s<t<T,

2. st de plus p < 00, on a
t
lu(t) = u(s)llkx < (- 8)p/ la(r)lfxdr 0<s<t<T,
3. 8t p=o00, ona
[ut) = uls)lx < [laflLeprxy 0<s<t<T.
Théoréme 1.2.11. Dans le cas o l'espace (X, (+,+)x) est un espace de Hilbert et si la

fonction u appartient o 'espace W12(0,T; X), alors

1
1. la fonction t — §||u(t)H?X est une fonction absolument continue sur ’intervalle |0, T,

2. S5 lu@®I% = (@), u(t))x, pp. t€0,T],

5. Sl = 1@ + [ (i(s).u(s)xds, Ve € 0.7]

Ces quelques propriétés achévent cette section. Pour plus de détails sur les résultats dans ce

paragraphe nous renvoyons le lecteur par exemple aux référence [5].

1.2.7 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire dans les
espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les inéquations varia-

tionnelles d’évolution qui interviennent dans I’étude des problémes mécaniques.
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Chapitre 1 Modélisation et quelques rappels mathématiques

I-Opérateur fortement monotone

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs frottements monotones et de
Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert H munit du produit scalaire (-,-)y et

de la norme associé || - || x.

Définition 1.2.8. Soient A : H — H un opérateur non linéaire, ['opérateur A est dit

1. monotone si

(Au — Av,u —v)yg >0, Yu,v € H,
2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u —v)g > m|ju —v||3, Yu,v € H,
3. Lipschitz sl existe L > 0 tel que
|Au — Av||g < Llju —v||g, Yu,v € H,
4. hemicontinu si pour toute suite numérique (t,) tel que t, — t lorsque n — o0 on a :
(A(u + t,v),w)g — (Alu + tv),w)y n— o0, Vu,v,w € H.

Définition 1.2.9. Soit la fonction j: Hx H — R et soit w ouvert dans H X H, on dit que
j est localement Lipschitzienne par rapport a la deuziéeme variable si , pour tout (ty,zo) € w,
il existe un voisinage U C w de (to, o) et une constante C > 0 tels que, pour tous (t,x1) et
(t,z3) €U, on a

|j(t7$1) _j(t,$2)| < CHZEl — $2||

Théoréme 1.2.12. (Théoréme de point fixre de Banach)
Soit K un sous ensemble fermé et non vide de l’espace de Banach (X, ||.||x). Supposons

que A : K — K est une contraction, c’est a dire il existe ¢ €)0,1] telle que
|A(u) — A(w)||x < c|lu—v||x Yu,v € K.

Alors, il existe un unique élément u € K tel que A(u) = u, i.e, posséde un point fize unique

dans K.
Pour l'opérateur A" : K — K défini par la relation
A" = A(A™h) n>2,
nous avons la version suivante du théoréme de point fixe.
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Théoréme 1.2.13. Sous les mémes conditions du Théoréemel.2.12. Supposons que A" :

K — K est une contraction pour n un entier positif. Alors A admet un point fixe unique

dans K.

Définition 1.2.10. Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M >0 tel que

la(u, v)] < Mllullx[[v]lx, Vu,veX.

Définition 1.2.11. Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une
constante m > 0 telle que

a(u,u) > mlull}, Yue X.

Théoréme 1.2.14. (Théoréme du Lax-Milgram)

Soient H un espace de Hilbert, a : H x H — R une forme bilinéaire continue coercive,
et | : H— R une forme linéaire continue. Alors, il existe une solution unique u € H qui
satisfait

a(u,v) =1(v), Yve H.

De plus, si a(.,.) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

a(v,v) = (v,v)x, Vo€ X.

N | —

§a(u, u) — (u,u)x <

II- Equation différentielle ordinaire

Théoréme 1.2.15. (Cauchy-Lipschitz)
Soit (X, ||.||x) un espace de Banach réel et soit F(t,-): X — X un opérateur défini p.p.
sur [0,T], qui satisfait les propriétés suivantes

.

(a)Il existe Ly > 0 tel que

|F(tx) = F(t,y)lx < Lelle —yllx  Vo,y e X, p.p.t€[0,T],

(b)1l existe 1 <p < oo tel que F(-,z) € LP(0,T;X) Vre X.
\
Alors, pour tout xo € X, il existe une fonction unique x € WHP(0,T; X) tel que

x(t) = F(t,z(t)), p.p. te€0,T],

z(0) = xo.
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ITI- Equation aux dérivées partielles d’évolution

Théoréme 1.2.16. Soit V C H C V' un triplet de Gelfand. Soit A:V — V' un opérateur

hemicontinu et monotone qui satisfait
(Av,v)r 0y > W]l + A, Yo €V, (1.34)

|Av|l,y < Ci(|Jvlly +1), Yve. (1.35)

Pour des constantes w > 0, C; >0 et A € R, etant donnée ug € H et F € L*(0,T; V,),

alors il existe une fonction unique u satisfait
we L0, T;V)NnCY0,T;H), e L*0,T;V),

u(t) + Au(t) = F(t) p.p. t€[0,T],

u(0) = up.

I'V- Inégalités variationnelles paraboliques

Théoréme 1.2.17. Soit V C HC V' un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble non
vide fermé et convexe de V, et supposons que a(.,.) :V xV — R est une forme bilinéaire,

continue et symétrique telle que
Ja>0etcy av,v)+collv|z >allv]|y YoeV.
Alors, pour tout ug € K et F € L?(0,T;H), il existe une unique fonction u qui satisfait
w€ HY0,T;H) N L*0,T;V), u(t)e K, Vtelo,T),

(U(t),v - U(t»v'xv + a(“(t)vv - U(t)) > (F(t)7v - u(t))H Vv € K, pp-te [O,T],

u(0) = up.

1.2.8 Dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.2.12. Une fonction u : [0,T] — X est dite absolument continue si quelque soil
€ > 0, il existe 6 = 0(e) > 0 tel que pour toute suite d’intervalles (a;,b;) disjoints, inclus

dans [0,T], tel que Z(bj —aj)<dona Z |lu(bj) — u(a,)||x < e.
J

J
L’espace des fonctions absolument continues sur [0,T] noté par AC([0,T7]; X).
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Définition 1.2.13. (L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville).
Soit X un espace de Banach et (0;T) un intervalle de temps fini. L’intégrale fractionnaire de

Riemann-Liouville d’ordre o > 0 pour une fonction donnée f € L*(0,T; X) est définie par

ol f(t) = m/o (t —s)* 1 f(s)ds pour tout t € (0,T),

ot I'(-) représente la fonction Gamma définie par I'(o) = [[°t* e~ 'dt.

Pour compléter la définition, nous fixons oI = I, ot I est 'opérateur d’identité, ce qui

signifie que oI f(t) = f(t) pour p.p. t € (0,T).

I I: | 'l
! A gl /
1 ‘I R I /.-’
I I S P\
I ‘|| A ol \ //
: "'. _;'I : : : : N . —
! [ e
g I -2 I \ 2 g
| "I I I \
| [T I |
! [/ T2
[ I |1 | \
| I! I I
[ 1 1 i
| I

Figurel.3. courbe fonction gamma

Définition 1.2.14. (La dérivée Caputo de l'ordre, 0 < o < 1 ). Soit Xun espace
de Banach, 0 < a < 1 et (0,T) un intervalle de temps fini. Pour une fonction donnée

feC(0,T;X), la dérivée fractionnaire de Caputo de f est définie par

SDOf(t) = oI f'(t) = ! ) /t(t —8)"*f'(s)ds  pour tout t € (0,T).
0

'l -«
1l est évident que si a = 1, la dérivée de Caputo se réduit a la dérivée classique du premier

ordre, c’est-a-dire que nous avons

G DLf(t) =1f'(t) = f'(t) pour p.p.t € (0,T).

Propriété 1.2.2. . Soit X un espace de Banach et a,, f > 0. Les énoncés suivants sont alors
valables :

(i) pour y € L'(0,T; X), nous avons

oI oI y(t) = o[ Py(t)  pour pp. t € (0,7),
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(ii) pour y € AC(0,T;X) et a € (0, ], nous avons
oI5 Diy(t) = y(t) — y(0)  pour pp.te(0,7),
(iii) pour y € L'(0,T; X), nous avons
6 Dol y(t) = y(t)  pour p.p. t € (0, 7).

Définition 1.2.15. (La dérivée directionnelle généralisée de Clarke et le gradient généralisé).
Soit j : X — R est une fonction localement Lipschitz.on note j(u,v) la dérivée directionnelle

généralisée de Clarke de J au point x € X dans la direction y € X définie par

o) =l sup EFAY ZIE)

A=0F 2 p

Le gradient généralisé de j : X — R en x € X est défini par

a](x) = {5 € X/ | vy € X’ ](,I,y) 2 (§7y)X’><X}‘

Propriété 1.2.3. Soit —0o < o < < o00. Supposons que f : [0,00) X (o, 8) — R soit
continue et localement Lipschitz dans la seconde variable. En d’autres termes, VA > 0 et

K C («, B) compacte, il existe La i > 0 telle que

sup |f(t,v1) — f(t,v9)| < Lak|vi — ve|, Yui,v9 € K.
0<t<A

Soit 0 < v < 1 and vy € (a, ). alors
6 Div(t) = f(t,u(t)),v(0) = v,
a une unique solution continue v(-) sur [0,T%), ot
T, = sup{h > 0 le solution v € C([0,h)),v(t) € (o, 5),Vt € [0, h)}.

FEst le plus grand temps d’existence satisfaisant T, € (0,00]. Si T\, < 00, alors on a

lim inf v(t) = a, 0w lim sup v(t) = f.
=T t—To

Soit le probléme suivante :

[ Trouver u e WhH2(0,T; V) tel que
(Ae(§ Diu(t)), e(v))u + (Be(u(t)), £(v))x

+ fr, dv(u(t),v,) da+ [i Gr(ur(t), v0) da > (f(t),0)y, (1.36)
pour tout v € V,p.p. t € (0,7,
\ u(0) = wo.
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Dans 1’étude du probléme, nous supposons que Iopérateur de viscosité A : Q x S¢ — S¢,
I'opérateur d’élasticité B : Q x S* — S%, le potentiel non convexe j, : I's x R x R — R, et la

fonction tangentielle j, : I's x R¥™! x R4~! — R, satisfont aux hypothéses suivantes.

( A: QxS ST est tel que
(a) A(z,e) = a(x)e pour p.p. z € Q et tout € € S¢,
(b) a(x) = (a;u(x)) avec a;juy € L>(2), (1.37)

(&)  aym(x)eem > mellel|za pour p.p. x € Q,

et tout € = (g;;) € S avec m, > 0.

( B:QxS?—S? esttel que
(a) B(w,e) = b(x)e pour p.p. z € Q et tout ¢ € S¢, (1.38)
\ (b)  b(z) = (biju(x)) avec by € L=(Q).

(

Jy '3 X R X R — R est tel que
(a) j,(-,7) est mesurable sur I'c pour tout r € R, et

il existe e, € L'(T'3) telle que j,(-,e,(-)) € L'(T3),

(b)  j,(x,-) est localement Lipschitz sur R pour p.p. z € I's, (1:39)
(c) il existe a;, > 0 telle que
L 104u(z,7)] < a;, (1 + |r]) pour tout r € R.
( gr: I3 x RI7L x R 5 R est tel que
(a) 7j,(+, &) est mesurable sur I's pour tout £ € R et
il existe e, € L'(I's;RY) telle que j (-, e,(+)) € LY(T3), (1.40)
(b)  j-(,-) est localement Lipschitz sur R? pour p.p. x € I's,
(c) il existe a;, > 0 telle que
| 1052, )l < . (1+ [€]lpar) pour tout € € RI,
uy €V, f e L*0,T;V). (1.41)

Théoréme 1.2.18. Supposons que les hypotheses (1.37)-(1.41) se vérifient. Alors le probléme
(1.36) admet au moins une solution uw € W12(0,T;V) [15].

Théoréme 1.2.19. Soit T > 0,a € (0,1) et p € [1,00). Soit Q, L*(0,T; Q) et Q' des espaces
de Banach. Q < L*(0,T;Q) de facon compacte et L*(0,T;Q) — Q' de fagon continue.

24



Chapitre 1 Modélisation et quelques rappels mathématiques

Supposons que W C L}, ((0,T); Q) satisfasse :

loc

(i). Il existe r1 € [1,00) et ¢ > 0 tels que Yu € W,

1 t
sup olf'([Jullg) = sup —/ (t— )" Huls)lg ds < c.
te(0,T) ! @ te(0,T) L(a) Jo Q

(ii). Il existe p; € (p, o0] tels que W est borné dans LP*((0,T); L*(0,T;Q)).
(iii). There exist ro € [1,00) and cs > 0 tels que Yu € W, il existe une affectation de la

valeur initiale ug telle que la dérivée faible de Caputo satisfasse :
16 Dl L2 o150y < 5
Alors, W est relativement compact dans LP((0,T); L*(0,T;Q)).
Propriété 1.2.4. Soit a € (0,1). Si Uapplication u : [0,T) — Q satisfait
ue CH(0,7);Q)NC([0,7):Q),

et u— E(u) € R est une fonctionnelle convere C sur Q, alors

(Dpuy — o (MO [0,

Cl-a te (t — s)ott

et
6 Dy E(u(t)) < (5 DfE(u),§ Df(u)),

otr §DYE() + Q — Q' est la différentielle de Fréchet et (-,-)gixg est compris comme

Pappariement dual entre Q' et Q).

Résultat 1.2.1. Notons que si nous supposons que la proposition 1.2.4 est valable pour u

1 , ‘
el que §Hu(t)HQ est une fonctionnelle conveze, nous avons

(0% 1 (6%
OCDt ”5“(0”2@ < (u(t),oth U(t)>Q’XQ'

1.2.9 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent problémes

de contact, en particulier pour établir léunicité de la solution.

Lemme 1.2.1. Soient m,n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour toul
t €0, 7], a>0 une constante et ¢ € C(0,T;R)
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(1) Si t t
o(t) ga+/0 m(s)ds—i—/o n(s)o(s)ds ¥t € [0, ),
alors
P(t) < (a—i— /Otm(s)ds> exp (/Otn(s)ds) vt € [0,T].
(2) Si t
vt <mit)+a [ v(s)ds Vie .1
alors

t t
/ P(s)ds < e“T/ m(s)ds Vte[0,T].

0 0
Pour le cas particulier m = 0, la partie (1) de ce lemme devient.

Corollaire 1.2.1. Soit n € C(0,T;R) telles que n(t) > 0 pour tout t € [0,T] et soit
a>0, si e C([0,T];R) est une fonction telle que

Y(t) <a+ /Otn(s)w(s)ds vt € [0,T],

alors

W(t) < a exp (/Otn(s)ds> vt € [0,T].

1.2.10 Les inégalités de Holder et de Young

Lemme 1.2.2. (Inégalité de Young)

Soit 1 < p < oo alors pour tous a,b >0, on a

a? bl
abg _+_7
p q

ot q € |1, 400[ est lexposant conjugué a p définie par 117 + % =1.

Lemme 1.2.3. (Inégalité de Hélder)
Soient p et q deur exposants conjugués (

g € LP(QF). Alors, f.g € L'(Q"), et

]—lj—l—é =1),1 < p < oo. Soient f € LP(QF),
1 gllLr@s) < A fller@e llglla@n).

De plus I’inégalité de Cauchy-Schwarz correspondant a l'inégalité de Hélder pour

p = q = 2 est vérifiée, i.e.

; |f(z)g(x)|dz < || fllz2mll 9]l 2(0x)-
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CHAPITRE

ANALYSE D'UN PROBLEME DE CONTACT

AVEC COMPLIANCE NORMALE ET

FROTTEMENT EN MATERIAUX DE
ELECTRO-VISCOELASTIQUES

FRACTIONNAIRE 2

Dans ce chapitre, nous étudions d’un Probléme de contact frictionnel quasi-statique entre
deux corps électro-viscoélastique et modélisé avec la loi de frottement Coulomb. Notre intérét
est de décrire un processus quasi-statique, et demontrer que le modéle résultant se rameéne
a un Probléme mathématique bien posé. Ce chapitre est organisé de la maniére suivante :
dans la premiére section, nous posons et décrire la Probléme mécanique puis nous indiquons
les hypothéses sur les données, dans la deuxiéme section, en utilisant les formules de Green,
on propose une formulation variationnelle du Probléme, et dans la troisiéme section, on
démontre l'existence d’une solution faible. Enfin, nous énoncons notre résultat principal
d’existence, est en utilisant théoréme des opérateurs monotones, la dérivée de Caputo, la

sous-différentielle de Clark, la méthode Galerkin et le Théoréme du point fixe de Banach.
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2.1 Formulation du probléme

2.1 FORMULATION DU PROBLEME

Le modéle mécanique que l'on étudie peut se formuler de la maniére suivante :

Probléme (P). Pour k = 1,2 trouver le champ de déplacement u* = (uf) : Q% x [0, 7] —

R?, le champ de contrainte 0" = (o) : Q"x[0,T] — S9, les champs les potentiels électriques

0" Q% x [0,T] — R, les champs des déplacements électriques D* : QF x [0, T] — R4, telle

que :

lor (@I < pr(uy (t) + ws(t) — g)
low (DI < pr(uy(£) + ws(t) — g) = uz(t) = uz(t)
lor ()] = pr(us () + w(t) — g)

| = 307 0,—00-(t) = ur(t) —u7 (t)

" =0
D*-v* =gy
u*(0) = ug

28

dans Q" x (0,7), (2.1)

dans Q% x (0,7), (2.2)
dans Q" x (0,7), (2.3)
dans Q" x (0,7), (2.4)

sur I'f x (0,7), (2.5)

sur I's x (0,77, (2.6)

(2.7)
sur I's x (0,7,

sur I's x (0,7),

(2.8)
sur I'"x (0,77, (2.9)

sur I} x (0,7, (2.10)

dans Q%. (2.11)



2.1 Formulation du probléme

Ce passage traite d'un Probléme de contact quasi-statique dans un milieu électro-viscoé-
lastique de type Kelvin-Voigt fractionnée pour temps du Caputo, voir [14] Les équations
(2.1)-(2.2) définissent les lois constitutives reliant les contraintes mécaniques et les champs
électriques ; A”e(()c Df‘u”(t)) . effet viscoélastique avec dérivation fractionnaire de Caputo
d’ordre «, traduisant la mémoire temporelle du matériau , B* ¢ (u”(t)) : composante élastique
pure (réponse instantanée), (5”)*Vg0“(t) :la potentiel électrique (via le gradient du potentiel
¢.) et la contrainte mécanique. Les équations (2.3)-(2.4) sont les équations d’équilibre pour
les champs de contrainte et de déplacement électrique, respectivement dans laquelle "Div"
et "div" désignent les opérateurs de divergence pour le tenseur.

Nous utilisons ces équations car le processus quasi-statique. gfj(t) est la densité de charge
volumique.(2.5)-(2.6) concernent les conditions aux limites du déplacement et de la traction.
L’équation (2.7) exprime la condition de contact & compliance normale, ot p, est une fonction
prescrite. Lorsqu’elle est positive, u! +u2 — g représente l'interpénétrabilité entre deux corps.
(2.8) dans cette équation, la loi de frottement de Coulomb est appliquée, ou la fonction p,
représente une limite supérieure non négative pour les forces de frottement entre les deux
corps.Ensuite, les équations (2.9) et (2.10) définissent les conditions aux limites électriques.

Enfin, I’équation (2.11) fixe les conditions initiales du Probléme.

Nous introduisons les formes bilinéaires suivantes :

a:VxV—-R, a(u,v) = Z(A“E(u”),s(v“))w, (2.12)
b: VXV =R, bu,v) =Y (Bre(ur),e(v"))ys, (2.13)
d:WxV =R dpv) =) (Ve e(v"))pe. (2.14)

Ainsi
L’application j : V x V — R est définie par :
juw) = [ pitub - oo+ dat [ poud bt - gl - ofllda (215)
F3 F3
Pour I'¢tude du Probléme (P), nous considérons les hypothéses suivantes :
H(1) : Hypothése de viscosité :
A = (afj) - Q" x S — S et le opérateur élasticit B = (bf,,) : Q" x S — S, le

opérateur de piézoélectrique £ = (efj,) : 2 x 87 — R%et le opérateur de permittivité
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électrique O = (cf;) : QF X R? — R9 satisfont les propriétés des symétriques, bornitudes et

ellipticites :

g = Qg = iy € LZ(Q7), Uy = Oy = Uiy € L7°(827),
el = ey € L") oy = ¢ € L>(Q).

ij

De plus, il existe des constantes strictement positives mg, my, m. > 0 telles que :

i €ij e > mallell®, Ve € St Vr e Q.
i €ij €xt = myl|e]|?, Ve €S Vae Q.

GG >melC]P V¢ eR? VreQr

H(2) de H(1) Nous avons :

(i) Les opérateurs a,b et d satisfont la propriété de bornitude usuelle :

|a(u, v)| < Mallul[yllv]ly,
[b(u, v)| < Mp|[ullv][o]lv,
|d(ep, 0)| < Mallellwllvllv,

ou Ma, Mb, My > 0.

(ii) Ellipticité :

Les opérateurs a et b satisfont les propriétés d’ellipticité suivantes :

a(u,u) > mgllully,  blu,u) > myllully,  Vue V.

H(3) On suppose que les forces volumiques fj° et les tractions surfaciques fj¥, et les charges

électriques volumique ¢f et surfaciques ¢5 ont la régularité suivante :

f5 e WhH(0,T; LA(T5)Y),  f§ € WH(0,T; H").
g5 € WH0, T3 LA(Ty)),  qf € WH(0,T; L*(Q29)).
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H(4) La fonction de jeu et les conditions initiales satisfont :

ge L>*Ts), g>0surly, wug€ V.

H(5) Les fonctions de compliance normale p, et compliance tengentielle p, satisfont les

hypothéses suivantes pour 6 = v, 7 :
a) ps: I3 xR —=R,.

b) x — ps(x,r) est mesurable sur I's, pour tout r € R.

)
)
¢) ps(x,r) =0 pour r <0, presque par tout sur I's.
d)

Il existe Ls > 0 tel que
ps(-,71) = ps(-,m2)| < Lslri —7af,  Vri,ma €R.
H(6) Le fonctionnel j satisfait :
107 (u, v)|[y, <m;(1+||ully + ||v]ly), YueV,veV, ae te(0,T).

En utilisant le théoréme de représentation de Riesz, il existe un élément f(t) € V et

q(t) € W tell que :

2 2
(F(t),v)y = Ftde+> [ f (" da (2.16)
k=1 Qr k=1 Fg
2 2
@O =Y [ doea->" [ s do (2.17)
k=1 " k=1 g
Vo eV, peWet tel[0,T], et ainsi,
fewr0,T;V), qe W0, T;W). (2.18)

De toutes ces hypothéses et notations, nous obtenons la formulation variationnelle du

Probléme P.
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2.2 Formulation Variationnelle

2.2 FORMULATION VARIATIONNELLE

En utilisant les formules de Green (1.27) et en supposant que u” et o® sont des fonctions
suffisamment réguliéres satisfaisant (2.3), (2.5) et (2.6), pour tout v € Vet t € (0,7), on
obtient :

(0"(t),e(v") — e(u™(t)))aer + (Div o™ (), v" — u"(t) ) = / o"(t) - (v°) = u"(t) da.

On a

/m o (t) - (e(v®) —e(u™(t)))dx + /QN Divo”(t) - (v° — u”(t))dx = /1“ a"(t) - (v° —u"(t))da

K
1

+/FK a(t) - (v" —u”(t))da +/F at(t) - (v —u”(t)) da.

D’apres (2.3), (2.5) et (2.6) on a

/Qﬁa“(t) (e(v™ dx—/ Jo(t) - (v —u” dx—/ J(t) - (v —u”

+/r a"(t)v" - (v" — u”(t))da.

La formule de Green pour k = 1

/Ql ol (t)e(v" —e(u'(t))dw — . o () (' —e(u'(t))dw = f2 (t) - (v" —u'(t))da
+/F3 al(t)yl (v —ut(t))da. (2.19)
La formule de Green pour & = 2
/QQ o*(t)e(v* — e(u?(t)))dw — fo() (v* — e(u’(t)))dw = Fgff(f) - (v* = w¥(t))da
+/Fg a?(t)? - (v* — u?(t))da.(2.20)

En additionnant :(2.19) , (2.20)

Z/ e(v—e(u(t))dz— Z/ fr(t (u“(t)))dx:;/Fgf;(t)-(v”—u”(t))da
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2.2 Formulation Variationnelle

+Z/ (v* — u*(t))da.

Alors
2

Z(a”(t),e(v”)—su YHr = Z/ fo(@t) - (v —u” da—i—Z/ () - (0™ —u”(t))da

k=1

Et moyennant (2.16), on a

2

3 / 0 (0) - (=(0") = e (O))do = (1), (0 = u(®) + Y / (V- (o — u¥(1))da.

En substituant ¢*(t) a partir de (2.1), on obtient :

/ Are(C Dour (1)) e (v —u (1)) dat / Bre(u(t))-e (" —u™ (1)) do-+ / (E7)V Vi (£)- (v —u (1) )da

QK

) ) + Y / oS (O - (v — (1)) da.

En utilisant (2.12)-(2.13) et (2.14), on obtient :

a(§ Du(t), v — u(t)) + blu(t),v — u(t)) + d(p(t),v —u(t)) = (f(1) - (V" — " (1))

+ Z/F (W - (vF — u(t))da. (2.21)
On calcule )
> /F o (t) - (v — u"(t))da
ZU"‘(t)u“ (v —u(t) = ' ()" - (v' =Wl () + ()P (v — WP (1))
= o,(t) - (v, = u, (1)) + () - (v — u(t))
Fo(t) - (v = ub(0) + 02(0) - (12 — w2 (1))
=0, (t) - (v, + ;) —ou(t) - (u, () + (1))
D) (o}~ 02) — 0y (0) - (ul(0) — u2(D)



2.2 Formulation Variationnelle

D’aprés (2.8), on obtient

2

Z/F a”(t)y”-(v”—u”(t))da:/r o (t) - (v} + 02) da—/ 0, (1) - (ub(t) +2(t)) da

k=1 I's

+/r or(t) - (U - )da—/F Ur(t)'(Ui(t)—u (t )) da. (2.22)

Et, moyennant (2.8), on a
§j/' Wt @) da= = [ pulad - g) (4ot [ 4= g
I's I's I's
(u +u ) da +/

I's

(1) - (v —v)da—/ o-(t) - (ur — u2) da. (2.23)

I's

Ainsi on utilise I'inégalité de Cauchy-Schwartz, avec (2.8), il résulte

[ ot @0 = o) da = = [ poful(v) +E0) =)ot~ 2l (2.24)

Nous supposons que I's = T3 UT;, ou

Ly ={z €Ts o @)l < pr(w, (W) +up()—g)}, Ty ={z €Ts o)l = pr(w,, (1) +uy(t)—9)}-

On a

—/F or(t) - (up(t) — ui(t)) da = — /1“+ o-(t) - (ur —u?) da — /_ o-(t) - (ur —u?)da.  (2.25)

A Tlaide de définition de T'y, on obtient
/F+ or(t) - (ur(t) — u2(t)) da = 0. (2.26)
Maintenant, en utilisant (2.8)
1 2 1 1 2 1 2
[ o0 (i) —20) da=—3 [ 10— 2O (u20) ~ w2

Alors

[ ortt)- () =) da=—5 [t —u2?da

=~ [l it~ 2o
3

= [ ol = gl ~ a2 da
3
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2.2 Formulation Variationnelle

on a,

[ ot (0 =) da= = [ polud i =gt~ dlda. 227

Nous utilisons I'égalités (2.23)— (2.27) pour trouver
[ o) =y da [ o) (ud a2y o=~ [ polub ) ok~ 2da
I's I's I's
+ [ ot = gl — fda. (229
I's

Alors par définition (2.19), on obtient

2

Z /F a" ()" - (V" —ut(t))da > J(u(t),v) — J(u(t), u(t)). (2.29)

k=1

En conbinant les inegalités (2.28) et (2.29), d’ou

a(§ Dfu(t), v — u(t)) + b(u(t),v — u(t)) + d(p(t), v — u(t)) + j(u(t), v)
—j(u(t),u) > (f(t),v —u(t)), VoeV, ae te(0,T).

(2.30)

Maintenant, on utilise aussi formule de Green (1.26) pour les inconnues électriques du
Probléme, ainsi que les conditions (2.2), (2.4), (2.10) et la définition (2.21), pour tout
¢ =(¢',0*) € W, et t €[0,T], on a

(D", + (A D)oy = | D

K

d’ou

D" -V¢"dr + / div D" - ¢"dx = /

g

D"V“.gb”da—i—/ D" v ¢ da. (2.31)
r

K
O K b

Pour k = 1, 2, on a d’aprés définition de W, on a

/ D"Vt ¢ da = 0,
Ty

alors
g D" - V¢ dr + / div D" - ¢"dx = /FH Drv™. ¢ da. (2.32)
On a d’aprés (2.4) et (2.10) b
g D" - V¢ dx +/ q5(t) - P¥dx = /r g5 (t).0"da. (2.33)
g g 5
La formule de Green pour xk = 1
/Q D' Vgl + /Q () o de = /F Gh(0)-0'da. (2.34)
b
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2.2 Formulation Variationnelle

La formule de Green pour k = 2

D? - V¢*dr + / @ (t) - ¢*dr = / ¢ (t).¢%da. (2.35)
Q2

2
1—‘b

9!
On additionnant (2.34) et (2.35) on a

2

2 2
Z " D”-V(b“d:c—i-;/m qg(t)~¢“d:c—;/g q5(t).¢"da = 0.

k=1
On a d’aprés (2.17) on obtient

2

S (D", V650 + {alt), d)w = 0.

k=1

De (2.2), on obtient

D (CEVE(t) — ERe (uF (1)), VI )y = (a(t), O)w, Vo € W, € [0,T]. (2.36)

k=1
Finalement, de (2.30) et (2.36) on obtient la formulation variationnelle du Probléme de

contact P.

Probléme PV :

Trouver le champ des déplacements , u = (u',u?) : [0,7] — V, le champ de potentiel

électrique o = (o', p?) : [0, T] — W, tels que, pour tout ¢t € [0, 7T

a(§ Diu(t),v —u(t)) + b(u(t), v — ul(t)) + d(e(t), v — u(t)) + j(u(t), v)

(2.37)

—j(u(t),u) > (f(t),v —u(t)), Vo eV, ae. t € (0,7T).
D (CEVR(t) — £ (u (), VT ) = (q(t), d)w, Vo € W,t €[0,T]. (2.38)
u(0) = uo. (2.39)

Nous notons que le Probléme variationnel PV est formulé en termes de champ des dépla-
cements et de potentiel électrique . Le principal d’existence est prouvée dans la prochaine

section.
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2.3 Existence de la solution

2.3 EXISTENCE DE LA SOLUTION

L’existence du Probléme variationnel PV est donnée par le Théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1. Sous les hypothéses H(1)-H(6), et les conditions
mg > ca(L, + Ly), . (2.40)
Le Probleme variationnel PV admet au moins une solution ayant la régularité suivante :
u € WH(0,T; V), (2.41)
o € W20, T;W). (2.42)

Démonstration du Théoréme 2.3.1

La preuve du Théoréme 2.3.1 sera effectuée en plusieurs étapes que nous prouvons dans ce
qui suit. Par tout dans cette section, nous supposons ce qui suit que tenir H(1) a H(6) avec
(2.37) et nous considérons que c¢ est une constante positive générique qui dépend de Q% T,
%y, I'%s, A% B*, p, .pr, g, L, mq, my, mq, My, My, My, M,,, L,, L, et T.

Et la démonstration basée I'argument de I'opérateur monotone, la dérivée de Caputo, la

sous-différentielle de Clarke, la méthode Galerkin et le théoréme du point fixe de Banach.

Premiére étape : Soit 3 € L?(0,T;V) donné, et nous considérons le Probléme inter-

médiare suivant.

Probléme PVW : Trouver les champs des déplacements ug : [0, T| = V tels que :

a(§ Diug(t), v — ug(t)) + blus(t), v — ug(t)) + (B(t), v — us(t))y
+J(up(t),v) = jup(t), us(t)) = (f(t),v —us(t))y YoV, pp.te(0,T),

us(0) = uo. (2.44)

(2.43)

Nous obtenons le reseltat suivant :

Lemme 2.3.1. Le Probleme PV, possede au moins une solution qui satisfait la régularité

(2.41).

Démonstration : Le Théoréme de représentation de Riesz nous permet de définir les

fonctions fz : [0,7] — V comme suit :

(fa(t),v)v = (f(t),v)y — (B(t),v)y, VveEV. (2.45)
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2.3 Existence de la solution

Le Probléme PV, ., peut s’écrire comme suit :
8

a(§ Diug(t), v —ug(t)) + blug(t),v — ug(t)) + j(ug(t),v) — j(ug(t), us(t))
> (fa(t),v —ug(t))y YveV, pp.te(0,T).

(2.46)

up(0) = up. (2.47)

L’operateur a(-,-) bilinéaire , continu et coercive d’aprés (2.12), H(2), et d’aprés (2.13),
I'operateur b(-,-) bilinéaire continu. D’aprés (2.18), (2.45) et la régularité du 3, on a fz €
L*(0,T,V). L’hypotheése H(5)(d) donne que j sont des fonctions localement Lipschitz.

Nous combinons ces résultats des opérateurs a(-,-),b(-,+),j(+, ) et de la fonction fz(-) avec
I'hypothése H(6) et le résultat fourni par le Théoréme 1.2.18, nous trouvons que Le Probléme

PV., posséde au moins une solution ug € Wh2(0,7;V).

Deuxiéme étape :
Soit 8 € L*(0,T;V) donné, et nous utilisons le champ de déplacement ug obtenu dans le
Lemma 2.3.1 pour prouver le résultat d’existence du champ de potentiel électrique g du

Probléme suivant :

Probléme PV% : Trouver le champ de potentiel électrique ¢z : [0,7] — W tel que,

pour tout t €]0,T[, nous ayons :

D (CEVgh(t) — Ere(us(t), V"), = (1), O)w, Vo € W. (2.48)

k=1

Nous avons le résultat suivant :
Lemme 2.3.2. Le Probleme PV, admel une solution unique pz € W'2(0,T; W).

Démonstration : Nous définissons une forme bilinéaire L : W x W — R telle que :

Lip,¥) = > (C"V", Vi )y (2.49)

k=1

Nous utilisons 'hypothése H(1) et I'équation (1.33) pour montrer que la forme bilinéaire L
est continue, symétrique et coercitive sur W. De plus, en utilisant (2.17) et le Théoréme de
représentation de Riesz, nous pouvons définir un élément gz : [0,7] — W tel que :

2

(1) O)w = (a(t), O)w + Y (E"e(uf(1)), V"), Vo€ W. (2.50)

k=1
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2.3 Existence de la solution

Nous appliquons le Théoréme de Lax-Milgram pour déduire qu’il existe un élément unique
0p(t) € W tel que :
L(ps(t), ¢) = (qs(t), o)w, Vo€ W. (2.51)

Nous concluons donc que g(t) est une solution du Probléme PV, . Soient ¢1,t, € (0,77, il

découle de (2.48) que :

les(tr) — ealta)llw < C (llus(ty) —us(ta)llv + [la(t) — q(t2)|lw) - (2.52)
L’inégalité précédente, la régularité de ug et (2.19) impliquent que
s € WH0,T; W), (2.53)

Pour l'unicité, soient : Maintenant, en substituant § = [, et ¢ = @1, puis § = [s, , et
¢ = 9, aussi dans (2.38) et en soustrayant les deux inégalités obtenues,

D (CEV (5 () = 95(8) V(25 (8) — @5 (1) = D ETe (uf(t) — ub(£)), V (@5 (E) — D5 () )gpe
" ! (2.54)

Ol a

lp2(t) = er(D)llv < ellua(t) = ur(B)lv- (2.55)

Derniére étape :
Dans cette étape, pour une fonction 8 € L*(0,T; V) et la fonction g obtenue dans le Lemme

2.3.2, nous considérons 'opérateur
A L*0,T;V) — L*(0,T; V)

défini par :
(AB(t),v) = d(pga(t),v), Yvel. (2.56)

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.3.3. L’opérateur A admet une point firé 3* € L*(0,T;V).
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Preuve : Soit 8 € L*(0,T;V), et t1,ts €]0,T[. En utilisant (2.56) I’hypothése H(2), nous
déduisons que :

[AB(t1) — AB(t2)|lv < cllws(ty) — wa(t2)llw. (2.57)

Comme ¢z € L*(0,7; W), nous concluons que A € C(0,7;V). Soient maintenant

B1, B € L*(0,T;V). De maniére similaire a (2.57), nous obtenons :

[AB1(E) = ABa()|lv < Cllgs, (t) — @p. (E) lw. (2.58)
Par conséquent, d’aprés (2.43), on obtient :

a (§ Dfug, (t) — § Diug, (1), us, (t) — ug, (1))

+ (Bu(t) = Ba(t), up, (1) — up,(t))

+ b (ug, (t) — ug, (1), ug, (t) — ug,(t)) (2.59)
+J (up, (1), ug, (1) — 7 (ug, (1), ug, (1))

+ 7 (ug,y (1), up, (1) — J (ug, (1), up, () < 0.

D’aprés (2.15) et ’hypothése H(5), nous avons

17 (upy (), up, () = J (up, (£), up, (£) + J (us, (1), up, (1) — 7 (up, (£), us, (1))]

[ e (b0 000) = 9) = b (0 0) + 03,0 (0) = )]

% (ug,, () +u,, (1) = ug,, (1) — uj,, (t)) da

Do (hal0) #1820 00) = 0) = pr (0 0) 415, — )]
X ([lup,(8) + - ()] = (V5,0 () + v, (1)) da

< Lo [ (050 4 98,000) = (1, 0) 4 03, 1) do

Lo [ (k1) 4 03, (0) = (0 f0) 41,0

e (HU};IT + uﬁlT ” Huﬁﬂ + uﬂw H) da

< LI, ()40, (£) = (us, ()15, (O [F2 gy t+Le || (s, ()4, (£) = (us, ()4, (D12 0,0

et en utilisant I'inégalité (1.24), on obtient

’] (uﬁl (t), U, (t)) —J (uﬁl (t)> U, (t)) +J (uﬁz (t), Up, (t)) —J (uﬁz (t>> up, (t)) ’

< Ly + L)l (uh, () + a3, (1) = (uh, () + a3, ()]}, (2.60)
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Par la définition 1.2.14, nous déduisons que

|6 Dy us, (t) — § Diug, (1),
t -, t —a.
- ‘ F(ll—a) Jo(t = s) g, (s)ds — ﬁ Jot—s) U52(3)dsHV

= e Jo (¢ = )i () = () dsl | < Cllis (6) = s (8)

< COllig, (1) — s, (8)[lv- (2.61)

D’aprés (2.43), on a

CL(OCDtOC (uﬁz (t) — Up (t))v Up, <t> — Up, (t)) + b(u52 (t) —Up (t), Up, (t) — Up, (t))
+<ﬁ2 (t> -5 (t)v Ug, (t> — U, (t))V + j(uﬁl (t)v Up, (t)) - j(“ﬁl (t)> up, (t))

45 (ug, (1), up,) — j(up,(t), us,(t)) >0,

alors

b(ug, (t) — ug, (), up, () — ug, (1)) < | a(§ D (ug, (t) — ug, (1)), ug, (t) — ug, (1)) |
H(B1(t) = Ba(t), up, (t) — up, (8))v + J(ug, (), up, () — j(ugs, (t), us, (1))

+J (U,@2 (t)7 u51> - j(uﬁz (t)7 Up, (t» |7

on utilise l'inégalité de Cauchy-Schwartz, (2.60), H(1)(b) et H(2), on obtient

m [[ug, (t) — us, (D)1, < b (wp, () = ug, (), ug, () — up, (t))
< M, ||§ Dug, (t) = 6 Dfup, (8)| ), lug, (1) — ug (D], + [181(8) = Ba(®)Ivllug, (1) — us, (1)) [l

2
+ Ca(Lr + L) [|ug, (t) — ug, ()],
et moyennant la condition (2.46), il s’ensuit

(my = €3(Lr + L)) lJug, (1) — ug, (4)II5, < M [[§ D g, (t) — § Difus, (8)|], g, (1) — us, (8]l

151 (E) = Ba(O)llvllus, () — us, (£)llv,
et de (2.60), il vient
s, () = ug, (DI < erllBa() = B} + ealliig, () — g, (][5 (2.62)
d’aprés proposition 1.2.2 (iii), on obtient
g, (£) = ws, (D115, < eall B1(8) = Ba(t)] + C/Ot lug, (5) — ug, (s)[[ds. (2.63)
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L’inégalité précédente combinée a I'inégalité de Gronwall conduit a

() w1 < ¢ [ 19165) = o) as. (2.6
En combinant (2.58) et (2.64), alors il existe ¢ > 0, tel que
IAB(E) — AB(t) ] < / 15:(5) — Bl ds. (2.65)
De plus, on a
1A26,() = A28, = IAAB))(E) — (AAB) B3

¢ / IABL(s) — ABy(s)|I3 ds

<e [ (e [ 1) = sl ar) s
e [ ([ 10 -0k dr) ds

|A®B1(t) — A®Ba(t) HV<C3/// (B81) (1) — (B2) (D13 dldsadsy,

a0 =A@ <cn [ [T 1m0 = sl dtds,--ds,

n fois
// / [/ Hﬁl—ﬁﬂ\idl] ds, 1 ---dsq
(n— 1)f01s
< B0 - Boll H// [ s

(n— 1)f01s

Y

Sn—2 Sn—3 Sn—2 Sn—3 52 3
. ne
On sait que / ds,_1 = Sp_2, et que / / dsp_1dS,_o = / Sp—2dS,_o = 5
0 0 0 0
Sn—4 Sn—3 Sn—2 83 4
et/ / / dSn_ldSn_gdSn_g = n; .
0 0 0 3!

Enfin on a
t S1 Sp—2 tn—l
L] T

n—1

t
[A781(8) = A"Ba(0)] < C" gy 11 = Bellzzoiry

Alors
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2.3 Existence de la solution

donc
C’VLT’VL
n n 2 2
IA" B = A" Bal12 0,0y < — = 181 = Bellz2o iy »
comme lim cr;:!m = 0, ce qui implique que pour n suffisamment grand la puissance A™ de

n—-+00

A est une contraction dans L?(0,7T; V). D’apres le Théoréme 1.2.13, alors il existe un élément

unique 3* € L?(0,T;V) tel que AS* = 5*.
Nous sommes maintenant préts & prouver le Théoréme 2.3.1.

Démonstration du Théoréme 2.3.1. Soit 3* € L%(0,T;V) est un point fixe de
lopérateur A. Dénotez par ug« une solution du Probléme PV, . et g« une solution du

Probléme PV,,.., en utilisant la définition (2.56), (2.43), (2.44) et (2.48), nous constatons

Pg* 3

que {ug~, pg-} est une solution du Probléme PV.
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Conclusion Générale

Dans ce mémoire,nous étudions un modéle mathématique décrivant le processus
quasistatique de contact entre deux corps électro-viscoélastiques. La relation constitutive est
formulée a I'aide d’un modéle de Kelvin-Voigt fractionnaire. Le contact est modélisé par la
condition de conformité normale et le frottement est décrit selon la loi de Coulomb. Nous
établissons une formulation variationnelle du probléme et prouvons l'existence d’une solution
faible au modéle en utilisant la théorie des opérateurs monotones, la dérivée de Caputo, la
sous-différentielle de Clarke et le théoréme du point fixe de Banach.

Mots-clés : Contact électro-viscoélastique, loi constitutive viscoélastique fractionnaire,

frottement, dérivée de Caputo, théoréme du point fixe de Banach.
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i Résume B

L'objectif de ce mémoire est un modele mathématique décrivant le processus quasi-
statique de contact entre deux corps électro-viscoélastiques. La relation constitu-
tive est formulée a l'aide d’'un modele de Kelvin-Voigt fractionnaire. Le contact est
modélisé par la condition de conformité normale et le frottement est décrit par
la loi de Coulomb. Nous établissons une formulation variationnelle du probleme
et prouvons l'existence d’une solution faible du modéle en utilisant la théorie des
opérateurs monotones, la dérivée de Caputo, la sous-différentielle de Clarke et le

théoreme du point fixe de Banach.

Key words : Contact électro-viscoélastique, loi constitutive viscoélastique fraction-

naire, frottement, dérivée de Caputo, théoréeme du point fixe de Banach.

B Abstact

We consider a mathematical model which describes the quasistatic process of
contact between two electro-viscoelastic bodies. The constitutive relation is built by
a fractional Kelvin-Voigt model. The contact is described by the normal compliance
condition and the friction is described by Coulomb’s law. We derive a variational
formulation of the problem and prove the existence of a weak solution to the model
by using the theory of monotone operator, Caputo derivative, Clark subdifferential
and Banach fixed point theorem. .

Key words : Electro-viscoelastic contact, fractional viscoelastic constitutive law,

friction, Caputo derivative, Banach fixed point theorem.
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