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INTRODUCTION

Les équations de Navier-Stokes sont des équations aux dérivées partielles qui décrivent le
mouvement de substances fluides visqueuses. Ils portent le nom de I'ingénieur et physicien francais
Claude-Louis Navier et du physicien et mathématicien irlandais George Gabriel Stokes. Ils ont
été développés sur plusieurs décennies de construction progressive des théories, de 1822 (Navier)
a 1842-1850 (Stokes).

Les équations de Navier-Stokes sont utiles car elles décrivent la physique de nombreux
phénomenes d’intérét scientifique et technique. Ils peuvent étre utilisés pour modéliser la météo,
les courants océaniques, I’écoulement de l'eau dans un tuyau et I’écoulement de l'air autour
d’une aile. Les équations de Navier-Stokes, dans leurs formes completes et simplifiées, aident
a la conception d’avions et de voitures, a I’étude du flux sanguin, a la conception de centrales
électriques, a l'analyse de la pollution et a bien d’autres problemes. Couplées aux équations de
Maxwell, elles peuvent étre utilisées pour modéliser et étudier la magnétohydrodynamique.

La méthode des volumes finis est a la base des codes de calcul utilisés en mécanique des
fluides et s’est avérée tres efficace dans le traitement des problemes basés sur I’équation de
Navier Stokes. Les avantages de la méthode des volumes finis résident dans la possibilité de
représenter facilement des domaines de forme géométrique compliquée et traiter de facon usuelle
les conditions aux limites.

Contrairement a la méthode des différences finies, qui met en jeu des approximations des



dérivées, les méthodes des volumes finis et des éléments finis exploitent des approximations
d’intégrales. Toutefois, la méthode des volumes finis exploite directement la forme dite <forte> de
I’équation a résoudre, alors que la méthode des éléments finis se fonde sur une formulation
variationnelle de ’équation (on parle aussi de formulation faible).

En 1971, la méthode des volumes finis a été présentée pour la premiere fois par Patankar
et Spalding, et publiée en 1980 par Patankar. Cette méthode est une approche de discrétisation
utilisée pour résoudre numériquement les équations aux dérivées partielles, qui sont essentielles
pour la modélisation des phénomenes étudiés par les physiciens et les ingénieurs.

Elle permet de résoudre des EDP avec des géométries complexes grace a l'utilisation de
maillages non structurés. Le domaine est discrétisé en volumes de controles, des volumes disjoints
en 3D, des polygones en 2D et des segments en 1D, construits autour des points d’un maillage
initial.

Notre travail est structuré en quatre chapitres :

Le premier chapitre représente un rappel et des définitions de quelques opérateurs différentiels,
en plus de certains espaces de Sobolev, de leurs propriétés, et de quelques inégalités outils. Puisque
nous consacrerons nos travaux aux équations de Navier-Stokes, nous avons présenté quelques
formes de ces équations qui modélisent 1’écoulement de fluides compressibles et incompressibles.

Dans le deuxiéme chapiter, nous avons prouvé I'existence et I'unité des solutions des équations
de Navier-stokes incompressible en dimension 2, En utilisant le lemme de compacité avec la
méthode de Freado-Glarkin.

Le troisieme chapitre est consacré a donner une présentation a la méthode de volumes finis,
nous avons expliqué le principe de cette méthode par I'application a deux problemes elliptiques
en dimension 1 et 2.

Dans le quatrieme chapiter, Nous avons appliqué la méthode de volumes finis avec un maillage
admissible rectangulaire pour la résolution numérique des équations de Navier-stokes incopres-

sible en dimension deux.



CHAPITRE 1

RAPPELS MATHEMATIQUES ET ETUDE
THEORIQUE DES EQUATIONS DE
NAVIER-STOKES

Ce chapitre présente un petit rappel en analyse fonctionnel avec quelques définitions de
quelques opérateurs différentiels, en plus de certains espaces de Sobolev, de leurs propriétés, et
de quelques inégalités outils. Puisque nous consacrerons nos travaux aux équations de Navier-
Stokes, nous avons présenté quelques formes de ces équations qui modélisent 1’écoulement de

fluides compressibles et incompressibles.

1.1 Quelques opérateurs différentiels

1.1.1 Le gradient

Soit f une fonction de z, y et z. On peut définir ses trois dérivées partielles %, g—g, g—ﬁ. (si

la fonction est continue et différentiable). A partir de ces trois valeurs on peut construire un



%
vecteur, le gradient, qu’on note grad ou v/ défini comme suit

—
vi=|%

1.1.2 La divergence

La divergence d’un champs vectoriel U = (ug, uy, uy) est un scalaire défini par

: Ou,  Ou,  Ou,
dwﬁ-?.ﬁ— o + By + P

1.1.3 Le Laplacien

Le laplacien d'une fonction f de R3 vers R c’est un scalaire noté Af ot V? défini comme

suite
B *f  0°f  O*f

Af= 922+ dy? o (1.1)

1.1.4 Produit tensoriel

Produit tensoriel entre v = (vy,v2) et u = (ug, ug) défini comme suite

u®v: (1, 01), (uz; 01) . (1.2)

(u1,v2), (ug, va)

Pour plus de détails voir [9] et [11].

1.2 Espaces de Sobolev

1.2.1 Définitions et propriétés élémentaires
Soit €2 un ouvert de R", n € N*,

Définition 1.1. [1]. (Produit scalaire) Soit E un R espace vectoriel. Un produit scalaire sur E
est une application (.,.) : E x E — R vérifiant

8



1. (x,x) > 0,Vz € E (On dit que (.,.) est positive),

2. (z,x)y =0< =0 ((.,.) est définie),

3. (x,y) =y, x), Va,y € E (symtrie),

4. (Ax+py,z) =Nz, 2) + uly, 2), Ve,y, 2 € Eet A\, p € R (biliniarité).

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertient.

Définition 1.2. (La Norme) Soit E un espace vectoriel sur le corps R des réels. L’application

.l : E — RT est une norme si et seulement si
1.Vxe E:|z|lg=0<2=0,
2. Vr € EVA e R || z]lg = |N||z]| g,
8 Vr,y e Bz +ylle <|zllg+ ylle (Inégalité triangulaire).
On appelle espace vectoriel normé le couple (E, ||.|g) formé par un espace vectoriel réel et une

norme ||.||g définie sur E.

Corollaire 1. [1]. Soit E un espace préhilbertient. L’application
E —RT,

r =/ (z, ),

est une norme sur F.

C’est-a-dire ||.|| = \/(z,x) est une norme sur E.

Définition 1.3. [9]. (Support d’une fonction) Soit ¢ une fonction sur Q@ a valeurs dans R ou
dans C. Le support de ¢ est [’ensemble

supp () = {x € Q: p(x) # 0}.

Définition 1.4. (Espace de fonctions tests 2(£2)) On note 2(Q2) espace des fonctions indéfiniment

dérivables sur ) dont le support est compact et inclus dans €2

2(Q) ={u:Q— C,ue C™®(Q),supp (u) compact} .



Définition 1.5. (Espace des distributions 2'(2)) On appelle distribution toute application
T: 2 — C,

linéaire et continue.
La variable d’une distribution est donc une fonction test, et T(p) est un nombre complexe.

La valeur de T en ¢ est noté
T(p) ou (T, p).
L’ensemble des distributions a manifestement une structure d’espace vectoriel complexe avec l’ad-

dition de deux formes linéaires et la multiplication par un scalaire. C’est ce qu’on appelle le dual

topologique de Z(2) que nous notons 2'(Q2).

Définition 1.6. [16]. (Dérivée au sens de distribution) Soit T € 2'(Q0). La Forme linéaire 2=
J
sur C§°(2) définie par
oT Op
—, =—(T,— ), ¢ € C5°(Q), 1.3
(Goe) = (155 ) . vecr@ (1)
est une distribution appelée dérivée partielle, au sens des distributions, de T par rapport a la
7 — 1éme variable.

Le fait que % soit une distribution résulte immédiatement de l’appartenance de T a 9'(12).
J

Définition 1.7. (Espace de Schwartz S(R™)) L’espace S = S(R") est constitué des fonctions u
appartenant a C°(R™) telles que

Va, 8 € N 3C, 53 > 0, [190°u(z)| < Cyhp, Vo € R™
Toutes les dérivées d’'un élément de S tendent vers zéro a l'infini que tout polynome.

Définition 1.8. (Espace des distributions tempérées S') S'(R"™) = S est le dual topologique de

S, i.e, l'espace vectoriel des formes linéaire, T : S — C appartient a S’ si et seulement si,

Fk, 1 €N,3C>0: [(T,9) | < C Y sup [2°07p(x)], Vg € 5.

n
o<k z€R

1Bl<t

Définition 1.9. [1]. L’espace L*(Q2) est ’ensemble des fonctions de carré sommable ¢’est-d-dire

L*(Q) = {u : Q — R telle que / lu(z)|Pdx < oo} .
0

L2(2) est un espace fonctionnel linéaire.

10



Définition 1.10. [16]. Nous appelons "espace de Sobolev” d’ordre 1 sur Q, l'espace

HY(Q) = {u e 12(): 2% e 12() v =1, n} .
3@

La dérivation est a comprendre au sens des distributions. En d’autres termes, une fonction

u € L*(Q) est dans H'(Q) telles que

/u%dm‘:—/Ujsﬁdx,VgoeD(Q)’vj':L,,, .
o 0T Q

Nous avons alors

ou
8xj

'Uj:

,ijl,---,n.

L’espace H'(2) est muni de la norme

el ) = (Z g @pa+ [ u(x)?dx)l/z ([rvur+ [ |u<a:>|2dx)1/2.

Définition 1.11. [1]. L'espace H}(Q) définie par
Hy(Q) ={ve H'(Q):v=0 sur Q}.

Définition 1.12. [15]. De la méme fagon, nous définissons les espaces de Sobolev d’ordre m
(m € N*) par
H™(Q)={ue L*(Q): D*ue L*(Q),a € N |a] <m},

n
olal
pOU,T’Oé — (a17.. . ’an) 6 Nn N |a| = ]Zla‘],Da = 82’/‘?18x32‘ ..ax%n.

Muni de la norme naturelle

1/2

lilliroy = | 3 / DeufPdr | (1.4)

la|<m

Définition 1.13. [15]. L’espace H™ () (m € N*) peut étre définir aussi par
H™Q) = {u € S(Q): (1+ ¢ e LZ(Q)}
et la norme définie par (1.4) est équivalente a

1/2
ey = ( [a~ |£|2)m|ﬂ(£)\2d€) |
11



Cette proposition permet de définir 'espace H™(2) pour tout m € R (et plus seulement
m € N*). Si m n’est pas entier, on le note alors plutot H*(2), s € R. Le théoreme de Plancherel

nous assure alors que si s > 0, u € L*() ce qui n’est plus le cas si s < 0.

Définition 1.14. [15]. D’une facon plus générale, pour tout 1 < p < +oo et pour toute m € N

on définit les espaces de Sobolev
WmP(Q) = {u € LP(2), D% € LP(Q), Va € N, |a| < m}

que l’on munit de la norme

1/p

o) = | [ 10

la|<m

(WP(Q), ||lullwmr)) est un espace de Banach .

Définition 1.15. [1//. Il s’agit de l’espace de Banach H*(Q2), définit par la norme suivante

Wl = | [ 1+ EPr17e -

1.3 Quelques inégalités outils

Théoréme 1.1. [2]. (Inégalité de Hélder) Soient uw € LP(Q) et v € LI(Q) avec 1 < p < 400 et
q l'exposant conjugué (]% + % =1). Alors u,v € L*(Q) et

/ fu(x)o(@)de < [lull g o]l ooy (1.5)

Remarque 1.1. En particulier, si p = 2 et ¢ = 2 on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz

| @@lds < e oo (16)

Proposition 1.1. (Inégalité de Young) Soit 1 < p < 400, alors pour tout a, b >0, on a
ab? b
ab < — + —
p q’
ot q € ]1,400| est l'exposant conjugué a p définie par }—17 + % =1.
De plus l’égalité a lieu si et seulement si a? = b,

12



Remarque 1.2. Un cas simple de l'inégalité de Young avec les exposants p = q =2 et (¢ > 0)
est
a?  eb?

p< L
W=t

Proposition 1.2. (Inégalité d’interpolation) Si f € LP(2) N LI(Q2) avec 1 < p < q < o0, alors
fe L (Q),Vp<r<ygq, eton alinégalité d’interpolation

N e 1o 1T-a
1l ) < Hf”m(n)”f”iq(@) v =7 + q

(0<a<1). (1.7)

Théoréme 1.2. (Inégalité de Poincaré) Soit 2 un borné, alors il existe une constante ¢ > 0,
telle que
lull 2@y < NIV ull 2y, Y € H (). (1.8)

1.3.1 Injection de Sobolev

Définition 1.16. [2/. Soient X etY deux espaces de Banach, l'écriture X C 'Y signifie l'injection

continue de X dans Y, c’est-a-dire qu’il existe une constante K telle que
Jully < K Jullx, Y € X. (1.9)

Soit 2 un ouvert borné de R™ a frontiere lipshitzienne ou 2 =R",n > 1.

Proposition 1.3. Soit 1 < p < oo, on a

: L . 1
- Sip <n,WH(Q) C L7 (Q), avec .z =

3=

1
p
- Sip=mn,W"(Q) C LUQ),Yq € [p, +00).

- Sip>n,WP(Q) C L*(Q).

Théoréme 1.3. Supposons que Q C R™ est un ouvert borné de classe Ct, on a

Li(Q),Yq € [L,p*), 5 =
(Q

- Sip=nWP(Q)C L1

- Sip<n,WP(Q)

N

D=
3=

),Vq € [1,+00).

- Sip>n,WP(Q)

N

C(@

~—

En particulier W?(Q) C L? injection compacte, pour tout p et n.

13



1.3.2 Formule de Green

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des EDP. Elle coincide, en

dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.

Théoréme 1.4. [10]. (Formule d’Ostrogradsky) Soient un ouvert @ C R™ borné de classe C* et
' son bord. Soit F une fonction de C*(Q) a valeurs dans R™ (un champ de vecteurs). Alors

/Q div (F (z)) dz = / F (z) 1 (z)dl,

r

ot n(x) est le vecteur unitaire normal a I' au point x, dirigé vers l'extérieur de €.
On déduit de ce théoreme le

Corollaire 2. [10] (Formule de Green). Soit Q un ouvert borné de classe C. Alors pour toutes
fonctions u € C? (ﬁ) et v e Ct (ﬁ) , 0N a

/QAu (x)v () dr = A g—z (x)v (z)dl — /QVu (x).Vo (x)dz,

y du

ot 5%(x) := Vu(z).n(x) (derivée normale de u).

1.4 Présentation des équations de Navier-Stokes

Les équations de Navier-Stokes sont fondamentales en mécanique des fluides, mais leur déve-
loppement a été précédé par une longue histoire d’étude des fluides. Archimede a découvert que
les corps plongés dans un liquide regoivent une poussée égale au poids du liquide déplacé. Au
XVeme sigcle, Leonard de Vinci a décrit divers écoulements et a introduit le terme ”turbulence”.
Newton a posé les bases mathématiques avec ses lois de la dynamique en 1687. Les équations
d’Euler, établies par d’Alembert et Euler au XV I®™ siecle, ont marqué un tournant. Cependant,
le concept de pression reste flou. Euler a finalement publié un traité en 1775 décrivant les fluides
parfaits incompressibles avec les équations aux dérivées partielles.

Les équations d’Euler sont les suivantes

%—I—(u-V)u%—Vp:O,
div-u=0.

14



La premiere équation représente la conservation de la quantité de mouvement, tandis que la
deuxieme correspond a la conservation de la masse (le fluide est incompressible). Cependant,
d’Alembert a remarqué en 1752 que selon ces équations, un corps plongé dans un liquide pourrait
se déplacer sans résistance, un paradoxe qui nécessite 'introduction de phénomenes de frottement
moléculaire dans les équations, ce qui est complexe étant donné la nature macroscopique des

équations d’Euler [3].

1.4.1 Coordonnées lagrangiennes et eulériennes
Définition

En mécanique des fluides, deux systemes de coordonnées sont utilisés pour formuler les
équations : les coordonnées lagrangiennes et les coordonnées eulériennes.

En coordonnées lagrangiennes, on suit ’évolution d’une particule ou d’un volume de fluide
élémentaire au cours du mouvement. Les fonctions décrivant les grandeurs dépendent de la par-
ticule X (de position xg a un temps de référence ty) et du temps. Si ¢ est un champ lagrangien,

alors on a
Y = QO(X<J;07 tO)a t)'

En coordonnées eulériennes, on observe 1’évolution des particules qui passent par un point fixe
du repere. Les grandeurs associées a ces particules dépendent du point x et du temps. Si ¢ est

un champ eulérien. Alors, on a
¢ = @(X(z,1),1).

Travailler en coordonnées eulériennes revient a fixer la position X et a écrire des bilans au
voisinage de ce point fixe.

En mécanique des fluides, les coordonnées eulériennes sont principalement utilisées pour leur
simplicité. Cependant, elles nécessitent un systeme fermé pour appliquer les théoremes de la
mécanique, alors que le systeme est ouvert en coordonnées eulériennes. On utilise alors la dérivée

particulaire pour décrire correctement les variations temporelles.
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Dérivée particulaire

La dérivée particulaire d’'une quantité associée a une particule est la dérivée temporelle lors-
qu’on suit la particule dans son mouvement.
En coordonnées lagrangiennes, cette dérivée s’écrit naturellement dp/0t. Cependant, en notation
eulérienne, la dérivée partielle ne prend pas en compte le fait que la particule passant par X a

Iinstant ¢ est en mouvement, et que ce mouvement contribue a la variation temporelle de ¢. En

D

eulérien, la bonne notion de dérivée temporelle est celle de dérivée particulaire, notée 5

DX a,1),1) = - (e(X(x,1),1)
= P2 0x(a1),0) + LX), V(X (.0, 1)
_ %_fmx,t),t) + (X (1), 1) - V(X (2,1), 1),

ou v désigne le champ de vitesse. Dans toute la suite on ne travaillera plus qu’en coordonnées

eulériennes.

Dérivée d’une intégrale

Dans la suite du chapitre, la capacité a calculer la dérivée lagrangienne des bilans sera
nécessaire pour formuler les équations de conservation. Ces bilans sont initialement exprimés

sous forme intégrale. Un théoreme fournira un résultat sur le calcul de la dérivée d’une intégrale.

Théoréme 1.5. Soit w un ouvert borné de R? et (p(t))ier une famille de difféomorphismes de
w sur ¢(t)(w) = Q. On suppose que lapplication t — (t) est aussi de classe C' On note
o(t,x) = @(t)(x) le point de Q; image du point x de w par p(t). Soit f une fonction de classe
C' dans les variables (X, t) définie sur R* x R. On a alors la formule suivante

D B of . B Df .
Di . f(X,t)dX = N (E —i—dzv(fv)) dX = /Qt (Ft + fdwv) dX (1.10)

ot v est le champ de vecteurs dans R3 défini par

wl(X, 1) = %0, 00) 7 (X))

Dans le cadre de la mécanique des fluides, le champ v n’est autre que le champ de vitesse de
[’écoulement.
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1.4.2 Equations de bilans
Conservation de la masse

on se donne un ensemble de particules que 1’on suite dans leur mouvement.On note €2; le
volume défini par ces particules a 'instant ¢. Le nombre de paticules étant constant, la masse du
systeme m(t) I'est aussi.Ainsi, en coordonnées eulériennes

Dm(t)

=0.
Dt

Or m(t) = [o, p(X,t)dX. L'équation de Conservation de la masse s’écrit alors

D
= X.4) = 0.
Dt/gtp( )

D’apres le Théoreme 1.5, on obtient

dp . -
/Qt (a + dw(pv)) dX =0.

Cette équation devant étre vraie a tout instant et pour n’importe quel ensemble de particules €2,

on en déduit I’équation de Conservation de la masse

0

9P+ div(pv) = 0. (1.11)
ot

Cette équation est aussi appelée équation de continuité.

Conservation de la quantité de mouvement

Considérons un fluide avec une masse volumique p et une vitesse v. La quantité de mouvement

/ pvdX.
Qy

Selon le théoreme fondamental de la dynamique, la variation temporelle de cette quantité est

dans un volume 2, s’écrit

égale a la somme des forces extérieures, incluant les forces volumiques

/Q pfx
/8 Al)ds
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En utilisant le Théoreme 1.5, pour transformer la dérivée substantielle de th pvd X, I'équation

de conservation de la quantité de mouvement devient

D
Tp‘tv + pudive = pf + divo, (3)

ou o est le tenseur des contraintes. Pour un fluide newtonien, le tenseur des contraintes oq dépend

linéairement et isotropiquement du tenseur des déformations D(v), donné par
1
D(v) = §(VU + Vol).

En remplacant

oo = 2uD(v) + A divv 1d,

ou i et A sont des coefficients réels, dans ’équation précédente, on obtient ’équation de conser-

vation de la quantité de mouvement pour un fluide newtonien

D
D—p: + pvdive — pAv + V(p — (A + p)dive) = pf. (4)

1.4.3 Ecoulements incompressibles

Les équations de Navier-Stokes sont un ensemble d’équations fondamentales qui décrivent le
mouvement des fluides. Elles se présentent sous la forme suivante pour un fluide incompressible :

Equation de conservation de la masse (ou continuité) :

ap . B
n + div(pv) = 0.

En supposant un écoulement incompressible, on a : divv = 0.

Equation de conservation de la quantité de mouvement :

0
p (G—Z‘F(V'V)V) = —Vp+ uV>?v + pf. (1.12)

Ou v est le champ de vitesse du fluide, p est la pression, p est la viscosité dynamique, et f est la
force volumique externe.
Lorsque I'on considere un écoulement incompressible et qu’on introduit la vorticité w = V xv,

on peut réécrire les équations de Navier-Stokes sous la forme de la formulation vitesse-vorticité

aa—c:vLV-(vw)—uVQw:O,
V.v=0
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En introduisant le nombre de Reynolds Re = %, ou L est une longueur caractéristique, V'

une vitesse caractéristique et p la masse volumique, on peut adimensionnaliser les équations de
Navier-Stokes et obtenir une forme simplifiée, appelée équations de Stokes, pour les écoulements

a faible Reynolds
— uV3v 4+ Vp = pfm

V-v=0.

D’autre part, lorsque 'on néglige la viscosité (1 = 0), on obtient les équations d’Euler :

ov
(E—F(v V)v )—l—Vp:pf,
V.-v=0.

Ces équations sont hyperboliques, ce qui signifie qu’elles ont un comportement différent des

équations de Navier-Stokes, qui sont paraboliques.

1.5 Forme simplifier des équations Navier-Stokes

1.5.1 Les équations de I’hydrodynamique

les équations de I’hydrodynamique nous donne des différentes lois de conservations de la
physique. Pour ce faire, nous suivons la présentation faite dans le chapitre 1 du livre de Chan-
drasekhar.
On considere un fluide dont la densité p ot z € R* et t € [0,00[. On note par v(t,z) =

(v1(t,x),v2(t, ) la vitesse de fluide [4].

Equation de continuité

E""Za%(pvj) =0 (1.13)

exprime la conservation de la masse. Une autre forme de (1.13) qui pourra étre utile, est la

suivante
0v;
+ g v]a E 3%2 (1.14)
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Pour un fluide homogene incompressible ( p = py est constante ), I'équation de continuité est
réduite a )
3vj

=0 (1.15)
1 al’j

=

dans ce cas, la vitesse est donc un champ de divergence nulle. Les équations de mouvement de

I’hydrodynamique

ov; 2L Oy
¢ — =X,
paﬁ“";%axj p +]

—

2 op,
8.27]'

(1.16)

ou X; est la :“"¢ composante de toute force extérieure qui pourrait agir sur le fluide.
P;; est la tenseur des contrainte exercée dans la direction z; sur un élément de surface normal a

x;. Cette force doit dépendre du taux de croissance de déformation dans le fluide donné par

. 1 82)2' 8vj

D’apres une des hypotheses de la dynamique des fluides, nous donne 1’équation suivante

2
Py = Wij + Z ij;kiChi (1.18)

k=1
ou Wj; = —pd;; est un tenseur symétrique vers lequel tend P;; quand e;; = 0, et gij = A0 +

193051 + 6;10,1) est un tenseur d’ordre 4. Ol p, A et p sont des fonctions (scalaires).
Dans le cas d’un fluide isotropique, la forme de (1.18) doit étre invariante a toutes rotations et
translations des coordonnées du systeme. Ca implique donc que W;; et g, sont des tenseurs

isotropiques. On trouve
2

Pij = —pdij + 2pei; + Aoy Z Ckk- (1.19)
k=1

On définit p comme étant la pression isotropique en x; quand il n’y a pas de déformation, dans

ce cas,
2 2 2
ZPM = —3]?: —3p+2uZeii+3)\Zekk. (120)
i=1 i=1 k=1
On trouve alors, dans le cas ou le fluide n’est pas forcément incompressible
2
A= —3h (1.21)
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et

2
Pij = —poij + 2pei; — gﬂ(sij Z Ckk- (1.22)
k=1

Le coefficient p qui apparait dans cette équation est le coefficient de viscosité. Les termes dans

(1.22) qui sont proportionnels a p définissent les contraintes dues a la viscosité. Si on les note

par
ov;  0Ov; 2.9 oy,
i = N2 1.23
Pij N[(@xj+8xi) ;38% ! (1.23)
Dans le cas d’un fluide homogene incompressible, le tenseur visqueux a la forme plus simple
8% ij
i = . 1.24
En remplagant P;; dans (1.16) par son expression, on trouve
v, ~ On Op = 0 dv; O vy,
= — - = . 1.25
patﬂ)zvj aﬁ;axj p(axj ax) “Zaxk (1.25)

Dans le cas d'un fluide homogene incompressible pour lequel p est constante, I’équation (1.25)

est réduite a )

ov; 0
+ Zvj Y X, a_5+“AUi' (1.26)

pat

Le taux de dissipation visqueux

En multipliant (1.25) par v; et en intégrant sur V', on obtient

1/ 0, 1 L9, 2. 0P,
5/\/p§%dx+5/ypjzlvjﬁ_xjvidm_/vaiXidx—i_/VUijZl dz, dz, (1.27)
on a
9 o _ 0p 4 9 4
57 (Pvi) = (50)vi + povy. (1.28)

1.6 Méthode de Faedo Galarkin

Le principe de cette méthode est basé sur I'idée de remplacer ’espace séparable infinie V' par
un autre V,, finie, le probleme approché est posé sur V,, ou nous se ramene a la simple solution
d’un systeme d’équations différentielles ordinaires non linéaire, par ailleur on peut chisir la mode
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de construction de V,, de maniere a ce que le sous-espace V,,, soit une bonne approximation de
V et que la solution u,, dans V,, du probleme est approché a la solution exacte u dans V.
Cette méthode n’a pas d’intérét numérique en général elle est tree utile d’'un point de vue

théorique, notamment pour 1’étude des problémes non linéaires [1].

1.6.1 Présentation de la méthode de Faedo-Galerkin

1. Présentation

La méthode de Faedo-Galerkin est une méthode approximative parmi d’autres, utlisée
pour résoudre des équations aux Dérivées partielles d’évolution (déterminer 1'existence et

I'unicité des solutions).

2. Principe de la méthode

Décrivons ici la strategie (les étapes) de la méthode.

L’existence par la méthode de Faedo-Galerkin se fait en trois étapes :

a. Approximation de Galerkin (Recherche de solutions approchées)

Dans cette partie, on choisit une famille de fonctions ((x)x>1 constituant

une base orthogonale dans V = HJ (),
et

une base orthonormale dans H = L?*(Q).
En particulier, on pourra écrire
Z 9k Gk
k=1
ou
9k = (9, Ck)o,

et les séries sont convergentes dans H.

b. Estimation a priori

Puis, on construit une suite de sous-espaces de dimension finie,

Vm = UeCtCM R Cma
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avec evidemeut

Vm C Vm—i—la
et
UV, =V.
Pour m fixé, on pose
Unm(t) = cx(t)Ge, G = Y Grrs
k=1 k=1

et on résoud le probleme approximatif suivant : Déterminer u,, € HJ(0,T,V) tel que

pour s=1,---,m, on a
(ul (t),Cs)o + a(ul,, Cs) = (f(t),Cs)o, pour tout t € [0,T],
Un(0) = G-

Pour tout v € V,, puisque v, € L*([0,T],V), on a

u,, est appelé approximation de Galerkin de la solution w.

. Passage a la limite (existence d’une solution faible )

Daru ; cette partie nous montrerons que u,, et u/ sont bornés dans L*(]0,T[, H}(Q2))
et L?(]0, T[, H *(2)) respectivement (Estimation de 1'énergie).

Alors en appliquant le théoreme de compacité, ou pourra montrer que les sous-suites
Ui convergent faiblement dans L?(]0, T'[, Hy (Q2)) pendant que v/, , converge faiblement

dans L2(]0,T[, H*(9)).
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CHAPITRE 2

EXISTENCE ET UNICITE DES SOLUTIONS
DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
INCOMPRESSIBLE EN DIMENSION DEUX

Ce chapitre traite l'existence de la solution faible de 1’équation de Navier-Stokes dans un
domaine borné de R?. Pour ce faire, on introduit des solutions approchées, puis on démontre des
estimations sur ces solutions avant de passer a la limite pour obtenir I’existence de la solution w,
et pour une étude plus approfondie de I'existence et de I'unité de la solution de ce type d’équation,

voir [7].

2.1 Position du probleme

Soit © un ouvert borné de R?, de frontiere I' (quelconque, réguliere ou non du moins au
début).
On désigne par v un vecteur de vitesse
u={uy,us}, (2.1)
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défini dans @ = Q x |0, T7.

On posera
Ou _ = ) = Ou Ouy
7 A R TR T

Diu = {DiUhDiUQ} = {&U-’ Oz

Au = {Auy, Auy}.

Les équations de Navier-Stokes sont les suivantes, dans le cas d’évolution

ou 2
i vAu + ;ulDlu =f—gradp, (v>0), (2.2)

divu =0, (2.3)

avec les conditions aux limites et initiales

u=>0 sur . (2.4)

u(z,0) = ug(x) sur €. (2.5)

Le probleme est de trouver u et p (évidemment défini au mieux a une constante additive pres)

tels que (2.2)-(2.5) aient lieu [7].

2.2 Formulation variationnel

Soit v € V une fonction test. On multiplie I’équation (2.2) par v et on integre sur

2
/ u' - vdr — 1// Z w; D | - vde = / f-vdr — / Vp - vdx. (2.6)
Q o \\5 Q Q

Ona VP € 7'(Q)

(Vp,v) = —(p,divv) =0, Yo € V.
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Alors
(Vp,v) =0( dans 2'(0,T)?).

D’autre part par la formule de Green pour tous champs vectoriels u, v réguliers

—/Au-vdx:/Vu-Vvdw—/%vds
Q Q r on

:/Vu-Vvdx—/Vu-nvds.
Q r

=0

Alors la formulation variationnelle de probleme (2.2)-(2.5) est donnée par

2
/ u' - vdr + 1// Vu - Vodx +/ Z wi(Djuj)vde = / frvde, Yo e VN (L"(Q)", (2.7
Q Q Q; Q

,7=1

u(0) = uo. (2.8)

2.3 Espace fonctionnels pour les équations de Navier-

Stokes
Soit € un ouvert borné de R?, on définit
¥ ={p e (D(Q))*:Vp=0}.

Il faut noter que I'on peut donner deux définitions, pour les espaces V et H.

Premiere définition de V/
V = adhérence de ¥ dans (H'(2))?,

ou d’autre terme

V ={ulue (Hy(Q)* Vu=0}.

On peut définir ’espace H par

H = adhérence de ¥ dans (L*(2))?,
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ou d’autre terme
H={ue (L*Q)* Vu=0}.
L’espace H est équipé du produit scalaire (.,.) induit par L*(Q); l'espace V est un espace de

Hilbert avec le produit scalaire

2

((u,v)) = (Dsu, Dyv). (2.9)

i=1
L’espace V est contenu dans H dense en H et 'injection est continue. Soit H' et V' les espaces
duales de H et V.
D’apres le théoreme de Riesz, on identifie H a son dual : H' = H, alors on a l'injection

suivante

VcCH=H CV, (2.10)

ou dans (2.10) chaque espace est dense dans le suivant ([7], [13]).
En conséquence des identifications précédentes, le produit scalaire dans H de f € Hetu € V

est le méme que le produit scalaire de f et u dans la dualité entre V' et V
(fyu)y = (f,u),Vf e HVueV.
Théoreme 2.1. [7]. Soient ug € H et f € L*(0,T;V"). Alors, il existe
u € L*0,T; VYN L>™(0,T; H), (2.11)

solution de (2.7)-(2.8).

2.4 Propriété sur le terme non linéaire
Soient u, v et w trois vecteurs dans V', on pose
b(u, v, w) = Z/uk(Dkvi)widx. (2.12)

Lemme 2.1. ([7], [13]). La forme trilinéaire u,v,w — b(u,v,w) est continue sur V- x V x (VN
(L™(2)™ et vérifie
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1- Yu,v,w €V, bu,v,w) = —b(u,w,v),
2- Yu,v €V, blu,v,v) =0.

Noter que V N (L"(Q))" = Vsin < 4.

2.5 Lemme de compacité

Soit By, B, B; sont des espaces de Banach, avec les injections continues

B() C BC Bl, Bz réflexif ,i = 0, 1, (213)
I'injection By — B est compacte. (2.14)
On définit
d
W= {v v e LM(0,T; By), v = d—: e L"(0,T; Bl)} , (2.15)

ou T est fini et 1 < p; < 00,7 =0,1. Muni de la norme

vl zeo (0,7:80) + 1V"l| o1 (0,7 B1),

W est un espace de Banach. Evidemment W C LP°(0,T; B).

On a alors le résultat suivant

Théoreme 2.2. [7]. Sous les hypothéses (2.13) et (2.14) et si 1 < p; < 00, i = 0,1 linjection
de W dans LP°(0,T; B) est compacte.

2.6 Théoreme d’existence et d’unicité

Pour T > 0 fini quelconque, on a

Théoréme 2.3. Le Probleme (2.2)-(2.5) admet une solution unique.
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2.6.1 Démonstration d’unicité
Pour montrer 'unicité de la solution du probléeme (2.2)-(2.5), on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2. [] existe une constante c(2) telle que

1/2 1/2
0]l 1y < @0l gy 10l s Vo € H(). (2.16)

Démonstration. 11 suffit de montrer (2.16) pour v € Z(2) ; prolongeant v par 0 hors de €,

(2.16) résultera alors de

) 1/4
1/2
ol sy < 2/ )10ll g, (Z HDiUH%%R?)) : (2.17)
i=1
On part de
v (1) = 2/ v(Dv)dz;,
d’out
V(1) < 2uy(my) et vi(x) < 2up(y),
ol
400 +oo
v (z9) :/ |v| |Dyv|dzy et vo(z1) :/ |v| | Dov|dzs.
Donc
/ v*(x)dx §4/vl(:r2)da:2/vg($1)dx1
R2 R R
< 4flvll 22| Drvll 2y [0l L2r2) | D2v | 2 ey,
d’ou en particulier (2.17). O

Lemme 2.3. [7]. Siu € L*(0,T;V) N L>(0,T; H), alors

2
> wiDwu € L*(0,T; V).

=1

Théoréme 2.4. La solution u du probléme (2.2) vérifie,
u' € L*(0,T; V). (2.18)
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Démonstration du Théoréme 2.3 (unicité)
Soient u et u* deux solutions et soit w = u — u*. Alors
(w',v) + va(w,v) + b(w, u,v) +b(u, w,v) —b(w,w,v) =0, Yv eV, (car V C (L*(Q))?). (2.19)

Puisque l'on sait, d’apres (2.18), que w’ € L*(0,T;V’), on peut prendre dans (2.19) v = w(t) et

intégrer en t; il vient
1 t t
5\w(t)|2 + V/ a(w,w)do + / [b(w, u, w) 4+ b(u, w,w) — b(w,w,w)] = 0. (2.20)
0 0
Mais b(u, w, w) = 0,b(w,w,w) = 0 et donc (2.20) donne
1 t t
§|w(t)|2 +V/ |w(o)||*do = —/ b(w, u, w)do. (2.21)
0 0

t t
\Abwuuwm-s@érmwmammﬂwwwa

t
<o [ 1wt} o) uto)ldz (par (2.16)
t t
<v [ uto)Pdr+ s [ o) Pluto) o
Dong, 'équation (2.21) donne
t
W) < 25 [ ulo)| (o) do (2.22)
0
dotw =0 N

Remarque 2.1. Siw € L*(0,T;V),w' € L*(0,T; V"), on a bien 32L|w(t)|* = (w(t),w'(t)) p.p.

2.6.2 Démonstration de P’existence (Théoréme 2.3)

Solutions approchées

On utilise wy, - - -, w,,, comme une base spéciale dans la méthode de Faedo-Galerkin.

On définit w,,(t) solution approchée d’ordre m par

um(t) € [wlv T '7wm]7 um(t) = Zgjm(t)wj’
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(ul, (t),w;) + va(um(t), w;) + b(um(t), un(t), w;) = (f(t),w;), 1 <j<m

U (0) = Uom, Uom € (W1, -« W], Ugm —> ug dans H.

(2.23)

(2.24)

Ce systeme d’équations différentielles en les g, (¢) définit u,,(t) dans [0,t,,] ; on verra au point

suivant que 1’on peut prendre ¢, = T.

Estimations a priori (I)

Multiplions (2.23) par gj,(t) et sommons en j; comme b(ty,, U, Up,) = 0, on en déduit

1d 9 B
5 il tm OF 4 vt (0 un(0) = (/). wn(0)
O + P m (@I < 15O ()] < SO + el 70
2dt ™m m — m — m )
d’out

t t
@)+ v [ @) < o + ¢ [ 10)]dor
0 0

Utilisant (2.24) on en déduit que ¢, = T et que
Uy, demeure dans un borné de L*(0,T;V) N L>°(0,T; H).
Estimation a priori (II)
On va maintenant et c¢’est le point fondamental montrer que

u! demeure dans un borné de L*(0,T, V).

Soit en effet P, le projecteur de H — [wy, - - -, wy,] (donc P,h = Z(h, w; )w;).
i=1
On déduit de (2.23) que
ul, = —Pu(9(un)) — vP,Auy, + P f.
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Mais || P, || #(v.;v,) < 1 (grace au choix de wj), donc par transposition (et comme P}, = P,;,)
| Pl 2vrsvny < 1. (2.30)

On déduit de (2.27) que g,,, demeure dans un borné de L*(0,T; V/), et donc P,,(g(u,,)) demeure
dans un borné de L*(0,T;VY).

Alors, comme Au,, demeure dans un borné de L?(0,T;V’) donc de L*(0,T;V!), (2.28) résulte
de (2.29).

Passage a la limite

On utilise le Théoreme 2.2 de compacité avec

BO = V>p0 = 27
Bl = Vtg/)pl = 27
B =H.

On peut donc extraire de u,, une suite u, telle que

u,, — u dans L*(0,T; V) faible, (2.31)
w, — u dans L>(0,T; H) weak star, (2.32)
u,, — u dans L*(0,T; H) fort et p.p dans Q, (2.33)
w, — v’ dans L*(0,T};V,) faible. (2.34)

On déduit de (2.31) et (2.34) que u,(0) — wuo dans V; faible (par exemple) et donc que
u(0) = wuo.

D’aprés le Lemme 6.7 dans [7], u,u,; est borné dans L? (0, T, LP/Z(Q)) et on peut supposer
que

Upitt,; — Xij dans L*(0,T; LP%(Q)) faible. (2.35)
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Mais grace a (2.33) on a
Xij = Uity (2.36)

Utilisons le Lemme suivant

Lemme 2.4. [7] Soit Q@ un ouvert borné de R} xRy, g, et g des fonctions de LI(2), 1 < q < oo,
telles que

||gu||Lq(Q) <, gy — g Dp.p dans 2.

Alors, g, — g dans LY faible.

wuit,; — wiu; dans 2'(Q) ; en effet

/umumgpdxdt%/uiujgodxdt, Vo € 2(Q),
Q Q

car u,; — u; dans L?(Q) faible et u,;¢ — u;o dans L*(Q) fort.

On déduit de (2.35) et (2.36) que

by, uy, w;) — b(u,u,wy) dans L*(0,T) faible. (2.37)

En effet si ¢ € L?(0,T), on a
T T

| byt = = [ b0
et on passe a la limite en utilisant (2.35). Par ailleurs

(u),, w;) — (u',w;) dans Z'(0,T) par exemple,
et donc (2.23) (pour m = u) donne a la limite

(v, wy) + va(u,wy) + bu, u,w;) = (f,w;), et cela Vj.

On en déduit (2.7) Vv € V;, puis Yo € V N (L™(2))", ou

V, = adhérence de ¥ dans (H*(Q2))?
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CHAPITRE 3

METHODE DES VOLUMES FINIS

Dans ce chapitre, nous avons présenté la méthode de volumes finis par I'aplication de cette
méthodes sur deux exemples. Le premier exemple est un probleme modele elliptique et un

deuxieme probléeme de Poison en dimension deux.

3.1 Présentation de la méthode de volumes finies

La méthode des Volumes Finis se distingue par son approche intégrale basée sur la forme forte
des équations a résoudre. Contrairement a la méthode des Eléments Finis, qui utilise une formu-
lation variationnelle, les Volumes Finis effectuent des intégrations sur des volumes de controles
disjoints. Les termes de divergence sont traités a l'aide du théoreme de la divergence, transfor-
mant les intégrales de volume en intégrales de surface. Les flux aux interfaces sont estimés par des
fonctions de flux numériques. Cette méthode est conservatrice, garantissant que le flux entrant
dans un volume est égal au flux sortant du volume voisin, adaptée principalement aux lois de

conservation hyperboliques.

34



3.2 Volumes Finis pour les problemes elliptiques 1D

La méthode des Volumes Finis est présentée pour les équations elliptiques en une dimension

(1D) en prenant en compte le probleme modéle suivant

—u'(z) = f(z), =€(0,1),
u(0) = u(1) =0,

(3.1)

ou f est une fonction donnée.

3.2.1 Maillage utilisé

On discrétise 'intervalle [0, 1] en introduisant un maillage 7 de l'intervalle [0, 1] défini de la
facon suivante

Soient N volumes de controle appelés aussi cellules, notés K; pouri=1,--- /N
Ki =]xi1/9, Tiy1)2],

avec les points ;1172 € [0,1] tels que 0 = 210 < @30 < -+ < Ty_1/2 < Tn41/2 = L.

A chaque cellule K est associée a un point (centre) x; € K; tel que
0:]}0:371/2 <Xy < < T2 < T < Tjgrje < -0 <IN+1/2:JJN+121.
On introduit alors les pas de discrétisation

h; = |Kz| = Tit1/2 — Li—1/2

hi+1/2 = Tit1 — Ly

K, Ki—s K;i Kn
X1/2=0 X Xi_s/, Xi— Xi XN— X =1
1/2 X 3I/2 i I3 2 Xi_y i I1/2 X H—‘I/"’z N | 1/2 XN | N+1f::
f - T T - T - T T & T > X
hy hi_y hi hN
-
]11’71!2

FiGURE 3.1 — Maillage unidimensionnel en volumes finis.
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3.2.2 Formulation en Volumes Finis

On considere les approximations w; de la solution u de (3.1) dans chaque cellule K;. On a
donc N inconnues. Plus précisément, u; est une approximation de la valeur moyenne de u dans

K;

i+1/2
u; = |K\/ x)dr = — / u(z)dx pour 1 <i < N.
i Ti—1/2

On intégre alors ’équation différentielle de (P) sur chaque cellule K;. On a
—/ u'(z) dx = / f(x)dz,

—Ul($i+1/2) + U/(Iz‘—1/2) = hi fi, (3.2)

ce qui donne

ou f; désigne la valeur moyenne de f dans Kj;, c’est-a-dire f; = hi /, i f(x)dx
La quantité —uj(x;y1/2) (resp. —uj(x;_1/2) représente le flux rentrant (resp. flux sortant)
associé a la cellule K;, au point & = x;41/5 (resp. en & = x;_1/2). On approche le flux —u}(2;11/2)

par différences décentrées

/ ~ i+1/2 i / -~ i+1/2 i+1
il (wis1p) o — 2T G () e — 2L (3.3)
Tit1/2 — T Tit1/2 — Tit+1

Les approximations (3.3) traduisent la consistance des flux numériques. Du fait des décentrements,
il s’agit d’approximations d’ordre O(h) avec h = max(h;). Au point = x;11/2, on introduit les

flux numériques F., 12 associé a la cellule K; et F." 12 associé a la cellule K,

F- o +1/2 4 _ +1/2 +1 ' (34>

i+1/2 — ) i+1/2 —
/ Tit1/2 — T4 / Tit1/2 — Tit+1

On impose alors la conservation des flux numériques a travers le point x = ;12

I F;il/Z

i+1/2 (35)

Cette condition correspond a la continuité du flux (exacte) —u’ en & = x;41/2. En combinant

(3.4) avec (3.5) les expressions précédentes, on obtient

e _ s (3 6)

F* _
Tit1 — T4 hiy1/2

Fz:Ll/z i+1/2
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Le schéma numérique correspondant a I’approximation de ’équation (3.2) par (3.3) avec (3.6),

s’écrit
— (141 = ) + (v = i) =h;f;, pour 1 <i < N, (3.7)
hi1y2 hi—1/2
ou
1 +< LI ) L hif 1<i<N (3.8)
- Uj— Ui — 7 Ujp1 = N3 J4, pour L =17 = IV, .
hi—1/2 ' hicip hiviye hita/2 i
et on fixe
Up = UN+1 = 0. (39)
3.2.3 Systeme linéaire
On regroupe les N inconnues dans le vecteur u = (uy,...,uy)' et on note b= (by,...,by)"

avec b; = h; f;. Soit A la matrice de taille N x N définie par

ar [ 0
Br oy B

A= | (3.10)

/BN—Q anN—1 /BN—I

0 Bn-1  an
avec
1 1 1
o = + > O, P = — < 0.
hicijz hivige o hiv1/2
Les relations (3.8), (3.9) s’écrivent
Au =b. (3.11)

Il est a noter que B;_1 +a; + 5; = 0 pour 2 <¢ < N —1 et que a; > 1 et ay > [y. La matrice

A est irréductible et a diagonale fortement dominante, donc elle est inversible.

3.2.4 Convergence

On a le résultat de convergence suivant.
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Théoreme 3.1. [6] Soit f € C([0,1]) et u € C*([0,1]) l'unique solution de (3.1). Soit u 'unique
solution du schéma ”Volumes Finis” (3.11). On note lerreur e; = u(x;) —u; pour 1 < i < N
avec e = (eg,€1,...,eN,eN1+1) 0U €y = eny1 = 0. Alors, il existe une constante C' > 0 dépendant

de u mais indépendant de h = max;(h;y1/2), telle que

lefloc = max |e;| < Ch, (3.12)

N ( )2 1/2
€; — €;
lellin = (Z +1—> < Ch. (3.13)

— hiyy
Dans estimation (3.13), ||-||1,n représente une norme Hy discréte. L’approximation en Volumes

Finis est donc (au moins) d’ordre O(h).

3.3 Volumes Finis pour les problemes elliptiques 2D

Nous allons résoudre 1’équation de Poisson en utilisant la méthode des Volumes finis dans un
domaine polygonal  C R?. Nous recherchons une fonction v = u(z) définie pour z € Q C R?,

vérifiant
—Au = f dans Q,
(3.14)
u = ¢ sur le bord 012,
avec f et g des fonctions données. Nous allons d’abord définir un maillage admissible selon la
méthode des volumes finis, puis nous présenterons la formulation en volumes finis du probleme

(3.14). Ensuite, nous donnerons des exemples concrets de maillages admissibles. Enfin, nous

terminerons la section en abordant un probleme elliptique a coefficients discontinus.

3.3.1 Maillage admissible

Définition 3.1. (Notion du maillage admissible) Soit T, une rectangulation du domaine Q0 a

laide de quadrilatéres convexes K; de diamétre < h. Donc, cela signifie que : si Ki et Ky sont
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deux éléments quelconques mais distincts de 1, on aurait

0,
K1 N Ky = § un sommet commun,

un coté commun.

Dans cette derniere éventualité, les volumes K et Ko seront dits adjacents.

Si en loccurrence de cette condition est satisfaite, le maillage est dit admissible.

Maillage utilisé : Le maillage 7 de 2 est défini par des volumes de controle (ou cellules) K

de la maniere suivante :

1. Les volumes de controle K sont des polygones convexes tels que

o-Fx
Ker

2. Pour chaque cellule K, il existe un point zx € K appelé centre, tel que les propriétés
suivantes soient vérifiées

a. Pour chaque cellule L adjacente & K, le segment de droite (xf, z1) est perpendiculaire

a l'aréte commune aux deux cellules K et L. On notera e = K|L (voir la figure

suivante).

FIGURE 3.2 — Maillage bidimensionnel en volumes finis.

b. Pour chaque aréte e appartenant au bord 0f2, la droite passant par zx et perpendicu-
laire a I’aréte e intersecte e.
Un tel maillage sera dit admissible au sens des Volumes Finis.
Aprés avoir établi a la section suivante la formulation en Volumes Finis du probleme (3.1), on
donnera des exemples de maillages admissibles au sens des Volumes Finis. Il s’agit de maillages

triangulaires et de maillages de type Voronoi.
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3.3.2 Formulation en Volumes Finis

Cet théoreme est considéré comme 1'un des principes de la méthode des volumes finis.

Théoreme 3.2. [12] (Théoréme de Gauss-Ostrogradisky) Pour une fonction ¢ € Cy et K € T,

donne

[ vois = [ onwir@) = 3 [ ot tingrta),

(A5

ou dvy est la mesure de Lebesgque sur OK.
ex Uensemble des sommets inclus dans OK.
Pour o € OK , ng, le vecteur normal sur o dirigé vers lextérieur de OK.
De méme on trouve que
/ Addr = / Vongedy(z) = / Vo(x, t)ng ody(z).
K oK P

On commence par intégrer 1’équation de Poisson sur une cellule K

/K—Audx:/dex.

En utilisant la formule de la divergence (Théoréme 3.2), on obtient
— Vu-ndl = |K|fk. (3.15)
oK
Ou n est la normale unitaire dirigée vers 'extérieur de K, et fx est la valeur moyenne de f dans

la cellule K, c’est-a-dire

1
K] Jix
On note i 'ensemble des arétes de la cellule K, et on décompose le bord de K comme suit
0K = | J e (3.17)
eceg

La relation (3.15) s’écrire comme
-3 /Vu ke dl = |K|fx. (3.18)
eceg €

Ou ngk . est la normale unitaire a e dirigée vers l'extérieur de K.
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Pour approcher le flux a travers I'aréte e, on écrit

- /VU *NKe dl' = FK7€. (319)

e
Ou Fk . est le flux numérique a travers I'aréte e associé a la cellule K. Le schéma des ” Volumes
Finis” s’écrit alors

Y Fre=I|K|-fx, VKer. (3.20)

ecek

On considere les inconnues (ug)xer associées a chaque volume de controle, avec les approxima-

tions

7).
U S —— u(xz) dx.
KRR S

On désigne également par (uc).e., des valeurs associées aux arétes de la cellule K, qui seront
utilisées de maniere intermédiaire et finalement éliminées.
On distingue les cas ou une aréte e appartient ou non au bord 0f).

e Pour une aréte e d'une cellule K telle que e € 09, c’est-a-dire n’appartenant pas au bord de

Q.
a. Pour un centre zx ¢ e, le flux numérique Fg . est choisi tel que

(Ue _uK)|

FK,e = - d
Ke

el. (3.21)

Ou dg . est la distance de xx a l'aréte e € K. Le choix de Fg . est fait pour zx ¢ e
de sorte que dk . # 0. L’approximation (3.19), (3.21) correspond a la consistance des flux

numériques.

Pour éliminer les valeurs u,, on suppose qu’il y a conservation des flux numériques a travers
les arétes. Précisément, pour l'aréte e = K|L commune aux deux volumes de controle K
et L, on impose

Fxe=—Fp.. (3.22)

Autrement dit, 'approximation du flux — fe Vu - ngedl est égale a celle du flux fe Vu -

nredl (on ang. = —ng.). On écrit alors
Ue — U Ue — U
Fio = Ly, - e m )y
dK,e dL e
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ce qui donne

dreux +dieup = (die +dpe) Ue.
—_——
d(‘rerL)

Par conséquent

_dpeur +dieur
.=

[Tk — w1
On obtient donc
Fr.= —MM- (3.23)
lzx — x|

b. Pour un centre zx € e, on choisit ux = uy, ou L est la cellule adjacente ayant I'aréte e en
commun avec K. Cela revient a fusionner les cellules K et L. Ainsi, pour une cellule K

strictement située a 'intérieur de €2, on peut supposer que xx ¢ 0K.

e Pour une aréte e d’une cellule K telle que e C 052, c’est-a-dire appartenant au bord de € :

Dans ce cas, on utilise la relation
dK,eFK,e = (uK - Ue)‘el, (324)

avec
1
Ue = H/ng. (3.25)

En particulier, si zx € e C 092, alors dg . = 0 et on choisit
1
U = Ue = el /g dl' (e C 09). (3.26)
€ e

Autrement dit, dans ce cas, la valeur de ug est connue dans ces cellules.

En résumé, le schéma des ”Volumes Finis” s’écrit

> Fre=|K|fx, VK €T, (3.27)

ecer

avec
Fy, = —tucmlome] 6 o ¢ 90, e = K|L et 2k ¢ e,

: le]

di e Fre = (ux — uc)le| ot u, = ﬁ [, g,dl si e C 0Q.

Remarque 3.1. Si l'on considere des conditions aux limites de Neumann homogéenes Vu-n =0
sur une partie e C OS2, alors on impose Fi . = 0 pour toute aréte e C 0f).
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Remarque 3.2. Les intégrales dans (3.27) peuvent étre calculées a l'aide de formules de qua-

drature. Par exemple, on peut utiliser les formules suivantes

/K f(2) dx ~ |K|f(xe),

/ng ~ lelg(rk) si xx € e COK C 0N.

3.3.3 Exemples de maillages admissibles

1. Grille cartésienne : Pour Q2 =|0,1[x]0, 1], on peut utiliser un maillage cartésien (uni-
forme pour simplifier). Soit NV le nombre de points de discrétisation dans les directions x
et y. On note h = ﬁ le pas de discrétisation. Pour ¢, = 1,..., N, les cellules K;; sont
définies par

Ky =Jo;_s, w1 [xly;_1,y 1 favec oy = (i —Dhet y;_1 = (j — 1)h.

2

Les centres z;; des cellules sont les barycentres des cellules

=J

| >

T h
T, = (Ti,y;)  avec r; = T 1+ 5 =15 ety; =y; 1+ 5
2. Maillage triangulaire : On considere une triangulation du domaine €2, admissible au
sens des éléments finis si deux triangles ont une aréte commune alors ils ont deux som-
. . ”
mets communs. On suppose que tous les angles des triangles sont plus petits que 5. En
, : e ,. < v s .
conséquence, dans un triangle les médiatrices s’intersectent a l'intérieur du triangle. Les
volumes de controle sont les triangles de la triangulation et les centres xx des cellules sont
choisis comme les centres de masse des triangles, ¢’est-a-dire I'intersection des médiatrices.
Avec ’hypothese sur les angles, les centres xx se trouvent a l'intérieur des triangles. On
remarquera qu’une triangulation de Delaunay ne fournit pas nécessairement des triangles

s

ayant tous des angles inférieurs ou égaux a 3

3. Maillage Voronoi : Soit P un ensemble de points appartenant au domaine 2. On définit

les cellules de Voronoi par rapport a chaque point © € P par

K,=yeQe—vy|l<l|z—y|,Vz€Pz#u.
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La construction des cellules de Voronoi est basée sur la détermination des régions délimitées
par les médiatrices des segments joignant les points de P. Les volumes de controles K
sont choisis comme étant les cellules de Voroni associées a une triangulation de Delaunay
du domaine 2. a chaque cellule de Voronoi K, on associe le centre xx € K qui est un

sommet de la triangulation.

3.3.4 Systéme linéaire

Pour fixer les idées, on choisit un maillage de Voronoi. En particulier, pour les cellules K ayant
(au moins) une aréte sur le bord de €, le centre xx appartient au bord 9f2. Avec le maillage de

Voronoi, le schéma ”Volumes Finis” s’écrit

o) Fre=I|K|fx, VKer,

ecek

e o0

avec Fr, = —M\el sie 0Q,e=K|L,
[Tk — @]

1
ouK:uezﬂ/ngsiecﬁQ.
e e

Le systeme linéaire s’écrit Au = b avec la matrice A de taille N x N ou N est le nombre de
volumes de controooole intérieurs, c’est-a-dire les volumes de controoooole qui ne possedent pas

d’arétes appartenant au bord 0f). La matrice A est symétrique et elle est de la forme

K Ly Lo
[ lex| lexry] _lex,Ls| ] %
ek €k ,ex 00 deK deK,Ll deK,LQ
e ri] leL,| enyn] Ly
A — PRI d PR d PRI de e
€K,Lq er, €er,,en, £0Q Yela L1,L2
Ly
e L] ~lers,Ls| leL, |
| deK,L2 deLl,LQ €Ly €ELy,eLy EON deLz 1

On a noté les distances d., = de, . = |tk — x| pour une aréte ex = ex ; commune aux deux
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cellules K et L(ex ¢ 02). Les cellules Ly, Lo, ... sont les cellules ayant une aréte en commun avec

la cellule K.

Assemblage de la matrice A

Dans la pratique, pour construire la matrice A, on parcourt les arétes du maillage de Voronoi.
Pour une aréte (intérieure) courante e = K|L, on ajoute les contributions des deux cellules

adjacentes K et L

K L
le] le
le] _le K
T d
le] le]
_le L
d, T

avec d, = |rg — x|

3.3.5 Equation elliptique 2D avec coefficients discontinus

Cette section généralise le probleme elliptique en considérant des coefficients de 'EDP dis-
continus. On cherche une fonction u = u(z) définie pour x € Q C R?, ou Q est un domaine

polygonal, telle que

— div(A(z)Vu) = f, dans €,
(A=) (3.28)
u=g, sur le bord 0f2,

avec f et g des fonctions données, et A = A(z) une matrice 2 x 2 symétrique définie positive. En
intégrant 1’équation différentielle (3.28) sur chaque cellule K du maillage ”Volumes Finis” de €2,

on obtient
> Fre=I|K|fx,
ecei

ou le flux F . associé a la cellule K a travers 'aréte e C 0K est donné par

Fre=— /A(a:)Vu ‘ngedl,

e
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avec nk . la normale unitaire a e dirigée vers I'extérieur de K. Si e ¢ 0€) est une aréte communes

aux deux cellules K et L, on approxime le flux exact Fi . par

oo~ Fie, = — AKEM‘

3.29
s dK’e 6|’ ( )

ol dg . est la distance de xx a l'aréte e C OK,(Ak, = lim, ;. zex A(z) ol z. désigne le point
milieu de 'aréte e, et u, représente une approximation de u sur l'aréte e.
On impose la conservation des flux numériques a travers l'aréte e = K|L, c’est-a-dire Fy . =

—Fp . En éliminant le terme u,. de 'expression (3.29) pour Fk ., on obtient (e ¢ 0€)

AgeALe
Fre=— ek,

7 (dK,eAL,e + dL,eAK,e) (uL a UK)|€|

qui peut s’écrire comme

. (ur —UK)|

Fre=—AkL el, (3.30)

dr,1,

ou le coefficient A}, ; est donné par

) )
Ak Axke \dr1 Ap. \dg 1

avec di 1 = |xx — x1|. Le coefficient A} ; est obtenu par moyenne harmonique de Ak, et Ap,

pondérée par les distances dg . et dp .
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CHAPITRE 4

VOLUMES FINIS POUR LES EQUATIONS
DE NAVIER-STOKES INCOMPRESSIBLES

Dans ce chapitre, nous avons appliqué les volumes finis pour le probleme de Navier-Stokes
incompressible. Pour simplifier 1'idée de cette méthode, nous choisirons une discrétisation ad-
missible rectangulaire uniforme. La résolution des systemes linéaires a été réalisée en appliquant

I’algorithme connu sous le nom SIMPLE.

4.1 Position de probleme

On s’intéresse a présent aux équations de Navier-Stokes incompressibles. Il s’agit d’un probleme
d’évolution en temps obtenu a partir des équations de Stokes avec un terme convectif non-linéaire.
Le terme convectif non-linéaire sera linéarisé et traité de fagon semi-implicite par un schéma
décentré (upwind).

On cherche la vitesse U(z,y,t) = (u,v)(z,y,t) définie de Q x (0,7) dans R? et la pression
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p = p(z,y,t) définie de Q x (0,7T") dans R telles que

U+ U -VYU—-vAU+Vp=f, dansQ x (0,7),
divU = 0, dans Q x (0,7),
(4.1)
U=y, sur 092 x (0,7,
\ U(0) = Uy, dans Q.
Le probleme (4.1) s’écrit sous la forme simplifiée suivante :
Equations de la quantité de mouvement
Suivant la direction x
ou ou  Ou 19p 0u  0*u
T U U = —— 4. 42
8t+u8x+v8y p8x+y(8x2+8y2 (42)
Suivant la direction y
ov ov ov 10p v v
U v = —— 42 ) — g 43
ot +uax —H}@y p Oy g (8x2 * oy? P (43)
Equation de la masse
ou Ov
—+—=0 4.4
ox * oy ’ (44)

ou u, v sont respectivement les composantes horizontale et verticale du vecteur vitesse, p le

champ de pression, v = K la viscosité cinématique, g le champ de gravité terrestre.
p

4.1.1 Maillage rectangulaire utilisé
T = (Kij)izt1,Ny:j=1,- N, €st un maillage admissible de 2 = [0, L1] x [0, Lo], si les hypotheses

suivantes sont satisfaites

Hypotheses

N1 N2
H1. Soient Nj € N*, Ny € N*, hy, -+, hy, > O tel que Y hy = Ly, ki, kn, > 0, Y kj = Lo,

i=1 j=1
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H2. Soient hy = 0, hn,41 = L1, ko = 0, knyy1 = Lo. Pour ¢ = 1, - -, Ny, soit T o= 0,
Tipl =T 1+ h;. Pour j =1, - -, Ny, soit YL = 0, Yirl =YL+ k;. Alors
(xNhL% = Ll;yN2+% = Lg) et K = [xi_%,xﬂr%} X [yj_%,yj+%]
H3. Soient (;)i—o...ny+1 €t (Y;)j=0,... No+1 tel que
- ;1 < <x;,1 pour 1=1,-- Ny, 20=0, Tn,41 = L1,
- Y1 <Y <Yjyrpour j =1+ Nayyo =0, yn,41 = Lo,
ou (x;,y;) pour i =1,--+,Ny; j=1,---, Ny, ensemble de centres des volumes de controle

Kij-

Ces hypotheses signifient que nous avons un maillage de volumes finis admissible.

4.1.2 Principe de la méthode

La méthode des éléments finis discontinue est souvent appelée méthode de volumes finis, car
elle multiplie I’équation d’origine par une fonction caractéristique de la cellule K;;, définie par
Ik, (w) = 1si w € Ky, 1g,;(w) = 0 si w € Ky, et Pinconnue discrete peut étre considérée
comme une combinaison linéaire de fonctions de ce type. Ainsi, la méthode de volumes finis est
basée sur le principe de conservation de la variable générale ¢ sur chaque volume élémentaire.

La solution approchée obtenue par cette méthode est une fonction constante par morceaux.

L’équation générale du probleme (4.1) est intégrée sur chaque volume de controle pour obtenir

I’équation discrete qui contient les valeurs de ¢ dans le domaine d’étude.

Définition 4.1. [5] (Discrétisation temporelle de (0,T)). Une discrétisation du temps de (0,T)
est donnée par une valeur naturelle M et une suite de valeurs réels (t"),epo,n avec t® = 0 et

t" = ndt, ot 6t est le pas du temps défini par 6t = L =" — ", pour n € [0, M].

4.1.3 Schéma numérique

Pour K;; un volume de controle d'un maillage admissible, on construit une solution ¢ ap-

prochée constante par morgeaux sur §2 x (0,7"), donnée par

(n+1)dt (n+1)ot
not Kij not
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ou ¢;; est la valeur de ¢ sur Kj;.
Pour calculer I'intégrale, il doit utilisé ¢ au temps ndt ou (n + 1)dt, ou alternativement, une
combinaison de ¢ en ndt et en (n + 1)dt. On peut généraliser 'approche par un parametre de

poid f, l'intégrale de ¢;; sur [ndt, (n + 1)dt] est donné par

(n+1)dt Iy
/ Pydt = f¢n +(1=feft  0<f<L

ot

Suivant les valeurs de f nous avons les types de schémas suivants
- Si f =0 le schéma est dit explicite.
- Si f =1 le schéma est dit implicite.

- Si f =0.5 le schéma est dit de Crank-Nicolson.

4.2 Discrétisation des équations

En effectuant lintégration de I’équation (4.2) terme par terme sur un volume de controle
quelconque réprésenté par K;; avec I’application du du théoreme de Gauss-Ostrogradsky.

Commencons par la premiere partie

(n+1)4
/ / —d:vdydt [ ()0t _ "& AzAy.

De méme pour la deuxieme partie

(n+1)dt
/ / (u— + v—) dxdydt
(n+1)dt
:/ / ( : —i—a(vu))dxdydt
dy
ijH1/2  pit1/2,)
_5t/ / < )+a(w))dd
ij—1/2 Ji—1/2j dy

i,j+1/2 . z+1/27a
N i+1/2,5 ,]+1/2
_5t/ [UL 1/27](1 +5t/ J 1/2dx

i,j—1/2 1/2,J

= 0tAy [(Uz)i+1/2,j 1 1/2, j} + 5?5A35 [ VU 1J+1/2 (Uu)i,jfl/Z} .

= Miy1/2,j%iv1/25 + Mi—12 U172 + M j1jowijra2 + Mij_1/2Ui5-1/2,
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ou

Miy1y25 = 0tAYUit1 /2,4,

Mi71/2,j = 5tAyUz>1/2,j, (4 5)
M; j1/2 = 6tATV; j 119,

Mi,j—1/2 = (StAIUi’j_l/Q.

De méme pour la troisieme partie

n+1)dt ap
/ / a—dmdydt = [pi+1/2,j - pi71/2,j} Aydt.
Ki; 9T

De méme pour le quatrieme partie

(n+1)8t 2u  u
/ / (8:162 )dxdydt
,g+1/2 i+1/2,j
st / <@) _ @) dy + ot / <@> _ <@) .
i,j—1/2 O i+1/2,5 Ox i—1/2,j i—1/2,5 Ay i,j+1/2 dy ij—1/2
(5)....,~ (5) (5).,0n ()
O i+1/2,j Ox i—1/2,j dy ij+1/2 dy ij—1/2 .

Les dérivées de u qui sont résultées de terme de flux diffusif sont données par

(3_U> _ Uit1 — Ui
- )
T ) i 11/2 Az

= 0tAy + 0tAx

<8U> . ui’j — ui—l,j

oz i1/2; Ax ’
(0U> . Ujj — Ui—1,5
dy ij+1/2 Ay ’
(8U> . U5 — U -1
Y/ ii1ye Ay

En substituant dans (4.2), on trouve

[U(ZH) - n&} AzAy + M%+1/2,Ju2+1/2ya + M;— 1/2,jWi-1/2,5 T M,]+1/2u1,]+1/2 + M; i,j—1/2Ui j—1/2

1

U; ,'_ui,' 'U/’L','_/U/ifj‘
- _; [pz’+1/2,j _pifl/Q,j} Aydt + vitAy [ LY g _ D L,j

Ax Ax

Uij+1 — Uiy U5 — Ui -1
Ay | —
+ votAx { Ay Ay

(4.6)
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On peut trouver

_ Dit15 — Pi-1,5
Pit1/2,5 — Pi—1/2,5 = f’

_ DPij+1 — DPij-1
Pij+1/2 — Pij—1/2 = - w—

Pour estimer les valeurs de u sur les faces de volumes de controle, nous utiliseurs les définitions

suivantes
1 1
Uit1/2,j = 5Wij + o Wi+l
1 1
Uim1/25 = HUi-15 T 5Uij, .
1 1 (4.7)
Uig1/2 = gl T g Ui
1 1
Uij—1/2 = Uij—1 7+ Ui -

Pour un schéma implicite en temps le terme de l'espace dans ’équation final est prendre a
I'instant (n + 1)dt, mais les valeurs de u et v qui construit les coefficients M, 4 /2.5 Mi—1/2,5,

M; j1/2 et M; j_1/2 sont prendre a l'instant ¢ = ndt. Alors, on obtient

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Aijuls + A guly + Ao juy s + Ao o+ A

(4.8)
= ArAyu; — apiy1,; + api-1;.
avec
1 votAy
Aiprj = §Mi+1/2,j + N
1 votAy
AZ‘, j — iVl j ’
1 votAx
Ai . = _M’L S 9
1 votAx
Aijir = §Mi,j+1/2 + Ay

2witAy  2vitAx
Ax Ay |’

1
Aij = |AeAy + 5 (Misapog + Micajog + Mijiajo + Mijoap) =
1
a = —Aydt.
2p
Dongc, I’équation linéaire prendre la forme finale suivante

,nt+1 ) a1 ) ,n+1 o n+1 . n+1l __ .
Ai,y“i,j + AH‘L]uiJrl,j + Az—l,yuzel,j + Aw—lui,jfl + Az,]+1ui,j+1 = B,
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~ N n
ou B;; = AzAyu}; — apiy1j + api-1-
Avec les mémes étapes, nous avons discrétisé I’équation (4.3) suivant la direction y. En ajou-
tant le terme source.

D’abord, effectuons I'intégrale de terme source sur un volume de controle, on obtient

n+1
/ / pgdrdydt = 5tAzAy(pg)i ;-

Alors, I’équation discrete suivant la direction y prendre la forme suivante

n+1 n+1 n+1 n+1
A ijVi; T AHLJUZH] + Ai—1,0;” 1; T Aij- 1051+ A j110; g1

(4.9)
= C,; + tAxAy(pg)i ;.
ou Cj; = AzAyv}; — Bpiji1 + Bpij-1, B = 1/(2p)Azdt et A;; sont définis précédemment.
On va intégrer 'équation de la masse (4.4)
(n+1)8 O
/ / (_u + —) dzxdydt
(n+1)dt )
Vg
ox dy
i,j+1/2  pi+1/2,5 (v
L [ (R ot
ij—1/2 Ji—-1/2,j dy
bi+1/2 i+1/2,j /2 ij+1/2
:5t/ [u]z 1/2’_] dy+6t/ ) [/U]z':jfl/Qdm
4,j—1/2 i—1/2,5
n+1 n+1
= 0tAy [(Wivi/ay — (Wicjag] " +0tAT [(V)ij0172 = (V)ig-12]”
Alors, I’équation de la conservation de la masse discréete est prend la forme
n+1 n+1 n+1 n+1
StAy [ul:l/zj - ui—+1/2,ji| + dtAx [Ui,;_-i-l/Q - vij_l/?] = 0. (4.10)

4.3 Discrétisation des conditions aux limites

Dans notre probleme, nous avons un domaine avec 4 frontieres : inférieure, supérieure, gauche
et droite.

Sur les frontieres inférieure et supérieure, on a

Ui 0 = Ui No+1 = 0 et Vi 0 = Vi, No+1 = O, Vi = 1, ...,Nl.
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Sur les frontieres gauche et droite, on a

upj = un,4+15 =0 et vo; =vn 415 =0, Vj=1,..., Na.

4.4 Algorithme SIMPLE (Semi-Implicit Method for Pressure-
Linked Equation )

4.4.1 Maillage décalé

______ 0 Ay, (j)

yilj-1)

xi-1) x (i) xfi} x (i+1) xfi+d)

i J
T

Axfi)

FIGURE 4.1 — Positions des composantes de vitesse u (rouge), v (bleu) et de la pression (noir)

sur la grille de calcul.

L’algorithme SIMPLE est basé sur I'utilisation d’un champ de pression estimé pour pouvoir
déterminer une premiere approche du champ de vitesse.

Afin de rendre possible 'application de I'algorithme, il est nécessaire de ne pas discrétiser les
champs de vitesse et de pression sur la méme grille. Ainsi, nous allons décrire les deux réseaux de
points de leur utilisation pour mieux discrétiser les différentes équations aux dérivées partielles

gouvernant le probleme physique.
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Le choix de grille favorise d’une part les propriétés de conservation en passant d’un volume
de controle a un autre, et facilite d’autre part la résolution numérique du systeme d’équations
et le traitement des conditions aux limites. Des deux grilles différentes sont donc définies de la

maniere suivante :

1. Une grille dite principale pour le calcul de variable p.

2. Une grille dite décalée pour évaluer les champs de vitesse u et v dont les noeuds sont

localisés a mi-distance de ceux de la grille principale (Figure 4.1).

Chaque composante de vecteur de vitesse u ou v est seulement décalée dans sa propre direction.
Supposons maintenant que nous connaissions un champ de pression px, défini aux points
différents de réseau. Dans I’algorithme SIMPLE, les équations de correction de pression sont
obtenues a partir des équations de quantité de mouvement.
L’intégration de I’équation de quantité de mouvement suivant la direction x sur le volume
de controle décalé de centre (i + 1/2,j) et de limites (i,7) et (i + 1,7), (Figure 4.1, volume de

controle en rouge), donne
(Aig)u(ul )+ (Aier u (@) + (Aicr ) (Ui )u + (Aigon)u(ul )

+ (Aijr)u(uff)u = Biy.

(4.11)

L’intégration de I’équation de quantité de mouvement suivant la direction y sur le volume de
controle décalé de centre (i, j41/2) et de limites (i, 7) et (¢, 7+1), (Figure 4.1, volume de controle

en bleu), donne
(A5 ) (00 4 (Airr)o (070 4+ (Ai1)o (07 5)e + (Aijmn)w (070
+ (As )7 h)e = Cij + StAZAY(pg)i 5.

Soit un champ de pression initial p* . Les solution provisoires des équations précédentes seront

(4.12)

notées u* et v* (notons que u* et v* ne vérifient pas I’équation de continuité).
(Ai)u(wi )u + (Aipr)u(tlig o+ (Aica)u(w_g e+ (Aijo1)u(Uf ;1 )u

+ (Ai,j+1)u<u;<,j+l)u = BZ]"

(4.13)

(Aij)o (V] )o + (Air1)o(Viis o + (Aic)o (071 )0 + (Aijo1)o (V) ;-1)w
+ (Aijr1)o(V]j11)0 = CF; + 6tAzAY(pg)i 4,
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A ce stade, aucune des deux variables n’est correcte. Toutes les deux nécessitent une correc-

tion.

Equations de correction de vitesse et de pression

On définit la correction de pression p’ comme étant la différence entre la pression correcte p
et la pression estimée p*

p=p"+7. (4.15)

La soustraction des équations (4.13) et (4.14) des équations (4.11) et (4.12) respectivement donne
(Ai,j)u(um' - u:,j) + Z(An,b)U(unb — Upy) = _ap;+1,j + ozp;_lyj, (4.16)

(Ai,j>v<vi,j - UZj) + Z(An,b)v(vnb - U;b) = _ﬁp;,j—i-l + ﬁp;,j—l' (417)
En négligeant les termes Y (A, )y (vnp—0,) dans les deux équations précédentes, ce qui représente

le principe de I’algorithme SIMPLE, on obtient les équations de correction de vitesses suivantes

(Ai,j)u(ui,j - uj,j) = _Ofp;-u,j + Oép;_1,j7 (4-18)

(Aij)o(viy — U;k,j) = _5p;,j+1 + 5]7;,]‘_17 (4.19)
alors, les équations de correction de vitesses deviennent

(67

Ui = Ujg - m (p;—i-l,j - p;’—l,j) ) (4-20)
. B
Vij = Vi — m (p;,j-f-l - pg,j_l) . (4.21)

Maintenant, on cherche a trouver une équation qui permet la détermination de p’. Au début de
cette procédure, on écrit les équations (4.20) et (4.21) sur les interfaces de volumes de controle

Face Est :

. 2c0
Uit1/2,j = Wit1/2,5 — (Aiv1/2,5)u (p;H’j B p;’j) ' (4.22)
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Face Ouest :
2a

Ui1/25 = Uj_1/2) — G (Vi — Piry) - (4.23)
Face Nord :
= v 2 : ! 4.24
Ui,j+1/2 - Ui,j—‘,—l/Q - (A '+1/2) (pi’j_yl - pzﬂ) . ( . )
1,J v
Face Sud :
. 20
Vij—1/2 = Vij_1/2 — (Aiy12)s (p;j,j - p;,j_1> : (4.25)

En substituant les équations (4.22)-(4.25) dans 1'équation de la conservation de la masse discrete

(4.10), on obtient une équation en p’ qui prend la forme suivante

2a (p/ . ) o . 2cv
i+1/2,5 )u b I i=1/23 (Ai—1/2,j)u

26 / / * 2/8
o Pij1 —Pij) —Vijo1ipe T
(Aijr1/2)0 ( Ea ’]) I (Aij-1/2)v

(p;,j - pgl,j)‘|

(p;,j - p/i,jl):| =0,

tAy [ufﬂ/m — @A
+ 0tAx |:Uzj+l/2 —
qui est équivalent a

/ / / / /
@i s j T Qig1,jPiq1 5 T Qie1,5Di—1 5 + Qij+1D; j41 + Qi j—1D; j—1 = b, (4.26)

1 1
o = 2a0tA L 285tA :
e T <(Ai+1/2,j)u + (Ai—l/Q,j)u> e <(Ai7j+1/2)v + (Ai’j_m)”)

Qiy1,5 = —2@5tAy

Y

(Air1y25),
a1 ; = —200tAy

Y

(Ai*l/lj)u
Qi 41 = —QB(gtAZE

9

(Aijrij2),

(Aij-1/2),’

b= 0tAY (U105 — Uiyay) +0tAT (V)5 1)0 = V] j4100)

Qjj-1 = —QBétAx

Enfin, ’algorithme SIMPLE est résumé comme suit :
1. Choisir un champ de pression initial p*.

2. Résoudre les équations de quantité de mouvement ((4.13) et (4.14))
(Ai )t )u + (Aiprj)u(Wi j)u + (Aicg)u(uig j)u + (Aij-1)u(t] ;-1 )u

+ (Aijr1)u(W j11)u = B,
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(Ai)o(7)o + (Aip1)o(V1 )0 + (Aim)o (V71 j)o + (Aij1)o(V]1)w
+ (Aiji1)o (Vi 1o = CF; + 6tAZAY(pg)i .

pour déduire un champ de vitesse u* et v*.

3. Calcul de terme source b, puis résoudre 1’équation (4.26).

4. Corriger les champs de pression et de vitesse via les équations (4.15), (4.20) et (4.21)

p=p"+7,
« [0
Wij = W5 — —(Aij)u (p§+1,j - pQ_Lj) )
* /B / /
Vij = ;5 — m (pmH - pi,jfl) .

6. Remplacer I'ancien champ de pression p trouvée a 1’étape 4 par le nouveau p* et revenir a

I’étape 2. Répéter les calculs jusqu’a convergence de toutes les variables.

4.4.2 Résolution du systeme linéaire

Les équations algébriques résultant de la discrétisation des équations de Navier-Stokes par la
méthode de volumes finis présentent des systemes linéaires sous forme matricielle AU = B qui
sont résolus par des méthodes directes ou itératives, comme la méthode d’élimination de Gauss

et la méthode Gauss-Seidel respectivement.
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/ Résumé \

Dans ce travail. Nous avons etudier un type des équations de Navier-Stokes
dans le cas d'un gaze incompressible. Pour prouver I'existence et l'unicité de la
solution faible Nous avons utilisé la méthode Faedo-Galerkin, basée sur la
propriété compacité. Pour trouver la solution numérique de ce probléme, nous
avons utilise la méthode des volumes finis avec un maillage rectangulaire
uniforme afin de faciliter I'idée d'appliquer cette méthode dans ce type de
probléme.

Mots clés: Equations de Navier-Stokes, Méthode de Fraedo-Galarkin,

@me de compacités, Méthode de volumes finis, Formule de Green. /
/ Abstract \

In this work. We have studied a type of Navier-Stokes equations in the case
of an incompressible gas. To prove the existence and uniqueness of the weak
solution we used the Faedo-Galerkin method, based on the compactness
property. To find the numerical solution of this problem, we used the finite
volume method with a uniform rectangular mesh in order to facilitate the idea of
applying this method in this type of problem.

Keywords: Navier-Stokes equations, Fraedo-Galarkin method, Compactness

Qnma, Finite volume method, Green's formula. /
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