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Motations:
RLAY:= {oweWn w=Alv] ,ve VD
Apr o= Lamwshictonde 4 sous espare vectoriz]l T,

HA) = [reV, Al)=0, 1
Wi+ Vo= { v+ v eV v eVal
V¥, + ¥z := La somome divects de donx espaces vectone].

I:=L’ applhication iderditéque

Jia) = {E ABA = A, E linéaire}.

Al4) = {B; BAE = E, E lnéaire],

Topey = 11; Tun mipplémentaire de 34 dans V).

Sppay = {5:5 un mpplémentaive de R(4) dans wh

Py = F:F? = F; R(P) = w(a) ],

Qmpy = (0% =0 R(QI=R{ATL

L7 w) = Espace wectoriel topalogique des opératenrs linédatres contims.
Popn = P;PE=P.R(Pl= R(A)1etP- =P L

Spaned = (LB x £.AF cEl

P, Estun projgctenr otthogomal o R(FI=1L ,

Fu1 Estun projecteur tels que P e L0W W), R(P) = Letii4) = T.
k = Le corps des rombres tEels an complexes.

A" La matrice adjoit de A

A Llapplicatiom livéaire accessitde L matrice 4

C™ ™ k) l'espace des mattces mox nsurk

A1} = [aBa =8 Ae C™k) et ® e CV™ik)]

A2} = {BAE = E; A C™™ (k) et T e O™ (k)}

Af12)1= [ABA =A etBAE =8 AeCm(k)etde O™k}
K.t]=0=XY-TX=0

A" == Estun projectenr crthogonal sur a4
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Introduction générale

La notion d’inversibilité est une notion trés importante dans tous les domaines de
mathématiques. L’équation Ax = Y posseéde une solution unique lorsque 1’opérateur
linéaire A est inversible, malheureusement, on ne se trouve pas toujours dans ce cas, en
pratique, on obtient souvent des données sous forme d’une matrice rectangulaire qui est
un opérateur non inversible, ou bien dans le cas général on se trouve avec un opérateur
non surjectif ou non injectif, ou d’inverse non borné. Dan ce cas on essaie de trouver un
opérateur qui possede le maximum de propriété que posseéde 1’inverse s’il existait, un tel
opérateur sera appelé un inverse genéralisé de A.

Pour un opérateur A on peut définir différents types d’inverses généralisés, qui, malgré
leurs différences, possedent tous des propriétés communes, notamment leurs relations
avec les projections.

Dans ce travail, on contente d’exposer différents types d’inverses généralisés, en basant
d’une maniére essentielle, sur leurs liens avec les projecteurs en question.

Ce travail est constitué de deux chapitres, le premier est une simple introduction a la
notion de I’inverse généralisé, avec des propriétés élémentaires, le deuxiéme chapitre
expose les propretés minimales des inverses généralisés dans un espace euclidien ou

hilbertien dans un cas plus général, ou le r6le des projecteurs est bien visible.



Chapitre 1: les inverses généralisés

Introduction

Soient V et W deux espaces vectoriels sur le méme corps L1 et L] un opérateur
linéaire défini

de V dans W.

Au début de ce chapitre nous définissons l'inverse généralisé % de [, qui est

la solution au
systeme suivant:

O0O0xsU =0
BB =B
O........ (++)

Ou: & est un opérateur linéaire défini de W dans 'V .

Remarquons que le systeme précédent admet plusieurs solutions, ce qui a
conduit a la

définition de l'inverse généralisé L1o,0

= unique de [, qui est la solution du systéme suivant:
T
ik
BB = RB
el =10
L% =11
#0=0-P
[]

Tels que P et L] des projecteurs sur LI(LJ) et (1) respectivement.

1-1 Préliminaires

1-1-1 Définition: Soient VO et VO deux espaces vectoriels de V ; on dit que VO
et VO sont

supplémentaires si Von Vo ={0o} et VO +Vo=V.

De facon équivalente: tout vecteur v € V s'écrit de maniére unique v+ voO =v
Ou voe Vo et voe VoO. V est alors somme directe de Vo et Vo, noté par VO
Vo=V.



Chapose 1 Lz e vaas gieivalads

1-1-2 Proposibon: Toitsous espace vectone]l posséde un supplémert are.
1-1-3 Dvdfimition : Om appells opérateur Iméaire 41V = W, toute appheaton telle que
o vaE VL Al el = A FAve et W eV W oelhon ait ALoe) = oA,
Zoit Pran opératenr lingatte défin de ¥ dars i méne.
1-1-4 Défindtion: On dit que P estun peojectanr si P2 = P,
1-1-5 Poposibon: toat progectenr P décompose Ven sonmme drecte de denss sons espaces
V), et V. Tels que:
Vi@V =V, i V) =#(F) et Vo =RI(P).
1- 16 Propositon: toute scnene drecte détermome unprojecteny P
Prewa:
Iot V@V =V, quel que scat we Vil exaste [ v, vz Tmgque tel que v +vz = v,
condéfirie Fpar P v, +wvy )= v, Alors P estlnéaive et P = P2
1-1-T Pooposibon: Soit P V—s Vunoperateur hnéane, alors ks asserbors suprartes somt
aquivalertes:
aF =F*
BIF(w) = v wv e RIF)
clRI—P) = aiF)
d)R(PI= HI—F)

gV = ROI-Fl@® RF)

1-2 Imrerse intérieur
1-2-1 Definabion: Soit B W——— ¥ un operateur hréane, on dit que & est un noerse
dérieny de 4, s1 ABA = 4.

1-2-2 Proposiione o B un bverse imberear de A, alos



chapms 1 Les e vses géedealt b
]
al[ABF = A2 e« bI(BAV =BA
clR{AE) = Ri4) et d)A(4)= A(BA)
Prewve:
W) ABA = A = ABAR = AB = (AB) = AB.
BIABA= A BABA=BA= (BAF = BA.
;) RI4) = R(ATA) CRAR) C R(4).
d)ATA) C WBA) C NTABA) = AA)
1-2-3 Théorame : Toot oparatenr Imeare adimet un irrerse imtérenr hndame.
Prewve:
Soit A estunoparatenr Imears dafini de ¥ das W
On pose = T@ WA et R(A) @ 5 = ¥ clest-ddre T est un Supplemertane de
w40 dars ¥ et Sunmpplémentaire de R4 ) dars W, on comsidire
A= A (Le; AT oR(AY), Alors 4 adwetun imerse B R(4)—» T,om défint
B W dans IF P&IZBEFJZE(F),VFERL‘” gt Blp) =0, Yrel
Exenple
Soit Mestun opétateur hréane de £; das hi méne, dafimme par:
Axpxz o) = (xxg o)
Cm dafivat lopératenr B de £ ; dans o mémé par
Blxppxai) =(x0x500)
Done
ABA(x 3xzi ) = AR X 30 )= Alxxgs)
13-4 Remamyue: On comsidése Uaquation Ar = o telque relf et wel

ot B Wl unoperstenr Iméame, alors T estun mvese nténeur de Asiet senlement



Chayos 1 Las wrreeses giesvalisds

51 B0 estune sobition de lequation Av = w0 ponr oot o appartenart 3 (4],

1-2-£ Propositiom: Soit® est un imverse imérviny de 4, abos (J — B4) et un piojectnr
s WA,

Prowre:

(F-BAT=+B4-2B4=] - B4

Et (J-Bal =v-Bav=v¥reda) (LR -E4)= N(AN.

1-26 Proposition: 5ot B: W——FF estuninverse iméniany livéaire de 4, alors
V=4 @ REBL) et W= R(4) @ NAB).

1-1-7 Proposition: Les propuétés suivartes sont équvalertes:

i BellA).

b (ABF =AB et R(AT)=R(4),

vl (BAP =BA et drla)=ar(Ba)

d) (B4 =34 et V=H(4) @ (B4

g) [ABF = AT et W=H[48)® R(4),

fi (BAE =4 et N(B)n R(4)= [0

3) = b)) onapplipe ks proposition (1-2-2) ; nous rowvoms b
b= o), lest évidert ue [AB)® = AR
Par(1-2-2)et(1-25 oma R(f - B4) = W(BA)= Hl4)
1= d), 1= M(B4) @ R(BA)= W4) @ R(BA)

d1=e] D estévidert ue [AF)F = 4B

W = w(4E) @ R4 )= Wr4B) @ R(4)

g1z 1), il est évident ue [B4)° = B4,
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minimales



Chapitre 2: Propriétés minimales
Introduction

Dans ce chapitre on utilise les inverses généralisés pour déterminer les
solutions

approximantes de I'équation linéaire AL1 = [

2-1 Orthogonalité dans les espaces normés

Soit J un espace normé et 0 c . (O, O ) = OOO {10 - OJI; O O}
On définit une notion d’orthogonalité comme suite :

0.

< (O, span{1}) = 1Tl

0o

< 0E, O)y=1d; vo O o0 ; 0O < 0.

L’orthogonalité dans un espace normé n'est pas nécessairement symétrique.
Soit .4 un sous espace vectoriel dans [ et .# admet un supplémentaire

topologique dans [

P.w:={P0O%(O)/P=PoetRP) =4

(O, Pe)=21:=0OP0OP.«: O, P) 2101

2-1-1 Proposition: Soit Po O P.«; alors les propriétés suivantes sont
équivalentes :

L) I O-Pall = 1.

) O(Po) L #(Po).
yvoOoOo,d-roOl=s10-01; v OO .o«

Preuve:

Supposons [1), soit 1 I [(Po), z OO «(Po), alors

1Qn = e-Poyd -0O) <10 -0



Chupitre 2 Proprietes mirdtvales

Femamuorm que,
Uw + 7 esture sohitiom de Tiquation Ax = w ol £ e 20(4). Mairterart noas cherchons s
sohition umale, Par la propositon (2-1-1) on a:
|I(X - P)iwll = [[Lw — 7ll; 7 € RIE)

Mais; #M4) c RIP), Don,

(T - Pitiwll = llow — gll; o 3 enrf4)
Mears, (1 =P lWw esture solnton nmomak de laquaton dx = w
Mais, (1- F)Uw = UAUw = UQy= Uw.
2-2-4 Theoreme Soisrt 4 D(A) C N———W, un opératenr lindate et U ast un inves e
arthogomal de A, si pour tout ¥ apparterart & Ny, 1 exdste 7 das RLAT unigue tel que

llx - gll < llx = ¥ll: wveR(a)

Alow, Ur esture sobbon mrumale de lequation Ax = v,
Preawe:
Par b theowne (2-2-2)ona
Uv est Pumique solnhon approsimante de lequation Ax = v, done Uy est umque
solton de lequaton Ax = Q.
iCm apphique le theoréme (2-2-3) al'equation Ax = v, nons trouvors

Ugv = UAly = Uy esture schiton norumak de equabon Ax = .

2-3 Solution minimale d ‘une équation linéaire dans un espace de Hilhert

2-31 Théoreme:[17] Sokrt K unespace de Hilhert et C ure parte comexe Fannée nonnde

de F. Bourtout x ¢ B lexsteunetun senl pont vy de C enlequella fonchon

y ——||x — v|| Atteint son minimom, poardoat ¥ e C

AP PULMLLLLELUE TL| | W ] S ] FF || g ¥ FF OB W



Conclusion générale

Nous avons devisee notre recherche en deux chapitre .
Le premier chapitre ,est une simple introduction a la notion de
I'inverse généralise , avec des propriétés été men taire le
deuxieme chapitre expose le propriétés minimales des inverses
genéralises dans un espace euclidien ou hilbertien dans un cas

général ou le réle des projecteurs est bien visible.



