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Notations générales

R corps des réels.

R* I’ensemble des réels positif.

Q est un ouvert de R? de frontiére polygonale notée 0.
v fonction de I'obstacle.

Oij les fonction chapeau.

H™(Q) = w™(Q) (p=2)

w™P espace de sobolev.
w(z) les fonction de base.
Dk opérateur de projection.
Vi I’espace d’approximation interne.
© est une fonction de base.
Th opérateur de restriction.
Th opérateur d’interpolation.
Whr(Q) espase de sobolev.
() I’espace des fonctions indefiniment differentiables a support compact.
L3(92) I’espace des fonctions carrée integrable pour la mesure de Lebiegue .
L>(Q) I’espace des fonctions indefinement integrable pour la mesure de Lebiegue dz.
H'(Q) 'espaces de sobolev d’ordrel.
H?(2) 'espaces de sobolev d’ordre2.
H(Q) 'adherence de D(€2,) dansH'(€,).
B(0, R) la boule fermé de centre o et de rayon R.
"2
A Iopérateur de Laplape A= ; 8_:1:?
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Introduction générale

Dans les cinquantes derniéres années, les inéquations variationnelles sont devenues un ou-
til pertinent dans 1’étude des problémes non linéaires en physique et en mécanique. La théorie
des inéquations variationnelles a été faite a partir des résultats concernant les problémes uni-
latéraux obtenus par A.Signorini [18] et G.Fichera [8]. La théorie mathématique a été obte-
nue par G. Stampacchia [19], J.L. Lions et G.Stampacchia [12] et puis développé par H. Bré-
zis [4], G.Stampacchia [20], J.L.Lions [13]|, U.Mosco [15], D.Kinderlehrer et G.Stampacchia
[11]. Pour l'approximation des inéquations variationnelles on rappelle, les contributions de
U.Mosco [14], R.Glowinsky [10], J.L. Lions et R.Trémoliéres ou R.Glowinsky [9].

La théorie des inéquations variationnelles a été utilisée dans plusieurs domaines tels que
la mécanique, la physique, 'optimisation, le controle optimal, la programmation linéaire, les
mathématiques financiéres, etc...; Aujourd’hui elle est considérée comme un outil indispen-
sable dans plusieurs secteurs de mathématiques appliquées.

Depuis longtemps les chercheurs dans leurs étude des équations différentielles ordinaires,
des équations aux dérivées partielles, des équations variationnelles en générale et en particu-
lier des inéquations variationnelles, se sont intéressés aux différentes techniques d’approxi-
mations, a savoir les méthodes des différences finies, des éléments finis, des volumes finis et
méthodes spectrales.

Ce travail est divisé en quatre chapitres. Le chapitre I est consacré essentiellement a 1’in-
troduction de quelques notions fondamentales d’analyse et certaines définitions des espaces
de Sobolev, qui seront trés utiles pour le développement ultérieur de notre travail.

Nous faisons également un rappel de certains théorémes et des résultats importants, que

nous utiliserons dans les chapitres 2, 3, et 4.



Les chapitre II est consacré & présenter la méthode des éléments finis. La méthode
des éléments finis est reconnue comme 1'une des principales méthodes d’approximation des
problémes aux limites elliptiques, paraboliques et hyperboliques.

Cette méthode peut traiter des problémes linéaires ou non linéaires, dans des géométries
quelconques définies en dimension 1, 2 ou en dimension supérieure.

Tandis-que au troisiéme chapitre, nous avons établi une étude mathématique sur les in-
équations variationnelles elliptique du premier espéce, dans la deuxiéme et troisiéme section
de ce chapitre un théoréme d’existence et d’unicité de la solution di & Stampacchia a été
démontré.

En étudiant quelques propriétés de la solution du probléme continue.

Au chapitre IIII, L’introduction du probléme discret et effectuer une étude similaire & celle
entreprise précédemment pour le probléme continue . pour insister sur la symétrie de I’étude,
nous avons suivi exactement la méme démarche qu’au chapitre précédente.

Avant de passer a ces démarches, nous avons donné quelques résultats concernant la
discrétisation en éléments finis.

Les sous-sections six, sept et huit sont consacrées a I’approximation par éléments finis
du probléme ot nous avons démontré un théoréme de convergence et nous avons établi une
estimation d’erreur de la solution, basée sur les estimations standards de Cortey-Dumont

][], en précisant 'ordre de l'erreur de convergence.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré essentiellement a I'introduction de quelques notions fondamen-
tales d’analyse et certaines définition des espaces de sobolev qui seront trés utiles pour
le développement ultérieur de notre travail.nous faisons également un rappel de certains

théorémes et des resultats importants que nous utiliserons dans les chapitres 2, 3 et 4.

1.1 Définition de quelques espaces

1.1.1 Espace de Hilbert

Dans un espace vectoriel X, un produit scalaire est une forme bilinére w symétrique est

définie positive, c¢’est a dire une application de X x X dans R satisfant :

1. Symétrie :

w(z,y) = wly,z),
2. Bilinéarité : w est linéaire continue par rapport a son premier argument (et donc par
rapport a son deuxiéme argument par symétrie).
3. Définie positive :
w(z,z) >0, et w(x,z) =0= 2 =0.

Un espace euclidien est un espace vectoriel normé dans lequel la norme est définie a partir

d’un produit scalaire, c’est-a-dire que
b ) q

lzll = /w(z, z).



Définition 1.1.1. Un espace de Hillbert un espace complet par raport a la norm induite
par produit scalaire ; en d’autre terme, un espace de Hilbert est un espase de banach dans la

norme est introduite par un produit scalaire.

Définition 1.1.2. Une forme biliniére z,y — w(z,y) continue sur X x X c’est-a-dire une

forme biliniére pour laquelle il existe une constante M telle que :
V(z,y) € X x X w(z,y) < Mlz||[lyll. (1.1)

Définition 1.1.3. La forme biliniére w(.,.)est dite V-elliptique s’il existe une constante
a > 0 telle que :
Vee X w(z,z) > ozl (1.2)

1.1.2 Espaces L?

Soit 2 C R™ un ouvert de frontiére 02 réguliére et sit p € R avec 1 < p < 400}
LP(Q2) = {f : 2 — R; f mesurable et tels que / |f(x)|Pdx < oo}.
Q

dx : designera a la mesure deleblegue.

LP(Q2) : est un espace de banach muni de la norme

1
I = [ [ I @paz]”. (13)
Q
Si p = 00, on définit 'espace L>(2) par :
L>*(Q) = {f : 0 = R; f mesurable et tels que supeq|f(z)| < oo},

ol
supseol f(x)] = infle; | f(z)] < ¢ pp sur Q.

L>°(©2) muni de la norme

[fllzee = supseal f(2)]- (1.4)



1.1.3 Espaces Sobolev W1?(Q)

L’espace de Sobolev W'P(Q) est défini par :

ou
Lp — P S\ — . p
Wi (Q) = {u €LNQ):Vi=12 .mo €L (Q)}.
On pose
Wh2(Q) = H'(Q),
ol
du
1 _ 2 . 2 R
HY(Q) = {u € 1X(Q): 5~ € 1X(Q),i= 1,2,...n},
et

Wy (Q) = HH(Q) = {u € HY(Q),u = 0 sur 90}.
Soit u € WP(Q), 'espace W1P(Q) est muni de la norme

ou

[ullwr =

ol bien de la norm équivalente suivante :

ou
[wllwrr = ([Jullf - +Z|| H

”d\'—‘

L’espace H'(€) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

ou Ov

(u,v) ) = (u,v) 2 + 1<8_mi’ 8_xl->L2’

h (u, v) 2 :/Qu(a?)v(a:)da:.

La norme associée est

8’& 1
lull i) = (lull72 +Z| )2

et est équivalente a la norme de W2(Q).

(1.5)

(1.6)



1.1.4 Espaces de Sobolev W™P(Q)

Soient m > 2 un entier, et soit p un réel avec 1 < p < oo. L’espace de Sobolev W™P((Q})

est défini par
Wme(Q) = {u € LP(Q) : Du € LP(Q),Ya € N |a| < m}.
L’espace WP()) muni de la norme

lullwms@y = > 1Dz, (1.10)

0<|a|<m
est un espace de Banach.

On pose
H™(Q) = W™(Q).

H™(€) muni du produit scalaire

(u,v)gm = Y (Du, Dv)pe, (1.11)

0<|a|<m

est espace de Hilbert.

1.2 Théoréme de point fixe

Soitent E et F' deux espaces de banach et f une application de E dans F'.

Définition 1.2.1. f est dite application lipshitzienne s’il existe une constante k > 0 telle

que :

If (@) = fWllr <kllz—ylle  Ve,yeE.

Remarque 1.2.1. Si 0 < k < 1, on dit que fest contractante de rapport k.
Définition 1.2.2. Soit f : E — E, on dit que x est un point fixe de f si
flz) =z

Théoréme 1.2.1. [5/ Soient E un espace de Banach et f une application contractante

définie sur E de rapport k alors f admet un point fixe unique.



1.3 Fonctions convexes
Soit V' espace de Hilbert
Définition 1.3.1. La fonction f:V — R est convexe, si
Vo, o € K, A€ 1[0,1] 0 f(Axy + (1= N)ao) < f(or) + (1= N) f(22).
Définition 1.3.2. La fonction f:V — R est strictement convexe, si
FOz+ (1= Naxg) < Af(z1) + (1 = N)f(xe), Vi, 20 € K, tel que x1 # 29 et X €]0, 1].

Définition 1.3.3. Soit J une fonctionnelle convexe de V dans R U {400} semi conti-
nue inférieur faiblement (s.c.i) pour la topologie forte. Si v,est une suite de V' faiblement

convergente vers v alors J(v) < limy, o0 infJ(vy).

Définition 1.3.4. Soit J une fonctionnelle de V dans R, convexe et semi-continue infé-
rieurement. Soit Kun sous-ensemble convexe, non vide et fermé de V. J est propre c’est

-a-dire qu’il existe un élément vy de K tel que J(vg) < +00.

1.4 Opérateur de projection dans un espace de Hilbert

On considére V' un espace de Hilbert réel. Soit K C V, convex, fermé et non vide.

L’opérateur de projection P : v — K est défini par :
| Pxv —v|| < [|w—v]|,Vw € K. (1.12)
Théoréme 1.4.1. [1] VeV, Pxv € K définit par (1.12) est caratérisé par

(Pgv —v,w — Pgv) > 0,YVw € K. (1.13)

Théoréme 1.4.2. [1] L'operateur Py satisfait

| Pku — Pgo| < ||lu—vl|,Vu,v € K. (1.14)



Un sous espace vectoriel fermé de H un convex fermé particulier, alors on a la proposition

suivante :

Proposition 1.4.1. [3] Soit H un espace de Hilbert, V est un sous espace vectoriel fermé

de H. soit u € h donné alors il existe un seul élement ug € H tel que :
<U—'LLQ,f> :Oa er‘/,
ug = Pu.
Remarque 1.4.1. On note :
Vi={rec H;(z,v)yg =0, Yo € V}.
La proposition 3.1 montre que :
uw—Pu=u—ug€ V™.
Reciproquement, si u — uy € V* alors vy = Pu = uo.
Tout eélement u € E s’ecrit donc d’une maniére unique :
u=v+vlve Vot eV
v = Pu.

Si Q designe le projection orthogonal sur V+ I'élément u € E s’écrit :
u = Pu+ Qu.

Ce que est une trés importante propriété des espaces de Hilbert qui le distingue parmi les
espaces de Banach.

On dit que H se decompose en somme diect des sous-espaces orthogonaux Vet V+ on
écrit :

H=VaV"

Proposition 1.4.2. /3] L’application d’orthogonalité Py sur V' c’est une application liniére
bornée verifie :

1. Py = PZ%

2 1P < 1.

3. Vx,y € H; (Pyx,y) = (x, Pyy).

C’est resultat est vraie aussi pour le projection sur V=+ : Py..



Chapitre 2

Présentation de la méthode des éléments

finis

2.1 Introduction

La méthode des éléments finis est reconnue comme 1'une des principales méthodes d’ap-
proximation des problémes aux limites elliptiques, mais aussi paraboliques et hyperboliques.
Incontournable en mécanique (fluides, solides, interactions, structures), elle a de nombreuses
applications dans tous les domaines qui impliquent des équations aux dérivées partielles.
Flexible, elle peut traiter des problémes linéaires ou nonlinéaires, dans des géométries quel-
conques définies en dimension 1, 2 ou en dimension supérieure.

But : calculer une solution approchée du probléme variationnel ce qui nous donnera une

solution approchée du probleme.

Question. comment calculer explicitement une solution approchée qui soit facilement cal-
culable tout en ayant une idée assez précise de lerreur commise par rapport a la solution
exacte ?

Stratégie utilisée : Lidée de base consiste o résoudre le probléme contunie dans un
espace de dimension finie Vi, inclus dans V' approchant l’espace V' dans un sens a définir :
c’est le principe de la méthode de Galerkin. En outre, la construction de l’espace V}, repose
sur la notion géométrique de maillage. Dans ce contexte le parametre h correspond a la

taille maximale des mailles ou cellules qui composent le maillage ; il est strictement positif



et dans la limite h — 0, [’espace V), sera de plus en plus gros et approchera de mieux en

mieux l'espace V' tout entier. On cherchera a résoudre le probléme suivant :

Trouver uy € Vj, tel que :

a (up,v) = L(v) Yv € V.

ce probleme s’appelle le probleme discret du probléme continu
Pourquoi V), est de dimension finie ?

pour n’avoir qu’un nombre fini d’inconnues ou degrés de liberté qui seront les compo-
santes de la solution approchée dans une base de V}, ; ces composantes pourront facilement
étre calculées en résolvant un systeme linéaire qui est la version matricielle du probleme

discet.

D’un point de vue théorique, il est nécessaire que ce nombre de degrés de liberté puisse étre
aussi grand que [’on veut, de maniére a approcher la solution exacte de facon la plus précise
possible. Autrement dit si Ny, désigne la dimension de Vy, on souhaite que Ny — oo quand

h — 0. Plus précisement .

2.2 Mise en oeuvre de la méthode en dimension 1

Prenons l’exemple suivant :

—u"(z) = f(z) Vo €]a,b]

u(a) =0, u(d) =0, 21)

ou f € L*(|a,b]), Vz €]a,b|.

2.2.1 Reésolution du probléme continu

On suppose que (2.1) admet une solution unique u € HZ(]a,b|).
Soit v € H}(|a,b]), on multiplie la premiére équation par v, on intégre sur la,b| et on fait

une intégration par parties :

/a ’ " (2)o(x)dz = / b F(@)v(z)de

10



a

b b
/ (u'(z)v'(x)) de = / f(z)v(x)dz.
On propose la formulation variationnelle de (2.1) :

Trouver u € V tel que : (2.2)
a(u,v) = L(v) Yv € V.

1. V ={v e H}(a,b]),v(a) = v(b) =0},

2. a(u,v) = ff(u’(x)v’(x))da:,

3. L(v) = [ f(x)o(x)dz.

2.2.2 Probléme discret
Construction de I’espace V),

La construction de V}, doit satisfaire
1. Vi € H{(Ja,b]) c’est pour cela que l'on va construire Vj, tel que Vi, C C°([a, b]),
2. la matrice A du systéme doit étre creuse,

3. la base de V), est facile a définar.

b—a

Soit N un entier positif, h = =%,

on désigne par
;i =a+th,i€ {0, N+ 1}. (2.3)

les N +2 points du maillage. h s’appelle le pas du maillage. On a en particulier xo = a
et tyi =0.

On introduit l’espace de dimension finie Vj, défini par :

Vi, = {vn € Vi, vn(a) = v,(b) = 0}, (2.4)

11



avec
Vi = {on: [a,0] = Roon € CO(a,8]), vn/[os, i) € PV € {01, N}, (25)
ol p1 est l'espace de degré inférieur ou égal a un.

Lemme 2.2.1. [16/

1. Les fonctions de Vi, sont entierement déterminées par les valeurs quélles prennent en
chacun des points x;,i € {0,1,2,..., N + 1}.

2. La dimension de f/h est N + 2 et une base de f/h est formee des fonctions w;,

i€{0,1,2,...,N + 1} suivantes : w; € Vi, w; (x;) = 8;; (indice de Kronecker).

1 si i=j,
51']' - ]
0 si i j.

Ces fonctions sont appelées fonctions chapeauz en raison de leur graphe et on a :

N+1

Vo, € Viyun(@) = > oy (1) wi(z). (2.6)

i=0
Les scalaires vy, (x;),i € {0,1,2,...,N + 1} sont les degrés de liberté de la fonction
Vp € Vh.
3. Vi, € H}(Ja,b]).
(Vh) jigy i) = €T +ds e, d€R.

Corollaire 2.2.1. [16]
1. Les fonctions de V), sont entierement déterminées par les valeurs qu’elles prennent en
chacun des points z;,i € {1,2,...,N + 1}.

2. La dimension de V}, est N + 1 et une base de V), est formée des fonctions w;,
i€ {1,2,...,N +1} suivantes : w; € Vi, w; (v;) = 6;; (indice de Kronecker). On a :
Yoy, € Vi, wn(@) = Y op (27) wi(x). (2.7)
i=1
Les scalaires vy, (x;),i € {1,2,...,N + 1} sont les degrés de liberté de la fonction
vy € Vi

3.V, CcV.

12



Calcul de la solution approchée

D’apres le théoréme de Lax-Milgram, il existe une solution unique uy, au probleme varia-

tionnel discret :
Trouver uy, € Vj, tel que ,

a(up,v) = L(v) Yv € V.

1. a(u,v) = ff (v (z)V(2)) dz,
2. L(v) = [} f(z)v(x)dz.

D’apres le corollaire précédent, cette solution est de la forme :

(2.8)

N+1

up, = Z ww; (),
i=1

ot le vecteur de RN de composantes u; est la solution du systéme linéaire :

AX =b.
1A=(Ay), 1<ij<N+1
Ay = [ (@) @) @) @) ds

2.b=(bi)cicni1 b
bi = / f(@)wi(x)dz.

Ainsi pour connaitre la solution approchée uy, il suffit de calculer la matrice A et le second

membre b.
Pour cela explicitons les fonctions de base w; pour i € {1,2,..., N + 1}. La fonction w;
a son support dans [x;_1,x;v1] et par un calcul simple on a pour i € {1,2,... N}
L six € [rig, ),
wi(z) =9 = six € (2, 2i44) (2.9)
0 sur les autres intervalles .

et la fonction wyiy est a support dans [xy,b] et on a :

r — TN

six € [z, b],
Wy () = h (2.10)
0 sur les autres intervalles .

13



Ces fonctions de base peuvent toutes s’exprimer a l’aide des fonctions de base de I’élément

de référence wy et wy qui sont
wo(x) =1—x etwi(x) =z (wy(x;) = 0p; et wy (x;) = y;) . (2.11)
On a en effet, pour chaque indice i € {1,2,..., N + 1},

L) siw € (i, 3y

wy (

wi(z) =9 wo (5%) stz € [z, xi44], (2.12)

0 sur les autres intervalles .

Calcul de la matrice A

Comme les fonctions de base ont leur support dans [z;_1,x;11], on

Ainsi on est amené a calculer :
1. st1 < N,A;;,Aiio1 et Ajip1 et comme la matrice est symétrique, on aura A;_1,; =
Aiy1-
2. 511 =N+1A;; et Ai_q;.
La matrice A est tridiagonale
Pouri# N +1 N
A= / " (wila)) de

Ti—1

A1 = /x (wi(@)) (wi-r(2)") dx

Ti—1

Tit1
A= [ (wla)) (win(a)) da
et pouri =N +1
b
ANy1N+1 = / (U)NH(SU)/)Z dx

TN

Avi = [ (wyale)) (wyla)) do.

TN
Prenons f(x) = fo sur [a,b]. On va utiliser les fonctions de base de ’élément de référence

pour calculer les coefficients. Par exemple :

/ Z w;(x)w;—1(x)dx = / Z wy (%) wo (%) dx.

i—
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a 1 N
e dy = Edaj, wy +wo = 1. Do,

/wi T — Ty T T\ o
Ti—1 o h 0 h

On fait le changement de variable y =

De méme, on a pour i # N + 1

2
A=~
’ h
—1
Aiir =441 = e
et
1
ANtiNg1 = 7
-1

AN Ny = 7

et tous les autres coefficients sont nuls.

Calcul de b
On a de la méme maniére :

bi = hfy pouri# N + 1,
bN+1=%+5-

2.3 méthode des éléments finis en dimension 2

2.3.1 Généralités

On doit résoudre un probleme du type :

—Au(z) = f(z) YV € Q,

u(z) =0 sur (21

ot §2 est un ouvert borné non vide et régulier du plan.
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Le principe consiste a écrire une formulation variationnelle associée a (2.13) puis de
résoudre ce probleme sur un espace de dimension finie inclus dans H3 ().

La construction de l’espace de dimension finie exige un maillage de 2 qui satisfait cer-
taines regles.

On recouvre ) par des éléments de forme simple par exemple des trinagles.

Soit (Ty) , k € {1,.., Ny} les éléments de petite taille qui recouvrent §).
On note

h = diam (T, 92.14
ke{r{}_a_fm( iam (T})) (2.14)

ou diam (T},) est le diametre de l’élément Ty,.
On désigne par 1, l'ensemble de tous de les éléments {T}} ;1 s’appelle une triangulation
de Q. Pour simplifier, supposons que €2 est a frontiere polygonale.

Donc, on a

Q - UTGThT' (215)

On dit que la triangulation est admissible si l'intersection entre deux éléments est soit
vide, soit réduite a un point, soit un coté tout entier.
Pour la convergence de la méthode, il est nécessaire que la condition suivante soit satis-
faite : il existe C' > 0 tel que pour tout h > 0,
h(T)

sup —= < C| 2.16
re o(T) (210

ot p(T) désigne le diamétre du cercle inscrit dans [’élément T'. On dit que la triangulation
est réquliere si la condition est remplie. Cette condition permet d’éviter des éléments trop

applatis.

2.4 Approximation par des éléments finis triangulaires
Py

Q est supposé de frontiére polygonale de sorte qu’il est entierement recouvert par Ny
triangles Ty,, Vk € {1,2,..,Nr} de taille mazimale h. On note ¢', i € {1,2,..,Ng} les

points du maillage et N; le nombre de sommets internes.
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2.4.1 Espace discret

On désigne par Py l’espace des polynomes de degré inférieur ou égal a un. Il est engendré
par 1,z et xo. On définit
Vi, = {Uh € Vh,vh/r = 0} ,
avec
Vh = {Uh c OO(Q),Uh/Tk & Pl,Vk € {1, ..7NT}} .
Proposition 2.4.1. [17]

1. Les fonctions de V), sont entierement déterminées par les valeurs qu’elles prennent en

chacun des Ng sommets ¢*du maillage.

2. La dimension de Vi, est Ng et une base de Vj, est formée des fonctionsw;,i € {0,1,2,..., Ng}
suivantes : w; € Vi, w; (¢7) = 8y (indice de Kronecker).

Ces fonctions sont appelées fonctions chapeauz en raison de leur graphe et on a :
Ng
Yo, € Vi, up(z) = th (q;) wi(z).
i=0

Les scalaires vy, (q;), i € {0,1,2,...,Ng} sont les degrés de liberté de la fonction

Vp € Vh.

3.V, C HY(Q) et pour toute fonction v, € Vi, on a au sens des distributions

v, <L 9
0x; - ; 0x; (Uh/R’“) '
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Corollaire 2.4.1. [17]

1. Les fonctions de V}, sont entierement déterminées par les valeurs qu’elles prennent en

chacun des N; sommets internes du maillage.

2. dimV, = N; et

N;
Yoy, € Vi, up(z) = th (q;) wi(x).
i=1

Les scalaires vy, (¢°) pour i € {1, N;} sont les degrés de libertés de la fonction vy,.

2.4.2 Calcul de uy,

Le probléeme discret est :

Trouver u € Vj, tel que

(2.17)
a (up,v) = L(v)Vv € Vp,

ot Vy, est l’espace décrit dans le corollaire précédent. On cherche alors uy, sous la forme

Ng
Up = inwi(x)v
i=1
ot les coefficients x; pour i € {1, N;} sont déterminés en résolvant le systéme
AX =0,

avec
1. X = (.171,1'2, . le)

2. A=(4;;),1<i<N,1<j<N\,
Ai,j = CL(U)j,U)i).

3. b= (bi)i:LNI
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Ce qui suit explique le calcul de la matrice A et du second membre b par un procédé appelé

assemblage.
On a
Ai,j :/ VU)ZVU)J
Q
Nr
=Y A, (Th)
k=1
avec
Ai,j (Tk> :/ VwZVw]
Tk
Nt
b; = / Jw; = Zbi (Tk)
Q k=1
ol

Programmation de la méthode

La matrice étant symétrique et définie positive, plusieurs méthodes sont possibles pour
résoudre le systéeme, voir [5], [16] et [2] :
1. méthodes directes, factorisation de Gauss ou de Choleski.

2. méthodes itératives de type Jacopie ou Gauss-Seidel.
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Chapitre 3

Etude mathématique d’une Inéquation

Vartionnelles Elleptiques

3.1 Généralités sur les inéquations variationnelles ellip-

tiques

3.1.1 Introduction

La théorie des inéquations variationnelles a été faite a partir des résultats concernant les
probléemesunilatérauz obtenus par A.Signorini [18] et G.Fichera [8]. La théorie mathéma-
tique a été obtenue par G. Stampacchial19], J.L. Lions et G.Stampacchia [12]. La théorie
des inéquations variationnelles a été utilisée dans plusieurs domaines tels que la mécanique,
la physique, l'optimisation, le contréle optimal, la programmation linéaire, lesmathématiques
financiéres, etc...; Aujourd’hui elle est considérée comme un outil indispensable dans plu-
steurs secteurs de mathématiques appliquées.

Dans ce chapitre, on va présente des inéquations variationnelles de premiere et deuxiéme
espéce .

On s’interesse par ’étude mathématique des inéquations variationnelles de premieére

espeéce.
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3.1.2 Définition des Inéquations Variationnelles elliptiques
1¢7¢ espéce

On appelle inéquation variationnelle elliptique de 1°7¢ espéce toute inéquation de la

forme :

Trouver u € K tq :

alu,v —u) > Lv —u) Vo€ K. (3.1)

2¢M¢ espéce

On appelle Inéquation variationnelle elliptique de 2°¢ espéce toute inéquation de la forme
a(u,v —u) 4+ j(v) —j(u) > Llv —u) Yo e K. (3.2)

Théoréme 3.1.1. [12] Soient V' est un espéce de Hilbert, K # 0 conveze fermé de Vj :
V — R propre conveze et semi continue inférieurement a(.,.)V x V. — R forme bili-
néaire continue et coercive L : V. — R continue et de forme linéaire. Alors l'inéquation

variationnelle
Trouver u € K

a(u,v —u) 4+ j(w) —j(u) > L(v —u) Yo €K,
admet une solution unique.
Nous nous intérissons pour étudier [’existence et ['unicité pour la solution des inéquations

variationnelles de premiére espeéce .

3.2 Le probléme continue :

3.2.1 Notation et hypothéses

Soit Q un ouvert de RN de frontiere O suffisament réguliere. Pour u,v € V(V = H}(Q)
ouV = HYQ) on pose :

a(u,v) —/ Z a; (m)ﬁ%ﬁqLib %v—i—b (x)uv | dx (3.3)
’ N Q ik 8l’k 8xj a{L'k 1 k@xk 0 ' '

1<j,k<N
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la forme biliniéaire associée a l'opérateur A définit par :

0 ou ou
Au=— )" %@jk(ff)a—m + Zbk(l’)a—% + bo(z)u. (3.4)

1<j k<N 7 k=1

Les coefficients ajp(x), bp(x), bo(z) sont suffisament réguliers, et
bo(z) > > 0;Vx € Q. (3.5)
On suppose que la forme biliniéaire est continue, et fortement ccercive :
Yo € V,3a > 0:a(v,v) > v} (3.6)

De plus,on considére un second membre f tel que :

feL=(Q), (3.7)

et un obstacle W € W*>(Q) tel que ¥ > 0 sur 0S).

3.2.2 Probléme d’inéquation variationnelle continue :

On cherche u la solution de l'inéquation variationnelle suivante : trouver u € V tel que :

a(u,v—u) > (fv—u) YveV
( ) > ( ) (35)
u< W v< W

Existance et ’unicité

On va énoncer le théoréeme d’existance et d’unicité de la solution du probléme (3.8),qui
est donnée par J.L.lions et Stampachia.
Soit K ={v e V;v <V p.pdans Q} K est un ensemble conveze, fermé et non vide.

La solution u de probleme (3.8)est cracteriser par :

Trouver u e K Yve K

a(u,v —u) > (f,v—u).

Théoréme 3.2.1. [12] Soit K un ensemble conveze, fermé non vide, et une forme biliniére

continue et corcive, alors le probleme (3.8) admet une solution unique.
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Preuve. 1) L’existence : le théoréme de Lax-milligram, montre qu’il existe un opérateur

continue :

AV —V
(Au,v) = a(u,v).

Alors le probléme (3.8) peut s’écrire sous la forme :
(Au,v —u) > (f,v —u). (3.9)
En multipliant (3.9) par une constante p > 0, il vient :
u—(u—p(Au— f),v—u) > 0. (3.10)
Le théoréme (1.4.1) montre que (3.8) est équivanlent a :
u = Pg(u— p(Au — f)). (3.11)

ou Pk est l'opérateur de projection de V' dans K.

Introduisons l'opérateur :

S, V—K
(3.12)
Sy(0) = Pre(o — plAu— f).
Alors (3.9) peut s’écrire sous la forme :
u=25,(u), (3.13)

'inégalité (3.8) est équivalente a I’équation de point fixe.
Montrons maintenant que I'opérateur .S, est une contraction.

D’aprés le théoréme (1.4.2) on a :

1S, (v1) = S, (v2) 1> < [[(v1 — v2) — A (v1 — va)|)?

= [lvr — va]|* = 2p (A (v1 — v2) ,v1 — v2) + P2 || A (v1 — w2)||”
mais :

(A (vr —va), 01 —v3) = a (v1 — v, v1 — V2 > a|jvy — vg?

alors :

—2p (A (v — v2) 01 — 1) < —2ap [[oy — va”
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Donc on obtient :
1,(0) = Splw)P < (1 2ap + 520 lon — val”.

ou 3 = [|Al|

11 suffit de montrer qu’il existe p > 0, tel que :
0<1—2ap+p%p* < 1.

L’inégalité de droite donne p €]0, %—‘3[

Soit maintenant 'inégalité :
1 —2ap+ 32p* >0, (3.14)

et soit ’équation :

p(p) =1—2ap+ p* =0, (3.15)
si le discriminant (A = a? — 32 < 0 ) ,alors (3.14) est satisfaite quelque soit le réel p,
d’ou lopérateur S, est une contraction p €]0, %—3‘[
Si A > 0, alors il suffit de remarquer que :

p(0) =¢ (2—3) =1,

d’ou l'on a :
2w
0<pr <pa< @,

ol p; et pe sont les racines de (3.15).

Donc l'operateur S, est une contraction.

Lorsque p €10, p1[U]ps, é—‘;[ Alors d’aprés le théoréme du point fixe ,on a l’existence de
la solution de (3.13) ,d’ou la solution de (3.8).

L’unicité :

Soit u; et uy deux solutions de probleéme (3.8).

Pour u = wuq, on prend v = us,.

Pour v = uy, on prend v = uy, alors ilvient :

a(uy,ug —uy) > (f,ug — uq)

a (ug,uy — ug) > (f,ug — ug) .
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En additionant les deux inégalités ci-dessous, il vient :
a(u; — ug, uy — ug) < 0.
On deduit de la coercivté de a que :
allug — usl|* <0.

PR
D’ou wu; = us.

]

Remarque 3.2.1. St K =V, le théoréme se réduit au lemme de Lax-Milgram et ["inéqua-

tion dévient une équation.

Probléme de minimisation

Soit a(.,.) symétrique. Considérons la fonctionnelle J : V — R, définie par

J(v) = %a(v,v) — L(v), veK.

Alors
(i)
lim J(v) = +o0,
llvll—o0
en effet, J(v) = Ya(v,0) = L(v) > $ljol* = | Ljv] = oo.
(ii) J est strictement convexe. En effet, comme L est linéaire, il suffit de prouver que
v — a(v,v) est strictement convexe. Soit 0 <0 <1 et u,v € V ; alors
0<alv—u,v—u)=a(u,u)+ alv,v) — 2a(u,v),
ainsi on a
2a(u,v) < a(u,u) + a(v,v). (3.16)
En utilisant (3.16) nous avons
a(fu+ (1 —0)v,0u + (1 — 0)v) = 0*a(u,u) + 20(1 — )a(u,v) + (1 — 6)*a(v,v),
< Ba(u,u) + (1 —0)a(v,v),

alors v — a(v,v) est strictement convexe.
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(iii) J est continue car L et a(.,.) sont continus.

(iv) Supposons J(.) est Gateaux différentiable en u, i.e différentiable dans toutes les direc-

tionsv €V, c.a.d :

lim J(u+tv) — J(u)
t—0

= (J'(u),v), YveV.
Soit le probleme de minimisation

trouver u € K telle que :

(3.17)
J(u) = min,ex J(v).

Théoréme 3.2.2. [12] Supposons que J(.) vérifie les propriétés (i), (ii), (iii), (iv) alors le
probléme de minimisation (3.17) est équivalant au probléme (3.1).

Preuve. Soit u € K solution de probléme (3.1), nous avons

J(v)=J(u+v—u)

1
:§a(u+v—u,u+v—u)—L(u+v—u)

1 1 1 1
= §a(u,u) + éa(v —u,v —u)+ Ea(u,v —u) + 5@(1} —u,u) — L(u) — L(v — u)
= J(u) + [a(u,v —u) — L(v —u)] + %a(v —u, v — u),

comme af.,.) est V-elliptique, le troxiéme terme est positif, et le deuxiéme terme est non
négatif, ce qui implique que

J(u) < Jv) VYveK.

Invesement : soit u € K solution de ( ). comme j(.) est Gateaux différentiable en u, alors

(J'(u),v—u) >0 VveK.
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De plus, on a

ta(u+t(v—u),u+t(v—u)) — Llu+t(v—u)) — sa(u,u) + L(u)

t—0 t

sa(u,u) + ta(u,v —u) + 3t*a(v — u,v — u) — L(u) — tL(v — u) — 3a(u, u) + L(u)
t—0 t
_ta(u,v —u) + 3t%a(v — u,v —u) — tL(v — u)

= limg t

~ lim (a(u, v—u) + %ta(v v — ) — Lo — u))

t—0

[\

= a(u,v —u) — L(v — u).

Donc u € K est solution de probléme (3.1)

a(u,v —u) > L(v—u) Yv € K.

3.2.3 Interprétation du probléme a frontiére libre

De la solution u de (3.8) nous définissons
O ={z|reQu(x) <¥(x)}
Q' ={r|reQu) =)}
v=00t NN ut =ugr;  u’ = u.

Classiquement le probleme (3.8) est formulé comme suit : Trouver «y (la frontiére libre) et

u tel que :

— Au = f dans ) (3.18)
u =V sur Q (3.19)
u=0sur?l (3.20)
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ul, = . (3.21)

L’interprétation physique de ces relations est la suivante : (3.18) indique que sur Q7 la
membrane est strictement au-dessus de ['obstacle; (3.19) indique que la membrane touche

lobstacle sur la partie Q°; (3.21) est une relation de transmission sur la frontiére libre.

En étudiant maintenant quelques propriétés de la solution du probléeme (3.8), on com-

mence par introduire la notation de sous-solution.

3.2.4 Caractrisation de la solution continue
comme Enveloppe des sous-solution continue.

Définition 3.2.1. Soit X [’ensemble de sous-solution pour linéquation vartionnelle, c’est

a dire, léensemble de z € V' tel que :

a(z,0) < (f,v) YoeV,o=0

(3.22)
z < W,

Théoréme 3.2.3. [7] sous les hypothéses précédentes, la solution u de l'inéquation vara-
tionnelle (3.8), est le plus grand élément de X .

Preuve. On a :

donc : a(u,v) < (f,v).

C’est a dire u € X Montrons maintenant que

U =SuUpz.
zeX

Soit z € X tel que u < z. Ainsi z est une sous-solution

a(u,v) < (f0) YweV,u>0
z < W,
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Posons : v = (z —u)™ >0, ou (2 —u)" = sup(z — u,0) donc :

a(z, (z—u)*) < (f, (z —u)*)

D’autre part :

(3.23)

Alors: —a((z —u)™, (z —u)*t) >0
lera((z—uwt (z—u)") <0

et puisque la forme biliniére est coeercive, on resulte que (z — u)* =0, donc z < u. [

3.2.5 Propriétés de monotonie de la solution continue

On note la solution w de ULV par O(f, V), ou f est le seconde membre et W ['obstacle.

Proposition 3.2.1. [7] La solution de I’I. 'V est croissante par rapport a obstacle U, et
au seconde membre f, i.e :

Si f<g, et U<V, alors O(f, ) < d(g, V).
Preuve. Soient f < get ¥ < \Tl, posons : u = J(f,¥), et w=09(g, V), on a :

a(u,v) < (f,v) Vv eV,o=0

u< WV,
donc :
a(u,0) < (f,0) < (g,0) Vo€ V,u >0
u< U<V,
d’ou

a(u,v) < (g,v) Yo e V,0>0
u < W,

alors u est une sous-solution pour w, c’est a dire : v < w D’ou : A(f, ) < (g, V).
On va citer un lemme de monotonie de la solution,mais cette fois par rapport au condition

au bord et ’obstacle.
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Soit ensemble convexe non vide :

K,={veV,v= gsur 0Q,v < V¥ dans Q},

ol ¢ est une fonction reguliére definie sur 0€)

Lemme 3.2.1. [7] Posons u= 0(g,V);u = 9(g, V)
SiW > etg> g, alors (g, ¥) > (g, V).

Preuve. posons : v = min(0, u — u)

dans le region ou v est negative (v < 0) on a :
u<i < <.

C’est a dire que l'obstacle n’est pas active pour u, donc on a :

a(u,v) = (f,v), car (u<Veta+v<W).

Alors :

Donc :

Par soustracaction de (3.26) et (3.25), on obtient :
a(t—u,v) >0 (@ —u=—v),

mais :

a(v,v) = a(u — a,v) = —a(t — u,v) < 0.

Donc : v = 0 et par consequence : u > @ c.a.d d(g,¥) > 9(g, ¥).

Considéons maintenant 1'application ¢ définie comme suit :
o:L>®(Q) — L™(Q)
Ui— o(V) = u,

ou u est la solution de I'T.V (3.8).
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Proposition 3.2.2. [7] L’application o est croissante, et lipschitzienne (de constante 1 dans

L=(9)).

Proposition 3.2.3. [7] Soit § une constante positive. Alors :
o(V+6) <o(¥)+4.
Proposition 3.2.4. [7] Sous les notations et les conditions du lemme (3.2.1) on a :

[ — @l (@) < ¥ — ||y + 19 — Gll=(00)- (3.27)

Remarque 3.2.2. Si U = ¥, (3.27) devient :

|u — @) < 1lg — Gllze(o0)- (3.28)
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Chapitre 4

L’approximation en norme L°°

4.1 Le probléme discret

On va introduire le probleme discret et effectuer une étude simillaire a celle entreprise
précédement pour le probléme continue. pour insister sur la symeétrie de [’étude, on sui-
vra exactement la méme demarche qu’au paragraphe précédente. Avant de passer a ces de-

marches, on va donner quelques resultats et défintion pour fixer les idées.

Définition 4.1.1. On dit que les espaces Vj,, h > 0 forment une approzimation interne (on

parle aussi d’approzimation conforme de V' )si :

1. Pour tout h >0, V, C V.
2. Pour tout v € V, il existe v, € V), tel que :

|lv —vplly — 0,  quand h — 0.
1l est également souhaitable que cet espace V), soit facile a construire, on poura choisir
un espace formé de polynomes de degré 1. L’introduction de degré superieur n’a pas été en

visagée dans la mesure ou les proppriétée de régularité rencontrées ne semblent pas permettre

d’entirer partie .
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4.1.1 Elément finis triangulaires de degré 1,(P;)

Nous voulons construire un sous-espace Vj, de type éléments finis trangulaires(rappelons
que Q2 est un domaine polygonal de R?). Pour ce faire, nous construisons une triangulation

7, de Q en subdivisant Q en triangles K1, Ko, ..., tels que :

1. Q= Uger, -
2. Pouri # j,
un coté commun
K;NK; =< un sommet M, commun
disjoints

3. Les éléments ne sont pas dégénerés i.e : il sont d’aire non nulle.

4. Tous les coins, de 0S) sont des sommets d’élements de 1, Nous introduisons encore un

paramétre h mesure le degré de finesse de la triangulation Ty, :

h = max(diam(K)).

Ker,
On établit sur Q0 une trianglation réguliére quassi-uniforme et on introduit V, ’espace des

élements finis conformes suivant :
Vi, =A{v, € C(Q) NV, lelque vy/m, € P }.

Soit Mg, s =1,2,....m(h) les sommets de la triangulation T, qui n’appartiennent pas a OS2
ou les neeuds interieurs.
Pour decrire une fonction g € Vi,,nous povons choisir comme paramétres les valeurs g (M)

de la fonction g aux neeuds M. Ces valeurs sont appelées dégrés de liberté.

Les fonctions de base pour l’espace Vi, @1, s, ... ps sont alors définies par :
1 sis=1
SOS(MZ):(Ssl: 0 518#[

s,l=1,2,...m(h)
puisque toute fonction g de Vy, peut étre représentée par une combinison liniére des pg, nous

avons :
m(h)

g(l’) = Z g (Ml) ¢S<x7y)'

s,l=1
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On introduit également opérateur de restriction ry(.) :

Pourv e C(QNIH(Q)),
m(h)

rRU = Z v (M) ps(z,y).

s,l=1
L’ordre sur Vi sera celui induit par R™M) .
Nous introduisons d’une maniére naturelle la matrice de discritisation A de coefficients

générique a(py, vs),0t @s,s=1,2...m(h)sont les coefficients de base usuelles.

4.1.2 L’hypothése du principe du maximum discet(pmd)

Onsuppose que la matrice A est une M-matrice i.e :
A~ existe et non négative, de plus :
ass > 0; asl < 0 pourl # s (On trouvera dans [17] des conditions géométriques simples

pour lesquelles I’hypothése du pmd satisfait).

4.1.3 Le probléme discret

Considerons maintenant le probléme discret associé :

Trouver uy, € Vj, qui verifie :

a(up, v —up) > (f,on —up) Yo, € Vy
Up, S T‘h\I/7 Up, S T‘h\I/.

(4.1)

Théoréme 4.1.1. [6] Sous les hypothéses précédentes, le probléme(4.1)admet une solution

UNILGUE

Preuve. Simillaire au cas continue ]
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4.1.4 Caractrisation de la solution discrete Comme enveloppe des

sous-solutions discrétes :

Définition 4.1.2. Soit X, ’ensemble des sous-solutions pour I’I.V; c’est a dire [’ensemble
des zp € Vj, tel que :

a(zn, ps) < (f,0s), Vs=1,2 ..m(h)

z < rpW.
Théoréme 4.1.2. [6] Sous les hypothéses précédentes, la solution uy, du probléme est le plus

grand élement de Xj,.

Preuve. Simillaire au cas continue. O

4.1.5 Propriétés de monotonie de la solution discréte

On note la solution uy, de 'l V' discréte par O (f,rnV) ou f est le second membre et

l"obstacle V.

Proposition 4.1.1. [6] Sous les hypothéses et notations précédentes, la solution de 'LV est
croissante par rapport a l’obstacle U et aux second membre f :

Si f<getU < alors : 9 (f,rnV’") < 0 (g, 7).
Preuve. Simillaire aux proposistion dans le cas du probléme continue.

On va citer comme dans le cas du probléme continue un lemme de monotonie de la
solution de I'l.V discréte mais cette fois par rapport au condition au bord et ’obstacle soit :
Ky, = {vy, € Vi o = mpg sur 0Q,0 < rp U},
ou 7, 'opérateur d’interpolation sur 0f2. O]
Lemme 4.1.1. [6] Posons uy, = Oy, (mpg,rpV) ;4 = O, (whg, rhlil>

st mpg > mhg, et rpv o> rh\il, alors uy, > 1y,

Preuve. Simillaire au lemme (3.2.1).

Par analogie au cas continue,
op: L — L™

Y — Uh(\If) = Up,
ou uy, est la solution de I'l.V (4.1). O
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Proposition 4.1.2. [6] L’application oy, est croissante, et 1-lipschitzienne (k = 1).
Preuve. Simillaire aux proposition (3.2.2) dans le cas du probléme continue. O
Proposition 4.1.3. [6] Sous les notations et les conditions du lemme (4.1.1) on a :

[un — @l e <

] S LV P
Preuve. Simillaire au proposition (3.2.4). O

Remarque 4.1.1. Sir,¥ = rh\il on a :

|un — tin || < ||Thg — TrG| Lo 002)-

4.2 L’approximation en norme L

FEzataizons maintenant ’erreur comise lorsqu’on approche la solution du probleme (3.8)
par la solution uy, du pobleme (4.1) On va citer quelques resultats d’estimation en norene

L qui forment ensuite la base de notre travail.

Lemme 4.2.1. [6] Sous les hypothéses et notations précédentes on a :
lu = W[z~ =< Ch?|log h|*,
| ¥ — 7, V||, =< Ch?*|logh|?.

Théoréme 4.2.1. [6] Sous les hypothéses et notations précédentes on a :

lun — ] e < CH2[log B

Idée du démonstration :

Avant d’aborder la d’emonstration, il est intéressant d’introduire quelques notations.

Soit uy, la solution du probléme discret suivant :

a(ﬂhu Up — Hh) > (fa Unp — Eh)
ﬂh S T’h\I/; Up, S Th\I/.
En poson :

|up, — @l < Ch*|loghl?.

La d’emonstration se décompose en trois partie.
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Prémiére partiie
Constraction d’une fonction discréte oy, proché de wu, qui vérifi :
ap < up (sous-solution discréte) .

Posons : oy, = Uy, — ch?|log h|?.

Alors ay, vérifie :

|l — ul|z < ch®|loghl?

car

lan —ulle = [T, — ch®|loghl* — ul| =

= |lu—1,+ chzllogh\QHLoo

IN

lu —@p|| e + ch2|logh|2

< ch?|logh|*.

Deuxiéme partie :
Constrauisons une fonction discrete Bpproche de uy qui vérifie :

Br < u.

Posons : B, = 1y, + ch? [log h”.

La fonction ), est une sur solution discréte, on obtient :
ap < up < O

et
lu = Brll o < ch?|logh*.

[ = Bnll e = 1150 = ull 1o

\|@n + ch® llog h|* — uHLOO

IN

1 — ull o + ch® [log h*
< c¢h?|logh|?.
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Troisiéme partie :

concluons comme suit :

u < ay+ch?|logh|®
< up+ch?loghl®  (an < up)
< Bu+ch?lloghl® (U, < By)
< u+ ch?|loghl*.

Donc :

|u = up|| oo < ch?|logh|?.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions un probleme d’obstacle représenté par une
inéquation variationnelle elliptique, en étudiant le probleme continu et
discret.

On donne I’estimation d’erreur de 1’approximation par éléments finis de
degre 1.

Mots clés: Inéquation variationnelle elliptique- Eléments finis-
Approximatios.

Abstract

In this work, we study an obstacle problem represented by an elliptic
variational inequality, studying the continuous and discrete problem.

We give the error estimate by the finite element approximation of degree 1.

Key words : Elliptic  variational inequalities- Finite element-
Approximation .




