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Notations générales

(O I’ensemble des fonctions.

B (a,r) la boule ouverte de centre a et de rayon r.

IRl la norme.

R la valeur absolue.

lim la limite.

inf f(x) la borne inferieur de fonction f sur I’ensemble k.
sup f(xz) la borne supérieur de fonction f sur I’ensemble k.
max le maximum.

min le minimum.

of(x) la dérivée partielle de f .

Vf(x)  le gradient de f.

> le singe de somme.

i integrale.

i
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Introduction générale

L’objectif est notamment d’introduire des procédures calculatoires détaillées suscepti-
bles d’étre mises en oeuvre par des calculateurs (électroniques, mécaniques ou humains)
et d’analyser leurs caractéristiques et leurs performances. L’analyse numérique est une
branche de mathématiques appliquées s’intéressant au développement d’outils et de méth-
odes numériques pour le calcul d’approximations de solutions des problémes de mathéma-
tiques qu’il serait difficile d’obtenir par des moyens analytiques.Elle posséde des liens étroits
avec deux disciplines a le croisée des mathématiques et de I'informatique. Dans cette mé-
moire, on traitera la probléme d’approches des solutions d’equations differentielle posé sous

forme de probléme de Cauchy:

¥ = f(t)
z(ty) = a

nous allons voir dans le second chapitre les différentes méthodes utilisées pour "approche
de la solution, et ceci ou les distingant celon les pas, il yy’ades méthodes & un pas comme
a méthode d’Euler, Taylor(ordre 2) et de Rung-Kutta et naturellement des méthodes qui
utilise plusieurs pas (pas multiple) nous nous intéressons aux méthodes d’approximation
successifs (Picard) et la méthode d’Adams et nous verrons ben sur des exemples pour Chaque
méthodes.Dans le chapitre trois en comparisant entre les méthodes a un pas associés avec

un example d’application.



Chapitre 1

Probléme de cauchy

1.1 probléme fondamentale:

Dans ce chapitre, on s’interesse tout particulierement a 1’etude de 'existance et de 'unicité

de la solutoi 1’équation:

¥ = t,x
ft.2) (1.1.1)
T (to) = a
ou f:I%Q — R" continue
I un intervalle, © un ouvert de R, (¢g,a) € I x Q
Proposition 1.1.1 : on a l’equivalence suivante:
t
1.1.1 < z (¢) :cH—/ f(s,x(s))ds (1.1.2)
to
Définition 1.1.1 :
1 Itération de picard:
z1 (T = a
1) t (1.1.3)
vea(t) = a+ [, f(s sk(s))ds
2 Itération de picard:
, 1
a s, t<ty+ —

)= : | ¥ (1.1.4)
a+ [, f(s;z(s))d st t2t0+E



1.1. probléme fondamentale:

et on fait de méme si t < ¢

1
a st tp— T <t<ty
zult) = t+4 . 1
a"‘ft Ff(s,xi(s))ds st tStO_E

3 .fn: I — R" est dite uniformément bornée si
dM>0VneN Iful <M Vtel
4 .f,: I — R" est appelée uniformément equicontinues si
Ve>035>0 |t —ta] <9 aloreVn e N |f,(t1) — fu(ta)] < e
5 .f,: I — R"™ conveige uniformément vers f sur [ si

Ve>03dINeN V>N |f,(z)— flx)|<e Vtel

Théoréme 1.1.1 (Arzéla-Ascoli) pour toute suite f, : I — R uniformément bornée,
unifomémeut equicontinue,on peut extraire une sous suite qui converge uniformément sur

chaque compact de I (formé bornée)

Preuve. voir [7] =

Théoréme 1.1.2 : Soit f, : [ — R" une suite de fonctions continues qui convege unifor-

mément vers

f:I—->Roul=apfla,feR

Alors 5 5
nETwL fn (8) ds:/a f(s)ds

Preuve. voir [6] =

Notation 1.1.1 : a € R" B(a,r) ={z € R" ||z —a|| <1} boule ouvert de centre a et de
Rayonr . >0

Théoréme 1.1.3 (Couchy-pearo) soit [ : [to — a,tg + o] X B(a,r) — R" une appcon-
tinue et bornée par M alors il existe au main une solution x a l'equation (1.1.2) définie sur

, 1
[to — b, to +b] ot b= min(a, M)



1.1. probléme fondamentale:

Preuve. par simpticité on considére seulement le cas [to, to + b] Pautre cas [ty — b, to] se
fait de la méme fagon.soit xy (t) fonction définit par (1.1.4) t > to xy :[to,to + 0] — R” on
va montrer que x, converge vers x solution de (1.1.2)

1.étape: montrons que x;, est bien definie par I’absurde

1
supposons que x; n’est pas définie sur [tg, to + b] I t; € [to + T to + b]

[?if@mw)

tel que: ||z (t1) —al| =7

= llo(t) = al =

t17l
< fi F (s mk(s)] ds
< [2TEMds = M|t —to— 3]
< M(b—%) < r—% < r

on a montre que 7 < r contradiction donc ce qu’on suppose donc x;, est bien define.
2¢megtape:

() est uniformément bornée, en effet soit

1 t—% 1
b gl < lall+ [ 1 an(s)as] t2t04
to
fotb — 1 1
<lall+ [ el b2 G- )
to

1
< llafl +M(®— ) <llall +r

1
etsi t< to+ % xr(t) = a constaste donc bornée.Alors ainsi
Vit € [to,to+ 0] |z < |a|] + 7

3°megtape:

(zx)est uniformément et qui continue soit ¢, ty > to + %

<[ sl as

27k

[wﬁﬂ&m@ﬂs

1
2%

|z(t1) — z(t2)[| = ‘

3



1.1. probléme fondamentale:

19
Soit € >0 36 = —
o1l € M

. 1
S1 ‘tl — t2| <€ = th,tg >t + E H.I'(tl) — I’(tg)“ <é€ (*)

1 1
comme 7, est une c¢“¢ sur |tg,to + T est que zj est continue en ty + E

'estimation () reste vraie Vtq,ty € [to, to + 0]

4¢meétapr:

Application du théoréme Arzele- Ascoli:

3 une sous suite (zy1)qui converge uniformémeeut vers x sur [to, to + 0]
5‘meétape:

or f continue sur [tg,to + b] X B(a,r) un compact = f est uniformément continue
Ve>0,36>0[p—q| <d=|[f(s,p) — f'(s,9)| <& Vs € [to, 1o+ ]

poure’ >0 (e=49)3IN
H:Cl(j% — x(s)H )

VI>N Vs€ [ty,to+ ] = Hf(s,a:,(:% — f(s, x(s))H <e (xx)

Vs € [to,to+b] [ > N = f(s,z(s)) continue uniformément vers f(z,z(s))
sur [to, to + b
6°mcétape:
soit t€ [to, to + b]

t=ty xx1(to) =a — a=x(ty)
l—o00

Alors (2.1.2) vraie dans ce cas

t >ty (ZEk 1)<t) =a +/ f(S,ZL‘k 1(8))d8

to

pour t assez grand

(xr)(t) = a+/t f(s,zx1(s))ds — /tl f(s,zx1(s))ds

|l—+o00

lim t f(s,xkl(s))ds:/t f(s,z(s))ds



1.1. probléme fondamentale:

M
< — <«

2 t
grace a (k%) e <%

ftt—ﬁ f(s,m11(s))ds

A la limite on obtient

z(t) = a—i—/t f(s,z(s))ds.

Remarque 1.1.1 : le théoreme (1.1.3) ne garentis pas 'unicite de la solution, en effet,
soit par éxemple ’équation differentielle
() = 2/|z(t)]
z(0) = 1
c’est-a-dire f(t,z) = 24/|z|, f continue sur R (*) admet une solution Résolvons (*) Si
x(t) > 0 (*) se réduit a
7 =2V
dx
9
dt Ve
d

L _dt=Jr=t+ec cER

2Vx
x(t) = (t,c)”

1(0)=1=20)=1=c=c=4+1
z1(t) = (t+1)% ou o(t) = (t — 1)

Si z(t) < 0 alors (*) devient x/ = 2y/—x

d d
o L s —r=—t+c

dt 2y —x
—a(t) = (=t +¢)? = 2(t) = —(c — t)* 2(0) = 1 = —(c?*)impossible.
Théoréme 1.1.4 (picard-lindelof) Soit f : [ty — «, to + o] X B(0,7) — R continue,

bornée par M . on suppose que f(x,t) est Lipbshitzienne par rapport a x, (t fixe)

3L >0|f(t, ©)— f(t, v)|| < Lz —yl

Vt € [to — o, to+ a] Yr,y € B(a,r)

alors I’équation (1.1.1) admet une solution unique z(t),t € [ty — b, to + b

Avec b = min(a, L)
m



1.1. probléme fondamentale:

Remarque 1.1.2 z est une application de classe Clsur [ty — b, tg + b]

Preuve. soit X = {h : [to — b, to + b] — B(a,r) Continue}

muni de la norme

|2l = sup {exp 2L [t —to| x |h(t)] 1 € [to — b, to + b]}

1¢" E'tape :

X C ¢ ([to — b, tg 4 b)) on a :X férmé (car Vh € X, h(t) € B(a,r)) or ¢ ([to — b, o + b))
est de Banach

Donc X est de Banach par la norme |||

0 < Jt—to| <b
—2Lb < —2L|t—ty| <1
e 2O < exp —2L |t — to| - [R(t)| < |h(D)]
1ol < 1Rl < (7]l
or: |||, et ]| .sont equivalent sur X eu effet

Donc (X, ||-]|,,) est de Banach .

émé Nl ¢
2" Btape : T: X —x o —a+ [, f(s,2(s))ds
T est bien defini

car f continue et

(T () (8) = a| =

/t:f(s,:c(s))ds

IN

Jo llf (s,2 ()] ds
< Mt —tol
< M-b <r

3°m¢Etape : T est contractente

solent x et y € X

\Te - Ty, = ] [ ot = . wtsiis

to

w

/ F(s,2()) — (s, (s))ds

to

te [to—b,t0+b]}

= sup {exp —2L |t — to




1.1. probléme fondamentale:

on a:
t
exp 21— o] | [ 0069 - Ssu(s)as
to
< exp2Llt—to| fy If(s.(s)) = f(siy(s)] ds
< Lexp—2Lft—to] f! (s) — y(s)]| exp2L |5 — to] ds
< Lexp—2L|t—to[lz —yl|, [, exp2L s — to| ds
1 t
< Lexp—2L|t — o ||$—y||w‘ﬁexp2[f|5—to|
exp—2L |t —1
< 8| *exp2L 1t~ to] ~ 1)yl
1 —exp(—2L |t — to])
< : )iz~ 1
< Sle-yl
> 9 Yllw
, 1
— T est contractent (de constente quivaut 5)
4°m¢ Btape

D’aprés le théoréme du point fixe e € X tq: Trx =«

cest-a-dire: 3! x : [t — b, tg + b] — B(a,r) telle que:

z(t) =a —l—/t f(s,z(s))ds

Donc la solution de (1.1.1) =

Définition 1.1.2 Soit f:I xU — R" (t, x)— f(t, x) une application, I un interval ou-
vert et U un ouvert de R" .On dit que f est localement Lipshitzienne par rapport o x si
V(t,a) e IxU,3 L >0;3J C I, Jun intervalle ouvert, contenant t,3V C U, V inter-
val ouvert contenant a tels que f est Lipshitizienne par rapport a x sur J X V' c’est-a-dire

Iftz) = fEpl < Lillz—yllV(z, y) eV Vie] aeV.

Théoréme 1.1.5 (Herm-Borel) R" étant muni de sa topologie wusuelle K compact de
R"™ < K est fermé, bornée(On appelle qu’un espace compact s’il est separée et de tout

recouverement d’ouverts de K, on peut extraie un sous recouvrement fini)



1.1. probléme fondamentale:

Théoréme 1.1.6 (Intervalle maximal d’existance) Soit f: DC R"™' — R™ continue
et localement lipshitzienne par rapport a x alors lintervalle maximal d’existance est de la
forme Jw_,wi[ ot w € [—o0,+00[, wy € |—00,+00] et de plus X(t) quitte tout compact

KCD quaud t— w4 ou t— w_
Preuve. voir[5] m

Corollary 1.1.1 sous les méme hypothéses du théoréme de Intervalle mazximal d’existance

alors
soit wy = d soit z(t) B ou
et soit w_ = ¢ soit x(t) B— ou
Avec I =]c, d|

Corollary 1.1.2 Siu=R"

sous les méme hypothéses du théoréme de Intervalle maximal d’existance alors
soit wy =d soit |x(t)] — +oo et
t*>’ll}+
soit w_ = ¢ soit |x(t)] T 00
—w—
Dependance Continue :

Considerons le probleme de cauchy

¥ = f(tx)
z(ty) = a
2 = f (ta Z, :UJ)
et (1.1.5)
z(ty) = a

ou p € RE(p : C*%°)

Nous allons voir comment une solution de (1.1.1) dépend contintiement de la condition
initiale z(tp) = a et comment une solution de (1.1.5) depend contintiemment du parametre
p Dans un sens; les deux questions sont équivalent.par exemple x est solution de (1.1.1)

alors T = x — a est solution de



1.1. probléme fondamentale:

¥o= J(t7a)

ft,z,a) = f(t, 2+ a)

Donc comme paramétrée plutot qu'une condition initiale, si d’autre part, x est solution

de( 1.1.5)
alors e, posont ¥ = (z, p1) et f(t, %) = (f(t,z,4),0)
¥ o= flta)
alors ¢
l‘(to) = (CL,,M)

on voit que p apparait comme conditions initiale pludét qu’un paramétre.

Nous allons aussi nous concentrer sur (1.1.5).

Lemme 1.1.1 (de Gronwalla) :Soit X (t) une application continue positive sur [to, T tell

que: 3¢, k>0 X(t) <c+ l{:fti X(s)ds alors X(t) < c .expk(t —to) Yt € [t, to]

Preuve. posons u(t) =c+k fti X (s)ds
u € p'([ty, T]) car X € ©°([to, T]) «/(t) = kX (t) mais par hypothése

X(H) < u(t) = '(t) —ku(t) <0 Vt€ [t, T

exp —k(t — to) (v (t) — u(t)) <0 Vit € [to, T
%(exp —k(t —to)u(t)) <0  Vt € [ty, T]
exp —k(t — to)u(t) < u(ty)
u(t) < c-expk(t —to)
= X(t) < c.expk(t —to)

Voir[5| m

10



Chapitre 2

Méthodes de résolution numériques

L’objectif de ce chapitre est de décrire des certains nombres de méthodes permetant de
résoudre numériquement le probléme de Cauchy

Etant donné une subdivision ty < t; < ... < ty = to+ T de [to,to + T], on cherche
a déterminer des valeurs approchées yo,y1, ..., yn des valeurs y (t,) prises par la solution

exacte y .On notera les pas succéssives
hn:tn-l-l_tna 0<n<N-1

et

hmax = max(h,) le mazximum des pas
Définition 2.0.3 (Méthode a un pas et de plusieurs pas)

On appelle méthode & un pas une méthode permettant de calculer y, ., a partir de la
seule valeur antérieure y,, .Une méthode a r pas est; au contraire une méthode o le calcule

de y,.+1 nécessite la mémorisation des valeurs y,, Yn—1, ---, Yn—ri1

2.1 Meéthodes numériques a un pas

Les méthodes & un pas sont les méthodes des resolution numérique qui peuvent si s’écrire
sous la forme:

11



2.1. Méthodes numériques a un pas

ouV: [toto+T] x Rx R — R est une fonction que 'on supposera continue. Dans la
pratique, la fonction ¥ (¢,,, Y., h,) peut étre definie que sur une partie

de la formelty,to + T] x j x [0,0] ou j est un intervalle de R(de sorte que en partic-
ulier [tg, to+ T x j soit contenu dans le domaine de définition de I’équation différentielle).
Dans toutes les méthodes numériques développées par la suite, on subdivise 'intervalle

to+1T)—t . .
M = —, limités par les points

to,to + T'len N int lles de 1 h =
[to, to + T'Jen N intervalles de longueur N N

th,=to+nh 0<n<N

Définition 2.1.1 (convergence d’une méthode a un pas) On dit qu’une méthode numérique
de la forme (2.1.1)est convergente si puor tout problléme de Couchy (1.1.1)satisfaisant les
hypothéses du théoréme de Couchy-Lipschitz on a

lim ( max |yn—y(tn)]> =0

h—0 \ 0<n <N
dés due hlimo lvo — y (to)] =0
On remarque que ceyye définition impose que la convergence de 'initialisation y, du

schéna en plus de celles construites par ce dernier .

2.1.1 Meéthode d’Euler

En ¢y on connait yq, donc aussi
y'(to) = f(to, vo)

Si y(t) est la solution exacte de(1.1.1).y(t) est approchée sur l'intervalle [to,?1] par sa

tangent en toEt ainsi, on a
y1 = yo + hf(to, Yo)
Sur lintervalle [tq,ts], y(t) sera remplacée par la tangent au point (¢1,y;)On trouve
Y2 = y1 + hf(ti,y1)
Ceci conduit a 1’Algorithme d’Euler

Ynt+1 = yn+hf(tn;yn) 0<n<N
tn+1 — tn ‘I— h

(E)

12



2.1. Méthodes numériques a un pas

Précision de la méthode d’Euler:La méthode d’Euler est une méthode du premier

ordre, c’est-a-dire que 'erreur au point t¢,, s’exprime par 'inégalité

|yn - y<tn)| S kh

ol y,, est la valeur approchée défnie par I’algorithme d’Euler, y(t,,) est la valeure exacte de la
solution du probleme de Cauchy au point ¢t = t,, = tqg+nh, et k une constante indépendante

de n et de h.
Exemple 2.1.1 Résolution d’une équation selon la méthode d’Euler

Soit le probleme de Cauchy:

y = y+t
y(0) = 1

On veut approcher, a 1073, la solution de (1.1.1) en ¢ = 1 a 'aide de la méthode d’Euler,

en subdivisant 1’ intervalle [0, 1] en dix parties égales. selon I’algorithme d’Euler:

Ynt1 = Yo+ h(yn +1,) 0<n<9 e h = 0.1
tn+1 - tn+h

on calcule les valeurs du tableau:

n |0]1 |2 3 4 5 6 7 8 9 10

t, 10]01]0.2 |0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Yo | 1] 1.1]1.22 | 1.362 | 1.5282 | 1.7210 | 1.9431 | 2.1974 | 274871 | 2.8158 | 3.1874

On trouve y(1) ~ 3.187. La solution exacte de ’équation (1.1.1) est donnée par

y(t) = 2exp(t) —t — 1, ce qui donney(1) = 3.437.L’approximation calculée est donc trés

grossiére.

Remarque 2.1.1 L’erreur dans la méthode d’Euler est relativement important .Elle peut
étre améliorée en choisissant plus petit le pas h, ce qui augmente considérablement le volume
des calculs a effectuer, ou en approchant la solution du probléme de cauchy par des méthodes

permettant de réduir cette erreur.

13



2.1. Méthodes numériques a un pas

2.1.2 Méthode de Taylor (d’ordre 2)

Supposons que f soit de classe C'.Alors y(t) est de classe C?, est le defeloppement de Taylor
d’ordre 2 implique:

tusr) = olt + ) = hyr(t) + o/ (8) + o(1?)

et comme

d’autre part

V(0 = 5 O, = e, = (S+ L2
(T T~ Byt + bt fvlt)
Il Vient:
(tass) = 9(0) + 5 (s 00) + | T sy )+ 5 (e 0) S 1 0] 0 ()

On est donc amené & considérer 1’algorithme suivant, appelée:

Algorithme de Taylor (d’ordre 2):

2 df df

_(tna yn) + _(tna yﬂ) ’ f(tnayn)

n = n h tnan
Ynt1 Yn + hf (s yn) + a

(T5) ?[dt
tn_;’_l - tn + h

precision de la méthode de Taylor:

On montre que la méthode de Taylor(d’ordre 2) est une méthode du second ordre

autrement dit I’erreur au point ¢,, vérifre

’ Yn — y(tn) ’S kh

ou ypest la valeur approchée définie par I’algorithme de Taylor (d’ordre 2) y(¢,)est la
valeur exacte de la solution du probléme de cauchy au paint t,, et k£ une constante indepen-
date de n et h. Si ’on veut encore réduire la marge d’erreur on tiendra compte d’un plus

grand nombre de termes dans le développement de Taylor c’est-a-dire,
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2.1. Méthodes numériques a un pas

on suppose f classe CP et danc y sera de classe CP*! et sa dérivée k¢ est y®(t)

FEIE y(t)) avee [ = fi + f.f
le d’eveloppement de Taylor d’ordre p .
permet d’aboutir & 1’ Algorithme de Taylor d’order p

P hF
Ynt1l = Yn + hf<tna yn) + kz Ff[k_l] (tm yn)
—1K:

t1 = ta+h 0<n<N-1

qui est d’ordre p (au sens de la précision).

Exemple 2.1.2 Résolution d’une équation avec la méthode de Taylor

Soit I’équation différentielle régissant le mouvement du pendule

ar + gsinx =0 (2.1.2)

ol a est la longueur du pendule, g la gravitation terrestre et x I’écart du pendule avec

la verticale au sol .En posant

. dx

r = a ?J(I)
on a:

r=yr=1yy

et (2.1.2 ) devient :
ay'y + gsinz =0

qui s’écrit encore :
, g sinz

y=—-"
a

= f(l',y)

L’algorithme de Taylor (d’ordre 2) correspondant s’écrit:

. gsinz, 1 ,| gcosx, g% sin® z,,
Yot = Fat = yu—hZ Sh? -2 S

Tpr1 = T,+0 <n<N-1h

15



2.1. Méthodes numériques a un pas

2.1.3 Méthode De Runge-Kutta:

Soit de nouveau le probléme de Cauchy

y = f(ty)

(2.1.3)
y(to) = o

On reprend l'algorithme(73) de Taylor en écrivant la seconde équation de la maniére

suivante:

Yos = U+ gf (b o) + g [f (b 1) + hg—{ (b ) - (b )

selon le développement de Taylor on a, a des termes en h prés,

(Pt DG i) + 15 005000t )] = £ 4 170 0)

Ainsi, on obtient I’Algorithme de Runge-Kutta d’ordre2:

((ty1 = to+h 0<n<N-1
Pn1 = f(tna yn)
(R—K),
Pn2 = f(tn—i-la Un + hpn,l)
\ Yn+1 = Un + %(pn,l + hpn,Z)

Algorithme de Runge-Kutte d’ordre 4:

(

tay1 = to+h 0<n<N-1
Pnt = f(tn, Yn)
(R— K)4 Pn2 = fltn+ %» Yn + %pn,l)
Prz = fltn+ % g0+ 5pn2)
Pna = f(tus1,Yn + hpns)
 Ynt1 = Un+ 2(Pn1 4 2002 + 2P0 + Pra)

Ainsi, la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 consite & évaluer 4 valeurs intermédiaires
Pn1s Pn,2, Pn3€t Pna et a faire la moyenne pondérée.
précion de la méthode de Runge-Kutta

La méthode de Runge-Kutte d’ordre 2 est une méthode du second ordre, ie

lyn — y(ta)| < kR®
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2.1. Méthodes numériques a un pas

et la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 est une méthode du quatriéme ordre, ie

[y — y(tn)] < kR
ou k est une constante qui ne dépend pas du pas h.

Exemple 2.1.3 Soit le probléme de cauchy

y(0) = 1
On veut approcher, en efféctuant le calcul avec six (06) décimales, la solution de (1.1.1)
en t = 0.2 a l'aide des méthodes de Runge-Kutta d’ordre 2 et d’ordre 4.la solution exacte
étant y =+/2x + 1; on estimera alors les résultats obtenus. On considére donc, 'interval
[to, 1] avec tg = 0, t; = to + h = 0.2 et h = 0.2, c’est-a-dire: [to,t1] = [0,0.2]
1.Méthde de Runge-Kutta d’ordre 2:

Usant de l'algorithme correspondant, on obtient:

/

ti = to+h = 0.2

po1 = f(to, %) = f(0.1) =1

po2 = f(t,yo+ hpo1) = f(02,1.2) = 0.866667
Ly = Yo+ 5(po1 +po2) —  1.186667

Ainsi, y(0.2) ~ y; = 1.186667

la valeur exacte étant y(0.2) = v/1.4 = 1.183216, I'erreur commise est:

19(0.2) — 11| = 1.186667 — 1.183216 = 0.0034510 < 5.10~2

et dela, y(0.2) ~ 1.19 £ 0.01 c’est-a-dire y; approche (0.2) avec trais (0.3) c.s.e
2.Méthode de Runge-Kutta d’ordre 4:

De I’algorithme correspondant, il vient:

i = to+h = 0.2
Por = [f(to, %) = £(0.1,1.1) =
Do2 = f(to+ E,yo+ﬁpo,1) = f(0.1,1.1) =
Pos =  [flto+ 5 Y0+ §p0,2) = £(0.1,1.091818) =
Pos =  ftor1, 50 + hpy3) = f(0.2,1.181727) =
\ Yo+1 = Yo + %(po,l +2p, 2 + 2py.3 + Do) = 1.183229
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2.2. Méthodes numérique a pas multiples

Ainsi, y(0.2) ~ y; = 1.183229
la valeure exacte, calculée plus haut, étant y(0.2) = /1.4 = 1.183216,/'erreur est:

19(0.2) — 4| = |1.183216 — 1.183229] = 0.000013 < 0.5.10~4
Et donc, y(0.2) ~ 1.1832 £ 0.0001 c’est-a-dire y;approche y(0.2) avec cing (05) c.s.e

Remarque 2.1.2 les méthodes a un pas considérées jusque la se programme facilement et

en cours de calculs elles s’aprétent sans problémes au changement de pas.

2.2 Meéthodes numérique a pas multiples

Les méthodes & pas multiple sont les méthodes de résolution numérique ot pour évaluer
Yni1 utilisent plusieurs y, x, & = 0,1,...,7. Au départ on doit alors calculer un premier
ensemble de y1, o, ....... , Y- avec une autre méthode et puis commencer & itérer a partir de
y,+1 utilisant les valeurs précédant.On suppose ici que le pas h,, = h est constant .Les calculs

sont alors effectués suivant le schéma suivant :
(@) Y1 = i + B 1 f (tusrs Yn1) + O _Bif (bn1sYna)
=0 =0

ol «;; [, sont des constantes réelles.Si f_; = 0,le schéma est dit explicite (ou bien
forme ouverte ):y,.1 est obtenu directement par l’application de la formule. Si f_; # 0,
le schéma est implicite car il faut résoudre une équation de la formey, 1 = ¢ (y,4+1) pour
obtenir y,,1.Dans ce cas la formule est appelé e fermée ou encore formule de prédicateur
correcteur, car elle fournie par itérations des corrections d’une premiére prédiction, trouvée
antérieurement. La supériorité des méthodes a pas multiples sur a pas constants réside
dans le fait qu’elle ne nécessitent pas d’évaluation de f en des points intermédiaires (sauf au

démarage).

2.2.1 Meéthode des approximations successives (Picard)

La méthode des approximations successives de Picarde est une méthode analytique qui

permet de trouver une solution approchée du probléme de Cauchy (1.1.1).

18



2.2. Méthodes numérique a pas multiples

Siy(t) est la solution exacte de (1.1.1), elle s’écrirait :

y(t) :yo+/f(3>?/0)d3

t

() y@:m+/}@MW@

En substituant yo, y(to) & y(t) sous le signe intégrale (car la fonction y (¢) est inconnue),
on obtient la premiére approximation
La deuxiéme itération est obtenue en bortant formule («) la valeur trouvée y; (¢) a la

place de la fonction inconnue y (t) :

t

yﬂﬂ=m+/f@w@ﬁ®

to
et ainsi de suite ...

L’algorithme de la méthode des approximations successives s’écrite alore :
yo(t) = 0

Un(t) = yo+ [f(s,yn1(s))ds n=1,2,..

to

(P)

Les y, (t) sont appelée les approximations successives ( de y (), solution de (1.1.1)).
Si f(t,y) > 0 et f(t,yo)>0, les approximation de Picarde forment une suite croissant

de fonction inférieures a
y(t) :yo < y1 < ya... < y(t)

Par contre si f(t, 1ly) < 0, alore la suite des approximation est décroissant :

Y > Y1 > Y2 > ... > Yy >y(t>

Et ainsi lorsque f’ (¢, y) > 0, les approximation de Picard forment une suite d’apporximation

unilatérales.Si f'(t,y) < 0, les approximation forment une suite bilatérales.

Exemple 2.2.1 En appliquant la méthode des approximations successives a la résolution

du probléme Cauchy :
y = y+tt<0

y(0) = 0
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2.2. Méthodes numérique a pas multiples

On trouve, en partant de yo = y(0) = 0:

t
yn+1:/(s+yn (s))ds n=1,2,...
0

donc
t2
y1 (1) = a0
2 3
Y2 (t) = o1 T ar
_ 2 t3 4
Y3 (1) AT
t2 t3 t4 tTL+1
W)= b
) =gtstat-t o

ICia f(t7y0) =1+ >0 et f;(tayO) =L
Par conséquent la suite des approximations de Picard (y,,), forme une suite de fonctions
inféreures (suite décroissante ).

La solution exacte du probléme est obtenue par :

t2 t3 t4 t’/H—l
t)y = 1l — 4 =4+ =+ .+ —
y) = tim G+gtpt-*+ o)
t2 t3 t4 tn+1
= 1 1+4t+—=-—+=-+—-—+..+——)—t—-1= t)—t—1
n—1>m+oo( tth gttt +(n+1)!> exp(t)

2.2.2 Meéthode d’Adams :

Soit y(t) la solution exacte du probléme de Cauchy(1.1.1).Supposone qu’on ait déja calculé

par un procédé quelconque, les trois valeurs suivantes de

y(t) oy = y(t) = y(to + h), ya = y(to + 2h)
et
ys = y(t3) = y(to + 3h)

Comptetenu de la condition initiale y(t9) = yo, et & 'aide des nombres tg, ¢, to,t3 et

Y0, Y1, Y2, Y3,on calcule les grandeurs g, uy, us, us

ot ug = hf(to,yo) w1 = hf(ti, 1) u2 = hf(te,y2) et us = hf(ts,ys)
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2.2. Méthodes numérique a pas multiples

Ensuite, on forme le tableau des différences finies des grandeurs y; et

to Yo (0

Ay JANTIY
tq yi U AT

Ay Ay JARITR
to Y2 Ug AT

Ay YANTDY A3y
t3 Y3 Us AT

Ays Aug A3,
tq Ya Uy NPug

YAV Auy A3
tn-3 Yn-3 Up—3

Nyp_3 YA
ln—2  Yn—2 Up—2 A2y, _g

JANTID JAN TN N3u,_s
ln-1 Yn-1 Up—1 JANS T

VAN TSN AN T
tn UYn, Unp,

Au bas de tableau, la connaissance des nombers de la rangée oblique composée de
A A? A3
Unp, Up—1 Up—2 Up—3

permet de trouver y, par la formule d’Adams:

1 5 5
ANyp = Uy + iAun,l + EAQun,g + gA?’un,g

qui s’écrit encore (car Ay, = Yni1 — Yn) : formule d’Adams,

1 5 33
<A> Ynt+1l = Yn + Uy + éﬁunfl + EA2un72 + g Up—3

Pour n =3
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2.2. Méthodes numérique a pas multiples

On obtient
st 2By Ay 4 A
= us + —=Aus + —A%u; + =Au
Ya =1Y3 D 173 0
Si on connait y4 on peut calculer uy = h.f(t4,y4), ce qui permet d’écrire la rangée oblique

suivante:
Ug = hf(t4,y4), Aug = ug — us, A2U2 = Aug — AU% A3u1 = Azuz - AQUl

la nouvelle diagonale donne la possibilité de calculer par la formule d’Adams (A) la
valeur de y5 = y4 + ug + %Au;), + %A%g + %A?’ul, et ainsi de suite...

ainsi la formule (A) résoud le probléme posé . Lorsqu’on a estimé y(t) pour les valeurs
t1,...,t, elle fournit 'approximation vy, 1 de y(¢,+1).On peut encore calculer

Uns1 = hf(tni1, Yns1), compléter le tableau, et recommencer les mémes opérations en
remplacant n par n + 1.

précision :

La méthode d’Adams, représentée par la formule (A), est d’ordreb, c’est-a-dire:
| Yn — y(tn) |§ kh5

ol y,, est la valeure calculée par la formule (A), y(¢,,) la valeur exacte de la solution y(t,)

du probléme de Cauchy (1.1.1) au point ¢, et k une constante qui ne dépend pas de h.

Exemple 2.2.2 Afin de calculer la valeur approchée, au point t = 2, de la solution de
I’équation différentielle t>y' — ty = 1, vérifiant la condition initial a y(1) = 0 appliquons
la méthode d’Adams, avec h = 0.2 pour cela, soit yo = y(1) = 0, y; = y(1.2) = 0.1834,
yo = y(1.4) = 0.3429 et y3 = y(1.6) = 0.4898

(calculés préalablement dans notre cas par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4) ’équation

différentielle associée au problémede Cauchy s’écrit encore:

1 1
Py —ty=1 <=y =-(y+2)=[(ty)
calculons alors ug, uq, us et us. Nous avons:

Ug = hf(to,yo) = 02, Uy = hf(tl,yl) = 0.1695

22



2.2. Méthodes numérique a pas multiples

Et le tableau des différences finies des grandeurs y; et u; s’écrit:

X, Vi Ay; W Au; A%u; A3,
1.0 0 0.2

0.1834 -0.0305
1.2 0.1834 0.1695 0.0120

0.1595 -0.0105 -0.0051
1.4 0.3429 0.1510 0.0069

0.1469 -0.0116
1.6 0.4898 0.1394

Alors, d’aprés la formule d’Adams (A) on obtient:
1 ) 3
Ys = Y3 +uz + §AU2 + EAQM + §A3U0

= 0.4899 + 0.1394 — 0.0058 + 0.0029 — 0.0019 = 0.6244

=3 estimons la veleur obtenue.L’erreur commise est

la solution exacte étant y(t) 5
égale a :
ys — y(1.8) = 0.6244 — 0.6222 = 0.0022 < 0.5102
Ainsi

ys = 0.6244 ~ 0.62 &+ 1072

Et comme on connait y,, on peut calculer uy = h.f(t4,y4) = 0.1311.
Cela permet de compléter le tableau par la daigonale inférieure suivante: uy, Aus, A2us,
A3y ol
Aug = uz —uz = 0.1311 — 0.1394 = —0.0083

A?uy = Aug — Auy = —0.0083 + 0.0116 = 0.0033

A3u; = A%uy — A%y; = 0.0033 — 0.0069 = —0.0036

la nouvelle diagonale donne la possibilité de calculer par la formule d’Adams(A) la valeur:

§A3U1

1 5
= —A —A?
Us y4+u4—|—2 u3+12 u2+8
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2.2. Méthodes numérique a pas multiples

= 0.6244 4 0.1311 — 0.0042 + 0.0014 — 0.0014 = 0.7513

I’erreur commise dans ce cas est égale a:
ys — y(2) = 0.7513 — 0.7500 = 0.0013 < 0.510~2

Ainsi, une valeur approchée, au point t=2, de la solution exacte du probléme de cauchy

ci-dessus est donnée par: ys = 0.7513 ~ 0.75 4 1072,
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Chapitre 3

Comparaison des méthodes et

applications

3.1 Comparaison des méthodes & un pas(méthode d’Euler,méthode de Taylor
d’order 2,méthode de Runge-Kutta)

Soit le probléme de cauchy:

y = tsiny
y(0) = 2
h = 0.1
1-méthode d’Euler:
Ynt1 = Yo+ IS (tn; yn)
Yo = 2
h = 0.1

y1 =2+ 0.1(0,sin 2) = 2
Y2 = 2+ 0.1(0.1sin2) = 2,0090029

2-méthode de Taylor d’order 2:

h2g

7( ot (tmyn) + g(tmyn)f(tm yﬂ))
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3.1. Comparaison des méthodes a un pas(méthode d’Euler,méthode de Taylor d’order 2,méthode
de Runge-Kutta)

g—;(tn, Yn) = tp COS Y,

2
y1 = yo + h(tosinyg) + ?(Sin Yo + to cos Yoto sin o)

y1 = 2,0045648
Y2 = 2,0181109

3-méthode de Runge-Kutta:
méthode de Rung-Kutta d’ordre 2:

h
Y1 = Yo + §<pn,1 + Pn2)

P = [(to, o) = 0

P2 = f(tiyr + hpn1) = 0,090029742

y1 = 2+ 0.1(0,090029742) = 2,009092974

0.1
Yo = Y1 + 7(]%,1 — Dn2)
1Yo = 2.022636313

Méthode De Runge-Kutta d’ordre4:
Yo =2;h =0.1

1
Ynt1l = Yn + é(pl + 2ps + 2p3 + p4)
p1 = hf(to, o)
p1 =20

1 1
P2 = hf(to+ /Y0 + §p1) = 0.004546487
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3.1. Comparaison des méthodes a un pas(méthode d’Euler,méthode de Taylor d’order 2,méthode
de Runge-Kutta)

1
p3 = hf(to+ Eh;yo +

2

1
~ps) = 0.0004541745

1
ps = hf(ty + §h,y0 + p3) = 0.1£(0.1,2.004541745)

solution exacte

la tableau repré sont les résultals de comparaison entre les 4 méthodes et la solution

y1 = 2.004541741

Yyl = siny <

t
y = 2Arctg(k exp g)

k=tanl < Arctg(k) =1
t

y = 2Arctg(tan 1. exp 5)
y(0,1) = 2.010022991

y(0,2) = 2.040394225

/

Y
siny

=T <=

yo = 2Arctg(K) = 2;y(0) =2t =0

exacte.

i |h |xi |yi-Exact Taylor Runge-Kutta d’ordre 2 | Runge-Kutta d’ordre 4 | y(xi)
0/011]0 2 2 2 2 1.9999
1701012 2.00454649 | 2.00454649 2.0045689 2.01002
210.11{0.21]2.00909297 | 2.02721232 | 2.01811892 2.0245823 2.040
310.1 0.3 202720249 | 2.0675269 | 2.04043902 2.073604 2.09200
410104 2.05413176 | 2.12448281 | 2.07095164 2.09892 2.16653
51 0.11]0.5]2.08954975 | 2.19642531 | 2.10876879 2.199573 2.266

6] 0.1]0.6]2.13297164 | 2.2809442 | 2.1526197 2.323201 2.394
710.110.7 (21837375 | 2.37483776 | 2.20084171 2.421587 2.55507
81 0.11|0.8]2.24099467 | 2.47421488 | 2.25144565 2.514273 2.754
910.11]0.9] 2.30369055 | 2.57478245 | 2.30227107 2.687924 2.9982

Conclusion 3.1.1 Dans les resultats de la tableu précedent nous avons conclu la valeur de

précision, il est déffirent enter méthode et autre comme le plus grand de la méthode de Runge

Kutta.
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3.2. Application

Remarque 3.1.1 L’algorithme de Taylor(d’order 2) est plus précis que celui d’Euler.

3.2 Application

nous prenons un exemple de systéme dynamique qui est bien adapté a vérifier les perfor-

mances de plusieurs méthodes numériques introduites dans les sections précédentes.

3.2.1 L’analyse du mouvement d’un pendule sans friction

Prenons le pendule sans friction figure, dont le mouvement est régi par lesystéme des ODEs
suivant:

yh = Y2

yls = —ksin(y;)

pour ¢t > 0, ot y;(t) et yo(t) représentent la position et la vitesse angulaire du pendule au
moment et géométrique du pendule Nous constante positive selon les paramétres mécaniques

et géométrique du pendule.Nous considérons les conditions initiales: y;(0) = 6, y2(0) = 0.

.
.
=]
=3
o
(]
»3 S
Dt _1
‘\_ _.’ 4
" ';.

Figure 3.2.1 : Gauche: pendule sans friction;Droite:orbites

De systéme dans la phase de I'espace indiquant par y = (y1, y2)T la solution de systéme, ceci
admet infiniment bon nombre des conditions d’équilibre de la forme y(nw,0)? pour n € Z,
correspondant a des situations ot le pendule est en position verticale avec la vitesse zéro
pour n, I’équilibre est encore stable, tandis que pour n impair il est instable. Ces conclusions
peuvent etre tirées en analysant le systéme linéarisé

0 1 ) 0 1

Yy = Ay = Y, y = Ay =
K 0 K 0
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3.2. Application

si n est pair la matrice A, a de complexe valeurs conjuguées \; o = +ivVk et vecteurs
propres associés y; o = (j:z'\/E, 1)T, tandis que pour n impair, A, réel et en face de valeurs
propres réelles et opposées \j o = +v/k et des vecteurs propres Y12 = (1/ Vi, £1)7T

prenons deux ensembles différents de données initiales: y© = (6,, 0)7

et ¥ = (7 + 0,0)T, o1 || < 1.les solutions du correspondant systéme linéarisé sont

respectivement

y1(t) = O cos(Vkt) y1 = (7 + o) cosh(Vkt)
Y2 (t) = —Vkbg sin(v/kt Y2 (t) = VE(m + 6) sinh(Vkt)
et seront désignées ci-aprés comme "stables" et "instable", respectivement, pour des
raisons qui seront claires plus tard. pour ces solutions dans le plan (y;,y2) appelée la phase
de l’espace, les orbites suivants (c’est-a-dire, les graphiques obtenus tragant la courde (y;(t),

y2(t)) dans la phase de 'espace)

2
(‘Z—;) + (\/%00) =1 (stablecase)

2 2
N Y2
=) =1 tabl
<7T n 90) (\/E(?T n 00)) (unstablecase)

Dans le cas stable, les orbites sont ellipses avec période 27 /v/k et sont centrés a (0, 0)

T
alors que dans le cas instabable elles sont hyperboles centrée a ( O,O)T et asymptotique
au lignes droites y» = +v/ky;.'image compléte de la motion du pendule dans la phase de
I'espace est illustrée a la figure (3.2.1 ) a droite Remarquez que, laissant v |ys| et fixant la
position initiale y; (0) = 0, il existe une valeur limite v;, = 2v/k qui correspond dans la
figure (3.2.1 ) aux points Aet A’.pour v (0) < vy les oebites sont fermés, alors que pour
v (0) > vy, ils sont ouverte, correspondant a une révolution en continu du pendule, avec
passeges infinie (avec vitesse non nul et périodiques) a travers les deux positions d’équilibre
y1 = 0 et y, = 7. le cas limier v (0) = vy, produit une solution telle que, grace au principe de
la conservatio de ’énerhie totale, yo = 0 quand y; = 7.En fait ces deux valeurs sont atteintes
asymptotiquement uniquement pour ¢ — oo le premier systéme différentielle non linéaire a
été résolu numériquement a I’aide de la méthode d’Euler marche avant (F'E), le point médian
méthode (M P) et le régime de deuxiéme ordreb Adams-Bashforth (AB). Nous montrons

I’orbite dans ’espace des phases qui ont été calculées par les seux méthodes sur l'intervalle
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3.2. Application

de temps (0,30) et en prenant k = let h = 0, 1. les croisemenets indiquent des conditions
initiales. Comme vous pouvez le constater , les orbites généré par FE na ferment pas. Ce
genre d’instabilité est due au fait que la région d’une stabilité absolue de la méthode FE
exclut complétement ’axe imaginaire. Au contraire, la méthode MP décrit précisément les
orbites du systéme fermé en raison du fait que sa région de stabilité asymptotique inclut des
valeurs propres purement imaginaires dans le voisinage de l'origine du plan complexe. It doit
également etre noté que le régime MP régime donne lieu & des solutions oscillantes comme
VO devient plus grande. le deuxiéme ordre methode AB, parcontre, décrit correctement

toutes sortes d’orbit.

30



Conclusion Générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié les solutions approchées d’une équation différentielle
ordinaire. nous avons vu dans le premier chapitre en commancant par des théoréemes de
bases cocernant ce sujet d’étude comme l'existence et I'unicité de la solution, et dans le
second chapitre on a exposé les principales méthodes numériques dans le traitement des
équations différentielles ordinaires(méthode & un pas, méthodes de plusieurs pas).

Dans le chapitre trois en comparaisant entre les méthodes a un pas associés avec un

exemple d’application .
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Résumé

Dans ce travail ,nous avons étudié les solution approché d'une
équation différentielle ordinaires en commencant par des théoremes de
bases concernant ce sujet d'étude comme l'existence et l'unicité de la
solution Aussi, on a exposé les principales méthodes numériques dans le
traitement des équation différentielle ordinaires (méthodes a un pas,
méthodes de plusieurs pas ) accompagnées de quelques exemples
numérigues en relation avec le probleme de Cauchy , ainsi que la
comparaison enter les méthodes numériques a un pas en citant
exemple d'application
Mots clés: Equation différentielles ,probleme de Cauchy ,méthode

d'Euler , méthode de Runge-Kutta ,méthode de Taylor ,méthode Picard,
méthode d' Adams.
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In this work we studied approximate solutions of ordinary differential

equations ,where we discussed basic theories of related to this subject
as the existence and uniqueness of the solution ,Thus we present here
the most important numerical methods for solving ordinary differential
equations (method a step and method several steps ) associated with a
numerical example for the solution of the Cauchy problem ,and we
compared between the method of numerical a step method and
example appliqué

keywords : Differential equation ,Cauchy problem ,Euler method, Rang-
\@a method, Taylor method , Picard method ,Adams method /




	Page de garde Licence.pdf
	mémoire ‫‬.pdf
	Résumé.pdf

