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Notations

N I’ensemble des nombres naturels
R I’ensemble des nombres réels

la, b] 'intervalle fermé a < x <b

(a, b) I'intervalle ouvert a < x < b

K un cone

€ indique un trés petit nombre

() = 40 1 dérivée ordinaire par rapport a ¢

QCR” ouvert dans R"

Q L’adhérence ou la fermeture de 2

0N frontiére de

c(Q) fonctions continues sur €2

cm(Q) fonctions n fois contintiment différentiables sur €.
Dans ce mémoire, nous utilisons spécifiquement ’espace suivant :

m
C([0, 1], R) est un espace de Banach des fonctions continues x : [0, 1] — R, muni de la

norme

]l = sup{l(?)], £ € [0, 1]}



Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier I'existence et la multiplicité des solutions posi-
tives de quelques problémes aux limites associés a des équations différentielles posées sur
des intervalles bornés et ot les conditions aux bords a trois points.

Problémes aux limites pour des équations différentielles ordinaires se posent dans les
sciences physiques et les mathématiques appliquées. Dans certains de ces problémes, les
conditions filiales sont imposées localement. Dans autres cas, les conditions sont imposées
en générale non locales et en cas particulier a trois points. Il est parfois préférable d’im-
poser des conditions a trois points puisque les mesures nécessaires a une condition a trois
points peut étre plus précis que la mesure donnée par une condition locale. Par exemple,

le probléme classique de Robin est donnée par

" (t) + f(t,x(t),2'(t)) =0, te(0,1)
z(0) =0, (1) =0.

Si la condition locale 2/(1) = 0 est remplacé par la condition z(1) = z(n) (ou n € (0, 1)),
alors le probléme

() + f(t,z(t),2'(t)) =0, te(0,1)

z(0) =0,  z(1) ==z(n),
est une probléme aux limites & trois points.
I'existence et la multiplicité des solutions positives pour les équations différentielles ordi-
naires non linéaires ont requ beaucoup de attention. Pour en identifier quelques-uns, nous
renvoyons le lecteur a [2], [4] - [13] et aux références qui s’y trouvent. Il ya beaucoup d’at-
tention centrée sur le question des solutions positives de problémes aux limites pour les
équations différentielles ordinaires. Une grande partie de l'intérét est di a 'applicabilité

de certains théorémes de point fixe et en particulier théoréme de Guo-Krasnosel’skii, ou
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Introduction

une synthése a la fois d’obtenir des solutions positives ou plusieurs des solutions positives
qui se trouvent dans un cone.
Ma dans [7] a étudié P'existence des solutions positives uniques et multiples de probléme

aux limites non locale & trois points suivante

2"(t) +a(t)f(xz) =0, te(0,1)

1
z(0) =0, z(1) = ax(n), S

oul<n<letan<l
Dans [6] Bing Liu a étudié D'existence des solutions positives uniques et multiples de

probléme aux limites non locale & trois points suivante

2 +a(t)f(z) =0, te(0,1)

2
2'(0) =0, z(1) = ax(n), ®

ou 0<n<l.

Notre but dans cette situation est de donner quelques résultats d’existence des solutions
positives a (1) et (2).

En supposant que f est soit super-linéaire ou sous-linéaire. Imposer

lim @, foo = lim @

fo - z—0t X T—00 I

Alors fo = 0 et foo = 0o correspondent au cas super-linéaire, et fo = oo et foo = 0
correspondent au cas sous-linéaire.
Par la solution positive de le probléme (1) ou (2), nous entendons une fonction x(t) qui
est positive sur 0 < t < 1 et satisfait I’équation différentielle et les conditions aux limites
dans (1) ou (2).
L’outil clé dans notre méthode est le théoréme de Guo-Krasnosel’skii de point fixe dans
un cone.
Ce travail est subdivisée en trois chapitres.

- Préliminaires

- Solutions positives d’un probléme aux limites du second ordre a trois points du type
Dirichlet.

- Solutions positives d’un probléme aux limites du second ordre & trois points du type

Dirichlet-Neumann.



Introduction

Plus précisément, nous allons résumer les résultats concernant ces chapitres comme suit.
Dans le premier chapitre on sera consacrée aux préliminaires sur des notions générales
utilisées dans les différents chapitres du travail, on présente la notion de quelques outils
de base pour les définitions de : cone, concave et leurs propriétés. L’application compact
et le critére de compacité dans espaces proposes. Le théoréme d’Ascoli-Arzela et enfin le
théoréme de points fixe de Guo-Krasnosel’skii.

Au deuxiéme chapitre, nous exposons des conditions suffisantes pour I'existence des solu-
tions positives du probléme du second ordre & trois points suivant du type Dirichlet (ou

’on spécifier les valeurs de la solution doit vérifier sur les frontiéres du domaine)

2"(t) +a(t)f(z) =0, te(0,1)
z(0) = 0, z(1) = az(n),

oul<n<letan<l

Dans le troisiéme chapitre, on consacre a I’étude quelques résultats I'existence et la multi-
plicité des solutions positives pour le probléme aux limites & trois points suivant du type
Dirichlet-Neumann (oa I'on spécifier les valeurs de la solution et les valeurs des dérivées

de la solution doit vérifier sur les frontiéres du domaine)

2"(t) + a(t) f(z) =0, te(0,1)
'(0) =0, z(1) = azx(n),

ol 0 < n < 1, et en supposant que f est soit super-linéaire ou sous-linéaire.

Chaque résultat d’existence a été illustré par des exemples d’applications.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques outils de base

Définition 1.1 Soit E un espace de Banach.

Un sous-ensemble non vide convexe fermé K de E est un cone si elle satisfait les deux
conditions suivants :

(i) Vo € K, YA > 0 implique \x € K, ((AK) C K)

(ii) v € K et —x € K implique x =0, (KN (—K)={0}).

Définition 1.2 Une fonction [ a valeurs réelles sur intervalle (ou, plus généralement, un
ensemble convexe en espace vectoriel) est dit concave si pour tout x ety dans 'intervalle

et pour tout t dans [0, 1]

flz+ 1 —t)y) > tf(x) + (1 —1t)f(y).

Et appel d’une fonction strictement concave si
flte+ (1 =t)y) > tf(x) + (1 =) f(y).

Remarque 1.1 (a) Si f est concave sur un intervalle. Alors pour a, x, b dans lin-
tervalle avec a < x < b, nous avons

f@) = fa) | JO) = f(a)

T —a b—a




Préliminaires

(b) (Criteres de concavité). Supposons f: U CR — R est de classe C*?
i.e. . f" est continue, alors

(f est concave), si et seulement si, (f"(x) < 0 pour tout x € U).

Définition 1.3 Soit X un espace de Banach ordonné. Une application T est croissante

(resp. décroissante) si T(x) < T(y) (resp. T(x) > T(y)), pour tout z,y € X avec x < y.

1.2 Application compact

Soit X et Y deux espaces de Banach et €2 C X un ouvert.

Définition 1.4 Soit f un application définie de X a valeurs dans Y. On dit que f est

complétement continue si elle est continue et compacte.

Définition 1.5 Soit f un application définie de X & valeurs dans Y. f est dite compact
si f(x) est relativement compact dans Y i.e. f est transformé tout borné de X en un

ensemble relativement compact dans Y.

Proposition 1.2.1 Une application f : X — Y est compact si et seulement st pour toute
suite (x,)nen de X, on peut extraire une sous-suite (T, )ren telle que la suite (f(zn,))ken

converge dans Y.

1.3 Critére de compacité dans C(|a,b|,R) :

Définition 1.6 On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M C C([a,b],R) sont uni-
formément bornées, s’il existe une constante a > 0 telle que | z(t) |< a pour tout xz(.) de

M et quel soit t € [a,b].

Définition 1.7 On dit que des fonctions d’un sous-ensemble M C C([a,b],R) sont équi-
continues, si pour tout € > 0, il existe § > 0 (§ = 0(¢)), tel que pour tous t1,ts € |a, b

avec |t — ta |< 9 et pour toute fonction x(.) de M on ait | x(t1) — x(t2) |< €.

Théoréme 1.1 (d’Ascoli-Arzéla, cas générale)(/1])

Soit X un espace métrique compact, Y un espace métrique complet. Un sous-ensemble
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M C C(X,Y) est relativement compact si et seulement s’il vérifier les deux conditions

suivantes :

1. Pour tout t € X, Uensemble M(t) = {x(t), x(.) € M} est relativement compact
dans Y.

2. M est équicontinue.

Théoréme 1.2 (d’Ascoli-Arzéla, cas particulier)
Soit M C C([a,b],R) est relativement compact si M est uniformément bornée et équicon-

tinue.

1.4 Théoréme de point fixe

La démonstration des théorémes principaux est basée sur une application de théoréme

du point fixe de Guo-Krasnosel’skii suivant :

Théoréme 1.3 (théoreme de Guo-Krasnosel’skii)([3]) Soit X un espace de Banach, et
soit K C X un cone. Supposons que §21, Qo sont deux sous-ensembles de X ouverts,

bornées avec 0 € Qy, O C Qs et soit
AKH(QQ\Ql) — K

un opérateur complétement continu tels que
(i) |Az| < ||z|, z € K N9, et ||Az| > ||z||, z € K N ; ou
(i1) ||Az|| > ||z||, = € K N0, et ||Az| < ||z]|, x € K NOQy.
Alors, A admet un point fize dans K N (Qa\_ Q).



Chapitre 2

SOLUTIONS POSITIVES D’UN
PROBLEME AUX LIMITES DU
SECOND ORDRE A TROIS POINTS
DU TYPE DIRICHLET

2.1 Reésultats Préliminaires

Dans ce chapitre nous considérons le probléme aux limites de second ordre a trois

points suivant :

() +ahf(@) =0,  te (1)
(2.1)
z(0) =0, z(1) = az(n).
Nous donnons d’abord quelques lemmes préliminaires.
Lemme 2.1 Soit y € C([0,1]), an # 1 de telle sorte que soit
") +yt) =0, te(0,1
2(6) + 90 0.1 09
z(0) =0, z(1) = ax(n).
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SOLUTIONS POSITIVES D’'UN PROBLEME AUX LIMITES DU TYPE
DIRICHLET

Alors,
t at n
x(t) = — t—s)y(s)ds — /n—sysds
0 = = [ ¢= et 2 [ s
; 1
1-— d
e [0
Démonstration.

(@"(t) = —y(t)) = <~”C(t) = 2'(0)t — /Ot(t - S)y(S)dS) :

ensuite, nous obtenons
et

De z(1) = ax(n) on a,

(1 - an)'(0) = —a / "(n— s)y(s)ds + / (1 - s)y(s)ds,

at

o)== [ = sthas = 2 [ sptas 1 [0 swisias

Lemme 2.2 Soit 0 < o < % Siy e C([0,1]) ety >0, pourt € (0, 1),
alors la solution x de probleme (2.2) satisfait x(t) > 0, t € [0, 1].

1—an

Démonstration.

Du fait que 2”(t) = —y(t) < 0, nous savons que le graphe de x : ¢ — z(t) est concave vers
le bas sur (0, 1).

Ce qui implique que pour tout t € (0, 1),

Le. (z(t) > tx(1)).

Dong, si z(1) > 0, alors la concavité de x et la condition limite 2(0) = 0 implique que
z(t) > 0 pour t € [0, 1].

Si (1) < 0, alors nous avons que z(n) < 0 et z(1) = ax(n) > %m(n), ce qui est contredit

r)=2(0) ~ #(1)=2(0)
nﬂ—O Z 1-0 >

a la concavité de x, <

11



SOLUTIONS POSITIVES D’'UN PROBLEME AUX LIMITES DU TYPE
DIRICHLET

Lemme 2.3 Soit an > 1. Siy € C([0,1]) et y > 0, pour t € (0, 1), alors la solution de
probléme (2.2) est négative.

Démonstration.

Supposons que le probléme (2.2) admet un solution positive .
Si z(1) > 0, alors z(n) > 0 et @ = %(”) > 20 e qui est contredit a la concavité de .
z
Siz(1) =0, et (1) > 0 pour certains 7 € (0, 1), alors x(n) = % =0,7#n.
SiT e (0,n)ie 7 <n<1,alors par la concavité de x on a
z(n) —a(r) _ z(1) — (1)
=
n—rT 1—71

ce qui donne
—a(r) _ —a(r)

n—17 1—7
i.e.n > 1, qui est contredit a n € (0, 1).
SiT € (n,1)ie 0<n<T,alors par la concavité de x on a

z(n) —2(0) _ (1) — x(0)
n—-0 —  7-0

i.e. z(1) <0, qui est contredit a x(7) > 0.

Lemme 2.4 Soit 0 < a < % Siy e C([0,1]) ety >0, pourt € (0,1),

alors la solution unique x de probléme (2.2) satisfait

min z(t) > ~v|lx
min 2(t) > 5|

1—an’

telle que

Démonstration.
Nous divisons la démonstration en deux étapes.
- Etape 1. Nous traitons le cas 0 < a < 1. Dans ce cas, on a x(n) > z(1).
On pose z(t) = ||z
Sit<n<1,ainsi

in z(t) = z(1
tgﬁgﬁ() z(1)

12
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car, par la concavité de z et pour tout ¢ €]n, 1] nous avons

w(t) — a(n)  2(1) — () _ 2(1) = 2(n)
t—mn - 1—n - t—n

ce qui implique que pour tout t €|n, 1], x(t) > z(1) et avec z(n) > z(1) donc pour tout
ten 1], z(t) > z(1).

En plus,
z(1) — z(n)
1—n x(t) — 1 0—1

ce qui donne

z(1) — z(n) 1—an
x(t) <z(1) + (0—1) =xz(1)
1—n a(l—n)
Alors
1
min a(t) > XL g
ten,1] 1—an
Sin<t<1,alors
min x(t) = x(1).
in (t) = =(1)
D’aprés la concavité de x, nous avons @ > @ qui combinée avec condition aux limites
x(1) = ax(n) nous concluons que
(1) _ x(t) -
—— > —>z@) = |z|
an t

Donc

] t) > .
tg%;g]x( ) > anlz||

- Etape 2. Nous traitons le cas 1 < o < % Dans ce cas, on a x(n) < z(1) ainsi

) —
tg%x() x(n)

car, par la concavité de z et avec z(n) < x(1) on a

z(t) —a(n) =) —2(m) _
t—n = 1l-n =
ainsi, pour tout ¢ € [n, 1] nous avons
z(t) > z(n).

13
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On pose z(t) = ||z||.

Ensuite, on peut choisir ¢ tel que n < < 1, (nous notons que si t € [0, 1]\[n, 1], alors le
point (n,x(n)) est inférieure & la ligne droite déterminée par (1,z(1)) et (¢, z(t)), ce qui
contredit & la concavité de x. D’aprés x(n) < z(1) et la concavité de z, nous avons que

1 t) = .
Jnin, x(t) = x(n)

—~
|

)

Utilisation de la concavité de z et le lemme 2.2, on a que 22 > 2O ce qui implique que

n

~

i t) > .
tg[lég}x( ) >z

2.2 Existence de solutions positives

Théoréme 2.1 Supposons que,
(A1) f € C([0,00), [0, 0)),
(A2) a € C([0,1],]0,00)) et il existe ty € [n, 1] telle que a(ty) > 0.
Alors, le probléeme (2.1) admet au moins une solution positive dans le cas
(i) fo =0 et foo = 00 (super-linéaire), ou

(i1) fo = 00 et foo =0 (sous-linéaire).

Démonstration.

(i) Supposons que fy = 0 et f,, = co. Nous allons montrer 1’existence d’une solution
positive de probléme (2.1). On a
(le probléme (2.1) admet une solution z = xz(t)), si et seulement si, (z est solution a

I’équation de 'opérateur suivant

at

() = - / (t — s)als)f (x(s))ds —

t
1—an
= Az(t)).

1—an /0 (77 - S)(I(S)f(x(s))ds

/0 (1= s)a(s)f(x(s))ds

Dénoter que

K = {:c cx e C0,1],2 > 0, min x(t) > 7”:5“} :
ten,1]

14
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Il est évident que K est un cone en C[0, 1]. De plus, par le lemme 2.4, AK C K.
En plus, A: K — K est complétement continu.
En effet, d’une part, d’aprés (A1), (A2) 'opérateur A est continu.

D’autre part, prouvons que 'opérateur A est compact.

Al < [l + /ra IF(s)ds + 5

1-—
< (1+1—a77 )/ la(s)||f(x(s))|ds
< (s))

< 2 [l rtelas

ce qui prouve que A est borné.

Nous avons pour tout ¢ € C[0, 1],

L [aiste

Maintenant démontrer que A est équicontinu :

pour ty,ts € [0, 1], (t2 < t1) avec |t} —t3] —> 0, on a

Aa(ty) — Aalts)] = \— [ = spate)s(at)as -

s))|ds

= S e saends + 12 [ - Sl slates
= [t = na(s) fal)as + / (11~ s)als)fx()ds

< dnonl s+ B gats)satoas
Hir o / s + / (11 = $)als) fa()ds,

ce qui implique, |Az(t,) — Az (t2)| — 0 lorsque |ty — ta| — 0.

15
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Depuis que fy = 0, nous pouvons choisir H; > 0 de sorte que f(z) < ez, pour 0 < z < Hj,

ol € > 0 satisfait
€

/01(1 —s)a(s)ds < 1.

Ainsi, si € K et ||z|| = H; nous obtenons

1—an

Aa() 1 _tom /01“ — s)a(s) f(x(s))ds
1 _tom /01(1 — s)a(s)ex(s)ds
1 —Eozn /01“ — s)a(s)ds|z|
1 —6@77 /01(1 — s)a(s)dsH;.

Maintenant, soit

Ql = {l’ c C[O, 1] : ”.CUH < Hl};

alors ||Az|| < ||z||, pour x € K N 9Qy.
Depuis f,, = oo, il existe I/-f\g > 0 telle que f(x) > pz, pour x > I/-f\g, ott p > 0 est choisie

de telle sorte que

1
ny
1— 1.
P on /77 (1 —s)a(s)ds >

Soit Hy = max{QHl, %} et Oy = {z € C[0,1] : ||z]| < Hs),
alors x € K et ||z|| = Hy implique que

min x(t) > 7z > H,.
t€ln, 1]

16
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Ainsi

Az(n) = - / "(n— s)a(s)f(x(s))ds

Vv
3
:\
>
IS
—~
w
SN—
~
—
8
—~
w
SN—
SN—
QU
)
I
3
:\
=
w
]
—~
w
S~—
~
—~
8
—~
w
S~—
S~—
QU
)

Alors, pour z € K N 0§,

1
nm
1Azl = p5 / (1= s)a(s)ds|lz]| = ||=]|
mJn

Par conséquent, la premiére partie du théoréme de Guo-Krasnosel’skii satisfait, il s’ensuit
que A a un point fixe dans K N (Qy\ ), telle que H; < ||z|| < Ha.
(ii) Supposons que fy = 00 et fo, = 0. Nous avons d’abord choisir Hz > 0

telle que f(z) > Mx pour 0 < x < Hj, ol

Moy (1 _"Om) /771(1 _ S)a(s)ds > 1.
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Alors

an

Azln) = - / "(n— s)a(s) f(x(s))ds — / "(n— s)a(s) fla(s))ds

1—an

7 / (1 = s)a(s)f(x(s))ds

1—an

> [ st
> (1~ s)als) Ma(s)ds
> [ ot
> ll

Ainsi, nous pouvons choisir Q3 = {x € C[0,1] : ||z|| < Hs}, telle que
JAzl| > o], =€ Koo,
D’autre part, depuis fo, = 0, il existe I/ﬂ > 0 telle que f(x) < ex, pour z > }/1\4,

oll € > 0 satisfait
€

/01(1 —s)a(s)ds < 1.

Soit Hy = max {2H3, %} et Oy = {z € C[0,1] : ||z]| < Ha},
alors © € K et ||z|| = Hy implique que

1—an

min x(t) > 7z > Hi.
ten, 1]

Ainsi, si € K et ||z|| = Hy4 nous obtenons

Ax(t) < = [ (1= () (a()ds
t 1
< 1_an/0 (1= s)a(s)ex(s)ds
< = [ a=9aasal
< 1_0”7/0 (1 —s)a(s)dsH,
< Hy,
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et donc

[Az][ < [|]].

Alors, pour z € K N 0§24 nous pouvons avoir ||Az| < ||z||. Par conséquent, la seconde
partie du théoréme de Guo-Krasnosel’skii satisfait, il s’ensuit que le probléme (2.1) admet

une solution positive.

2.3 Quelques exemples d’applications

Afin d’illustrer nos résultats, nous considérons deux exemples.
Exemple 2.1 Le probleme auz limites

2+ (1—t)52% =0,  tel(0,1),

(2.3)
2(0) =0, (1) = jz(3),
admet au moins une solution positive.
En effet, lorsque on suppose
a(t) = (1-1)°, f(z)=a"
et dans ce cas on a
1 1
o = — = —
47 77 27
nous avons a € C([0, 1],[0,00)) et il eziste ty € [n, 1] = [3, 1] telle que a(to) > 0, on
choisir ty = 1, a(3) > 0.
Aussi f € C([0,00),[0,00)) et fo =0, foo = 00.
Donc, les conditions (A1), (A2) et le cas (i) sont satisfaits.
Alors, par le théoréeme 2.1, la conclusion est satisfait.
Exemple 2.2 Le probleme aux limites
2"+ (1 —t)2e =0, te(0,1),
(1-1) . 1) o

2(0) =0, (1) = 7a(3),

oo~
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admet au moins une solution positive.

En effet, lorsque on suppose
a(t)=(1-1) flx)=e"

et dans ce cas on a

1 1
o= — = —
77 77 87
nous avons a € C([0, 1],[0,00)) et il existe to € [n, 1] = [§,

choisir to = &, a(g) > 0.
Aussi f € C(]0,00),]0,00)) et fo =00, foo =0.
Done, les conditions (A1), (A2) et le cas (ii) sont satisfaits.

Alors, par le théoréeme 2.1, la conclusion est satisfait.

20
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Chapitre 3

SOLUTIONS POSITIVES D’UN
PROBLEME AUX LIMITES DU

SECOND ORDRE A TROIS POINTS
DU TYPE DIRICHLET-NEUMANN

Considérons dans ce chapitre le probléme aux limites

{ 2" (t) + a(t) f(z) = 0, te(0,1) (3.1)

'(0) =0, (1) = ax(n),

onl<n<l,0<a<l, feC(0,0),][0,0)),aec C([0,1],[0,00)) et il existe ty € [, 1]
telle que a(ty) > 0.
Les résultats d’existence de ce probléme ont été donnés par Liu dans [6], il a prouvé
I’existence :

e de solution positive unique sous fy =0, foo = 00 0u fy = 00, foo =0,

e de deux solution positive dans fo = foo = 00 ou fo = foo = 0,

e des solutions positives selon fy, foo & {0, 00}.
De plus, nous avons travaillé a détailler les preuves de ses résultats, avec ’ajout de résultats

dans ce chapitre.
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Dans ce qui suit, nous posons que

1— 1—
Ay = a Ay = @

fol(l — s)a(s)ds’ a (1 —n) [ a(s)ds + vfnl(l — s)a(s)ds

1.Pour le cas fy, =0, f,o =00 ou fy =00, foo =0

nous discutons de l'existence de solution positive unique pour le probléme (3.1).

3.1 Résultats Préliminaires

Lemme 3.1 Soity € C[0, 1] et « € R, a # 1, n € (0, 1) de telle sorte que soit

() +yt) =0, te(0,1)

3.2
2'(0) =0, z(1) = az(n), (32)
Alors,
z(t) = —/0 (t —s)y(s)ds — 1 (_Ia /On(n — s)y(s)ds + 0 i - /0 (1 —s)y(s)ds.
Démonstration.
On a,

et

et de z(1) = ax(n) on a,

(1 - a)e(0) = —a / "(n— $)y(s)ds + / (1 - s)y(s)ds,

«

o(t) = —/Ot(t— $)y(s)ds — /01(1 ~ $)y(s)ds.

Lemme 3.2 Soit 0 <a<1. Siye C[0,1] et y >0, pourt € [0,1],

[ = siwtes + =

11—« -«

alors la solution unique x de le probleme (5.2) satisfait x(t) >0, t € [0,1].
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Démonstration.

Du fait que 2”(t) = —y(t) < 0, nous savons que le graphe de z : t — x(t) est concave vers
le bas sur (0, 1).

Comme 2’ : ¢t — 2'(t) est une fonction décroissante, on a 2'(t) < 2/(0) = 0, ce qui implique
que x : t — x(t) est une fonction décroissante, et comme ¢ € [0, 1], on a x(t) > x(1).

- Si z(1) > 0, alors x(t) > 0 pour ¢ € [0,1].

- Si z(1) < 0, alors nous avons que z(n) = z(1) < 0 et 2(1) = az(n) > z(n),

ce qui est contredit avec le fait que = : t — z(t) est une fonction décroissante.

Lemme 3.3 Soit 0 <a<1. Siye C[0,1] ety >0, pourt € (0,1),
alors la solution unique x de probléme (3.2) satisfait

1 t) >
Eﬁﬁ()_ﬂwH

telle que
_o(l—n)
1—an’

Démonstration.

Par lemme 2.4, nous avons

Alors,
min z(t) = z(1), sup |xz(t) |= z(0)
t€[0,1] te[0,1]
et
1) —
w(0) < a(n)+ U=y
L—=n
_1
= 2(1)(1-—=
ﬂ)( 1—n>
1—an
= z(l)—/——.
e
En plus d’aprés z(1) < x(t) < x(0) on obtient,
. a(l —n)
> .
gﬁﬁ@%_l_anHw
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On a,
(le probléme (3.1) admet une solution x = x(t)), si et seulement si, (x est solution &

I'équation de 'opérateur

ot) = — /0(1—3)y(s)ds—

«

11—« 11—«

= Az(t)).

[ =siutsias = [ 6= ispas

Dénoter

K={z:2€C[0,1],x >0, min z(t) > 7|z}
t€(0,1]

Il est évident que K est un cone. De plus, par le lemme 3.3, AK C K.

En plus, A: K — K est complétement continue.

3.2 Existence de solutions positives

Théoréme 3.1 Le probléme (3.1) admet au moins une solution positive dans le cas
(H1) fo =0, foo = 00 ou

Démonstration.

De (H1) on a

f(): lim MIO,

r—0t+ I
ce qui implique que pour tout € € (0, Aq], il existe § > 0 telle que f(z) < ex pour = € [0, d].
Soit
Qs ={z € C[0,1] : ||z|] < d}.

Alors, pour tout x € K N 9€)s, nous avons

Ax(t)

| IA
| o
(=% (=)
o\
2
—
—_
|
V2)
SN—
Q
—~
(V)
S—
QL
V2)

VA
[«%)
!

=
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ce qui implique que
|Az|| < ||z|l, pour z € K N 0. (3.3)

Aussi depuis

Joo = h_I>Il @ZOO,

ce qui implique que pour tout M € [Ay, 00), il existe p > ¢ telle que f(x) > Mz pour
T > p.
Soit

Q,={zeC0,1]: ||z] < p}.

D’un coté, pour tout x € K N9, on a

min () > ]| = p.

te€(0,1]
D’autre part, nous avons
Aat) = = [ o) fal)as — 1= [ salo)sa(s)as
e /Ona(s)f(a:(s))ds + /On sa(s) f(x(s))ds
=1 [ e aods + [ sals)fals)ds
= 7 i Oé/o a(s)f(x(s))ds — 1 i - /77 sa(s)f(z(s))ds
e RONCONE
= 12 [astenis s o [ - s
> fp_]‘i (( _ ) /Ona(s)ds +/7 (1- s)a(s)ds)
B M
A
> p=|=|,
ce qui implique que
|Az|| > ||zl pour x € K NS, (3.4)
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Par conséquent, a partir de (3.3), (3.4) et le théoréme 1.3 de Guo-Krasnosel’skii, il s’ensuit
que A a un point fixe dans K N (€2, \ Qs) telle que 6§ < ||z|| < p.
En plus, de (H2) on a

fo= lim @ = 00,

a—0t T
ce qui implique que pour tout M € [Ay, 00), il existe r > 0 telle que f(x) > Mz pour
0<z<r.
Soit
Q. ={xeC0,1]: ||z|| <r}

lorsque x € K on a

in z(t) > — .
tgég]w()_v\!x!\ yr

Donc pour tout x € K N 0S2, nous avons

Aclp) = — / a(s)f (x(s))ds —

11—«

/0 sa(s) f(2(s))ds
2 [t + 1 [ sato)stato)as

L /0 " a(5)f (a(s))ds + /0 " sa(s) f(2(s))ds

> fr_j‘i ((1—77) /Ona(s)ds—l—/nl(l—s)a(s)ds)

1
11—«

11—«

M
= —r
Ay
> =z,
ce qui implique que
|Az|| > |||, pour x € K NOQ,. (3.5)
Aussi depuis
foo = lim M =0,
r—00 I

ce qui implique que pour tout € € (0,A4], il existe 7o > r telle que f(x) < ex pour

x € [rg,00).
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Pour z € K, ||z|| = r9, nous avons
1 1
Az(t) < / (1 —s)a(s)f(z(s))ds
1—a 0
1
< 16ﬁ0a /0 (1 —s)a(s)ds
€
= A—ITO
< ro= |zl

Donc, on peut choisir Q,, = {z € C[0,1] : ||z|| < o} telle que
|Az|| < ||z|]] pour z € K N OQ,,. (3.6)

Par conséquent, a partir de (3.5), (3.6) et le théoréme 1.3 de Guo-Krasnosel’skii, il s’ensuit
que A a un point fixe dans K N (Q,, \ £2,.,) telle que r < ||z]| < ro.
2.Pour le cas fy = foo =00 ou fy=fuo =0

Dans ce cas, nous étudions I'existence de multiples solutions positives de probléme (3.1)

Théoréme 3.2 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(H‘?) fO = foo = 00,
(H1) il existe une constante p; > 0, telle que f(x) < Aypy, x € [0, p1].

Alors le probléeme (3.1) admet au moins deuz solutions positives x1, xo tels que
0 <[[z1]l < p1 <[]

Démonstration.
De (H3) on a

fo= lim 2% —
r—0t T

ce qui implique que pour tout M € [Ay, 00), il existe r € (0, p;)
telle que f(z) > Mz pour 0 <z <.
Soit

Q. ={xeC0,1]:|z| <r}.

D’un coté, pour tout x € K N IS, on a

in z(t) > — .
tg%ég]w()_vHxH ola
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D’autre part, nous avons

Arp) = — / a(s)f ((s))ds —

11—«

1
11—«

_ o0 /Ona(s)f(:c(s))ds+

l—«

/ " sals) f(x(s))ds
[ sats)stalois
1—a )/,

—n [ als)alds+ [ salo) (ol

fij‘i ((1—77) /0 " a(s)ds + /n 1(1—s)a(s)ds>

M
= —r
Ay
> =z,
ce qui implique que
|Az|| > |||, pour x € K NI, (3.7)
Aussi depuis
foo = lim @ = 00,

ce qui implique que pour tout M’ € [Ay, 00), il existe 1’ > p; telle que f(x) > M’z pour
x>
Soit

Q={zeE:|z| <r}.

D’un coté, pour tout z € K NS, on a

min 2(t) > o] = 7.

t€(0,1]
D’autre part, nous avons
Aal) = 1 [ alnpae)ds = 1 [ sal)fats)as
—101770[ /Ona(s)f(x(s))ds+ 1_a/0nsa(s)f(x(s))ds
—n [ als) s+ [ salo) (o)
> 2 (00 [Catgass [0 satoa)
= Mo,
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ce qui implique que

|Az|| > ||=|l, pour z € K N Q. (3.8)
Maintenant, supposons que
Q,, = {z € Cl0,1]: ||z]| < p}.

Alors, depuis (H4) et pour x € K N9, on a

p1

1 1
Aslt) £ o [ 0= (o) pGas)ds
1 — 0
A 1
< 1ip(11/o (1 — s)a(s)ds)
< pr =z,
ce qui implique que
| Az|| > ||z, pour x € K N0Q,,. (3.9)

Comme r < p; < r’ et a partir de (3.7), (3.8) et (3.9) on a d’aprés le théoréme 1.3 de
Guo-Krasnosel’skii que A a un point fixe 7; dans K N (€, \ ;) et a un point fixe z,
dans K N (2, \ £,,). Les deux points fixe sont des solutions positives de probléme (3.1)
et

0 < Jaa]] < pr <2,

Théoréme 3.3 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites :
(H5) fO = fOO = 07
(H6) il existe une constante ps > 0, telle que f(x) > Asps, pour x € [ypa, pa.

Alors le probléeme (3.1) admet au moins deuz solutions positives x1, xs tels que
0 <[[z1]l < p2 < a2

Démonstration.
Depuis
fo= lim —= =0,

r—0+ I

alors, pour tout € € (0, Aq], il existe r € (0, p2) telle que
f(z) <ex, pour x € 0,r]
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Posons

0, = {ze 00,1 ||z]| <r}.

Alors, pour tout x € K N 95, nous obtenons

Adﬂ__liaA(LﬂM@ﬁ@@Ms
< 16_7"@/0 (1 —s)a(s)ds
< r=z,

ce qui implique

|Az|| < ||z||, pour z € 0N,

Aussi depuis

alors pour tout €¢; € (0,A;), il existe r; > py telle que
f(z) < ez, pourx € [r, ).

Posons dans ce cas

Q,, = {z € C0,1] : 2] <r}.

Alors, pour tout x € K N 0€),, nous obtenons

Aﬂﬂ__liaA(LﬂM@ﬁ@@Ms
< 16?104/0 (1 —s)a(s)ds
= A—llrl
< =),

ce qui implique

|Az|| < ||z||, pour z € I9,,.

D’autre part, soit

Oy = {2 € C[0,1]: [l2]] < pa}.

30
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D’un coté, lorsque z € K N 0€,, on obtient

in z(t) > = ps.
iﬁghx()//vaH P2

D’autre coté, pour tout z € K N 0<Q,,, et d’aprés (H6) on a

Az(n)

ce qui implique que

v

Vv

1
11—«

! 1
| ats) ftateas - =

_ o /Ona(s)f(:c(s))der

l—«

Aiwﬁﬂmﬁws
[ sats)stalois
1l—a/

—n [ als) s+ [ sals) (el

% ((1 —7) /077 a(s)ds + /nl(l - S)a(S)dS>

p2 = ||

«

|Az|| > ||z|| pour x € K N 0SY,.

(3.12)

Alors depuis, 7 < py < 11 et pour (3.10), (3.11) et (3.12) on a d’aprés le théoréme 1.3 de

Guo-Krasnosel’skii que A a un point fixe z; dans K N (ﬁpQ\Qr) et a un point fixe x,

dans K N (Q,, \ Q,,). Les deux points fixe sont des solutions positives de probléme (3.1)

et

0 < Jaa]] < p2 < lz2;

3.Pour le cas fj, foo & {0, 00}.

Dans ce cas, nous étudions I'existence de solution positive de probléme (3.1).

Théoréme 3.4 Supposons que le condition (Hj) de théoreme 3.2 et le condition (H6) de

théoréeme 3.3 sont satisfaites avec py # pa. Alors le probléme (3.1) admet au moins une

solution positive x entre py et po.

Démonstration.

On peut supposer que p; < ps.

Soit

Q,, = {z € C0,1] : ]| < pu}.
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Alors pour z € K N0Q,, et d’aprés (H4) on a

1 1
Aslt) = 2 [ (1= 9ale)pGats)ds
1 — 0
A 1
< 1ip‘11/77 (1 —s)a(s)ds
< o=l
ce qui implique que
|Az|| < ||lz|| pour x € K N0SY,. (3.13)

Maintenant, soit

O, = {2 € C1]: o] < po}.
Alors, pour tout z € K N09Q,, et d’aprés (H6) on a

Ax(n) = 1l4a@vm@»w—

l—«

1
11—«

AﬁwﬁﬂﬂﬁmS
| sets) (et

AV
— =2
]S
s
N
VRS
—~
—_
|
S~—
O\
3
Q
—~
V)
S~—
Q.
wn
+
i
—~
-
|
[V
S~—
Q
~—~
W
N—
QL
wn
~~

\Y
s
[\V)

|
Bl

ce qui implique que

|Az|| > ||z|| pour x € K N 0SY,. (3.14)

Alors depuis, p; < p2 et pour (3.13) et (3.14) on a d’aprés le théoréme 1.3 de Guo-
Krasnosel’skii que A a un point fixe x dans K N (€, \ £,,), c’est une solution positive

de probléme (3.1) et
pr < [zl < p2.

En combinant les conditions des résultats précédents, on obtient des résultats supplémen-

taires pour les solutions positives de probléme (3.1).

Corollaire 3.1 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites.

(H7) fo = € [0, Al),
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(HS) foo = 1 € (1As,00).

Alors le probléeme (3.1) admet au moins une solution positive.

Démonstration.

Comme fo = aq € [0, Ay), on a pour e = A} —ay > 0, il existe p; > 0 assez petit telle que
f(x) < (a1 +e€)x =Mz <Aip;, pourz € |[0,p].

Ainsi, de I'inégalité ci-dessus, le condition (H4) de théoréme 3.2 est satisfaite.
Comme fo, = p1 € (%Ag, o0), on a pour € = 31 — %Ag > 0, il existe pg, (pa > p1) assez
grand telle que

f(z)

1
2 >0 —e=—NAy, pourx € [ypy,0).
T Y

Alors, lorsque x € [ypa, p2], nous avons
1
f(ZL') 2 ;AQ?IZ Z A2p2.

Ainsi, de I'inégalité ci-dessus, le condition (H6) de théoréme 3.3 est satisfaite.

Donc par le théoréme 3.4, le probléme (3.1) admet au moins une solution positive.

Corollaire 3.2 Supposons que les hypothéses suivantes sont satisfaites.
(Hg) fO =g € (%A%OO)a
(H10) [ = B2 € [0, Ay).

Alors le probléeme (3.1) admet au moins une solution positive.

Démonstration.
Comme fy = ay € (%Ag, 00), 0N & pour € = (g — }YAQ > 0, il existe ps > 0 assez petit telle
que

1
> ay—e= =Ny, pourz € (0,p).
Y

~
—~
g

X

Alors, lorsque x € [yp2, p2], nous avons
1
f(z) > ;Aﬂ > Agpo,

ce qui implique que le condition (H6) de théoréme 3.3 est satisfaite.
Comme fo, = 3 € [0, A1), on a pour e = A; — 5 > 0, il existe pg, (po > p2) assez grand
telle que

(z)

— < By +e=Ay, pourx € [py,0).
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Comme f € C([0,00),[0,00)), il existe p; > po telle que

f(x) < f(pr), pour z € [0, pa].

Depuis p; > po on a f(p1) < A1py, donc

f(x) < f(p1) < Aipy,  pour w € [0, py].

Ainsi, de I'inégalité ci-dessus, le condition (H4) de théoréme 3.2 est satisfait.

Donc par le théoréme 3.4, le probléme (3.1) admet au moins une solution positive.

Corollaire 3.3 Supposons que les hypothéses (H4), (H8) et (H9) sont satisfaits.

Alors le probleme (3.1) admet au moins deuz solutions positives x1 el xy telle que
0 <[lz1]l < pr <[]

Démonstration.

D’aprés (H8) et la démonstration du corollaire 3.1, il existe py > p; assez grand telle que

f(x) = Nyps,  pour z € [p2, pal.

D’aprés (H9) et la démonstration du corollaire 3.2, il existe pi € (0, p1) assez petit telle
que

f(x) = Naps,  pour x € [yp3, pj).
L’utilisation de ce-dessu avec (H4), on sait d’aprés le théoréme 3.4 que le probléme (3.1)

admet au moins deux solutions positives x; et x5 telle que
p3 < llzill < pr < [lz2|| < p2.

Corollaire 3.4 Supposons que les hypothéses (H6), (H7) et (H10) sont satisfaits.
Alors le probléeme (3.1) admet au moins deuz solutions positives x1 et xo telle que

0 < ||z1]] < p2 < [|22]]-

Démonstration.
D’aprés (H7) et la démonstration du corollaire 3.1, il existe p; € (0, p2) assez petit telle
que

f(z) < Aip1, pour z € [0, py].
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D’aprés (H10) et la démonstration du corollaire 3.2, il existe p; > po assez grand telle que
f(f]f) < Alp? pour x € [07 pﬂ

L’utilisation de ce-dessu avec (H6), on sait d’aprés le théoréme 3.4 que le probléme (3.1)

admet au moins deux solutions positives x; et x5 telle que

pr <zl < p2 < 2] < pi.

3.3 Quelques exemples d’applications

Afin d’illustrer nos résultats, nous considérons quelques exemples.
Exemple 3.1 Considérons le probleme aux limites

2 +a(t)f(z) =0, t e (0, 1),

(3.15)
2'(0) =0, (1) = ax(n),

ou a,m € (0, 1), a € C([0, 1)) et il existe ty € [0, 1] telle que a(ty) > 0,

fxy=2% (0€(0,1)U(l, x)).

Alors le probléeme (3.15) admet au moins une solution positive.

En effet, lorsque 0 € (0, 1), fo = 00, foo =0 et lorsque 0 € (1, 00), fo =0, foo = 00.

Alors, par le théoreme 3.1 la conclusion est satisfait.

Exemple 3.2 Considérons le probleme auz limites

2+ (1—t)Bx2+22)=0, O0<t<l1

3.16
2/(0) =0, z(1)=1z(n). (316)

Dans ce cas a = %, n € (0, 1) et on suppose
a(t)= (1—1),  f(z) =27 +2°

ainsi nous avons, fo = feo = 00 alors (H3) est satisfaite.

Aussi .

Ar=(1-a) (/01(1 _ s)a(s)ds)_ _5,
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f est une fonction croissante pour x > 0. Posons p1 = 4, alors, lorsque x € [0, p1] = [0, 4],

on a

f(x) < f(4) =18 < Aypy,

ce qui implique que (H4) est satisfaite.
Donc par le théoréme 3.2, le probléme (3.16) admet au moins deuz solutions
positives x1 el xo tels que

0 < flafl <4 < flzal]
Exemple 3.3 Considérons le probleme aux limites

2" + el2%e " = 0, 0<t<l1

(3.17)
2/(0) =0, z(1)=1z(3),

Dans ce cas o = 3, = 5, et supposons

a(t) = e f(x) = 2% 7.
Ainsi nous avons, fo = foo =0 alors (H5) est satisfaite.
Aussi

1— 1 1— L ! 80
= al(——ozz) =5 Ay = S a <(1 - 77)/0 a(s)ds +/n (1-— s)a(s)ds) = 56_10.

Nous avons f est une fonction décroissante pour x > 2. Lorsque on choisir po = 10 et

x € [ypa, po] = [2, 10], nous avons

800
f(z) > £(10) = 100e1° > Te*lo = Aypo,
ce qui implique que (HG) est satisfaite.
Donc par le théoreme 3.3, le probléme (3.17) admet au moins deuzx solutions positives
et xo tels que

0 < [Jz1]] < 10 < ||z2]|-

Exemple 3.4 Considérons le probleme auz limites

ct+er+e2®

(-2~ 0, 0<t<1
(3.18)
2'(0) =0, (1) = 32(3),
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ot b=28, ¢ > 12.

1

Dans ce cas oo =n = 5

et on suppose

bre?*

c+ et 4 g2’

a(t) = (L—1)%, f(z) =

Alors
_a(l—n) 1
l-an 3
1 1
A =(1-a) (/ (1-— S)a(s)ds) =2,
0
_ n 1 -1
Ay = 1—a ((1 _77)/ a(s)ds+/ (1— S)a(s)ds) = @’
v 0 n 31
et
b 28 1
f()— 24_0_2—_’_06(07 Al)? foo—b—28€ (;A27 OO)

Ainsi les conditions (H7) et (H8) sont satisfaits.

Donc par le corollaire 3.1, le probleme (3.18) admet au moins une solution positive.

Exemple 3.5 Considérons le probleme auz limites

"+ 3tr(l+ —%5) =0, 0<t<1
/ 1+ mz) L (3.19)

. 9593
ou ¢ > 208

Dans ce cas a = }l, n= % et on suppose

a(t) = 3t, f(g:):x(1+ ‘ )

1+ 22

Alors on a,
_a(l-n) 2

l—an 11
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Done

1
fQ:1+C€ (;A% 00)7 foo:1€(07A1)

Ainsi les conditions (H9) et (H10) sont satisfaits.

Donc par le corollaire 3.2, le probléme (3.19) admet au moins une solution positive.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons présenté des résultats d’existence et multiplicité des
solutions positives pour quelques types des problémes aux limites du second ordre associés
a des équations différentielles posées sur des intervalles bornés et ot les conditions aux
bords a trois points. Nous avons utilisé quelques méthodes pour rechercher 'existence des
solutions positives de ces problémes, ces méthodes sont basées a la fonction correspondante
associée aux problémes proposés au cas super-linéaire ou sous-linéaire, nous avons besoin
d’un critére de compacité pour prouver que les opérateurs proposés sont compacts. Nous
consacrons également dans toutes les phases de notre travail a construire et choisir les
conditions nécessaires et suffisantes sur les éléments des problémes étudiées.

Cette étude se compose en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous avons consacrée
aux préliminaires sur des notions générales utilisées dans les différents chapitres du travail,
on présente la notion de quelques outils de base.

Nous avons commencé notre travail au deuxiéme chapitre par une étude d’existence des
solutions positives du probléme du second ordre a trois points du type Dirichlet.

Dans le troisiéme chapitre,nous avons étudié quelques résultats d’existence et multiplicité
des solutions positives du probléme du second ordre a trois points du type Dirichlet-
Neumann.

La méthodologie pour prouver les théories de l'existence dépend de la conversion des
problémes proposés en équation opérationnelle, en plus d’utiliser le critére de compacité
pour appliquer le théoréme d’Ascoli-Arzéla avec insérer le théoréme de points fixe de Guo-
Krasnosel’skii pour obtenir les résultats appropriés.

Quant a nous espérons que ce mémoire nous ouvre la voie pour nous lancer dans I’étude

mathématique de quelques problémes aux limites.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié ’existence et la multiplicité des solutions positives de
quelques probléemes aux limites du second ordre associés a des équations différentielles posées
sur des intervalles bornés et ou les conditions aux bords a trois points du type Dirichlet et
du type Dirichlet-Neumann.

Nous avons utilisé quelques méthodes (théorie du point fixe et le critere de compacité) pour
démontrer nos résultats.

Afin d’étudier ces problémes, nous transformons le probleme aux limites donner en une
équation opérationnelle, dans ce cas on utilise le critere de compacité avec appliquer le
théoreme de points fixe de Guo-Krasnosel’skii pour prouver les résultats fournis.

Dans toutes les phases de notre travail nous donnons quelques exemples qui donnent des
applications a nos résultats.

Mots clés : Cone, concave, critére de compacité, théoreme de point fixe, super-linéaire,
sous-linéaire.



Abstract

In this memory, we have studied the existence and the multiplicity of positive solutions of
some boundary value problems associated with differential equations of second order set
on bounded intervals where the boundary conditions are at three points of the Dirichlet
type and the Dirichlet-Neumann type.

We have used some methods (fixed point theory and the compactness criterion) to demon-
strate our results.

In order to study these problems, we transform the given boundary value problem into an
operational equation, in this case we use the criterion of compactness with applying the
Guo-Krasnosel’skii fixed point theorem to prove the given results.

In all the phases of our work we give some examples which give applications to our results.
Keywords: Cone, concave, compactness criterion, fixed point theorem, super-linear, sub-

linear.
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