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Introduction

Au cours des dernieres décennies, on a constaté un regain d’intérét parmi les chercheurs pour I’étude
des équations différentielles fractionnaires. Cette attention accrue découle des applications variées des
équations différentielles fractionnaires dans les disciplines de 'ingénierie et des sciences. Ces applications
incluent des domaines tels que la dynamique des fluides, la théorie des fractales, la diffusion dans les
milieux poreux, les neurones biologiques fractionnaires, le flux de trafic, la rhéologie des polymeres, la
modélisation des réseaux neuronaux, les panneaux viscoélastiques dans le flux de gaz supersonique, les
systemes réels caractérisés par des lois de puissance, 1’électrodynamique des milieux complexes, 1'iden-
tification des systemes sandwich, les oscillations non linéaires des séismes, les modeles de croissance
démographique, la modélisation mathématique de la diffusion de particules discretes dans des fluides
turbulents, les réacteurs nucléaires, et la théorie de la dynamique des populations.

Les équations différentielles fractionnaires servent d’outils cruciaux pour décrire les propriétés de
mémoire et héréditaires exhibées par divers matériaux et phénomenes. Des perspectives plus approfondies
sur la théorie et ses applications peuvent étre trouvées dans des références bibliographiques telles que
[20, 25, 27, 29].

De plus, le calcul fractionnaire a connu des avancées significatives dans divers domaines, allant de la
théorie mathématique pure aux sciences appliquées. Les applications s’étendent a des domaines tels que
la modélisation du transfert de chaleur dans des milieux hétérogenes, la modélisation du chauffage des
ultracapaciteurs et des faisceaux, et plus encore. Ces applications sont principalement motivées par 1’ob-
servation selon laquelle de nombreux systemes physiques présentent une dynamique d’ordre fractionnaire,
avec leurs comportements régis par des équations différentielles fractionnaires (EDF).

La signification notable de 1'utilisation des EDF réside dans leur capacité a décrire des propriétés non
locales, ou I’état actuel et tous ses états précédents influencent I’état suivant d’un systéme dynamique.
Cependant, il est essentiel de noter que 1'obtention de solutions analytiques pour les problemes de calcul
fractionnaire pose des défis significatifs. Par conséquent, des méthodes numériques et d’approximation
sont couramment proposées pour obtenir des solutions approximatives a de tels problemes, comme en
témoignent des travaux tels que [4, 3, 14, 18, 17, 28].

Des études récentes se sont également penchées sur les équations différentielles d’ordre fractionnaire
équipées de diverses conditions aux limites. La littérature dans ce domaine englobe des résultats d’exis-
tence et d’unicité liés a des problemes classiques, a des problemes de valeur initiale, a des conditions
périodiques/antipériodiques, non locales, multipoints, & des conditions aux limites intégrales, et a des
conditions aux limites fractionnaires intégrales. Des références importantes incluent les monographies
d’Ahmed et al. [1], Benchohra et al. [6], W. Benhamida et al. [§8], D. Chergui et al. [11], Chen et al. [10],
Goodrich et al.[16], et Zhang et al. [33].

La différence entre 'approche de Caputo-Hadamard est que la dérivée d’une constante par rapport a
Caputo-Hadamard est nulle, contrairement a I’approche de Hadamard qui donne une dérivée non nulle.
L’avantage le plus important de la dérivation de Caputo-Hadamard est son applicabilité & un ensemble
plus diversifié de systemes, y compris ceux avec des conditions initiales non nulles, ce qui étend son utilité
pratique.

La théorie de point fixe joue un réle important dans 1’étude de ’existence et de I'unicité de divers
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problemes de valeurs aux limites, ot quelques théoremes de point fixe ont été utilisés de cette maniere, tels
que les théoremes de Banach, de Schauder et de Schafer. Cette approche théorique fournit un cadre solide
pour étudier les propriétés mathématiques et physiques des solutions fixes et leurs effets sur les différents
systemes, contribuant ainsi & une compréhension approfondie des phénomeénes complexes dans ce contexte.

Ce mémoire se compose d’une introduction et trois chapitres :

Dans Chapitre 1, nous présentons quelques définitions et notions de base de I'analyse fonctionnelle,
telles que les espaces de Banach, la compacité et la convexité. Nous donnons également quelques définitions
et propriétés concernant le calcul fractionnaire, comme l'intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire
dans différents sens, au sens de Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard et Caputo-Hadamard. Certains
théoremes de point fixe sont présentés, comme le principe de Banach, le théoréeme de point fixe de Schau-
der et le théoreme Schaefer, qui ont été utilisés dans la suite de ce travail.

Chapitre 2, est réservé a exposer certains résultats d’existence et d’unicité de solutions concernant
un probleme aux limites pour une équation différentielle fractionnaire de type Langevin. Nos résultats
sont fournis par les théoréemes du point fixe de Banach et Schauder. Nous intéressons a ’existence et a
I'unicité des solutions pour le probleme de valeur aux limites fractionnaire suivant :

DA(DY + Nz(t) = f(t,z(t), 1<t<e,

z(1) =0, =z(e) =p [ z(s)ds,
Dex(1) + D%z(e) =0

ot D et D? sont les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard, 0 < a < 1,1 < 8 <2, A > 0, et
i > 0 sont des nombres réels, et f € C([1,e] x R, R).

Enfin, deux exemples sont donnés pour illustrer nos résultats.

Dans Chapitre 3, On donne des résultats d’existence et d’unicité de solutions des problemes aux
limites concernant des équations différentielles fractionnaires avec la dérivée de Caputo-Hadamard, en se
basant sur les théoremes de point fixe de Banach et Schaefer.Nous intéressons a ’existence de solutions
pour I’équation différentielle fractionnaire suivant :

{D“ (en(D2(1)) = (1. (1)) 1<t<e, "
z(1)=0, DPz(1)=0, wz(e)=A[ x(s)ds,

on0<a<1l,1<B<2etA>0,Det D? désignent la dérivée de Caputo-Hadamard ., (s) = |s|P~2s
avecp > 1let f € C([1,e] x R/R).

Enfin, deux exemples sont proposés pour supporter nos résultats.



Chapitre

Préliminaires

1.1 Espaces normés

Définition 1.1 (Norme). Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E dans RT
habituellement notée || - || vérifiant pour tous x, y dans E et tout o dans K =R ou C :

1z =0 2 =0,
2. ||azx|| = |a|||z|| (homogénéité),
3. x4yl < |zl + |yl (inégalité triangulaire).

Définition 1.2. On dit que deux normes || - ||1 et || - ||2 sur un espace vectoriel E sont équivalentes s’il
existe deux constantes réelles 5 > a > 0 telles que

allzlly < [lzll2 < Bz,
pour tout © € E.
Définition 1.3. On appelle espace normé (E,|| - ||) tout ensemble E muni norm || - ||.

Exemple 1. L’espace C([0;1],R) est normé lorsqu’il est muni d’une des normes suivantes :

Lo fll = ) 1) dt
2. |Ifll2 =/ Jy LF )2 dt

3. || flloo = supyejo.) [f(#)] (La norme de la convergence uniforme)

1.2 Espaces Banach

Dans tout le chapitre K représente le corps R ou C

Définition 1.4. [21] On dit qu’un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de E est
convergente dans E.

Définition 1.5. [15] Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (evn) complet.

Corollaire 1.1. [9] Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est lui-méme un espace de
Banach pour la norme induite.

Lemme 1.1. Tout evn de dimension finie est un espace de Banach.

Lemme 1.2. Soit C([a,b]) l’espace des fonctions continues sur un compact [a,b] muni de la norme

[flloc = sup [f(z)|

z€[a,b]

est un espace de Banach.
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Preuve. 1l s’agit de montrer que C([a,b]) est complet.Pour ce faire, on considére une suite de Cauchy
(fn)nen € C([a,b]) et montrons qu’elle converge uniformement sur [a, b] vers une fonction f € C([a,b])

D’apres le critere de Cauchy :
Ve>0, INeN: Vn,m>NetVeecab ona:

[fm (@) = fo(@)] <[[fm = fulle <€ (L.1)
Il s’ensuit que la suite numérique (f,,(z)),,cy est une suite de Cauchy dans R (qui est complet), d’ont
If(x) eR:  fo(z) = f(z) dans R.

Ensuite, montrons que la convergence est uniforme. Pour cela, considérons la limite supérieure de
| fm(x) — fn(2)]| lorsque m — oo :
YneN: ||f— folleo <e.

Ce qui nous donne que (f,) converge uniforment vers f dans [a,d] .
De plus || flloc < |[fn]loo +€ < 00; d’0U f est borné.
Maintenant, montrons que f € C([a,b]). Pour ce faire, utilisons la continuité de fy :

Ve >0, do>0tel queVa,y € [a,b], |z—y|<o=|fn(z)— fn(y) <e.
D’ou

[f (@) = fF)l < [f(2) = fn (@) + [fn () = In @) + v (y) = F(Y)l

<2[f = fvlloe + 1/ (@) = [N (H)]loo < 3e.

Cela prouve que f est continue sur [a, b].
Ainsi, f € C([a,b]) et donc C([a,b]) est complet.

1.3 Espaces fonctionnels

Soit [a, b] un intervalle compact de R. Nous présentons quelques espaces fonctionnels :

1.3.1 Espace des fonctions continues

Définition 1.6. Soit C([a,b]) l’espace de Banach des fonctions continues a valeurs complezes u : [a,b] — C,
équipé de la norme

[ullso = sup |u(?)].
t€la,b]

De maniére analogue, C™([a,b]) est l’espace de Banach des fonctions u : [a,b] — C, ot u est n fois
différentiables contindiment sur [a,b].

Ifller =319 e =3 ((max 19 0) . 0 e
t€la,b]
k=0 k=0
En particulier, sin =0, C°([a,b]) = C([a,b]).

Equicontinuité d’une famille de fonctions

Définition 1.7. [12] Soit U un intervalle de R et soit {f,} une suite de fonctions définies sur U avec
fn:U SR
On dit que la famille de fonctions {f,} est équicontinue si,

Ve>0, 30>0, VneN, Veyel, |z—yl<d=|fulz)- rfuly)<e



Chapitre 1. Préliminaires

1.3.2 Espaces des Fonctions Lebesgue Intégrables L”

On note par L'([a,b],R) espace de Banach des fonctions u intégrables selon Lebesgue avec la norme

b
lullzs = / fu(t)] dt.

Alors que LP([a, b], R) désigne I’espace des fonctions intégrables selon Lebesgue sur [a, b] ou |u|P appartient
a L([a,b],R), équipé de la norme

b »
llu|lr = (/ lu(t)|? dt) , l<p<oo.

En particulier, si p = 0o, L*([a,b],R) est l'espace de toutes les fonctions u essentiellement bornées sur
[a, b] avec un supremum essentiel

[ullo = ess sup;epq y[u(t)] = inf{e > 0 : |u(t)| < ¢ pour presque tout t}.

1.3.3 Fonctions absoliiment continues

Définition 1.8. [32] Soit E un espace de Banach, une fonction f : [a,b] — E est dite absoldment continue
si pour tout € > 0, il existe & > 0 tel que pour toute partition finie [a;, b;|t_, C [a,b] vérifiant

> <5é2||f O

Remarque :

1. On note AC([a,b]) 'espace des fonctions absoliiment continues sur [a, b]

x

f € AC([a,b]) & 3¢ € L'([a, b]) telle que f = c—l—/ o(t) dt.

a

2. On note AC™([a,b]),n € N*, l'espace des fonctions f définies sur [a,b] & valeurs dans C qui ont
des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a 'ordre n — 1 donc :

AC"[ b)={f:[a,b] > C:f® eC([a,b]),k=0,...n—1, f*V e AC([a,b])}.
?([ = {h:[a,b] = C: 8" 'h(t) € AC([a, b))},
8=

E est la dérivation de Hadamard

1.4 Compacité

Définition 1.9. Soit (E,T) un espace topologique. Une famille de parties (U;);cs de E est appelée un
recouvrement de ’ensemble G de E si nous avons :

G C U Uj
jeJ
ou J est un ensemble d’indice quelconque.

Définition 1.10. (Compacité)
Soit U un sous-ensemble d’un espace normé X. On dit que U est compact si pour tout recouvrement de
U par des ouverts de U, on peut extraire un sous-recouvrement fini. En d’autres termes :

VVj;j € J (ouverts) tels que U C U Vity, 3V, d(k) =1;2;..5n
jeJ

tel que

vclVim
k=1
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Définition 1.11. Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments dans U,
il existe une sous-suite qui converge vers un élément de U.

Définition 1.12. (relativement compact )
Un sous-ensemble A d’un espace normé E est dit relativement compact si son adhérence est compacte.

1.4.1 Opérateur Compact

Définition 1.13. Soit T : E — F un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels normés E et F. On
dit que T est un opérateur compact s’il satisfait l'une des trois définitions suivantes, qui sont équivalentes
entre elles :

1. Pour chaque ensemble borné A dans E, l'image de A par T est relativement compacte dans F'.
2. L’image de la boule unité fermée de E par T est relativement compacte dans F'.

3. Pour chaque suite bornée (x,,) dans E, il existe une sous-suite (x,, ) telle que T(xy,) converge
dans F.

1.5 Convexité

Définition 1.14. Une sous-ensemble X d’un espace vectoriel normé E est dit conveze si et seulement si

V(z,y) € X et VA €[0,1], (1-Nz+IyeX.

Autrement dit, un ensemble est convexe s’il contient tout segment passant par deux de ses points.

Exemple 2. Soit || - || une norme sur l’espace vectoriel E. Pour tout x € E et r > 0, la boule centrée en
x et de rayon v (ouwverte ou fermée) est conveze :

B(z,r):={y € Elllx -yl <r}

1.6 Fonctions Spéciales

1.6.1 Fonction Gamma

Définition 1.15. Pour z € C tel que Re(z) > 0, la fonction I'(z) est définie par :

+oo
I'(z) = / et ldt
0

Proposition 1.1. Pour tout z > 0 et pour toutn € N, on a :
1. T(z+1) = 2I'(2).
2. I'(n+1)=nl
3. T(n+1) =0

4nn!

Quelques exemples de valeurs spécifiques de la fonction Gamma (I'(«))
*T(1) = [ et ldt =1
*T(0F) =400
T -V

1.6.2 Fontion Béta
Définition 1.16. [13] La fonction Béta est définie par :

1
B(z,y) = / 11— )" Ndt, Re(x) >0, Re(y) > 0.
0

Proposition 1.2. Soient x,y € RY.
1. B(z,y) = B(y, ).

I'(x)I' (4
2. B(z,y) = lf($)+§/‘3).

10
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1.7 Intégration Fractionnaire

1.7.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La généralisation de la formule de Cauchy a ’ordre réel « est réalisée a travers 'intégrale fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville. Cette intégrale s’exprime de la maniere suivante :
Soit f : [a,b] — R une fonction continue, on note

t
10 = [ s
Une double intégration

t
a

iy = [ [ sanas= [ -1 as

En répétant le processus (n — 1) fois, on obtient la relation suivante :

0 = oy [ =) s

1" f(t) = ﬁ / (t— )" f(s) ds.

Et pour un ordre « plus général, on a la définition suivante :

Définition 1.17. [20//26] L’intégrale fractionnaire d’ordre o (o« > 0) de Riemann-Liouville d’une fonction
f € Cla,b] est donnée par
1

110 = s [ =" s

Exemple 3. On considére la fonction f définie par , f:t — (t —a)?. On a :

o —aﬁ:L t — ) (s —a)Pds
=o' = g [ = e

par le changement de variable y = 3=, on obtient

_a)ets gl
- = L [y,
I%(t —a)’ = M(t—a)a”. (1.2)

Proposition 1.3. /20] Soit f € C([a,b)). Pour « >0, 3 >0 et A\;,\2 €R, on a :
1 IDf(t) = f(®).
2 ISUILN)() = ]I F)(t) = Ig+0 £ (1).
S IFALF(E) + A2g(t)] = ALIG f(E) + A2dZg(2).

1.7.2  L’intégrale fractionnaire de Hadamard

Définition 1.18. L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre o > 0 pour une fonction f € C([a,b])

définit par :
t a—1
Hof(t) = T‘(la)/ <ln z> fis)ds,

11
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Exemple 4. Soient o >0, 8> 0 et f(t) = (In g)B.Alors,

a+pB
Hpop () = F(l;(f—;j—)l) (m 2) (1.3)

B t a—1
t 1 t s\? ds
Hpo(1p L :—/ Int m2) %
a\ Mg I'(a) J, " (na) s’

pour évaluer cette intégrale, on effectue le changement de variable

_ (ng)

(i)

B tyot+8 .1
t Int
H[g <n> = 7(1““) / Uﬁ(lfu)‘)ﬁl du
a 0

En effet,

INEY
T+ t\
T T(a+B+1) (lna> '

Proposition 1.4 (La linéarité). [7] Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [a,b] et prenant
des valeurs dans ’ensemble des nombres réels. V A\, \a e R etV a >0, on a :

T3 f (@) + Aag(@) do = MTIZ f(x) do + N I g(2) da.

Proposition 1.5. [7] Soit f : [a,b] — R une fonction continue telle que f € L?([a,b]). Pour tout o, € RY,
on a :

HIg (I ) (@) =1 f ().
=110 (I ) (@)

Preuve : Pour o, 5 € R%, on a

HreH 1l f) (@) = 1“(a)11“(ﬂ)/m /at (1n %)CH <ln z>ﬁ_1f(s) % %. (1.4)

On remarque que : a<t<z et a<s<t
Donc, on prend s <t < z.

Puis, on pose le changement de variable :

On obtient alors :

I ("Il f)(x) = m /: l/: <ln %)a_l (ln 2)51 f(s)(ff] % (1.6)

On remplace (1.5) dans (1.6), on obtient :

t a—1 £\ A1 dt 1 a—1 B—1
/S(ln%) (ln) f(S)TZ/O [lnx—yln%—lns} {ylng—&—lns—lns} 1n(§)dy

S

12
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En utilisant les propriétés de la fonction Béta, on trouve :

/St (111 %)‘“1 <1n i)ﬁ_l f(s)% = B(a, B) (lng)awﬂ

L’égalité (1.4) devient :

"D = ey [ (%) as

S

® T\ ot+B— s
:ﬁalw)/a (m%)™ 1fi)d5

=H 12 f ().

De la méme facon, on trouve :
HIZ (Mg ) (@) =" 140 f ().

1.8 Dérivation fractionnaire

1.8.1 Dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.19. /20, 26] Soit une fonction f € C([a,b)), la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens
de Riemann-Liouville de f est

1 dr

MDDy () = I(n—a) dtm

t
/(t—s)"‘“_lf(s)ds, n—1l<a<n, neN*
a
=RL DRI f(t).
Exemple 5. [20] Soit f(t) = (t —a)? eta >0, > —1

Alors,
RLDY(t —a)? = D"I"%(t — a)P
D’aprés (1.2), on obtient

n—o (4 B8 __ F(ﬂ + 1) _ B4+n—a
N (s prmp 1U @)™
Donc,

RLD?: (t _ a)ﬁ - D" <F(5 i(firll)_ a) (t _ a)BJrna) )

En utilisant la formule de dérivation entiére suivante :

D't—a) =k(k—-1)---(k—n+1)(t—a) "= m(t —a)F ",
N B L(B+1) NB+n—a+1) e n
RLD“(t_a)B_F(5+1+n—a)r(ﬁ+nfa+1fn)(t_a)m
_ LB+ e
“TEriatma

13
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Remarque 1.1. Si nous fizons 3 a 0 dans l'exemple précédent, nous observons que la dérivée fractionnaire
d’ordre o au sens de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas égale 0. En effet,
(t—a)~

IRt Vi)

Proposition 1.6. [20] Soit o« > 5> 0, si f € C([a,b]), alors
REDRIS () = 137 P f (1) (1.6)
En particulier, si a = 3, alors
FEDIIS £)(8) = (). (L.7)
Proposition 1.7. [20] Soient m € N* et m —1 < a <m, f € C([a,b]). Alors, l'opérateur de dérivation de
Riemann-Liouville ®E D2 posséde les propriétés suivantes :

1. BEDY est un opérateur linéaire.
2. Si BLDf(t) = 0, alors

=

m—

FO) =3 ¢t —a)*m.

j=

1.8.2 Dérivation fractionnaire de Caputo

Définition 1.20. Pour une fonction f € AC™([a,b]), et a > 0, la dérivée fractionnaire au sens du Capto
de f est définie par :

1 t
C Nna — _ \n—a—1g(n) _ *
Dy f(t) 71_‘(11_0()/(1(2? s) 7 (s)ds n—-1l<a<nmneN

=1;7"Dg f(1),

Exemple 6. La dérivée de Caputo de la fonction puissance (t —a)?, o o >0, 3> 1, et n = [a] + 1, est
alors la relation suivante :

L(8+1) e
‘Dt —a)’ = Tt —a)’™ sif>n—1
' 0 si B€{0,..,n—1}

ot [a] désigne la partie entiére de « .

Proposition 1.8. [20/Soit o > 8 > 0. Si f € C([a,b]), alors :

DIy f(t) =137 f(t).
En particulier, si a=0,alors
‘DIZf(t) = [f(t).
Proposition 1.9. Soit o > 0
1. °D¥C =0, C eR.
2. <D2(DEf() = (“DEHf)(t) = DAEDIf(H), ot f € Cabl, 0 < a < 1,0 < B <1 et
O<a+p<l.

3. Soitn—1<a<n,neN, a,A\ € C. La dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur
linéaire :
‘DY(Af(E) +g(t) = XD f(t) +° Dg(t)

En effet, pour 1,
‘Dyc=1'"*D}c
=120
=0.

14
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En effet, pour 2,
‘D (°Dif(t)) = 1, *Dal, "Dy f(1)
= 1, TP DL I, TP D f ().
On sait que I?(DLf(t)) = (°DL=Bf)(t). Alors,

LT PIIDLIL O DL f(8) = 17 Dy 1P D f (1)
= 1,7 "Dy f(t).

Doq,

“Dg(°Df(t)) =° Do f ()
= DJ(°Dg f(t))-
Lemme 1.3. On suppose que n —1 < a <n, m,n €N, a € R, et soit f(t) telle que D f(t) existe, alors
“DD™ f(t) =¢ DO f(E) £ DD (1), (L.7)
Lemme 1.4. Supposons quen —1<a<n,B=a—-(n—1), (0<f<1),neN, a,f R, et soit f(t)
telle que ©D* f(t) existe, alors
CDf(t) =¢ DP D" f(t).
Preuve : On remplace 8 par « et n — 1 par m dans ’équation (1.7), alors

“DFD (1) =D £ (o),
:cDa—(n—l)—i-n—lf(t)’
—Df(1).

Lemme 1.5. Let o > >0, and f € L*([a,b]). Then we have :
1. °DIZ f(t) = f(t) :
2. DRI f(t) = ISP f(1).

1.8.3 Dérivation fractionnaire de Hadamard

Définition 1.21. [20] Soit f une fonction continue sur Uintervalle [a,b). La dérivée fractionnaire d’ordre
a >0 de f au sens de Hadamard est définie par :

N B 1 d n t ¢ n—a—1 f(S)
"D =r (Zn) / (%) s
=" I f (1),

tel quen—1<a<n,neN* etézt%.

Exemple 7. Soient o > 0,8 >0 et f(t) = (1115)’8

+\ 7P
HDef(t) = o™ (Hfga (m a) ) :

B n—a+f
La (lna> T T(n—a+pB+1) (lna) '

15
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Alors,
H o o F(5+1> n t noeth
Dt = e i 00 (lna> '
on a,
. ¢ k ¢ k—n F(k+1) ¢ k—n
on aura,
Hpef) = — LB+D  Tln—a+p+1) (1 t>ﬁ—a
S T Pm—a+B+1) TB-a+1) \ a '
Donc,

D f(t) = I'(8+1) (1 t>5a

NB—a+1) a

Remarque 1.2. Si nous laissons 8 = 0 dans l’exemple précédent, nous constatons que la dérivée fraction-
naire d’ordre a > 0 au sens de Hadamard d’une constante n’est pas nulle. En effet,

1 t\
DMl = ——— (In-
@ Il -« "

Proposition 1.10. Soit f € Cla,blet o > 0 ,alors :
Hpere () = £(¢). (1.7)

La signification de la propriété (1.7) est que lopérateur de dérivation fractionnaire selon Hadamard agit
comme un inverse gauche de l'opérateur d’intégration fractionnaire selon Hadamard du méme ordre.

Proposition 1.11. Soit f € Cla,b] et o > 0, alors :
HI(MDf(t) # f(1)- (1.8)

Proposition 1.12. [20] Soitn —1 < o <n, n € N* et AC™([a,b]).La relation entre la dérivée de Caputo
et celle de Riemann-Liouville peut étre exprimée comme suit :

"= e (g
D3 f(@) =" D [f(m) D BRI a)ﬂ

k=0

1.8.4 Dérivation fractionnaire de Caputo-Hadammard

Définition 1.22. [19] Soita >0 etn—1<a <n et
f € ACY[1,400). La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre o de f est définie par :

D20 = [ (m2) " s %
—H 05 ).

tel que § = t%.

Exemple 8. On considére la fonction f définie par :

B
f:t|—>(lnt> .
a

On a alors
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La formule de différenciation logarithmique donner par

o (3) =gy (03)

bq (ln 2)6 T T E(f ;F)rlzn —a) /: (ln Z>n—a—1 (ln S)ﬁin %'

@ 3 B_ F(ﬁ"i'l) Hin—«a ! o
o () —mpn ()

B—n B—1
Hmn—a« 3 _F<5_n+1) 3
pe(ml) =rgan ()

o () = e * fomay (1)

(nt) - st ()

Dans la suite, on donne une relation reliant la dérivée de Hadamard a celle de Caputo-Hadamard.

on aura,

Ainsi,

D’apreés (1.3), on obtient

Donc,

Alors,

Proposition 1.13. [20] Soit f € AC}([a,b)) et n —1 < a < n,n € N. La relation entre la dérivée de
Caputo-Hadamard et celle de Hadamard est donnée par :

n—1 (k) a z
Dg fa) =" D; lf(x)—za ,j“(ln)’“], (1.9

a
k=0

ou
nlo s(k) k—a
Pif) ="Dise) - 3 o ()
Proposition 1.14. [20/Soit o > 3 > 0. Si f € C([a,b]), alors
DIMIZH(t) = 1377 f(2).
En particulier, si « = 3, alors

Dy ("IZH)t) = f(D).

Preuve. En appliquant la relation (1.9) pour la fonction I f(t), on trouve la résultat suivante.

m—1 ¢j ro j
D2 ("1z0) 0 = "7 | "rg s - - L (1 LY

j=0 “
m—1 ¢j j
5] I”‘f(a) t J

__ Hgria—p _ H*a H np -
= Hpo=bf(1) ;:O S—1D] (lna>
m—1 ¢4 j
81 f(a) t\’

__ Hyja—p _ H*a n rn—_ -
=) - 3 (mt)"

Et comme j — 1 < «, pour j =0,1,...,m — 1, alors les dérivées 5%IID‘f(a) =0, ce qui donne

DI f)(t) = 17~ f(2).

17
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1.9 Lemmes Auxiliaires
Les lemmes suivants sont utilisés dans la démonstration de nos résultats.
Lemme 1.6. [20]-/26] Soit o > 0. L’équation différentielle fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo :
“Dgf(t)=0
admet des solutions de la forme :

tfa

\M\

ot ¢; ER pouri=0,...,n—1, et n=[a] + 1.

Lemme 1.7. [20]-[26] Soient o > 0 et f € AC™([a,b]) (ot AC™ désigne la classe des fonctions absolument
continues jusqu’a ordre n). Alors lintégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de la dérivée
fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo de f est :

|
—

n

IZEDf(t) = ) cilt—a) + f(1).

%

I
o

avec ¢; ER pour i =0,...,n—1, et n = [a] + 1.

Lemme 1.8. [20] Pour n —1 < oo < m, ot n est un nombre naturel non nul, et f € C([a,b)) , Iéquation
différentielle fractionnaire d’ordre o au sens de Hadamard :

"Dy f(t)=0
admet comme solution générale la fonction :
n ¢ a—1i
t) = i | In— ; i)i=0,1,...n—1 € R
f(t) ;C <Ha> (€i)i=0,1,...n1

Lemme 1.9. [20] Soient o > 0, n = [a] + 1 et f € C([a,b)). Alors on a :

Hye (Do)t )+ Z ¢i (m )

Lemme 1.10. /20] Pour n—1 < a < n, oun est un nombre naturel non nul, et f € AC§([a,b)) (classe des
fonctions absolument continues jusqu’a l’ordre n. avec une densité ¢ ), l’équation différentielle fractionnaire
d’ordre o au sens de Caputo-Hadamard :

a—1i

Dgf(t) =0,
admet des solutions de la forme :
n—1 N
ft) = ;cj <ln a) , (¢j)j=01,..n-1 €R.

Lemme 1.11. [20] Soient o >0, n = [a] + 1 et f € AC}([a,b)). Alors, on a :

12D ) = (1) + Z (1n t) .

18
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1.10 Les avantages de la dérivation de Caputo-Hadamard

1. Flexibilité des Conditions Initiales : Une gamme plus large de conditions initiales possibles, per-
mettant une analyse plus large du systeme.

2. Applications Plus Générales : Applicable & un ensemble plus diversifié de systémes, y compris ceux
avec des conditions initiales non nulles, ce qui élargit son utilité pratique.

3. Adaptation aux équations différentielles ordinaires : La DCH est spécifiquement développée pour
s’harmoniser avec les équations différentielles ordinaires. Cette caractéristique permet d’élargir
I’applicabilité des méthodes et des outils d’analyse existants aux systeémes fractionnaires, simplifiant
ainsi la résolution et I'interprétation des modeles mathématiques complexes.

4. Domaines d’application étendus : La DCH est utilisée dans une vaste gamme de secteurs, tels que
la physique, I'ingénierie, la biologie, la finance, et bien d’autres encore. Gréace a sa souplesse et a sa
précision, elle permet de modéliser et de décrypter des phénomenes complexes dans ces domaines,
proposant ainsi des solutions plus précises et plus fiables aux défis rencontrés.

1.11  Quelques théoremes de point fixe

Définition 1.23. Soit (E,d) un espace métrique complet et T : E — E une application. On dit que T est
une application contractante , s’il existe une constante 0 < K < 1 telle que :

d(T(z), T(y)) < Kd(z,y),Vz,y € E

Théorém 1.1 ( Théoréme de Banach ). [20] Soit E un espace métrique complet ,et soit lopérateur T :
E — E est contractent alors , T admet un point fize unique c.da.d :

Ju* € B tel que : Tu* =u*.

Théorém 1.2 (Théoréme du point fixe de Schauder). [12/
Soit U une partie conveze et fermée d’un espace de Banach E, et soit T : U — U un opérateur continu
et compact.Alors l'opérateur T possede au moins un point fize .

Théorém 1.3 (Théoréme du point de Schaefer). [30] Soient E un espace de Banach et T : E — E un
opérateur complétement continu. Si l’ensemble

{r e E:x= Nz, €]0,1[}.

est borné, alors T posséde au moins un point fize.

1.11.1 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Définition 1.24. [2] Soit X un espace de Banach. Un ensemble E C C(X) est dit équicontinu si, pour
tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour tous x,y € X :

[z —yllx <= |[T(z) -T(lle <e, VTeE

Définition 1.25. [2] Une application T : X — X est complétement continue si l'ensemble T(E) est
relativement compact pour tout sous-ensemble borné E de X.

Théorém 1.4. (Arzela-Ascoli)[31] Soit E un espace de Banach et A un sous-ensemble de C([a,b], E). A
est relativement compact dans C([a,b]; E) tel que si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est borné, c’est-a-dire qu’il existe une constante K > 0 telle que
[f(@) <K, Vaelab]etVfeA

2. L’ensemble A est équicontinu, c’est-a-dire que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

|t1 — tQ‘ <= Hf(tl) — f(tg)” <e€ th,tg € [a,b] et Vf cA

19
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3. Pour tout x € [a,b], Uespace A(z) défini par
Alx) ={f(z); f € A},
est relativement compact dans E.

Exemple 9. Considérons l'ensemble de fonctions F = {f,(x) = sin(nz)} pour x € [0,27] et n € N.
Vérification des conditions du théoréme :
Pour tout n € N et tout x € [0,27], on a :

|fn(x)] = [sin(nz)| < 1
Donc, la famille F' est uniformément bornée par la constante M = 1.

Soit € > 0. La période de la fonction f,(x) est %’T

€

Si|lr—yl <= =, alors :
|fn(@) = fa(y)] = |sin(nz) — sin(ny)| < [na —ny| =nlz —y[ <nd =
Donc, la famille F est équicontinue.

Par le théoréme d’Ascoli-Arzela, l'ensemble F' est relativement compact dans ’espace C([0,27]).

20



Chapitre

Résolution d’un probleme d’équations
différentielles Fractionnaires de type Langevin

Dans ce chapitre on va étudier I'existence et 1'unicité de solution pour le probleme d’équation frac-
tionnaire de type Langevin suivante avec des coditions intégrales et anti-périodiques :

DB(D* + Nz(t) = f(t,z(t)), 1<t<e,
(1) =0, x(e) =p [, x(s)ds, (2.1)

Dex(1) + D*z(e) =0

ot D® et D? sont les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard , 0 < o < 1,1 < 8 <2, A > 0, et
i > 0 sont des nombres réels, et f € C([1,€] x R, R).

Lemme 2.1. Soit h € C(1,e) N L(1,e),la solution unique du probléme de valeur aux limites fractionnaire
linéaire de Caputo- Hadamard

DB(D* + Nz(t) = h(t), 1<t<e,
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est donneé par

h(s)

_ 1 ! at+pB—1
Jf(t)—m/l (hlt—hls) + Tds

~ (nH)*@Int—a—-1) [ s atp—1h(s) 5

(1-a)'(a+p5) /1 (1-Ins) s d
~ (n)*(1 —In?) ‘L s g—1h(s) <
(e Tvel AUSE il

[)\,u(lnt)a(l—lnt) u(lnt)“(ﬂnt—a‘l)}/ex(s)ds

(1-a)(a+1) 11—«

Ant)*2lnt —a—-1) [ s a1 2(8) .
T ), 0w

A tn—nsaflx(s) S
—F(a)/l(lt Ins) ds.

Preuve. Soit ’équation :
DP(D® 4+ \)xz(t) = h(t)
Alors,
ATPDP (D + N)a(t) =2 TPh(t)

D’apres Lemme 1.11, on obtient

(D 4+ N)z(t) =2 ZPh(t) + co + 1 Int

Donc,
Dx(t) =" TPh(t) + co + c1 Int — Az (t)

D’apres Lemme 1.11, on obtient

2(t) =7 TMPh(t) + o T + et T Int — AFT2(t) + ¢,

- t nt—lIns)® p-1(s) s+ ¢ _(nt)*
= gy J, e s+ wpel
oo A wra(s)
+Cll"(a+2)_1"(a)/1(lnt_lns) Tds+02.

par condition aux limites z(1) = 0 , on trouve ¢y = 0.

Alors I’équation (2.7), devient

(Int)® At a—12(s)
+ClI‘(a+2)_F(a)/1(lnt_lns) ?ds.
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En appliquant la condition aux limites z(e) = u f | z(s)ds, nous obtenons :

Na+p MNa+1) T(a+2) TI(a s

D’apres la condition aux limites
Dx(1) + D%z(e) =0

Alors,
Dx(1) = ¢

et

D%x(e) = F(lﬂ)/lp(l —lns)ﬁA@ +co+e— )\u/lex(s)

En remplacant (2.9) et (2.10) dans (2.8), on obtient
1 ¢ _1h(s) ¢
2¢, —I——/ 1—s)f 122 ds+ ¢ —)\/ms ds =0
0 LB) Jy ( ) S ! : 1 (®)

Par calcul direct ,on a

o= Zji {(—2u1"(a+ 1) + Ap) /16 z(s)ds — I‘(lﬁ)/le(l —lns)B_l@ds
[a+1) [° atp_1h(s) T(a41) [ o z(s)
S R
Llat+2) [* arp-1h(s) o(a+1) [° a1 2(5)
_; ’ —HS’B_1®S— AM exg S M exs s
0= G J, (e 2 [ e SR [t

L T@ED [ aahle), Dlak ) [
(ozfl)F(onrﬂ)/l(l ns)** s d a—1 /1(1 In 5) s ds.

23

1 ] /16(1 — Ins)* A=t his)ds + “« + a _ A ] /16(1 — 1ns)°‘_1®ds = ,u/le x(s)ds.



Chapitre 2. Résolution d’un probléeme d’équations différentielles Fractionnaires de type Langevin

Ainsi,
2(t) = W/Ot(lnt—lns)a+5‘lhis)ds+ = l)gz)j e /16(1 —1ns)ﬁ—1@ ds
- %[ms)dwm[m)ds
" q??(??f)?(iﬁ 8) /16(1 “ng o B
+ ?3%5331?? /1 (1 gyt g, 2O - /1 a(s) ds
ey ), % G ey 0o
Dt f, e e
~ zk?éﬁﬁ)lr)gzli);l /16(1 - 1ns)a—1@ ds — ﬁ /lt(lnt - 1ns)a—1@ ds
Ensite,
2(t) = ﬁ /j(lnt - 1ns)a+ﬂ*1@ds
(o + 1)(Int)o+! (Int) hs)

- ' —Ins)f 12222
B ERGRCES) (l—oz)F(oz—i—l)F(ﬂ)} X/l (1-1Ins)" ——d

)\,u(lnt)o‘ )\,U(Oé + 1)(lnt)o‘+1 e
(1 —a)l(a+1) B (1—a)l(a+2) ] X /1 z(s)ds

[2u(Int)e*tt (o + 2)(Int)® €
I-a (1 —a)F(a+l)] ></1 wls) ds

[ _(a+1)(Int)* _ 2(Int)*H! ‘ —Ins a+B—1@ S
Tl i—al@+5 (1a)p(a+ﬁ)}x/l(1 In's) —d

wds

[ 2Xa(Int)*+! ~ Aa(a+1)(Int)” ‘L 0 s)al
1—a)l(at1) (1_a)r(a+1)} X/1 (1-Ins)

A tn—ns(’_lﬁs
F(a)/l(ltl) = ds.

24



Chapitre 2. Résolution d’un probléeme d’équations différentielles Fractionnaires de type Langevin

Alors, le solution de (2.2) satisfait

h(s)

_ 1 K a+pB—1
m(t)—m\/l (lnt_lns) + ?ds

(Int)*2Int —a—1) [€ 7n8a+ﬂ71h(s) .
e A !

~ (Imt)*(1 —In?) L s 51 h(s) .
T J, !

)\N(ln t)a(l —1In t) ,LL(IH t)oz(2 Int— o — 1) e
[(1—a)F(a+1) + I —a ]/1 z(s) ds

Alnt)*2lnt —a—-1) [€ Clus o_1%() .
(1-a)(a) /1(1 ns) 5 d

Lemme 2.2.
(i) maxiepr,q |(Int)*(2Int — o — 1)| = max {($)*,1 —a};
(7,7/) maXte[l’e} (lnt)a(l — hlt) = ﬁ.

Preuve.
(7) Soit h(t) = (Int)*2Int—a—1),1<t<e, ainsi:

1 t a—1
B (t) = % (2(a+1)Int—a® —a),
Pour étudier le signe de A’ , on résoudre ’équation suivant :
(Int)>—1

h'(t) = — (2(a+1)Int—a®—a) =0

=2a+1)Int—a*—a=0
>t=e?
Alors,
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t 1 es e
B (t) - 0 +
0 -«
h(t)
-(%)"

En conclusion, |A(t)|max = max{|h (e2 )|, h(e)} = max{(%)a 1 —ab.

i) Soit h(t) = (Int)*(1 —Int), 0 < ¢ < 1, alors h'(t) = @01 _ (a+ 1) Int].
t

t 1 Tra e
B (t) + 0 -
h(t)
0 0

a

Ainsi A(t)max = h (QL&) — (HZW
Soit n = - max {($)",1 - a}. -

2.1 Existence et unicité de la solution utilisant le principe de contraction
de Banach

On posons

(1—a)(1+ )t T (a+ 1)[1 —nu(e — 1)]
QI+n)(l-a)(l+a) T (a+1DT(B+1) +aT(a+p+1)

Y pa(e—1)+n+ 1)1 —a)(1 +a)*e
I+n1-a)l+a) ' T(a+1I(B+1)+aT(a+p+1)

xT(a+ B+ 1B +1)
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On considere 'hypothese suivante :

(H1) Il existe une constante L > 0 tel que :
lf(t,z) — ft,y)| < Llx —y|, Vtell,e], Vz,yeR.
Théorém 2.1. Supposons que l’hypothése (H1) est vérifiée.Si

(1—a)(1+a)treT(a+ 1)[1 —nue — 1))
(1+n1-a)(l+a)* ' INa+ (B +1) +aT(a+5+1)

L <

pot(e—1) + (n+ 1)1 - o)1+ o)+
I+ -a)l+a) T(a+DI'(B+1) +aT(a+5+1)

xT(a+B+1I(B+1)

Alors, le probléme (2.1) posséde une solution unique .

Preuve. Pour transformer le probleme (2.1) en un probléme de point fixe. Soit E = C[1, e] un espace de
Banach si il dotée de la norme comme suit :

T|loo = max |z(t)|.
ol = e [o(0)
Considérons l'opérateur T : C[1,e] — C[1, ] défini par :

_ Wm)*@nt—a—-1) [ Larp-1f(52(5)
(et U s ¢

~ (nH)*(1 —In?) ‘L 1s)A-1 f(s,z(s)) .
e O J, 0 e

(2.11)

A(nt)®(1—Int)  p(nd)*2nt—a—1)] [
[ (1-a)l(a+1) 1_ o :|/1 x(s)ds

Ant)*2lnt —a—1) [¢ Cns a_12(8) <
(- o)) J a-wo a

A ¢ T
AN Int —lng)oe 12222
F()/l(nt ns) 5 ds

Clairment, les points fixes de Popérateur T sont des solutions du probléme (2.1).
On doit montrer que T est une application contractante, pour cela, on applique le principe de contraction
de Banach.
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Soient z,y € R,Vt € [1,¢], on a :

(@20) - ()0 = |ty [t - L2,

S

~ (n¢)*@lnt—a-1) [ s atp—1f(s,2(s))
(e K s !

~ (nt)*(1 —Int) ‘o s g-1f(s,2(s)) s
(1—a)F(a+1)I‘(ﬁ)/1 (1=Ins) A

AM(IH t)()’(l —In t) M(h’l t)a(Q Int — o — 1) e
[ (I-a)(a+1) 1—a ]/1 x(s)ds

x(s) d

S

Ant)*2lnt—a-1) [ L s)e-l
(e K

7L ! n 7HSQ71‘T(S)
F(a)/l(l t—Ins) S d

S

e e fes)
F(a+,6’)/1(” o) P

(Int)*(2Int — o —1) /e(l _ IHS)MHM d

(1-—a)'(a+p) s o

0=l [ e
(1—a)F(a+1)I‘(B)/1(1 In s) P

A/J/(hl t)a(l —In t) ,U(hl t)a(Q Int — o — 1) e
_[(1—Q)F(O¢+1) 1—a ]/1y(8)d3

CAn)*@2hnt—a-1) [€ 7n5a71@ .
et ) d
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Chapitre 2. Résolution d’un probléeme d’équations différentielles Fractionnaires de type Langevin

B 1 " (Int — Ins)oth-1 ~ ts u(s))ds
‘FW+BL[ : [F(s,2(5)) — f(s, ()] d

0o nt— o — e _nSOtJr,@*l
(@ (tl)—(zl)riwrﬁ)l)/l (1-1 S) [f(s,2(s)) — f(s,9(s))] ds

nt)*(1 —In €(1—1Ins)?1
e [ e — s o] s

[)\,u(lnt)”‘(l —Int)  pnt)*2Int —a— 1)}

(1-a)l(a+1) - / o(s) —y(s) ds

1

Alnt)*(2Int —a—1) [°(1—Ins)*! s
" 1-a)T(a) /1 (z(s) —y(s))d

A "(Int —Ins)*~!
o [ G — ) s

1 ! (Int —Ins)>+A-1
<vor ) | f(sials)) — f(s.(s))] ds

no (¢ (1—Ins)ets!
+ F(a+ﬁ)/1 B |f(s,2(s)) — f(s,y(s))| ds

a@

T A0+ 0 T (a+ DLB)

€(1—1Ins)f1?
x[“l)v@w@»f@w@»Ms

S

Apa®
)| d
+(1+a)a+117a a+1/|x 5)l ds

+mz/ |lz(s) —y(s)| ds

An o [¢(1—Ins)*! ol ds
s [ e~

A t (lnt —In s)afl -
e /1 s |2(s) = y(s)| ds
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Alors,

L”Jj — y”oo /t (hlt - lns)aJrﬁ*l 'f]LHZ‘ _ yHoo /e (1 —1In 3)a+671d8
! 1

o+ B) ds+ s

|(T2)(t) — (T9) (D)o < - e 8

a®Lllz — yl| (1 —1Ins)’~!
T 0 ta)ioT(at 1)F(ﬁ)/1 P

Aa [z = ylloo

T T LN G

(e = 1)+ unllz — ylleo(e — 1)

N Az — ylloo /e (1- lns)a_lds N Az = yloo /t (Int —Ins)*~! ds
1 1

[(a) 5 ') s

Ll —ylloe g pavs | ML =yl

Sr(a+5+1) Ma+p5+1)

a”Lllz — ylloo
(1-a)1+a)toT(a+1HT(B+1)

+

M|z = ylloo
1I-a)(1+a)toT(a+1

+ )(6—1)+uon—yHoo(e—1)

Mlle =yl | Mo =yl o

+ INa+1) I'a+1)

Enfin, on obtient

(1+n)L a®L
Ma+B+1) T (1=a) 1+ a)FoT(at DT+ 1)

[(Tz)(t) = (Ty) ()] <

Apad An+1

)
(1—&)(1+a)1+af(a+1)(6_1)+n(6_1)u+m 2=yl -

+

Puisque nous avons L < M ,donc T est une contraction. En utilisant le principe de contraction de Banach,
alors T admet un point fixe unique, ce qui implique que le probélme (2.1) admet une seule solution dans

E. 0
2.2 Existence de la solution via le théoréme de Schauder

On considere les hypotheses suivantes :
(H2) La fonction f : [1,e] x R — R est continue.
(H3) Il existe une constante Ly > 0 telle que

|f(t,x)] < Ly, Vte[l,e] et z € R.

Théorém 2.2. Sous les hypothéses (H2)-(H3) le probléme (2.1) admet au moins une solution dans E.
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Preuve. Clairment, les points fixes de 'opérateur T sont des solutions du probleme (2.1). Soit

Lqi(14n) + Lia®
T'(a+p+1) (1—a)(1+a)teT(14+a)l(B+1)

1-A

K>

_ Apa®(e—1) A(n+1)
tel que , A = 53 aar@ern T A7+ e

Soit K > 0, on considere ’ensemble :
Bx = {w € ClL e, o] < K}.

ou B est fermé, borné et convexe .En effet, I’ensemble By est convexe :
Soit x,y € Bk et t € [0,1].

Nous devons montrer que tx + (1 —t)y € Bg . Soit x,y € By, ce qui signifie que ||z]lc < K et ||ylleo < K.

On a,

[tz 4+ (1 = t)ylloo < tl2lloc + (1 = )]lyllo
<tK+(1-t)K = K.

Alors, Bg est convex.

Nous allons montrer que T satisfait les hypothéses du théoréeme de point fixe de Schauder. La preuve

sera donnée en trois étapes.

Etape 1 :Nous montrons que T est continue
Soit {x,} une suite qui converge vers = dans C[1, e], pour tout ¢t € [1,e], on a
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1 " (Int —Ins)oth-1
()0~ (o0 < ity [ O s () - Sl s

Ui ¢ (1—Ins)*+07t — f(s,z(s))| ds
+F(a+ﬁ)/1 2| (5, ma(s) — £ (s 2(5))] d

aO(

(1 —a)(1 +a)** (e + 1)I(B)

+

S

(1 —1Ins)?1
x / AT b6 2a(s)) — F(s,2(s))] ds

Apa® e
1+ ot (1 — a)l(a+ 1) /1 |z () — z(s)| ds

+

o [ " n(s) — a(s)| ds

An o [ (1—Ins)* ! s\ ds
g [ ) s

A ' (Int —Ins)>? () ds
e [ ) el

1fCzn() = FC () lloo 1 va nlLf G 2n() = FC20))]leo
= T(a+B8+1) (n£)™* + T(a+B+1)

|| f( () = FO ()]l
(1-a)(l+a) T (a+ )I(B+1)

/\/,[,OZQH.’E.,L B x”oo

)1 +ayFar(arn ¢ DTl = lete 1)

+

Mzn = 2lloo | Mz — 7l
Int)“.
T(a+1) Tatr1) 9

+

Puisque f est continue, on donc

IT(xn) — T(2)|loc — 0 lorsque n — oo.

Alors, T est continue.

Etape 2 : Nous montrons que T(Bk) C Bk
En effet, & partir de (H2), alors pour z € Bx = {x € C[0,1], ||z|| < K} et pour chaque ¢ € [1,€], on a
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L ' atp—11f(s,2(s))|
|(Tz)(t)] < m/l (Int — Ins)>*4 e ds

|(Int)® (21nt—a—1| |~ syers-tF 26
(1-a)T s

(it s,
+(1—a)I‘(a+1)F(6)/1(1 In 5) P

Ap(Int)*(1 —1nt)  p|(Int)*(2lnt —a —1)| e
{ (1—a)l(a+1) + 1—a }/1 |(s)| ds

A(Imt)*(2Int —a—1)| [© aAM .
+ (1= a)T(a) /l(l—lns) . d

¢
—|—L/(lnt—ln5)a 1z ()‘ds
r 1

a) s

Ly " (Int — Ins)>thf-1 Lin €(1—Ins)otB-1

F(a+ﬁ)/ s dS+F(a+B)/ s ds
Lia® °(1—1Ins)?1

Tl ta (et 1)r(5)/1 s B

Ape||z oo (e — 1)
1+a) (1 -a)(a+1)

+ pnzfloo(e — 1)

e _ a—1 t _ a—1
n An|z| o / (1 —-1Ins) d Az oo / (Int —1Ins) ds.
1 1

IN{))] s st I'(«) s
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Ly
“T(a+p+1)

Lin
(Int) Tla+B+1)
Lia® Apa®||z] (e — 1)

T -0t T(ar DTB+ D) |~ (1+a) (1 —al(atl)

||| o A2 ]| oo

Fmliloole =10+ 5 S Fat )

(Int)®.

Ll(]. +’I7) LlOla
“Ta+p+1)  (I-a)(d+a) T(a+tI(B+1)

Apa® ||z oo (e — 1)
+ + pnllzlloo +

Allz]loc (7 + 1)
14+ @)t (1-a)(a+1) '

MNa+1)

Ll(]. +’I7) LlOla
“Tla+p+1)  (1-a)(1l+a)HT(a+1)I(E+1)

Apa®K(e—1)
K
T0Ta (- al(arn T

AK(n+1)
Fla+1)

<K.

Alors, (Tx)(t) € Bg implique T'(Bg) C Bk.
Etape 3 : Nous montrons que T(Bg) est équicontinu.D’apres I’Etape précedente, on a trouvé que

ITz|| < K est , donc T(Bg) est uniformement borné .
Pour I’équicontinuité de T (B ), soient t1,t5 € [1,¢], t1 < t2 et © € Bk, nous avons
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(Ta)) — (e = gy [t =gy L2 g,

(k) @Itz —a—1) /e(l Clgete1 {526)

(1—-a)(a+p) S

(Inta)*(1 — Intg) ‘ _1.f(s,2(s))
Qe 0w e

A(Int2)*(1 —1Inte)  p(lnty)*(2Inty —a —1) e
[ (1-a)l(a+1) + 1—a }/1x(s)ds

A(nts)*(2Inty —a—1) (¢ s)a—1?
[ AU

A tzn —nso‘flﬁs
_r<a)/1(1 fy — Ins) d

1 " atp—1/(s,2(s))
— m[ (lnt1 —IHS) + 1? ds

b @t —a =) [7( s [0

(1-a)(a+p) S s

S

(Int)*(A —Inty) [ 1 5)A1 f(s,2(s))
T —a)I‘(a+1)F(B)/1 (1-Ins) P

)\M(lntl)a(l — lntl) /’(‘(lntl)a(ZIHtl - 1) e
_[ (1-a)l(a+1) + 1—a }/136(S)ds

x(s) d

S

S

B AInt))*2lnt; —a—1) [€ Cn ot
(R r R AU

2(s)

S

A f 1
= Inty —Ins)*™
+F(O¢)/1 (Int; —Ins)
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Ainsi,

|(T.13)(t2) — (T$)(t1)| = ‘F(al—i_ B) 1 1 f(S :(3)) [(lntg —In S)a—i—ﬁ—l _ (lnt1 —1In S)a+[5—1] ds

L s L)
)/ (Inty —Ins)** d

+ s
Lla+06) /i, s

N (a+1)((Int2)® — (Int1)®) +2(Inty )+ — (Inty)2*1)
(1—a)l(a+pB)

X /16(1 - lns)“+5_1M ds

S

J nta)™ = (nt)™ 4 (Int)? = (Ints)® /6(1 —lns)?lds

(1 —a)T(a+1I(B) 1

A((Intg)tt — (Int2)o ) + Au((Intz)® — (Intq)®) [€
+ 1 —al(artl) /1 #(s)ds

l—«

L o )(Int)? — (Int)*) + 2u((Inty)* ! — (Inty)* ) /1 2(s)ds

AMa+1)((Int)® — (Intz)®) + 2A((Intg)* ! — (Inty)2*t) (€ a_12(8)
. (- a(a) e

[(Int; —Ins)*~! — (Inty — Ins)* t]ds

(Inty —Ins)*™ 1z S)ds

al
“ria

Ll[(lntg)o‘+5 _ (hltl)a+ﬁ]
Fla+p+1)

+ L1|(OZ + 1)[(lnt2)°‘ — (lntl)a] + 2[(lnt1)o‘+1 — (1Dt2)a+1]|
1—a)(a+B+1)

+ L1|(lnt2)a+1 - (lntl)O"H + (lntl)o‘ - (h’ltz)a|
(1-a)l(a+1I(B+1)

n (Apl(Int1)**h — (Into)* ™ + Ap[(In t2)* — (Inty)?]]|z]|(e — 1)
I-a)l'(a+1)
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4 (et Dnt)® = (Intz)* + 2p[(Intz) ! — (Inty)**|||l2/[(e — 1)
11—«

N Ao+ 1[Int1)® — (Intz)®] + 2A[(Inte) T — (Inty)* ||| ||
(1-a)l(a+1)

Allz]] o o
m[(lnb) — (Int1)?]
< Ll[(lntz)a+6 — (1Ht1)a+ﬁ] 2L1 L1
ST Ttg+ (—al(a+8+1)  (—-al(a+(E+1)
MK (e —1) 2uK(e—1) 20K

1-a)l(a+1) (1-a) (1—a)l(a+ 1)} ((Int2)* T — (Inty)*+h)

Li(a+1) Ly K (e — 1)
+ +
1-—al(a+p+1)  (1-al(a+1)I(B+1)  (1-a)l(a+1)
pla+1)K(e—1) Ma+ 1)K \K ) )
" 1-a (1—a)la+1) F(a—f—l)] ((Int2)® — (Intq)”).

Lorsque t; — t2, le c6té droit de I'inégalité e droit de I'inégalité ci-dessus tend ver zéro. Ainsi, T'(Bg) est
équicontinu. Alors, par le théoréme d’Arzela-Ascoli, T est complétement continue.

En conséquence du théoréme de point fixe de Schauder, on en déduit que 7" admet des points fixes qui
sont des solutions du probleme (2.1). O

2.3 Exemples

Dans cette section, on présente quelques exemples pour illustrer nos résultats.

Exemple 1

On considére le probléme suivant :

D3(D7 + Da(t) = f(t,z(t)), 1<t<e,

z(1) =0, xz(e)=1% [ x(s)ds, (2.12)

_sin2<me>( ] +1) /2

t — ve
f(t2) et +10 \|z| +1 +

Clairement, la fonction f est continue. Pour chaque x,y € R et ¢ € [1, ¢], nous avons

7(t2(0) = Sty(@)] < 55l —yl.
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Ainsi, I'hypothese (H1) est satisfaite avec L = 15. De plus,

(1—a)(1+ a)tTT(a+ 1)1 — nu(e — 1)]
A+n1-a)l+a) T (a+1)I(B+1)+aT(a+ B+ 1)

pa(e—1)+ (n+1)(1 - a)(1 + o)+
1+l -a)(l+ @)t T(a+ 1T (B+1)+aT(a+5+1)

xT(a+ B+ 1)I(8+1) ~0.2978

et

L < 0.2978.

Par conséquent, selon la conclusion du Théoréme (2.1), il s’ensuit que le probléeme (2.12) admet une
solution unique définie sur [1, e].

Exemple 2

(1) =0, ax(e) =1 [ x(s)ds, (2.13)

NS _7 _ 1 _ 1
ola=35, B=4, A=g5 pu=-=zet

fitz() = 713 sin x

Clairement, la fonction f est continue. Pour chaque z,y € R et ¢t € [1, €], nous avons

Ainsi, 'hypothese (H3) est satisfaite avec Ly = %.
et
B ={z € C[0,1], ||lz]| < K}.
est un ensemble fermé, borné et convexe. Avec K satisfait :
Lqi(14n) Lia®™

+ 1+o @
K > D@D (1fa1><1+z> TG ) 2686

tel que A ~ 0,4516.

Par conséquent, selon la conclusion du Théoreme (2.2), il s’ensuit que le probléme (2.13) admet au
moins une solution définie sur [1, ¢].
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Chapitre

Etude du probleme aux limites d’équations
différentielles fractionnaires p-Laplacien

3.1 Introduction

Ces derniéres années, la théorie des équations différentielles fractionnaires linéaires et non linéaires
a connu un essor important, avec un nombre croissant de résultats obtenus. Cependant, la plupart des
travaux se concentrent sur 1’étude de ces équations dans des intervalles finis et avec des conditions aux
limites initiales. Les conditions aux limites anti-périodiques, quant & elles, interviennent dans la modéli-
sation mathématique de nombreux phénomenes physiques, comme le montrent les travaux d’Ahmed et
al. [5], Chen et al. [10] et Mattar [22, 23, 24].

Ce chapitre est consacré a I’étude de 'existence et de I'unicité de la solution du probleme aux limites
suivant :

{D“ (o DP(1)) = F(t,2(1)). I<t<e, )
z(1) =0, DPz(1)=0, =z(e)=A[ x(s)ds,

on0<a<1l,1<B<2etA>0,D%et D? désignent la dérivée de Caputo-Hadamard ., (s) = |s|P~2s
avec p > 1 (pp)71(s) = p4(s), on ]% + é =1let f:[1,e] x R = R est une fonction continue donnée.

Soit C([1, e],R) I’espace des fonctions continues sur [1,e] avec des valeurs réelles, équipé de la norme
|z]| o = SUP<i<. |Z(t)], cet espace est un espace de Banach.

Lemme 3.1. Soit y € C[1, e] une fonction continue. La solution unique du probléme de valeur auz limites
fractionnaire linéaire de Caputo-Hadamard

{D“ (¢p(D7(1)))

= y(t)v 1<t<e,
2(1)=0, DPz(1)= (3.2)

0, z(e)=A [ z(s)ds,

est donnée par

e [ ) s [ 07 220)
—A/lex(s)ds} .
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Preuve. En appliquant l'intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre « & des deux cotés de I’équation

D* (pp(D7x(1))) = y(1).

Nous avons
ep(DP(t)) =7 I°y(t) + co.

DPa(t) = ¢, [F(la) /1t <lnz>a1 y(s)% + ¢

Par la condition au limite D?z(1) = 0, nous avons ¢y = 0. Ensuite,

x(t) =" 1P, (1Y (t)) + c1 + coInt.

Ainsi,

La condition au limite (1) = 0 implique
|cl|q72¢:1 =0=c¢ =0.
Alors, ¢; = 0 .Par conséquent, cela satisfait
x(t) =7 1%, (T 1%(t)) 4+ ca Int. (3.3)

Par la condition au limite z(e) = A ;" z(s) ds,nous avons

co = /\/16 x(s)ds =7 1P, (I%y(e))

[ Catwas— s [ (06) o (s [ ()T M) &

En remplagant la valeur de co dans (3.3) ,nous obtenons la solution de (3.2) comme suit

=gt (+1) (et | D)) ¥
el () e [ (2 ) S
)\/lex(s) ds] .

Cela complete la preuve .

Lemme 3.2. Sia,b>0, v >0, alors
(a4 b)7 <max{27"! 1}(a” + V7).
Preuve. De toute évidence, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 0 < a < b, v # 1.
Soit ¥(t) =7, t € [0, +00).
(i) Si~y > 1, alors ¥(t) est convexe sur (0,+00), et donc

1 1 1 1
P <2a + 2b> < 57/1(‘1) + 51/’(17)7

c’est-a-dire,

Laroy<

o (a7 +b7).

DN | =

Ainsi
(a+b)" <277 1a” +b7).
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(if) Si 0 <~ < 1, alors 9(t) est concave sur [0, 4+00), et donc

¢(a):¢<aib-0+aib-(a+b))

v
<
e
_l’_

et

a

w(b):w(a+b-0+aib-(a+b))

> % p(0) + —2—yp(a+b)

a+b

a+b
= Lw(a +0b)
Ca+tb
Ainsi, ¥(a) + ¥ (b) > ¢ (a + b), & savoir,
(a+b)7 <a”+b".
Par (i), (ii) ci-dessus, nous avons

(a+ b)Y <max{27" 1}(a” + b7).

Lemme 3.3. [10] Soit ¢, l'opérateur p-Laplacien. Alors,
(i) Sip>2etlz|, |yl <M, alors

|6p(2) = Sp(y)] < (p = 1MP 2|z —yl.
(i) Sil<p<2 zy>0,et|z||y >m>0, alors

|0p(2) = Ep(y) < (p = DMz — y|.

Preuve. Soit ¢,(z) = |z|P~2x , 2 € R, ¢, est continue sur intérvalle [z, y], Vz,y € R et dérivable sur |z, y|

On appliquer le théoréeme des accroissements finis on a :
Je €]z, yl, tel que ¢p(x) — dp(y) = ¢}, (c)(x —y)

(1) Si p>2et |z |yl <M

Alors,
Pp(x) = dp(y) = dp(c)( — y) = [9p(2) — Dp(¥)| = |9}, ()| — y]
¢p(x) - ¢p(y) — & (¢
e BT
On a
Pl ,x >0
¢;0(‘T): {(—1)p_2$p_1 < 0
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Donc,
— 1)gP—2
' () = (p— 1z ,x >0
? (—=D)P2(p—1DaP=? ,x <0
ona |z| < M,
Six >0,
|6y,(2)] = |(p — 1) 2|
= (p—1)|z"~?
<(p—1)MP~2
Siz <0,
|6, (2)] = [(=1)P*(p — 1)a? 2|
— (- el
<(p-1)MP?
Donc,

Alors, |¢(c)] < (p—1)MP~2 .

Ainsi,

Alors,
|p(2) — dp(y)| < (p— 1)MP |z —y.
(#1) Sil<p<2 2y >0,et|z]|y >m>0,VreRon a,
1

Tl 2m= s < e

vVt € Ron a,

_p-1
=
p—1
< T
=(p—mP~?
Donc, |¢y,(c)| < (p — 1)mP~2.
Ainsi,
|9p(z) — dp(y)] ,
1P = PoAIL 14 (e
e AL
<(p—1LmP?
Alors,

|6p(2) = dp(y)] < (p — 1)mP %[z —yl.
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3.2 Existence et unicité de la solution utilisant le principe de contraction
de Banach

On considere les hypothése suivantes :

(H1) 1l existe une fonction continue positive w telle que
[f(t )] <w(t), (tx) €[l e xR
(H2) 1l existe une constante positive k telle que pour tous z,y € R

|f(t,.%‘) _f(t7y)| < klx_y‘7 vt e [176]

(H3) Il existe une fonction continue positive T telle que
[f(t2@) = T@), (z) el xR

Théorém 3.1. Supposons que 1 < p < 2 .0n suppose que les hypothéses (H1)-(H2) sont vérifiées. Si

1-Xe-1)
F<—N
avec
_ (g—-1)Ma2 (¢ — )M~
S T(a+p+1)  T(a+DI(B+1)
ot
vl
I(a+1)

Alors, le probléme (3.1) posséde une solution unique .

Preuve. On transforme le probleme (3.1) a un probleme du point fixe, dont les solutions du probleme
(3.1) sont identifiées & des points fixes de 'opérateur T qui est défini par :

o ) s ) 5200
o {F(lb’) /1 ()" e <r(1a) /1 (w2)" L2 dT) - (3.4)

) /1 " (s) ds]

En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que 7" est une contraction.

43



Chapitre 3. Etude du probléme aux limites d’équations différentielles fractionnaires p-Laplacien

Par condition (H1), nous avons que

[ 1

S Tla+ 112
el
“T(a+1)

Pour tout x,y € R, nous obtenons :
1 ¢ AN 1 s syt f(r,a(r)) ds
) (1) (o [ ()7 F e €
[ )y [ (0 )
e 1t e\ Lo [*r o s\emt f(ry(n) |\ ds
—|—)\lnt/1 x(s)ds — F(B)/1 (lns> bq (I‘(a)/l (ln;) = dT) 5

+ Ilr(lﬁt) /16 (ln S)B_l &q <F(1a) /18 <1n ;)0(—1 f(T’f(T)) d7'> % Alnt/lE y(s)ds

(o) ot ] 1o2)" 120
(i [ (02 L)
_ I}r(lﬁt)/le (1n 36—1 {qbq <F(1a) /ls (111§)a_1 f(T,f(T)) d7>

s (F(la) /1 (1n ;)OH f(T’f(T» dr)] % + Alnt/leas(s) —y(s)ds

[(Tz)(t) = (Ty)(#)| =
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Il résulte que

@0 - o)< o [ (m2)

o (g [ (w2) 2 )
(i | (02) )
i % / (lnf)[H b4 (F(la) / ) (m;)a* f<nf<7>> dT)
(o o2 0

Par le Lemme 3.1 et le fait que 1 < p < 2 = ¢ > 2, nous obtenons

o ) s

ds
s

ﬁ/l (hé)(kl f(Taf(T)) ir

% +>\/1€ |x(s) —y(s)|ds

ds
s

% +/\/1€ 12(s) — y(s)| ds

1ot 2
(o0 - @) < g [ (wh) @

rig [ () 0
), (a3

< DM T ) [ () o) st 2

+ (qr(oj))lf\(i;)z /le <ln Z)B—l/ls (ln f)a—l Fr5(e)) — £or g dr ds

+Ae -1z -yl
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< k(g — )M ||z — yllo /t ! t [31/3 (1 s>a—1 dr ds
n-— n— ——
B L(e)T'(8) 1 $ 1 T TS

Mottt [ ()" [ (o2) 4%
+Ale =Dz = ylloo

kg— DM 2|z —yllo [*(, t\"7" . .ds
<M () e

k(g = DM 2z —yllo [, €)1 ads
+ Mo + 1T(5) /1 (111;) (Ins) ~

+Ae—Dlr -yl

_ kg~ DM — gl
- Mla+5+1)

k(g — M|z -yl
T(a+ DD(F+1)

(In t)a+ﬂ +

+AMe—Dlz -yl

< Ka= DMz —ylloo | k(g = DMI2||z — yllo
- Fla+p+1) Fla+1DI'(B+1)

+Ae =Dz —yllwo

Bg— M7 k(g —1)M?
Ta+pf+1)  Tlat DAL

+Ae =D Iz =yl

< [EN +Ale = D]z = ylle
Puisque nous avons k < Lj\f_l) ,donc T est une contraction. En utilisant le principe de contraction
de Banach, alors T' admet un point fixe unique, ce qui implique que de probélme (3.1) admet une seule

solution dans C1,¢] . O
Théorém 3.2. Supposons que p > 2 .On suppose que les hypothéses (H2)-(H3) sont vérifiées.
Si
1-Xe—-1)
| A S
< e
avec
. (g=1m*> (¢ —1)m?~2
C Tla+B+1) Tla+1I(B+1)
ot
B C
C T(a+1)

Alors, le probléeme (3.1) posséde une solution unique .

Preuve. Clairment, les points fixes de 'opérateur T" sont des solutions du probleme (2.2).
En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que T' définie par (3.4) est une contrac-
tion.
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Par la condition (H3), on a

ﬁ/; (ln ;)’Ll f(T,;C(T)) dr > F(la) /1 (ln ;)O‘*l @dT

tel que C' = min Y(7).

Pour tout z,y € R et t € [1, €], nous obtenons :

i (1) Lo (st [ (2] 40)

s (F(la) /1 (hl;)“*l f(ﬂTZU(T)) dT)] %

) o [ )

_ (F(la) /1 (1n ;)a_l f(T’j_/(T)) dT>] % + )\lnt/lex(s) —y(s)ds
() o (s [ () e )

éﬁ/l (ln ;)a—l f(T,i/(T)) dT)
i 09 o (i [ (w2) L)

—on (e [ (0 2) LD ) [ s

[(T)(t) = (Ty) ()] =

ds
s

\
-
[t}
7 N
=

—
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Par le Lemme 3.1 et le fait que p > 2 = 1 < ¢ < 2, nous obtenons

t B—1
(T2)(0) — T < 7755 | (mjj;) (a1

£

L [ () )

bt [ ) g o [ 2 D,

L ) I e
D ) [ (102 o)~ st

S [ () [ (02)" et - sy £

+Ale =Dz — ylloo
k(g —1)m? 2|z -yl [* t\PT s sye-l drds
=T T / (l) J )T
k(g —1D)mi2|z —ylleo [/, eNB~L [*/ sy\a-1 drds
* T(a)T(5) /1 () /1 (7)) 7%
+Ae =Dz —ylloo

k(g =1Dm? 2z —ylo [*(, t ot o ds
= I(a+ 1)T(B) /1 <1n s) (Ins) s

Bla— Dme s — gl [¢ (. ey? 1, ods
T T ar 0T (B) /1<ln§) (Ins)"3

+Ae =Dz —yllwo
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k(g — 1)m? 2|z — yl
- MNa+p4+1)

k(g — 1)m?~2[|lz — yll

(Int)*+F + (ot DT 1)

+Ae =Dz -yl

k(g —1)m? %z —yllo | k(g —1)m? 2|z — yllw
= T(a+B+1) T(o+ DB+ 1)

+Ae =Dz -yl

k(q —1)md—2 k(g —1)md~2
Ma+B8+1) T(a+1)IN(B+1)

+Ae—D| Iz =yl

SEM™ 4+ e = D]z =yl

Puisque nous avons k < % ,donc T est une contraction. En utilisant le principe de contraction
de Banach, alors T' admet un point fixe unique, ce qui implique que le probelme (3.1) admet une seule

solution dans C[1,¢] . O

3.3 Existence de la solution via le théoréme de Schaefer

On considere les hypothese suivantes :
(H4) La fonction f:[1,e] x R — R est continue.
(H5) Tl existe des fonctions positives a(t), b(t) € C[1, €] telles que

[f(t2()] < at) +bO)]a()P~, VEele], zeR
(H6) L’inégalité suivante est vérifiée
max{27" L 1| + Ae—1) < 1

Théorém 3.3. On suppose que les hypothéses (H4)-(H5)-(H6) sont vérifiées. Alors, le probléme (3.1)
admet au moins une solution.

Preuve. Clairment, les points fixes de 'opérateur T sont des solutions du probleme (3.1). Soit

max{2¢~", 1} L|ja]|"

K> -
1—Xe—1) —max{2¢-1 1} L||b]|%&

avec

1 I'a(g—1)+1) n 1
Cla+ D))t [TB+alg-=1)+1) TBE+1)

et considérons

Br ={z € C[0,1], [lzf| < K}.

oll B est un sous-ensemble fermé, borné et convexe.
Nous allons montrer que T satisfait les hypothéses du théoreme de point fixe de Schaefer. La preuve sera
donnée en quatre étapes :

Etape 1 : Nous montrons que 7' est continue
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Soit {x,} une suite qui converge vers = dans C[1, e], pour tout ¢t € [1,e], on a

JCTACHIE

ds
S

(T,)(6) = ()0 < 15 [ t (mz)ﬁ‘l
(s [ () )
i) 09
(st [ () )
<t o (g /| (02) 020
(s [ ) )
et o (g /| n3) 205 )

ds

a partir de la continuité de f, ¢, et par théoréme de la convergence dominée ,on a

|T () —T(x)||oc — 0 lorsque n — oo.

Donc, T est continue.

Etape 2 : Nous montrons que T(Bg) C Bi.
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En effet, & partir de (H5), alors pour € Bk et pour chaque t € [1, e], nous avons

i (0) o (i | (02) £ 2]
—Int [1“(1ﬁ) /16 (ln 2)371 b (I‘(la) /15 (lnz)“* f(T,:”(T)) d7> %
—)\/lex(s)ds}

Ta(t)| < ﬁ /j (m Z)B_l

+F<15)/1 ()™

Ta(t)] =

< F(lﬁ)/lt (m z>6_1¢q (I‘(la) /1 (m ;)‘H G<T>+b(TT)\r(T)IP*1 dT) %

b [ ) o (s [ () A OO )y o

LT 1 svart falle 4 ot ds
<) (n5) e (ma ) (02) s

N 1“(15)/1 <ln Z)B—l% (1“(104) /1 (ln ;)“—1 lalleo + IIlelooIISCII%;?1 dT) %
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1t " (allse + bl K=Y [/ s\o=1 dr ds
<) () e (Mt L 2T T)S

i ) (B (a2 £ 2

+AK(e—1).

1N (lallse + Iblloo P71 L ds
Srw)/l(lns) ‘bq< (ot 1) ““S)>s

1 © e\A-1 llalloo + ||bHooKp_1 o) 48
+@/1 (lng) d’q( T(a+1) (Ins) >s

—1 _ -1
o1 / ) (Nalloo + 10l KPN T gy ds
- T s MNa+1) s

I a-1 - W
n /(mf) (Ilal + [[blloo K > (In 5)o@=D L
1

I'(5) s T(a+1) s
+Me—1)K.
- (”a|°§r+< ﬁ'ﬁfj)q_l (It 4+ 15 (n )] 4 MK (e — 1),
. <||a|ozr+( O['lﬂ'i)ﬁiill)ql :ré(i(f((; ?Sfl) (Inf)eta 4 mlﬁ)} FAe— DK,
. (||a|ozr+( (l'ﬂ'j")ii:l)ql ;f;i(z(; ?Sfl) N F(51+ 1)} + e~ K.

= (lalloo + Ibllo K1) L + A(e — 1)K.
<max {2771 1} ([laf|lit + (Bl K) L + Me — 1)K,

<K
Alors, T(Bg) C Bk
Etape 3 : Nous montrons que T(B) est équicontinu.

D’aprés IEtape 2, nous avons T'(Bg) C Bg. Ainsi, pour chaque = € By, nous avons ||N(z)]|e < K,
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ce qui signifie que T(By) est bornée. Ensuite, selon la condition (H5) il existe R tel que :

L (f(tu®)] < R

Pour I’équicontinuité de T (B ), soit t1,ta € [1,¢e], t1 <ty et © € Bk, on a

L () ([ ) )
oy [ ) [ o2) )
] gt [ () o [ () )

[Tz (ty) — Tx(ty)| =

A/le:c(s) ds}
<t/ |(08) - 08) T )

+(Ints — Inty) {1;;)1 /1 (mi)ﬁ*l % +/\/16 x(s)ds}

q—1

Ri-1

SN CES

[(Int2)? — (Int1)?] + (Ints — Inty) [FR + AK(e — 1)] .

(6+1)

Ce qui implique que ||Tx(t2) — Tx(t1)]lcc — O lorsque ¢; — t2. En conséquence de I'Etape 1 a
I’Etape 3, conjointement avec le théoreme d’Arzela-Ascoli, nous pouvons conclure que T est continue et
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completement continue.
Etape 4 : Il reste maintenant & montrer que I’ensemble

A={x e C([1,€]) : . = pT(x) pour certains 0 < p < 1}
est borné.

Pour un tel = € A, done, pour chaque ¢ € [1,€], on a

co=o[et | (0) " (e f (03 00
o [ ey f o) 2 )
_)\/1633(5) ds”

Soit ¢ € [1, €], pour p € [0, 1].

s o f ()
+ r<16>/1 (&)™

ds
S

o (i [ (w2)" L2 )

on(rga [ (02 )1

S

1 t £\ A1 1 s 5\ 1 [lalloo + [|0llool]|B " ds
<t () oolew [ 0+2) ST

b [0 b (s [ () el )

+ Ae — 1)1z co-

Ut (lallee + blleclizlas G ds
st (n5) e (Mt mer)

1o et (lallo + [bllsollzlZst - L ds
+I‘(ﬁ)/1 (hl;) ¢q< F(a—i—l) (IHS) >S

+ Ale = D[z]]oo-
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_ _ —1
LMt (Nallos + 18l 5 ) ate-1) 3
< In (Ins)
rB) ), s I(a+1) s

11 eNB1 (lalloo + IbllsllzlB N7 0 aggeny ds
o ) () ( Ma+1) (a5

+ Ae — D)1z co-

(lallso + bl llzlizz)™™ [ Tatg—1)+1) .
S et [rwm(q_l)ﬂ)mﬁﬂ)}+A<e—1>||x||oo.

— -1
= (llalloo + IBllsclllI25 1) L+ Ale = 1) |zl oo-

< max{27, H([lallZS + P15 |2 lloo) L+ Ae = D2l

Depuis (H6), on peut voir qu’il existe une constante P* > 0 telle que

[2floo < P

Cela montre que ’ensemble A est borné.En conséquence du théoreme de point fixe de Schaefer, en
déduit que T admet un point fixe qui est la solution du probleme (3.1) . O

3.4 Exemples

Dans cette section, on présente quelques exemples pour illustrer nos résultats.

Exemple 1

Considérons le probleme de valeur limite suivant :

D} (p3(D¥a(t)) = f(t.x(t)), 1<t<e,
(3.5)
2(1)=0, D2z(1)=0, a(e)=1 [ x(s)ds,
ota=3, B=35,p=35q9=3A=et
1 1
ft,z(t) = m(cosx + Z)’ vVt e [l,e], VxeR.
Clairement, la fonction f est continue.

Il existe une fonction w(t) = m > 0.pour tout ¢ € [1,¢€] ,telle que

(e ()] = | g (cosa+ )
< 5
T 482 +4)
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Pour chaque z,y € R et ¢ € [1, €], nous avons

1
|f(t2() = f(ty(@)] < Flz —y]
Ainsi, 'hypotheése (H2) est satisfaite avec k = %. De plus,
1—MNe—1) 1—3(e—1)

= ~ 0,7496 > 0,25
N 1 8 ) )
2/ 3/

Par conséquent, selon la conclusion du Théoreme (3.1), il s’ensuit que le probléme (3.5) admet une solution
unique définie sur [1, ¢].

Exemple 2

On considére le probléme suivant :

Di (@2(D%x(t))) = arctan(l +1) + gge "2 (1), 1<t <e,

f(t,z(t)) = arctan(1 +t) + mioe*tza%(t)

Clairement, la fonction f est continue. Pour chaque z € R et t € [1,¢e],0on a

T |zt
tz(t)] < =
Pl < T+ 20
Ainsi, I'hypothese (H5) est satisfaite avec a(t) = 5, b(t) = 1o5z-
Ensuite, [|alloc = 5 et [[b]loc = 195 ©t

max{29" 1 1}||b| % L + A(e — 1) ~ 0.3511 < 1.
tel que L ~ 1,0061.

et
B ={z e C|0,1], ||z| < K}.

est un ensemble fermé, borné et convexe.Avec

max{2¢1 1} L|a||%;!

~ 9.0035
1= (e — 1) — max{2¢-1, 1} L[] &

K>

Par conséquent, selon la conclusion du Théoréme (3.3), il s’ensuit que le probléme (3.6) posséde au
moins une solution définie sur [1, e].
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Conclusion et Perspective

Nous avons étudié ’existence et 'unicité de certaines solutions pour des probléemes aux limites d’équa-
tions différentielles fractionnaires de type Langevin et de p-Laplacien avec la dérivation de Caputo-
Hadamard.Ces résultats ont été obtenus en utilisant les théorémes de point fixe (Banach, Schauder,
Schaefer). Ce travail généralise et améliore des résultats précédents.

Pour élargir et généraliser les résultats de ce mémoire, il serait utile d’examiner les inclusions différen-

tielles et d’étendre les problemes étudiés dans les espaces de Banach en utilisant diverses techniques et
théoremes du point fixe, afin de déterminer les conditions optimales pour obtenir les meilleurs résultats.
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Abstract

In this memory, we have studied some boundary value problems associated with fractional differential
equations in the sense of Caputo-Hadamard.

We began by examining a class of fractional differential equations of the Langevin type. In this context,
we demonstrated certain results concerning the existence and uniqueness of solutions. Next, we focused
on the fractional p-Laplacian boundary value problems, where we established the results on the existence
and uniqueness of solutions. The existence and uniqueness of the solutions to the previous problems were
demonstrated by applying fixed-point theorems (Banach, Schauder, Schaefer). Additionally, we have in-
cluded two illustrative examples for each of the addressed problems to demonstrate the validity of the
conditions and to justify the effectiveness of the obtained results.

Keywords : Fractional differential equations, existence of solutions, Caputo-Hadamard fractional de-
rivative, fractional integral, fixed point.

Résume

Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques probléemes aux limites associés aux équations différentielles
fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard.

Nous avons commencé par examiner une classe d’équations différentielles fractionnaires de type Lange-
vin. Dans ce cadre, nous avons démontré certains résultats concernant l’existence et I'unicité des solutions.
Ensuite, nous sommes penchés sur les problemes aux limites différentielles fractionnaires p-Laplacien, ou
nous avons établi les résultats sur l'existence et 'unicité des solutions. L’existence et 'unicité de la solu-
tion des problémes précédents ont été démontrées par 1’application des théorémes de point fixe (Banach,
Schauder, Schaefer). De plus, nous avons inclus deux exemples illustratifs pour chacun des problemes
abordés afin de démontrer la validité des conditions et de justifier lefficacité des résultats obtenus.

Mots-Clés : Equations différentielles fractionnaires, existence de solutions, dérivée fractionnaire de type
Caputo-Hadamard, intégrale fractionnaire, point fixe.
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In this memory, we have studied some boundary value problems associated with
fractional differential equations in the sense of Caputo-Hadamard.

We began by examining a class of fractional differential equations of the Langevin type.
In this context, we demonstrated certain results concerning the existence and unigueness
of solutions. Next, we focused on the fractional p-Laplacian boundary value problems,
where we established the results on the existence and uniqueness of solutions. The
existence and uniqgueness of the solutions to the previous problems were demonstrated by
applying fixed-point theorems (Banach, Schauder, Schaefer). Additionally, we have in-
cluded two illustrative examples for each of the addressed problems to demonstrate the
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validity of the conditions and to justify the effectiveness of the obtained results.
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