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âme,mon soutient ma force et ma fierté : mon père Hamza.
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1.8.4 Dérivation fractionnaire de Caputo-Hadammard . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.9 Lemmes Auxiliaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Introduction

Au cours des dernières décennies, on a constaté un regain d’intérêt parmi les chercheurs pour l’étude
des équations différentielles fractionnaires. Cette attention accrue découle des applications variées des
équations différentielles fractionnaires dans les disciplines de l’ingénierie et des sciences. Ces applications
incluent des domaines tels que la dynamique des fluides, la théorie des fractales, la diffusion dans les
milieux poreux, les neurones biologiques fractionnaires, le flux de trafic, la rhéologie des polymères, la
modélisation des réseaux neuronaux, les panneaux viscoélastiques dans le flux de gaz supersonique, les
systèmes réels caractérisés par des lois de puissance, l’électrodynamique des milieux complexes, l’iden-
tification des systèmes sandwich, les oscillations non linéaires des séismes, les modèles de croissance
démographique, la modélisation mathématique de la diffusion de particules discrètes dans des fluides
turbulents, les réacteurs nucléaires, et la théorie de la dynamique des populations.

Les équations différentielles fractionnaires servent d’outils cruciaux pour décrire les propriétés de
mémoire et héréditaires exhibées par divers matériaux et phénomènes. Des perspectives plus approfondies
sur la théorie et ses applications peuvent être trouvées dans des références bibliographiques telles que
[20, 25, 27, 29].

De plus, le calcul fractionnaire a connu des avancées significatives dans divers domaines, allant de la
théorie mathématique pure aux sciences appliquées. Les applications s’étendent à des domaines tels que
la modélisation du transfert de chaleur dans des milieux hétérogènes, la modélisation du chauffage des
ultracapaciteurs et des faisceaux, et plus encore. Ces applications sont principalement motivées par l’ob-
servation selon laquelle de nombreux systèmes physiques présentent une dynamique d’ordre fractionnaire,
avec leurs comportements régis par des équations différentielles fractionnaires (EDF).

La signification notable de l’utilisation des EDF réside dans leur capacité à décrire des propriétés non
locales, où l’état actuel et tous ses états précédents influencent l’état suivant d’un système dynamique.
Cependant, il est essentiel de noter que l’obtention de solutions analytiques pour les problèmes de calcul
fractionnaire pose des défis significatifs. Par conséquent, des méthodes numériques et d’approximation
sont couramment proposées pour obtenir des solutions approximatives à de tels problèmes, comme en
témoignent des travaux tels que [4, 3, 14, 18, 17, 28].

Des études récentes se sont également penchées sur les équations différentielles d’ordre fractionnaire
équipées de diverses conditions aux limites. La littérature dans ce domaine englobe des résultats d’exis-
tence et d’unicité liés à des problèmes classiques, à des problèmes de valeur initiale, à des conditions
périodiques/antipériodiques, non locales, multipoints, à des conditions aux limites intégrales, et à des
conditions aux limites fractionnaires intégrales. Des références importantes incluent les monographies
d’Ahmed et al. [1], Benchohra et al. [6], W. Benhamida et al. [8], D. Chergui et al. [11], Chen et al. [10],
Goodrich et al.[16], et Zhang et al. [33].

La différence entre l’approche de Caputo-Hadamard est que la dérivée d’une constante par rapport à
Caputo-Hadamard est nulle, contrairement à l’approche de Hadamard qui donne une dérivée non nulle.
L’avantage le plus important de la dérivation de Caputo-Hadamard est son applicabilité à un ensemble
plus diversifié de systèmes, y compris ceux avec des conditions initiales non nulles, ce qui étend son utilité
pratique.

La théorie de point fixe joue un rôle important dans l’étude de l’existence et de l’unicité de divers

5



TABLE DES MATIÈRES

problèmes de valeurs aux limites, où quelques théorèmes de point fixe ont été utilisés de cette manière, tels
que les théorèmes de Banach, de Schauder et de Schafer. Cette approche théorique fournit un cadre solide
pour étudier les propriétés mathématiques et physiques des solutions fixes et leurs effets sur les différents
systèmes, contribuant ainsi à une compréhension approfondie des phénomènes complexes dans ce contexte.

Ce mémoire se compose d’une introduction et trois chapitres :

Dans Chapitre 1, nous présentons quelques définitions et notions de base de l’analyse fonctionnelle,
telles que les espaces de Banach, la compacité et la convexité. Nous donnons également quelques définitions
et propriétés concernant le calcul fractionnaire, comme l’intégrale fractionnaire et la dérivée fractionnaire
dans différents sens, au sens de Riemann-Liouville, Caputo, Hadamard et Caputo-Hadamard. Certains
théorèmes de point fixe sont présentés, comme le principe de Banach, le théorème de point fixe de Schau-
der et le théorème Schaefer, qui ont été utilisés dans la suite de ce travail.

Chapitre 2, est réservé à exposer certains résultats d’existence et d’unicité de solutions concernant
un problème aux limites pour une équation différentielle fractionnaire de type Langevin. Nos résultats
sont fournis par les théorèmes du point fixe de Banach et Schauder. Nous intéressons à l’existence et à
l’unicité des solutions pour le problème de valeur aux limites fractionnaire suivant :

Dβ(Dα + λ)x(t) = f(t, x(t)), 1 < t < e,

x(1) = 0, x(e) = µ
∫ e

1
x(s)ds,

Dαx(1) +Dαx(e) = 0

où Dα et Dβ sont les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard, 0 < α < 1, 1 < β ≤ 2, λ > 0, et
µ > 0 sont des nombres réels, et f ∈ C([1, e]× R,R).

Enfin, deux exemples sont donnés pour illustrer nos résultats.

Dans Chapitre 3, On donne des résultats d’existence et d’unicité de solutions des problèmes aux
limites concernant des équations différentielles fractionnaires avec la dérivée de Caputo-Hadamard, en se
basant sur les théorèmes de point fixe de Banach et Schaefer.Nous intéressons à l’existence de solutions
pour l’équation différentielle fractionnaire suivant :{

Dα
(
φp(D

βx(t))
)
= f(t, x(t)), 1 < t < e,

x(1) = 0, Dβx(1) = 0, x(e) = λ
∫ e

1
x(s) ds,

(1)

où 0 < α ≤ 1, 1 < β ≤ 2 et λ > 0 ,Dα et Dβ désignent la dérivée de Caputo-Hadamard .φp(s) = |s|p−2s
avec p > 1 et f ∈ C([1, e]× R,R).

Enfin, deux exemples sont proposés pour supporter nos résultats.
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Chapitre 1
Préliminaires

1.1 Espaces normés

Définition 1.1 (Norme). Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E dans R+

habituellement notée ∥ · ∥ vérifiant pour tous x, y dans E et tout α dans K = R ou C :

1. ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0,

2. ∥αx∥ = |α|∥x∥ (homogénéité),

3. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (inégalité triangulaire).

Définition 1.2. On dit que deux normes ∥ · ∥1 et ∥ · ∥2 sur un espace vectoriel E sont équivalentes s’il
existe deux constantes réelles β ≥ α ≥ 0 telles que

α∥x∥1 ≤ ∥x∥2 ≤ β∥x∥1,

pour tout x ∈ E.

Définition 1.3. On appelle espace normé (E, ∥ · ∥) tout ensemble E muni norm ∥ · ∥.

Exemple 1. L’espace C([0; 1],R) est normé lorsqu’il est muni d’une des normes suivantes :

1. ∥f∥1 =
∫ 1

0
|f(t)| dt

2. ∥f∥2 =
√∫ 1

0
[f(t)]2 dt

3. ∥f∥∞ = supt∈[0;1] |f(t)| (La norme de la convergence uniforme)

1.2 Espaces Banach

Dans tout le chapitre K représente le corps R ou C

Définition 1.4. [21] On dit qu’un espace métrique (E, d) est complet si toute suite de Cauchy de E est
convergente dans E.

Définition 1.5. [15] Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (evn) complet.

Corollaire 1.1. [9] Tout sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Banach est lui-même un espace de
Banach pour la norme induite.

Lemme 1.1. Tout evn de dimension finie est un espace de Banach.

Lemme 1.2. Soit C([a, b]) l’espace des fonctions continues sur un compact [a, b] muni de la norme

∥f∥∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|

est un espace de Banach.
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Chapitre 1. Préliminaires

Preuve. Il s’agit de montrer que C([a, b]) est complet.Pour ce faire, on considère une suite de Cauchy
(fn)n∈N ∈ C([a, b]) et montrons qu’elle converge uniformement sur [a, b] vers une fonction f ∈ C([a, b])

D’après le critère de Cauchy :
∀ε > 0, ∃N ∈ N : ∀n,m > N et ∀x ∈ [a, b] on a :

|fm(x)− fn(x)| < ∥fm − fn∥∞ < ε (1.1)

Il s’ensuit que la suite numérique (fn(x))n∈N est une suite de Cauchy dans R (qui est complet), d’où

∃f(x) ∈ R : fn(x) → f(x) dans R.

Ensuite, montrons que la convergence est uniforme. Pour cela, considérons la limite supérieure de
|fm(x)− fn(x)| lorsque m→ ∞ :

∀n ∈ N : ∥f − fn∥∞ < ε.

Ce qui nous donne que (fn) converge uniforment vers f dans [a, b] .
De plus ∥f∥∞ ≤ ∥fN∥∞ + ε <∞ ; d’où f est borné.
Maintenant, montrons que f ∈ C([a, b]). Pour ce faire, utilisons la continuité de fN :

∀ε > 0, ∃σ > 0 tel que ∀x, y ∈ [a, b], |x− y| ≤ σ ⇒ |fN (x)− fN (y)| < ε.

D’où

|f(x)− f(y)| ≤ |f(x)− fN (x)|+ |fN (x)− fN (y)|+ |fN (y)− f(y)|

≤ 2∥f − fN∥∞ + ∥fN (x)− fN (y)∥∞ ≤ 3ε.

Cela prouve que f est continue sur [a, b].
Ainsi, f ∈ C([a, b]) et donc C([a, b]) est complet.

1.3 Espaces fonctionnels

Soit [a, b] un intervalle compact de R. Nous présentons quelques espaces fonctionnels :

1.3.1 Espace des fonctions continues

Définition 1.6. Soit C([a, b]) l’espace de Banach des fonctions continues à valeurs complexes u : [a, b] → C,
équipé de la norme

∥u∥∞ = sup
t∈[a,b]

|u(t)|.

De manière analogue, Cn([a, b]) est l’espace de Banach des fonctions u : [a, b] → C, où u est n fois
différentiables continûment sur [a, b].

∥f∥Cn :=

n∑
k=0

∥f (k)∥∞ =

n∑
k=0

(
max
t∈[a,b]

|f (k)(t)|
)
, n ∈ N

En particulier, si n = 0, C0([a, b]) ≡ C([a, b]).

Équicontinuité d’une famille de fonctions

Définition 1.7. [12] Soit U un intervalle de R et soit {fn} une suite de fonctions définies sur U avec
fn : U → R.

On dit que la famille de fonctions {fn} est équicontinue si,

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀n ∈ N, ∀x, y ∈ I, |x− y| < δ ⇒ |fn(x)− fn(y)| < ε.
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Chapitre 1. Préliminaires

1.3.2 Espaces des Fonctions Lebesgue Intégrables Lp

On note par L1([a, b],R) l’espace de Banach des fonctions u intégrables selon Lebesgue avec la norme

∥u∥L1 =

∫ b

a

|u(t)| dt.

Alors que Lp([a, b],R) désigne l’espace des fonctions intégrables selon Lebesgue sur [a, b] où |u|p appartient
à L1([a, b],R), équipé de la norme

∥u∥Lp =

(∫ b

a

|u(t)|p dt

) 1
p

, 1 < p <∞.

En particulier, si p = ∞, L∞([a, b],R) est l’espace de toutes les fonctions u essentiellement bornées sur
[a, b] avec un supremum essentiel

∥u∥L∞ = ess supt∈[a,b]|u(t)| = inf{c ≥ 0 : |u(t)| ≤ c pour presque tout t}.

1.3.3 Fonctions absolûment continues

Définition 1.8. [32] Soit E un espace de Banach, une fonction f : [a, b] → E est dite absolûment continue
si pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que pour toute partition finie [ai, bi]

p
i=1 ⊂ [a, b] vérifiant

p∑
i=1

(bi − ai) < δ ⇒
p∑

i=1

∥f(bi)− f(ai)∥ < ε

Remarque :

1. On note AC([a, b]) l’espace des fonctions absolûment continues sur [a, b]

f ∈ AC([a, b]) ⇔ ∃φ ∈ L1([a, b]) telle que f = c+

∫ x

a

φ(t) dt.

2. On note ACn([a, b]), n ∈ N∗, l’espace des fonctions f définies sur [a, b] à valeurs dans C qui ont
des dérivées continues sur [a, b] jusqu’à l’ordre n− 1 donc :

ACn([a, b]) = {f : [a, b] → C : f (k) ∈ C([a, b]), k = 0, ..., n− 1, f (n−1) ∈ AC([a, b])}.

3. ACn
δ ([a, b]) =

{
h : [a, b] → C : δn−1h(t) ∈ AC([a, b])

}
,

où δ = d
dt est la dérivation de Hadamard

1.4 Compacité

Définition 1.9. Soit (E, τ) un espace topologique. Une famille de parties (Uj)j∈J de E est appelée un
recouvrement de l’ensemble G de E si nous avons :

G ⊂
⋃
j∈J

Uj

où J est un ensemble d’indice quelconque.

Définition 1.10. (Compacité)
Soit U un sous-ensemble d’un espace normé X. On dit que U est compact si pour tout recouvrement de
U par des ouverts de U , on peut extraire un sous-recouvrement fini. En d’autres termes :

∀Vj ; j ∈ J (ouverts) tels que U ⊂
⋃
j∈J

Vj(k), ∃Vj(k), j(k) = 1; 2; . . . ;n

tel que

U ⊂
n⋃

k=1

Vj(k)

9



Chapitre 1. Préliminaires

Définition 1.11. Un ensemble U est dit séquentiellement compact si pour toute suite d’éléments dans U ,
il existe une sous-suite qui converge vers un élément de U .

Définition 1.12. (relativement compact )
Un sous-ensemble A d’un espace normé E est dit relativement compact si son adhérence est compacte.

1.4.1 Opérateur Compact

Définition 1.13. Soit T : E → F un opérateur linéaire entre deux espaces vectoriels normés E et F . On
dit que T est un opérateur compact s’il satisfait l’une des trois définitions suivantes, qui sont équivalentes
entre elles :

1. Pour chaque ensemble borné A dans E, l’image de A par T est relativement compacte dans F .

2. L’image de la boule unité fermée de E par T est relativement compacte dans F .

3. Pour chaque suite bornée (xn) dans E, il existe une sous-suite (xnk
) telle que T (xnk

) converge
dans F .

1.5 Convexité

Définition 1.14. Une sous-ensemble X d’un espace vectoriel normé E est dit convexe si et seulement si

∀(x, y) ∈ X et ∀λ ∈ [0, 1], (1− λ)x+ λy ∈ X.

Autrement dit, un ensemble est convexe s’il contient tout segment passant par deux de ses points.

Exemple 2. Soit ∥ · ∥ une norme sur l’espace vectoriel E. Pour tout x ∈ E et r ≥ 0, la boule centrée en
x et de rayon r (ouverte ou fermée) est convexe :

B(x, r) := {y ∈ E | ∥x− y∥ ≤ r}

1.6 Fonctions Spéciales

1.6.1 Fonction Gamma

Définition 1.15. Pour z ∈ C tel que Re(z) > 0, la fonction Γ(z) est définie par :

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt

Proposition 1.1. Pour tout z > 0 et pour tout n ∈ N, on a :

1. Γ(z + 1) = zΓ(z).

2. Γ(n+ 1) = n!.

3. Γ
(
n+ 1

2

)
= (2n)!

√
π

4nn! .

Quelques exemples de valeurs spécifiques de la fonction Gamma (Γ(α))

* Γ(1) =
∫ +∞
0

e−tt1−1dt = 1

* Γ(0+) = +∞
* Γ

(
1
2

)
=

√
π

1.6.2 Fontion Bêta

Définition 1.16. [13] La fonction Bêta est définie par :

B(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt, Re(x) > 0, Re(y) > 0.

Proposition 1.2. Soient x, y ∈ R∗
+.

1. B(x, y) = B(y, x).

2. B(x, y) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+y) .

10
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1.7 Intégration Fractionnaire

1.7.1 Intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

La généralisation de la formule de Cauchy à l’ordre réel α est réalisée à travers l’intégrale fractionnaire
au sens de Riemann-Liouville. Cette intégrale s’exprime de la manière suivante :
Soit f : [a, b] → R une fonction continue, on note

I1f(t) =

∫ t

a

f(s) ds.

Une double intégration

I2f(t) =

∫ t

a

∫ s

a

f(µ) dµ ds =

∫ t

a

(t− s)f(s) ds.

En répétant le processus (n− 1) fois, on obtient la relation suivante :

Inf(t) =
1

(n− 1)!

∫ t

a

(t− s)n−1f(s) ds,

ainsi

Inf(t) =
1

Γ(n)

∫ t

a

(t− s)n−1f(s) ds.

Et pour un ordre α plus général, on a la définition suivante :

Définition 1.17. [20][26] L’intégrale fractionnaire d’ordre α (α > 0) de Riemann-Liouville d’une fonction
f ∈ C[a, b] est donnée par

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1f(s) ds.

Exemple 3. On considère la fonction f définie par , f : t→ (t− a)β. On a :

Iαa (t− a)β =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− s)α−1(s− a)βds,

par le changement de variable y = s−a
t−a , on obtient

Iαa (t− a)β =
(t− a)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

yβ(1− y)α−1dy,

Iαa (t− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 1)
(t− a)α+β . (1.2)

Proposition 1.3. [20] Soit f ∈ C([a, b)). Pour α > 0, β > 0 et λ1, λ2 ∈ R, on a :

1. I0af(t) = f(t).

2. Iαa (I
β
a f)(t) = Iβa (I

α
a f)(t) = Iα+β

a f(t).

3. Iαa [λ1f(t) + λ2g(t)] = λ1I
α
a f(t) + λ2I

α
a g(t).

1.7.2 L’intégrale fractionnaire de Hadamard

Définition 1.18. L’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre α > 0 pour une fonction f ∈ C([a, b])
définit par :

HIαa f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)α−1
f(s)

s
ds,

11
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Exemple 4. Soient α > 0, β > 0 et f(t) =
(
ln t

a

)β
.Alors,

HIαa f(t) =
Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 1)

(
ln
t

a

)α+β

(1.3)

En effet,

HIαa

(
ln
t

a

)β

=
1

Γ(α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)α−1 (
ln
s

a

)β ds
s
,

pour évaluer cette intégrale, on effectue le changement de variable

u =

(
ln s

a

)(
ln t

a

)
,

HIαa

(
ln
t

a

)β

=

(
ln t

a

)α+β

Γ(α)

∫ 1

0

uβ(1− u)α−1 du

=
Γ(β + 1)

Γ(α+ β + 1)

(
ln
t

a

)α+β

.

Proposition 1.4 (La linéarité). [7] Soient f et g deux fonctions continues sur l’intervalle [a, b] et prenant
des valeurs dans l’ensemble des nombres réels. ∀ λ1, λ2 ∈ R et ∀ α > 0, on a :

HIαa (λ1f(x) + λ2g(x)) dx = λH1 I
α
a f(x) dx+ λH2 I

α
a g(x) dx.

Proposition 1.5. [7] Soit f : [a, b] → R une fonction continue telle que f ∈ Lp([a, b]). Pour tout α, β ∈ R∗
+,

on a :

HIαa (
HIβa f)(x) =

HIα+β
a f(x).

=HIβa (
HIαa f)(x).

Preuve : Pour α, β ∈ R∗
+, on a

HIαa (
HIβa f)(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

∫ t

a

(
ln
x

t

)α−1
(
ln
t

s

)β−1

f(s)
ds

s

dt

t
. (1.4)

On remarque que : a ≤ t ≤ x et a ≤ s ≤ t,

Donc, on prend s ≤ t ≤ x.

Puis, on pose le changement de variable :

y =

(
ln t

s

)(
ln x

s

) (1.5)

On obtient alors :

HIαa (
HIβa f)(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

[∫ t

s

(
ln
x

t

)α−1
(
ln
t

s

)β−1

f(s)
dt

t

]
ds

s
. (1.6)

On remplace (1.5) dans (1.6), on obtient :∫ t

s

(
ln
x

t

)α−1
(
ln
t

s

)β−1

f(s)
dt

t
=

∫ 1

0

[
lnx− y ln

x

s
− ln s

]α−1 [
y ln

x

s
+ ln s− ln s

]β−1

ln(
x

s
) dy

=

∫ 1

0

((1− y)α−1yβ−1)
(
ln
x

s

)α+β−1

dy.

12
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En utilisant les propriétés de la fonction Bêta, on trouve :

∫ t

s

(
ln
x

t

)α−1
(
ln
t

s

)β−1

f(s)
dt

t
= B(α, β)

(
ln
x

s

)α+β−1

=
Γ(α)Γ(β)

Γ(α+ β)

(
ln
x

s

)α+β−1

.

L’égalité (1.4) devient :

HIαa (
HIβa f)(x) =

B(α, β)

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(
ln
x

s

)α+β−1 f(s)

s
ds

=
1

Γ(α+ β)

∫ x

a

(
ln
x

s

)α+β−1 f(s)

s
ds

=H Iα+β
a f(x).

De la même façon, on trouve :
HIβa (

HIαa f)(x) =
H Iα+β

a f(x).

1.8 Dérivation fractionnaire

1.8.1 Dérivation fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.19. [20, 26] Soit une fonction f ∈ C([a, b)), la dérivée fractionnaire d’ordre α > 0 au sens
de Riemann-Liouville de f est

RLDα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− s)n−α−1f(s) ds, n− 1 < α < n, n ∈ N∗

=RL Dn
a I

n−α
a f(t).

Exemple 5. [20] Soit f(t) = (t− a)β et α > 0, β > −1

Alors,
RLDα

a (t− a)β = DnIn−α
a (t− a)β

D’après (1.2), on obtient

In−α
a (t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)
(t− a)β+n−α

Donc,

RLDα
a (t− a)β = Dn

(
Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)
(t− a)β+n−α

)
.

En utilisant la formule de dérivation entière suivante :

Dn(t− a)k = k(k − 1) · · · (k − n+ 1)(t− a)k−n =
Γ(k + 1)

Γ(k − n+ 1)
(t− a)k−n,

on aura

RLDα
a (t− a)β =

Γ(β + 1)

Γ(β + 1 + n− α)

Γ(β + n− α+ 1)

Γ(β + n− α+ 1− n)
(t− a)β+n−α−n

=
Γ(β + 1)

Γ(β + 1− α)
(t− a)β−α.

13
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Remarque 1.1. Si nous fixons β à 0 dans l’exemple précédent, nous observons que la dérivée fractionnaire
d’ordre α au sens de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas égale 0. En effet,

RLDα
a 1(t) =

(t− a)−α

Γ(1− α)

Proposition 1.6. [20] Soit α > β > 0, si f ∈ C([a, b]), alors

RLDβ
a (I

α
a f)(t) = Iα−β

a f(t). (1.6)

En particulier, si α = β, alors
RLDα

a (I
α
a f)(t) = f(t). (1.7)

Proposition 1.7. [20] Soient m ∈ N∗ et m− 1 ≤ α < m, f ∈ C([a, b]). Alors, l’opérateur de dérivation de
Riemann-Liouville RLDα

a possède les propriétés suivantes :

1. RLDα
a est un opérateur linéaire.

2. Si RLDα
a f(t) = 0, alors

f(t) =

m−1∑
j=0

cj(t− a)α+j−m.

1.8.2 Dérivation fractionnaire de Caputo

Définition 1.20. Pour une fonction f ∈ ACn([a, b]), et α > 0, la dérivée fractionnaire au sens du Capto
de f est définie par :

CDα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− s)n−α−1f (n)(s) ds n− 1 < α < n, n ∈ N∗

=In−α
a Dn

af(t),

Exemple 6. La dérivée de Caputo de la fonction puissance (t− a)β, où α > 0, β > 1, et n = [α] + 1, est
alors la relation suivante :

cDα
a (t− a)β =

{
Γ(β+1)

Γ(β+1−α) (t− a)β−α si β > n− 1

0 si β ∈ {0, ..., n− 1}

où [α] désigne la partie entière de α .

Proposition 1.8. [20]Soit α > β > 0. Si f ∈ C([a, b]), alors :

cDβ
a I

α
a f(t) = Iα−β

a f(t).

En particulier, si α=β,alors
cDα

a I
α
a f(t) = f(t).

Proposition 1.9. Soit α > 0

1. cDα
aC = 0, C ∈ R.

2. cDα
a (

cDβ
af(t)) = (cDα+β

a f)(t) =c Dβ(caD
α
a f(t)), où f ∈ C1[a, b], 0 < α < 1, 0 < β < 1 et

0 < α+ β < 1.

3. Soit n − 1 < α < n, n ∈ N, α, λ ∈ C. La dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur
linéaire :

cDα(λf(t) + g(t)) = λcDαf(t) +c Dαg(t)

En effet, pour 1,

cDα
a c = In−α

a Dn
a c

= In−α
a 0

= 0.

14
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En effet, pour 2,

cDα
a (

cDβ
af(t)) = I1−α

a D1
aI

1−β
a D1

af(t)

= I1−α+β−β
a D1

aI
1−β
a D1

af(t).

On sait que Iβa (D
1
af(t)) = (cD1−β

a f)(t). Alors,

I1−α−β
a IβaD

1
aI

1−β
a D1

af(t) = I1−α−β
a D1−β

a I1−β
a D1

af(t)

= I1−α−β
a D1

af(t).

D’où,

cDα
a (

cDβ
af(t)) =

c Dα+β
a f(t)

=c Dβ
a (

cDα
a f(t)).

Lemme 1.3. On suppose que n− 1 ≤ α ≤ n, m,n ∈ N, α ∈ R, et soit f(t) telle que cDαf(t) existe, alors

cDαDmf(t) =c Dα+mf(t) ̸= DmcDαf(t). (1.7)

Lemme 1.4. Supposons que n − 1 ≤ α ≤ n, β = α − (n − 1), (0 < β < 1), n ∈ N, α, β ∈ R, et soit f(t)
telle que cDαf(t) existe, alors

cDαf(t) =c DβDn−1f(t).

Preuve : On remplace β par α et n− 1 par m dans l’équation (1.7), alors

cDβDn−1f(t) =cDβ+n−1f(t),

=cDα−(n−1)+n−1f(t),

=cDαf(t).

Lemme 1.5. Let α > β > 0, and f ∈ L1([a, b]). Then we have :

1. cDα
a I

α
a f(t) = f(t) ;

2. cDβ
a I

α
a f(t) = Iα−β

a f(t).

1.8.3 Dérivation fractionnaire de Hadamard

Définition 1.21. [20] Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b). La dérivée fractionnaire d’ordre
α > 0 de f au sens de Hadamard est définie par :

HDα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

(
t
d

dt

)n ∫ t

a

(
ln
t

s

)n−α−1
f(s)

s
ds

=δnHIn−α
a f(t),

tel que n− 1 < α < n, n ∈ N∗ et δ = t d
dt .

Exemple 7. Soient α > 0, β > 0 et f(t) =
(
ln t

a

)β
HDα

a f(t) = δn

(
HIn−α

a

(
ln
t

a

)β
)
.

D’après (1.3), on obtient

HIn−α
a

(
ln
t

a

)β

=
Γ(β + 1)

Γ(n− α+ β + 1)

(
ln
t

a

)n−α+β

.
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Alors,

HDα
a f(t) =

Γ(β + 1)

Γ(n− α+ β + 1)
δn
(
ln
t

a

)n−α+β

.

on a,

δn
(
ln
t

a

)k

= k(k − 1) . . . (k − n+ 1)

(
ln
t

a

)k−n

=
Γ(k + 1)

Γ(k − n+ 1)

(
ln
t

a

)k−n

on aura,

HDα
a f(t) =

Γ(β + 1)

Γ(n− α+ β + 1)
× Γ(n− α+ β + 1)

Γ(β − α+ 1)

(
ln
t

a

)β−α

.

Donc,

HDα
a f(t) =

Γ(β + 1)

Γ(β − α+ 1)

(
ln
t

a

)β−α

Remarque 1.2. Si nous laissons β = 0 dans l’exemple précédent, nous constatons que la dérivée fraction-
naire d’ordre α > 0 au sens de Hadamard d’une constante n’est pas nulle. En effet,

HDα
a 1 =

1

Γ(1− α)

(
ln
t

a

)−α

Proposition 1.10. Soit f ∈ C[a, b]et α > 0 ,alors :

HDαIαf(t) = f(t). (1.7)

La signification de la propriété (1.7) est que l’opérateur de dérivation fractionnaire selon Hadamard agit
comme un inverse gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire selon Hadamard du même ordre.

Proposition 1.11. Soit f ∈ C[a, b] et α > 0, alors :

HIα(HDαf(t)) ̸= f(t). (1.8)

Proposition 1.12. [20] Soit n− 1 < α < n, n ∈ N∗ et ACn([a, b]).La relation entre la dérivée de Caputo
et celle de Riemann-Liouville peut être exprimée comme suit :

cDα
a f(x) =

RL Dα
a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

]

1.8.4 Dérivation fractionnaire de Caputo-Hadammard

Définition 1.22. [19] Soit α ≥ 0 et n− 1 < α < n et
f ∈ ACn

δ [1,+∞). La dérivée fractionnaire de Caputo-Hadamard d’ordre α de f est définie par :

Dα
a f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)n−α−1

δnf(s)
ds

s

=HIn−α
a (δnf)(t).

tel que δ = t d
dt .

Exemple 8. On considère la fonction f définie par :

f : t 7→
(
ln
t

a

)β

.

On a alors

Dα
a

(
ln
t

a

)β

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)n−α−1

δn
(
ln
s

a

)β ds
s
.
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La formule de différenciation logarithmique donner par

δn
(
ln
s

a

)β
=

Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)

(
ln
s

a

)β−n

on aura,

Dα
a

(
ln
t

a

)β

=
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)Γ(n− α)

∫ t

a

(
ln
t

s

)n−α−1 (
ln
s

a

)β−n ds

s
.

Ainsi,

Dα
a

(
ln
t

a

)β

=
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
HIn−α

a

(
ln
t

a

)β−n

.

D’après (1.3), on obtient

HIn−α
a

(
ln
t

a

)β−n

=
Γ(β − n+ 1)

Γ(β − α+ 1)

(
ln
t

a

)β−1

.

Donc,

Dα
a

(
ln
t

a

)β

=
Γ(β + 1)

Γ(β − n+ 1)
× Γ(β − n+ 1)

Γ(β − α+ 1)

(
ln
t

a

)β−1

.

Alors,

Dα
a

(
ln
t

a

)β

=
Γ(β + 1)

Γ(β − α+ 1)

(
ln
t

a

)β−α

.

Dans la suite, on donne une relation reliant la dérivée de Hadamard à celle de Caputo-Hadamard.

Proposition 1.13. [20] Soit f ∈ ACn
δ ([a, b)) et n − 1 < α < n, n ∈ N. La relation entre la dérivée de

Caputo-Hadamard et celle de Hadamard est donnée par :

Dα
a f(x) =

HDα
a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

δ(k)f(a)

k!

(
ln
x

a

)k]
, (1.9)

où

Dα
a f(x) =

HDα
a f(x)−

n−1∑
k=0

δ(k)f(a)

Γ(k − α+ 1)

(
ln
x

a

)k−α

.

Proposition 1.14. [20]Soit α > β > 0. Si f ∈ C([a, b]), alors

Dβ
a (

HIαa f)(t) = Iα−β
a f(t).

En particulier, si α = β, alors
Dα

a (
HIαa f)(t) = f(t).

Preuve. En appliquant la relation (1.9) pour la fonction Iαa f(t), on trouve la résultat suivante.

Dβ
a

(
HIαa f

)
(t) = HDβ

a

HIαa f(t)−
m−1∑
j=0

δjHI
α
a f(a)

j!

(
ln
t

a

)j


= HIα−β
a f(t)−

m−1∑
j=0

δjHI
α
a f(a)

j!
HDβ

a

(
ln
t

a

)j

= HIα−β
a f(t)−

m−1∑
j=0

δjHI
α
a f(a)

j!
δnHI

n−β
a

(
ln
t

a

)j

.

Et comme j − 1 < α, pour j = 0, 1, . . . ,m− 1, alors les dérivées δjHI
αf(a) = 0, ce qui donne

Dβ
a (

HIαf)(t) = Iβ−αf(t).
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1.9 Lemmes Auxiliaires

Les lemmes suivants sont utilisés dans la démonstration de nos résultats.

Lemme 1.6. [20]-[26] Soit α ≥ 0. L’équation différentielle fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo :

CDα
a f(t) = 0

admet des solutions de la forme :

f(t) =

n−1∑
i=0

ci(t− a)i,

où ci ∈ R pour i = 0, . . . , n− 1, et n = [α] + 1.

Lemme 1.7. [20]-[26] Soient α ≥ 0 et f ∈ ACn([a, b]) (où ACn désigne la classe des fonctions absolument
continues jusqu’à l’ordre n). Alors l’intégrale fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo de la dérivée
fractionnaire d’ordre α au sens de Caputo de f est :

Iαa (
CDα

a )f(t) =

n−1∑
i=0

ci(t− a)i + f(t).

avec ci ∈ R pour i = 0, . . . , n− 1, et n = [α] + 1.

Lemme 1.8. [20] Pour n− 1 < α < n, où n est un nombre naturel non nul, et f ∈ C([a, b)) , l’équation
différentielle fractionnaire d’ordre α au sens de Hadamard :

HDα
a f(t) = 0,

admet comme solution générale la fonction :

f(t) =

n∑
i=1

ci

(
ln
t

a

)α−i

, (ci)i=0,1,...,n−1 ∈ R

Lemme 1.9. [20] Soient α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ C([a, b)). Alors on a :

HIα(HDαf)(t) = f(t) +

n∑
i=1

ci

(
ln
t

a

)α−i

.

Lemme 1.10. [20] Pour n−1 < α < n, où n est un nombre naturel non nul, et f ∈ ACn
δ ([a, b)) (classe des

fonctions absolument continues jusqu’à l’ordre n avec une densité δ), l’équation différentielle fractionnaire
d’ordre α au sens de Caputo-Hadamard :

Dα
a f(t) = 0,

admet des solutions de la forme :

f(t) =

n−1∑
j=0

cj

(
ln
t

a

)j

, (cj)j=0,1,...,n−1 ∈ R.

Lemme 1.11. [20] Soient α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ ACn
δ ([a, b)). Alors, on a :

HIαa (D
α
a f)(t) = f(t) +

n−1∑
i=0

ci

(
ln
t

a

)i

.
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1.10 Les avantages de la dérivation de Caputo-Hadamard

1. Flexibilité des Conditions Initiales : Une gamme plus large de conditions initiales possibles, per-
mettant une analyse plus large du système.

2. Applications Plus Générales : Applicable à un ensemble plus diversifié de systèmes, y compris ceux
avec des conditions initiales non nulles, ce qui élargit son utilité pratique.

3. Adaptation aux équations différentielles ordinaires : La DCH est spécifiquement développée pour
s’harmoniser avec les équations différentielles ordinaires. Cette caractéristique permet d’élargir
l’applicabilité des méthodes et des outils d’analyse existants aux systèmes fractionnaires, simplifiant
ainsi la résolution et l’interprétation des modèles mathématiques complexes.

4. Domaines d’application étendus : La DCH est utilisée dans une vaste gamme de secteurs, tels que
la physique, l’ingénierie, la biologie, la finance, et bien d’autres encore. Grâce à sa souplesse et à sa
précision, elle permet de modéliser et de décrypter des phénomènes complexes dans ces domaines,
proposant ainsi des solutions plus précises et plus fiables aux défis rencontrés.

1.11 Quelques théorèmes de point fixe

Définition 1.23. Soit (E, d) un espace métrique complet et T : E −→ E une application. On dit que T est
une application contractante , s’il existe une constante 0 < K < 1 telle que :

d(T (x), T (y)) ≤ Kd(x, y),∀x, y ∈ E

Théorèm 1.1 ( Théorème de Banach ). [20] Soit E un espace métrique complet ,et soit l’opérateur T :
E → E est contractent alors , T admet un point fixe unique c.à.d :

∃u∗ ∈ E tel que : Tu∗ = u∗.

Théorèm 1.2 (Théorème du point fixe de Schauder). [12]
Soit U une partie convexe et fermée d’un espace de Banach E, et soit T : U → U un opérateur continu
et compact.Alors l’opérateur T possède au moins un point fixe .

Théorèm 1.3 (Théorème du point de Schaefer). [30] Soient E un espace de Banach et T : E −→ E un
opérateur complètement continu. Si l’ensemble

{x ∈ E : x = λTx, λ ∈]0, 1[}.

est borné, alors T possède au moins un point fixe.

1.11.1 Théorème d’Arzelà-Ascoli

Définition 1.24. [2] Soit X un espace de Banach. Un ensemble E ⊂ C(X) est dit équicontinu si, pour
tout ϵ > 0, il existe δ > 0 tel que pour tous x, y ∈ X :

∥x− y∥X < δ ⇒ ∥T (x)− T (y)∥E < ϵ, ∀ T ∈ E.

Définition 1.25. [2] Une application T : X → X est complètement continue si l’ensemble T (E) est
relativement compact pour tout sous-ensemble borné E de X.

Théorèm 1.4. (Arzelà-Ascoli)[31] Soit E un espace de Banach et A un sous-ensemble de C([a, b], E). A
est relativement compact dans C([a, b];E) tel que si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. L’ensemble A est borné, c’est-à-dire qu’il existe une constante K > 0 telle que

∥f(x)∥ ≤ K, ∀x ∈ [a, b] et ∀ f ∈ A.

2. L’ensemble A est équicontinu, c’est-à-dire que pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

|t1 − t2| ≤ δ ⇒ ∥f(t1)− f(t2)∥ < ε ∀t1, t2 ∈ [a, b] et ∀f ∈ A

.
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3. Pour tout x ∈ [a, b], l’espace A(x) défini par

A(x) = {f(x); f ∈ A},

est relativement compact dans E.

Exemple 9. Considérons l’ensemble de fonctions F = {fn(x) = sin(nx)} pour x ∈ [0, 2π] et n ∈ N.
Vérification des conditions du théorème :
Pour tout n ∈ N et tout x ∈ [0, 2π], on a :

|fn(x)| = | sin(nx)| ≤ 1

Donc, la famille F est uniformément bornée par la constante M = 1.

Soit ϵ > 0. La période de la fonction fn(x) est
2π
n .

Si |x− y| < δ = ϵ
n , alors :

|fn(x)− fn(y)| = | sin(nx)− sin(ny)| ≤ |nx− ny| = n|x− y| < nδ = ϵ

Donc, la famille F est équicontinue.

Par le théorème d’Ascoli-Arzelà, l’ensemble F est relativement compact dans l’espace C([0, 2π]).
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Chapitre 2
Résolution d’un problème d’équations
différentielles Fractionnaires de type Langevin

Dans ce chapitre on va étudier l’existence et l’unicité de solution pour le problème d’équation frac-
tionnaire de type Langevin suivante avec des coditions intégrales et anti-périodiques :

Dβ(Dα + λ)x(t) = f(t, x(t)), 1 < t < e,

x(1) = 0, x(e) = µ
∫ e

1
x(s)ds,

Dαx(1) +Dαx(e) = 0

(2.1)

où Dα et Dβ sont les dérivées fractionnaires de Caputo-Hadamard , 0 < α < 1, 1 < β ≤ 2, λ > 0, et
µ > 0 sont des nombres réels, et f ∈ C([1, e]× R,R).

Lemme 2.1. Soit h ∈ C(1, e) ∩ L(1, e),la solution unique du problème de valeur aux limites fractionnaire
linéaire de Caputo- Hadamard 

Dβ(Dα + λ)x(t) = h(t), 1 < t < e,

x(1) = 0, x(e) = µ
∫ e

1
x(s)ds,

Dαx(1) +Dαx(e) = 0

(2.2)
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est donneé par

x(t) =
1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1h(s)

s
ds

− (ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1h(s)

s
ds

− (ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1h(s)

s
ds

+

[
λµ(ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)
+
µ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

1− α

] ∫ e

1

x(s) ds

+
λ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

− λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1x(s)

s
ds.

Preuve. Soit l’équation :

Dβ(Dα + λ)x(t) = h(t) (2.3)

Alors,

HIβDβ(Dα + λ)x(t) =H Iβh(t) (2.4)

D’après Lemme 1.11, on obtient

(Dα + λ)x(t) =H Iβh(t) + c0 + c1 ln t (2.5)

Donc,
Dαx(t) =H Iβh(t) + c0 + c1 ln t− λx(t) (2.6)

D’après Lemme 1.11, on obtient

x(t) =H Iα+βh(t) + c0
HIα1 + c1

HIα ln t− λHIαx(t) + c2

=
1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1h(s)

s
ds+ c0

(ln t)α

Γ(α+ 1)

+ c1
(ln t)α

Γ(α+ 2)
− λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1x(s)

s
ds+ c2.

(2.7)

par condition aux limites x(1) = 0 , on trouve c2 = 0.

Alors l’équation (2.7), devient

x(t) =
1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1h(s)

s
ds+ c0

(ln t)α

Γ(α+ 1)

+ c1
(ln t)α

Γ(α+ 2)
− λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1x(s)

s
ds.
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En appliquant la condition aux limites x(e) = µ
∫ e

1
x(s)ds, nous obtenons :

1

Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1h(s)

s
ds+

c0
Γ(α+ 1)

+
c1

Γ(α+ 2)
− λ

Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds = µ

∫ e

1

x(s)ds.

D’après la condition aux limites
Dαx(1) +Dαx(e) = 0 (2.8)

Alors,
Dαx(1) = c0 (2.9)

et

Dαx(e) =
1

Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1h(s)

s
+ c0 + c1 − λµ

∫ e

1

x(s) (2.10)

En remplaçant (2.9) et (2.10) dans (2.8), on obtient

2c0 +
1

Γ(β)

∫ e

1

(1− s)β−1h(s)

s
ds+ c1 − λµ

∫ e

1

x(s) ds = 0

Par calcul direct ,on a

c1 =
α+ 1

α− 1

[
(−2µΓ(α+ 1) + λµ)

∫ e

1

x(s)ds − 1

Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1h(s)

s
ds

+ 2
Γ(α+ 1)

Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1h(s)

s
ds −2λ

Γ(α+ 1)

Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

]

= −2µ
Γ(α+ 2)

α− 1

∫ e

1

x(s)ds+ λµ
α+ 1

α− 1

∫ e

1

x(s)ds− α+ 1

(α− 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1h(s)

s
ds

+ 2
Γ(α+ 2)

(α− 1)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1h(s)

s
ds− 2λ

α(α+ 1)

α− 1

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

c0 =
1

(α− 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1h(s)

s
ds− λµ

α− 1

∫ e

1

x(s)ds+
µΓ(α+ 2)

α− 1

∫ e

1

x(s)ds

− Γ(α+ 2)

(α− 1)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1h(s)

s
ds+

λα(α+ 1)

α− 1

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds.
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Ainsi,

x(t) =
1

Γ(α+ β)

∫ t

0

(ln t− ln s)α+β−1h(s)

s
ds+

(ln t)α

(α− 1)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1h(s)

s
ds

− λµ(ln t)α

(α− 1)Γ(α+ 1)

∫ e

1

x(s) ds+
µ(ln t)αΓ(α+ 2)

(α− 1)Γ(α+ 1)

∫ e

1

x(s) ds

− (ln t)α)Γ(α+ 2)

(α− 1)Γ(α+ 1)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1h(s)

s
ds

+
λα(α+ 1)(ln t)α

(α− 1)Γ(α+ 1)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds− 2µ(ln t)α+1

α− 1

∫ e

1

x(s) ds

+
λµ(α+ 1)(ln t)α+1

(α− 1)Γ(α+ 2)

∫ e

1

x(s) ds− (α+ 1)(ln t)α+1

(α− 1)Γ(β)Γ(α+ 2)

∫ e

1

(1− ln s)β−1h(s)

s
ds

+
2(ln t)α+1

(α− 1)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1h(s)

s
ds

− 2
λα(α+ 1)(ln t)α+1

(α− 1)Γ(α+ 2)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds− λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1x(s)

s
ds

Ensite,

x(t) =
1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1h(s)

s
ds

+

[
(α+ 1)(ln t)α+1

(1− α)Γ(β)Γ(α+ 2)
− (ln t)α

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

]
×
∫ e

1

(1− ln s)β−1h(s)

s
ds

+

[
λµ(ln t)α

(1− α)Γ(α+ 1)
− λµ(α+ 1)(ln t)α+1

(1− α)Γ(α+ 2)

]
×
∫ e

1

x(s) ds

+

[
2µ(ln t)α+1

1− α
− µΓ(α+ 2)(ln t)α

(1− α)Γ(α+ 1)

]
×
∫ e

1

x(s) ds

+

[
(α+ 1)(ln t)α

(1− α)Γ(α+ β)
− 2(ln t)α+1

(1− α)Γ(α+ β)

]
×
∫ e

1

(1− ln s)α+β−1h(s)

s
ds

+

[
2λα(ln t)α+1

(1− α)Γ(α+ 1)
− λα(α+ 1)(ln t)α

(1− α)Γ(α+ 1)

]
×
∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

− λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1x(s)

s
ds.
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Alors, le solution de (2.2) satisfait

x(t) =
1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1h(s)

s
ds

− (ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1h(s)

s
ds

− (ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1h(s)

s
ds

+

[
λµ(ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)
+
µ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

1− α

] ∫ e

1

x(s) ds

+
λ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

− λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1x(s)

s
ds.

Lemme 2.2.

(i) maxt∈[1,e] |(ln t)α(2 ln t− α− 1)| = max
{
(α2 )

α, 1− α
}
;

(ii) maxt∈[1,e](ln t)
α(1− ln t) = αα

(1+α)1+α .

Preuve.

(i) Soit h(t) = (ln t)α(2 ln t− α− 1) , 1 ≤ t ≤ e , ainsi :

h′(t) =
(ln t)α−1

t

(
2(α+ 1) ln t− α2 − α

)
,

Pour étudier le signe de h′ , on résoudre l’équation suivant :

h′(t) =
(ln t)α−1

t

(
2(α+ 1) ln t− α2 − α

)
= 0

⇒ 2(α+ 1) ln t− α2 − α = 0

⇒ t = e
α
2

Alors,
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t

h′(t)

h(t)

1 e
α
2 e

− 0 +

00

−
(
α
2

)α−
(
α
2

)α

1− α1− α

En conclusion, |h(t)|max = max{|h
(
e

α
2

)
|, h(e)} = max

{(
α
2

)α
, 1− α

}
.

(ii) Soit h(t) = (ln t)α(1− ln t), 0 ≤ t ≤ 1, alors h′(t) = (ln t)α−1

t [α− (α+ 1) ln t].

t

h′(t)

h(t)

1
α

1+α e

+ 0 −

00

αα

(1+α)1+α
αα

(1+α)1+α

00

Ainsi h(t)max = h
(

α
1+α

)
= αα

(1+α)1+α .

Soit η = 1
1−α max

{(
α
2

)α
, 1− α

}
.

2.1 Existence et unicité de la solution utilisant le principe de contraction
de Banach

On posons ,

M =

[
(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)[1− ηµ(e− 1)]

(1 + η)(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1) + ααΓ(α+ β + 1)

− λ
µαα(e− 1) + (η + 1)(1− α)(1 + α)1+α

(1 + η)(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1) + ααΓ(α+ β + 1)

]

× Γ(α+ β + 1)Γ(β + 1)
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On considère l’hypothèse suivante :

(H1) Il existe une constante L > 0 tel que :

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ L|x− y|, ∀t ∈ [1, e], ∀x, y ∈ R.

Théorèm 2.1. Supposons que l’hypothèse (H1) est vérifiée.Si

L <

[
(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)[1− ηµ(e− 1)]

(1 + η)(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1) + ααΓ(α+ β + 1)

− λ
µαα(e− 1) + (η + 1)(1− α)(1 + α)1+α

(1 + η)(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1) + ααΓ(α+ β + 1)

]

× Γ(α+ β + 1)Γ(β + 1)

Alors, le problème (2.1) possède une solution unique .

Preuve. Pour transformer le problème (2.1) en un problème de point fixe. Soit E = C[1, e] un espace de
Banach si il dotée de la norme comme suit :

∥x∥∞ = max
t∈[1,e]

|x(t)|.

Considérons l’opérateur T : C[1, e] → C[1, e] défini par :

(Tx)(t) =
1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

− (ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

− (ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1 f(s, x(s))

s
ds

+

[
λµ(ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)
+
µ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

1− α

] ∫ e

1

x(s) ds

+
λ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

− λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1x(s)

s
ds

(2.11)

Clairment, les points fixes de l’opérateur T sont des solutions du problème (2.1).
On doit montrer que T est une application contractante, pour cela, on applique le principe de contraction
de Banach.
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Soient x, y ∈ R,∀t ∈ [1, e], on a :

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

− (ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

− (ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1 f(s, x(s))

s
ds

+

[
λµ(ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)
+
µ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

1− α

] ∫ e

1

x(s) ds

+
λ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

− λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1x(s)

s
ds

− 1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1 f(s, y(s))

s
ds

+
(ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1 f(s, y(s))

s
ds

+
(ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1 f(s, y(s))

s
ds

−
[
λµ(ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)
+
µ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

1− α

] ∫ e

1

y(s) ds

− λ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1 y(s)

s
ds

+
λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1 y(s)

s
ds

∣∣∣∣

28



Chapitre 2. Résolution d’un problème d’équations différentielles Fractionnaires de type Langevin

=

∣∣∣∣ 1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1

s
[f(s, x(s))− f(s, y(s))] ds

− (ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1

s
[f(s, x(s))− f(s, y(s))] ds

− (ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1

s
[f(s, x(s))− f(s, y(s))] ds

+

[
λµ(ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)
+
µ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

1− α

] ∫ e

1

x(s)− y(s) ds

+
λ(ln t)α(2 ln t− α− 1)

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1

s
(x(s)− y(s)) ds

− λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1

s
(x(s)− y(s)) ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1

s
|f(s, x(s))− f(s, y(s))| ds

+
η

Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1

s
|f(s, x(s))− f(s, y(s))| ds

+
αα

(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β)

×
∫ e

1

(1− ln s)β−1

s
|f(s, x(s))− f(s, y(s))| ds

+
λµαα

(1 + α)α+1(1− α)Γ(α+ 1)

∫ e

1

|x(s)− y(s)| ds

+ µη

∫ e

1

|x(s)− y(s)| ds

+
λη

Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1

s
|x(s)− y(s)| ds

+
λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1

s
|x(s)− y(s)| ds
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Alors,

∥(Tx)(t)− (Ty)(t)∥∞ ≤ L∥x− y∥∞
Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1

s
ds+

ηL∥x− y∥∞
Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1

s
ds

+
ααL∥x− y∥∞

(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1

s
ds

+
λµαα∥x− y∥∞

(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)
(e− 1) + µη∥x− y∥∞(e− 1)

+
λη∥x− y∥∞

Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1

s
ds+

λ∥x− y∥∞
Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1

s
ds

≤ L∥x− y∥∞
Γ(α+ β + 1)

(ln t)α+β +
ηL∥x− y∥∞
Γ(α+ β + 1)

+
ααL∥x− y∥∞

(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)Γ(β + 1)

+
λµαα∥x− y∥∞

(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)
(e− 1) + µη∥x− y∥∞(e− 1)

+
λη∥x− y∥∞
Γ(α+ 1)

+
λ∥x− y∥∞
Γ(α+ 1)

(ln t)α

Enfin, on obtient

∥(Tx)(t)− (Ty)(t)∥∞ ≤
[

(1 + η)L

Γ(α+ β + 1)
+

ααL

(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)Γ(β + 1)

+
λµαα

(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)
(e− 1) + η(e− 1)µ+

λ(η + 1)

Γ(α+ 1)

]
∥x− y∥∞ .

Puisque nous avons L < M ,donc T est une contraction. En utilisant le principe de contraction de Banach,
alors T admet un point fixe unique, ce qui implique que le probèlme (2.1) admet une seule solution dans
E.

2.2 Existence de la solution via le théorème de Schauder

On considère les hypothèses suivantes :

(H2) La fonction f : [1, e]× R → R est continue.

(H3) Il existe une constante L1 > 0 telle que

|f(t, x)| ≤ L1, ∀t ∈ [1, e] et x ∈ R.

Théorèm 2.2. Sous les hypothèses (H2)-(H3) le problème (2.1) admet au moins une solution dans E.
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Preuve. Clairment, les points fixes de l’opérateur T sont des solutions du problème (2.1). Soit

K ≥
L1(1+η)

Γ(α+β+1) +
L1α

α

(1−α)(1+α)1+αΓ(1+α)Γ(β+1)

1−A

tel que , A = λµαα(e−1)
(1+α)α+1(1−α)Γ(α+1) + µη + λ(η+1)

Γ(α+1)

Soit K > 0 , on considère l’ensemble :

BK = {x ∈ C[1, e] , ∥x∥∞ ≤ K}.

où BK est fermé, borné et convexe .En effet, l’ensemble BK est convexe :
Soit x, y ∈ BK et t ∈ [0, 1].

Nous devons montrer que tx+(1− t)y ∈ BK . Soit x, y ∈ Bk ce qui signifie que ∥x∥∞ ≤ K et ∥y∥∞ ≤ K.
On a,

∥tx+ (1− t)y∥∞ ≤ t∥x∥∞ + (1− t)∥y∥∞
≤ tK + (1− t)K = K.

Alors, BK est convex.

Nous allons montrer que T satisfait les hypothèses du théorème de point fixe de Schauder. La preuve
sera donnée en trois étapes.

Étape 1 :Nous montrons que T est continue
Soit {xn} une suite qui converge vers x dans C[1, e], pour tout t ∈ [1, e], on a
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|(Txn)(t)− (Tx)(t)| ≤ 1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1

s
|f(s, xn(s))− f(s, x(s))| ds

+
η

Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1

s
|f(s, xn(s))− f(s, x(s))| ds

+
αα

(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β)

×
∫ e

1

(1− ln s)β−1

s
|f(s, xn(s))− f(s, x(s))| ds

+
λµαα

(1 + α)α+1(1− α)Γ(α+ 1)

∫ e

1

|xn(s)− x(s)| ds

+ µη

∫ e

1

|xn(s)− x(s)| ds

+
λη

Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1

s
|xn(s)− x(s)| ds

+
λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1

s
|xn(s)− x(s)| ds

≤ ∥f(·, xn(·))− f(·, x(·))∥∞
Γ(α+ β + 1)

(ln t)α+β +
η∥f(·, xn(·))− f(·, x(·))∥∞

Γ(α+ β + 1)

+
αα∥f(·, xn(·))− f(·, x(·))∥∞

(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)Γ(β + 1)

+
λµαα∥xn − x∥∞

(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)
(e− 1) + µη∥xn − x∥∞(e− 1)

+
λη∥xn − x∥∞

Γ(α+ 1)
+
λ∥xn − x∥∞
Γ(α+ 1)

(ln t)α.

Puisque f est continue, on donc

∥T (xn)− T (x)∥∞ → 0 lorsque n→ ∞.

Alors, T est continue.

Étape 2 : Nous montrons que T (BK) ⊂ BK .
En effet, à partir de (H2), alors pour x ∈ BK = {x ∈ C[0, 1] , ∥x∥ ≤ K} et pour chaque t ∈ [1, e], on a
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|(Tx)(t)| ≤ 1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1 |f(s, x(s))|
s

ds

+
|(ln t)α(2 ln t− α− 1)|

(1− α)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1 |f(s, x(s))|
s

ds

+
(ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1 |f(s, x(s))|
s

ds

+

[
λµ(ln t)α(1− ln t)

(1− α)Γ(α+ 1)
+
µ|(ln t)α(2 ln t− α− 1)|

1− α

] ∫ e

1

|x(s)| ds

+
λ|(ln t)α(2 ln t− α− 1)|

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1 |x(s)|
s

ds

+
λ

Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1 |x(s)|
s

ds.

≤ L1

Γ(α+ β)

∫ t

1

(ln t− ln s)α+β−1

s
ds+

L1η

Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1

s
ds

+
L1α

α

(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1

s
ds

+
λµαα∥x∥∞(e− 1)

(1 + α)α+1(1− α)Γ(α+ 1)
+ µη∥x∥∞(e− 1)

+
λη∥x∥∞
Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1

s
ds+

λ∥x∥∞
Γ(α)

∫ t

1

(ln t− ln s)α−1

s
ds.
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≤ L1

Γ(α+ β + 1)
(ln t)α+β +

L1η

Γ(α+ β + 1)

+
L1α

α

(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
+

λµαα∥x∥∞(e− 1)

(1 + α)α+1(1− α)Γ(α+ 1)

+ µη∥x∥∞(e− 1) +
λη∥x∥∞
Γ(α+ 1)

+
λ∥x∥∞
Γ(α+ 1)

(ln t)α.

≤ L1(1 + η)

Γ(α+ β + 1)
+

L1α
α

(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

+
λµαα∥x∥∞(e− 1)

(1 + α)α+1(1− α)Γ(α+ 1)
+ µη∥x∥∞ +

λ∥x∥∞(η + 1)

Γ(α+ 1)
.

≤ L1(1 + η)

Γ(α+ β + 1)
+

L1α
α

(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

+
λµααK(e− 1)

(1 + α)α+1(1− α)Γ(α+ 1)
+ µηK +

λK(η + 1)

Γ(α+ 1)
.

≤ K.

Alors, (Tx)(t) ∈ BK implique T (BK) ⊂ BK .

Étape 3 : Nous montrons que T (BK) est équicontinu.D’après l’Étape précedente, on a trouvé que
∥Tx∥ < K est , donc T (BK) est uniformement borné .
Pour l’équicontinuité de T (BK), soient t1, t2 ∈ [1, e], t1 < t2 et x ∈ BK , nous avons
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|(Tx)(t2)− (Tx)(t1)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α+ β)

∫ t2

1

(ln t2 − ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

− (ln t2)
α(2 ln t2 − α− 1)

(1− α)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

− (ln t2)
α(1− ln t2)

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1 f(s, x(s))

s
ds

+

[
λµ(ln t2)

α(1− ln t2)

(1− α)Γ(α+ 1)
+
µ(ln t2)

α(2 ln t2 − α− 1)

1− α

] ∫ e

1

x(s) ds

+
λ(ln t2)

α(2 ln t2 − α− 1)

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

− λ

Γ(α)

∫ t2

1

(ln t2 − ln s)α−1x(s)

s
ds

− 1

Γ(α+ β)

∫ t1

1

(ln t1 − ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

+
(ln t1)

α(2 ln t1 − α− 1)

(1− α)Γ(α+ β)

∫ e

1

(1− ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

+
(ln t1)

α(1− ln t1)

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1 f(s, x(s))

s
ds

−
[
λµ(ln t1)

α(1− ln t1)

(1− α)Γ(α+ 1)
+
µ(ln t1)

α(2 ln t1 − α− 1)

1− α

] ∫ e

1

x(s) ds

− λ(ln t1)
α(2 ln t1 − α− 1)

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

+
λ

Γ(α)

∫ t1

1

(ln t1 − ln s)α−1x(s)

s
ds

∣∣∣∣
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Ainsi,

|(Tx)(t2)− (Tx)(t1)| =
∣∣∣∣ 1

Γ(α+ β)

∫ t1

1

f(s, x(s))

s
[(ln t2 − ln s)α+β−1 − (ln t1 − ln s)α+β−1] ds

+
1

Γ(α+ β)

∫ t2

t1

(ln t2 − ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

+
(α+ 1)((ln t2)

α − (ln t1)
α) + 2(ln t1)

α+1 − (ln t2)
α+1)

(1− α)Γ(α+ β)

×
∫ e

1

(1− ln s)α+β−1 f(s, x(s))

s
ds

+
(ln t2)

α+1 − (ln t1)
α+1 + (ln t1)

α − (ln t2)
α

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(1− ln s)β−1ds

+
λµ((ln t1)

α+1 − (ln t2)
α+1) + λµ((ln t2)

α − (ln t1)
α)

(1− α)Γ(α+ 1)

∫ e

1

x(s)ds

+
µ(α+ 1)(ln t1)

α − (ln t2)
α) + 2µ((ln t2)

α+1 − (ln t1)
α+1)

1− α

∫ e

1

x(s)ds

+
λ(α+ 1)((ln t1)

α − (ln t2)
α) + 2λ((ln t2)

α+1 − (ln t1)
α+1)

(1− α)Γ(α)

∫ e

1

(1− ln s)α−1x(s)

s
ds

+
λ

Γ(α)

∫ t1

1

x(s)

s
[(ln t1 − ln s)α−1 − (ln t2 − ln s)α−1]ds

− λ

Γ(α)

∫ t2

t1

(ln t2 − ln s)α−1x(s)

s
ds

∣∣∣∣
≤ L1[(ln t2)

α+β − (ln t1)
α+β ]

Γ(α+ β + 1)

+
L1|(α+ 1)[(ln t2)

α − (ln t1)
α] + 2[(ln t1)

α+1 − (ln t2)
α+1]|

(1− α)Γ(α+ β + 1)

+
L1|(ln t2)α+1 − (ln t1)

α+1 + (ln t1)
α − (ln t2)

α|
(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

+
|λµ[(ln t1)α+1 − (ln t2)

α+1] + λµ[(ln t2)
α − (ln t1)

α]|∥x∥(e− 1)

(1− α)Γ(α+ 1)
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+
|µ(α+ 1)(ln t1)

α − (ln t2)
α + 2µ[(ln t2)

α+1 − (ln t1)
α+1]|∥x∥(e− 1)

1− α

+
|λ(α+ 1[lnt1)

α − (ln t2)
α] + 2λ[(ln t2)

α+1 − (ln t1)
α+1]|∥x∥

(1− α)Γ(α+ 1)

+
λ∥x∥

Γ(α+ 1)
[(ln t2)

α − (ln t1)
α]

≤ L1[(ln t2)
α+β − (ln t1)

α+β ]

Γ(α+ β + 1)
+

[
2L1

(1− α)Γ(α+ β + 1)
+

L1

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

+
λµK(e− 1)

(1− α)Γ(α+ 1)
+

2µK(e− 1)

(1− α)
+

2λK

(1− α)Γ(α+ 1)

]
((ln t2)

α+1 − (ln t1)
α+1)

+

[
L1(α+ 1)

(1− α)Γ(α+ β + 1)
+

L1

(1− α)Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
+

λµK(e− 1)

(1− α)Γ(α+ 1)

+
µ(α+ 1)K(e− 1)

1− α
+

λ(α+ 1)K

(1− α)Γ(α+ 1)
+

λK

Γ(α+ 1)

]
((ln t2)

α − (ln t1)
α).

Lorsque t1 → t2, le côté droit de l’inégalité e droit de l’inégalité ci-dessus tend ver zéro. Ainsi, T (BK) est
équicontinu. Alors, par le théorème d’Arzelà-Ascoli, T est complétement continue.
En conséquence du théoréme de point fixe de Schauder, on en déduit que T admet des points fixes qui
sont des solutions du problème (2.1).

2.3 Exemples

Dans cette section, on présente quelques exemples pour illustrer nos résultats.

Exemple 1

On considére le probléme suivant :

D
3
2 (D

1
4 + 1

9 )x(t) = f(t, x(t)), 1 < t < e,

x(1) = 0, x(e) = 1
9

∫ e

1
x(s)ds,

D
1
4x(1) +D

1
4x(e) = 0

(2.12)

Ici α = 1
4 , β = 3

2 , λ = µ = 1
9

Avec

f(t, x) =
sin2(πt)

et + 10

(
|x|

|x|+ 1
+ 1

)
+

√
3

4

Clairement, la fonction f est continue. Pour chaque x, y ∈ R et t ∈ [1, e], nous avons

|f(t, x(t))− f(t, y(t))| ≤ 1

10
|x− y|.
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Ainsi, l’hypothèse (H1) est satisfaite avec L = 1
10 . De plus,

M =

[
(1− α)(1 + α)1+αΓ(α+ 1)[1− ηµ(e− 1)]

(1 + η)(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1) + ααΓ(α+ β + 1)

− λ
µαα(e− 1) + (η + 1)(1− α)(1 + α)1+α

(1 + η)(1− α)(1 + α)α+1Γ(α+ 1)Γ(β + 1) + ααΓ(α+ β + 1)

]

× Γ(α+ β + 1)Γ(β + 1) ≃ 0.2978

et

L < 0.2978.

Par conséquent, selon la conclusion du Théorème (2.1), il s’ensuit que le problème (2.12) admet une
solution unique définie sur [1, e].

Exemple 2



D
7
4 (D

1
2 + 1

8 )x(t) =
1

t2+8 sinx, 1 < t < e,

x(1) = 0, x(e) = 1
7

∫ e

1
x(s)ds,

D
1
2x(1) +D

1
2x(e) = 0

(2.13)

où α = 1
2 , β = 7

4 , λ = 1
8 , µ = 1

7 et

f(t, x(t)) =
1

t2 + 8
sinx

Clairement, la fonction f est continue. Pour chaque x, y ∈ R et t ∈ [1, e], nous avons

|f(t, x(t))| =
∣∣∣∣ 1

t2 + 8
sinx

∣∣∣∣ ≤ 1

9

Ainsi, l’hypothèse (H3) est satisfaite avec L1 = 1
9 .

et
BK = {x ∈ C[0, 1] , ∥x∥ ≤ K}.

est un ensemble fermé, borné et convexe. Avec K satisfait :

K ≥
L1(1+η)

Γ(α+β+1) +
L1α

α

(1−α)(1+α)1+αΓ(1+α)Γ(β+1)

1−A
≃ 0, 2686

tel que A ≃ 0, 4516.

Par conséquent, selon la conclusion du Théorème (2.2), il s’ensuit que le problème (2.13) admet au
moins une solution définie sur [1, e].
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Chapitre 3
Étude du problème aux limites d’équations
différentielles fractionnaires p-Laplacien

3.1 Introduction

Ces dernières années, la théorie des équations différentielles fractionnaires linéaires et non linéaires
a connu un essor important, avec un nombre croissant de résultats obtenus. Cependant, la plupart des
travaux se concentrent sur l’étude de ces équations dans des intervalles finis et avec des conditions aux
limites initiales. Les conditions aux limites anti-périodiques, quant à elles, interviennent dans la modéli-
sation mathématique de nombreux phénomènes physiques, comme le montrent les travaux d’Ahmed et
al. [5], Chen et al. [10] et Mattar [22, 23, 24].

Ce chapitre est consacré à l’étude de l’existence et de l’unicité de la solution du problème aux limites
suivant : {

Dα
(
φp(D

βx(t))
)
= f(t, x(t)), 1 < t < e,

x(1) = 0, Dβx(1) = 0, x(e) = λ
∫ e

1
x(s) ds,

(3.1)

où 0 < α ≤ 1, 1 < β ≤ 2 et λ > 0 ,Dα et Dβ désignent la dérivée de Caputo-Hadamard .φp(s) = |s|p−2s
avec p > 1 (φp)

−1(s) = φq(s), où 1
p + 1

q = 1 et f : [1, e]× R → R est une fonction continue donnée.

Soit C([1, e],R) l’espace des fonctions continues sur [1, e] avec des valeurs réelles, équipé de la norme
∥x∥∞ = sup1≤t≤e |x(t)|, cet espace est un espace de Banach.

Lemme 3.1. Soit y ∈ C[1, e] une fonction continue. La solution unique du problème de valeur aux limites
fractionnaire linéaire de Caputo-Hadamard{

Dα
(
φp(D

βx(t))
)
= y(t), 1 < t < e,

x(1) = 0, Dβx(1) = 0, x(e) = λ
∫ e

1
x(s) ds,

(3.2)

est donnée par

x(t) =
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 y(τ)

τ
dτ

)
ds

s

− ln t

[
1

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 y(τ)

τ
dτ

)
ds

s

−λ
∫ e

1

x(s) ds

]
.
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Preuve. En appliquant l’intégrale fractionnaire de Hadamard d’ordre α à des deux côtés de l’équation

Dα
(
φp(D

βx(t))
)
= y(t).

Nous avons
φp(D

βx(t)) =H Iαy(t) + c0.

Ainsi,

Dβx(t) = φq

[
1

Γ(α)

∫ t

1

(
ln
t

s

)α−1

y(s)
ds

s
+ c0

]
Par la condition au limite Dβx(1) = 0, nous avons c0 = 0. Ensuite,

x(t) =H Iβϕq(
HIαy(t)) + c1 + c2 ln t.

La condition au limite x(1) = 0 implique

|c1|q−2c1 = 0 ⇒ c1 = 0.

Alors, c1 = 0 .Par conséquent, cela satisfait

x(t) =H Iβϕq(
HIαy(t)) + c2 ln t. (3.3)

Par la condition au limite x(e) = λ
∫ e

1
x(s) ds,nous avons

c2 = λ

∫ e

1

x(s) ds−H Iβϕq(I
αy(e))

= λ

∫ e

1

x(s) ds− 1

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 y(τ)

τ
dτ

)
ds

s

En remplaçant la valeur de c2 dans (3.3) ,nous obtenons la solution de (3.2) comme suit

x(t) =
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 y(τ)

τ
dτ

)
ds

s

− ln t

[
1

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 y(τ)

τ
dτ

)
ds

s

−λ
∫ e

1

x(s) ds

]
.

Cela complète la preuve .

Lemme 3.2. Si a, b ≥ 0, γ > 0, alors

(a+ b)γ ≤ max{2γ−1, 1}(aγ + bγ).

Preuve. De toute évidence, sans perte de généralité, nous pouvons supposer que 0 < a < b, γ ̸= 1.
Soit ψ(t) = tγ , t ∈ [0,+∞).

(i) Si γ > 1, alors ψ(t) est convexe sur (0,+∞), et donc

ψ

(
1

2
a+

1

2
b

)
≤ 1

2
ψ(a) +

1

2
ψ(b),

c’est-à-dire,
1

2γ
(a+ b)γ ≤ 1

2
(aγ + bγ).

Ainsi
(a+ b)γ ≤ 2γ−1(aγ + bγ).
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(ii) Si 0 < γ < 1, alors ψ(t) est concave sur [0,+∞), et donc

ψ(a) = ψ

(
b

a+ b
· 0 + a

a+ b
· (a+ b)

)
≥ b

a+ b
ψ(0) +

a

a+ b
ψ(a+ b)

=
a

a+ b
ψ(a+ b)

et

ψ(b) = ψ

(
a

a+ b
· 0 + b

a+ b
· (a+ b)

)
≥ a

a+ b
ψ(0) +

b

a+ b
ψ(a+ b)

=
b

a+ b
ψ(a+ b)

Ainsi, ψ(a) + ψ(b) ≥ ψ(a+ b), à savoir,

(a+ b)γ ≤ aγ + bγ .

Par (i), (ii) ci-dessus, nous avons

(a+ b)γ ≤ max{2γ−1, 1}(aγ + bγ).

Lemme 3.3. [10] Soit ϕp l’opérateur p-Laplacien. Alors,

(i) Si p > 2 et |x|, |y| ≤M , alors

|ϕp(x)− ϕp(y)| ≤ (p− 1)Mp−2|x− y|.

(ii) Si 1 < p ≤ 2, xy > 0, et |x|, |y| ≥ m > 0, alors

|ϕp(x)− ϕp(y)| ≤ (p− 1)mp−2|x− y|.

Preuve. Soit ϕp(x) = |x|p−2x , x ∈ R , ϕp est continue sur intérvalle [x, y],∀x, y ∈ R et dérivable sur ]x, y[

On appliquer le théorème des accroissements finis on a :

∃c ∈]x, y[, tel que ϕp(x)− ϕp(y) = ϕ′p(c)(x− y)

(i) Si p > 2 et |x|, |y| ≤M

Alors,

ϕp(x)− ϕp(y) = ϕ′p(c)(x− y) ⇒ |ϕp(x)− ϕp(y)| = |ϕ′p(c)||x− y|

⇒
∣∣∣∣ϕp(x)− ϕp(y)

x− y

∣∣∣∣ = |ϕ′p(c)|

On a

ϕp(x)=

{
xp−1 , x > 0

(−1)p−2xp−1 , x < 0

41



Chapitre 3. Étude du problème aux limites d’équations différentielles fractionnaires p-Laplacien

Donc,

ϕ′p(x) =

{
(p− 1)xp−2 , x > 0

(−1)p−2(p− 1)xp−2 , x < 0

on a |x| < M ,

Si x > 0,

|ϕ′p(x)| = |(p− 1)xp−2|
= (p− 1)|x|p−2

≤ (p− 1)Mp−2

Si x < 0,

|ϕ′p(x)| = |(−1)p−2(p− 1)xp−2|
= (p− 1)|x|p−2

≤ (p− 1)Mp−2

Donc,
|ϕ′p(x)| ≤ (p− 1)Mp−2, ∀x ∈ R

Alors, |ϕ′p(c)| ≤ (p− 1)Mp−2 .

Ainsi,

|ϕp(x)− ϕp(y)|
|x− y|

= |ϕ′p(c)|

≤ (p− 1)Mp−2

Alors,
|ϕp(x)− ϕp(y)| ≤ (p− 1)Mp−2|x− y|.

(ii) Si 1 < p ≤ 2, xy > 0, et |x|, |y| ≥ m > 0, ∀x ∈ R on a,

|x| ≥ m⇒ 1

x2−p
≤ 1

m2−p

∀t ∈ R on a,

|ϕ′p(x)| ≤ (p− 1)|x|p−2

=
p− 1

x2−p

≤ p− 1

m2−p

= (p− 1)mp−2

Donc, |ϕ′p(c)| ≤ (p− 1)mp−2.
Ainsi,

|ϕp(x)− ϕp(y)|
|x− y|

= |ϕ′p(c)|

≤ (p− 1)mp−2

Alors,
|ϕp(x)− ϕp(y)| ≤ (p− 1)mp−2|x− y|.
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3.2 Existence et unicité de la solution utilisant le principe de contraction
de Banach

On considère les hypothèse suivantes :

(H1) Il existe une fonction continue positive w telle que

|f(t, x(t))| ≤ w(t), (t, x) ∈ [1, e]× R

(H2) Il existe une constante positive k telle que pour tous x, y ∈ R

|f(t, x)− f(t, y)| ≤ k|x− y|, ∀t ∈ [1, e]

(H3) Il existe une fonction continue positive Υ telle que

|f(t, x(t))| ≥ Υ(t), (t, x) ∈ [1, e]× R

Théorèm 3.1. Supposons que 1 < p ≤ 2 .On suppose que les hypothèses (H1)-(H2) sont vérifiées. Si

k <
1− λ(e− 1)

N

avec

N =
(q − 1)Mq−2

Γ(α+ β + 1)
+

(q − 1)Mq−2

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

où

M =
∥w∥∞

Γ(α+ 1)

Alors, le problème (3.1) possède une solution unique .

Preuve. On transforme le problème (3.1) a un problème du point fixe, dont les solutions du problème
(3.1) sont identifiées à des points fixes de l’opérateur T qui est défini par :

Tx(t) =
1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)
ds

s

− ln t

[
1

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)
ds

s

−λ
∫ e

1

x(s) ds

]
(3.4)

En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que T est une contraction.
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Par condition (H1), nous avons que∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

∣∣∣∣ ≤ 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 |f(τ, x(τ))|
τ

dτ

≤ 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 w(t)

τ
dτ

≤ ∥w∥∞
Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 dτ

τ

≤ ∥w∥∞
Γ(α+ 1)

(ln s)α

≤ ∥w∥∞
Γ(α+ 1)

=M

Pour tout x, y ∈ R, nous obtenons :

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)
ds

s

− ln t

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)
ds

s

+ λ ln t

∫ e

1

x(s) ds− 1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

)
ds

s

+
ln t

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

)
ds

s
−λ ln t

∫ e

1

y(s) ds

∣∣∣∣
Alors,

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1 [
ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)

− ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

)]
ds

s

− ln t

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1
[
ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)

− ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

)]
ds

s
+ λ ln t

∫ e

1

x(s)− y(s) ds

∣∣∣∣
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Il résulte que

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ 1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1 ∣∣∣∣ϕq ( 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)

− ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

)∣∣∣∣ dss
+

1

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1
∣∣∣∣ϕq ( 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)

− ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

)∣∣∣∣ dss + λ

∫ e

1

|x(s)− y(s)| ds

Par le Lemme 3.1 et le fait que 1 < p ≤ 2 ⇒ q > 2, nous obtenons

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ 1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1

(q − 1)Mq−2

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

− 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

∣∣∣∣ dss
+

1

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1

(q − 1)Mq−2

∣∣∣∣ 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

− 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

∣∣∣∣ dss + λ

∫ e

1

|x(s)− y(s)| ds

≤ (q − 1)Mq−2

Γ(α)Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1 ∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1

|f(τ, x(τ))− f(τ, y(τ))| dτ
τ

ds

s

+
(q − 1)Mq−2

Γ(α)Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1
∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1

|f(τ, x(τ))− f(τ, y(τ))| dτ
τ

ds

s

+ λ(e− 1)∥x− y∥∞
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≤ k(q − 1)Mq−2∥x− y∥∞
Γ(α)Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1 ∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 dτ

τ

ds

s

+
k(q − 1)Mq−2∥x− y∥∞

Γ(α)Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1
∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 dτ

τ

ds

s

+ λ(e− 1)∥x− y∥∞

≤ k(q − 1)Mq−2∥x− y∥∞
Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1

(ln s)α
ds

s

+
k(q − 1)Mq−2∥x− y∥∞

Γ(α+ 1)Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1

(ln s)α
ds

s

+ λ(e− 1)∥x− y∥∞

≤ k(q − 1)Mq−2∥x− y∥∞
Γ(α+ β + 1)

(ln t)α+β +
k(q − 1)Mq−2∥x− y∥∞

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

+ λ(e− 1)∥x− y∥∞

≤ k(q − 1)Mq−2∥x− y∥∞
Γ(α+ β + 1)

+
k(q − 1)Mq−2∥x− y∥∞

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

+ λ(e− 1)∥x− y∥∞

≤
[
k(q − 1)Mq−2

Γ(α+ β + 1)
+

k(q − 1)Mq−2

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
+ λ(e− 1)

]
∥x− y∥∞

≤ [kN + λ(e− 1)] ∥x− y∥∞

Puisque nous avons k < 1−λ(e−1)
N ,donc T est une contraction. En utilisant le principe de contraction

de Banach, alors T admet un point fixe unique, ce qui implique que de probèlme (3.1) admet une seule
solution dans C[1, e] .

Théorèm 3.2. Supposons que p > 2 .On suppose que les hypothèses (H2)-(H3) sont vérifiées.
Si

k <
1− λ(e− 1)

M∗

avec

M∗ =
(q − 1)mq−2

Γ(α+ β + 1)
+

(q − 1)mq−2

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

où

m =
C

Γ(α+ 1)

Alors, le problème (3.1) possède une solution unique .

Preuve. Clairment, les points fixes de l’opérateur T sont des solutions du problème (2.2).
En appliquant le principe de contraction de Banach, on va montrer que T définie par (3.4) est une contrac-
tion.
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Par la condition (H3), on a

1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ ≥ 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 Υ(τ)

τ
dτ

≥ 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 C

τ
dτ

≥ C

Γ(α+ 1)
= m.

tel que C = minΥ(τ).

Pour tout x, y ∈ R et t ∈ [1, e], nous obtenons :

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1 [
ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)

− ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

)]
ds

s

− ln t

Γ(β)

∫ e

1

(
ln
e

s

)β−1
[
ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)

− ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))

τ
dτ

)]
ds

s
+ λ ln t

∫ e

1

x(s)− y(s) ds

∣∣∣∣
≤ 1

Γ(β)

∫ t

1

(
ln
t

s

)β−1 ∣∣∣∣ϕq ( 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)

− ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, y(τ))
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Par le Lemme 3.1 et le fait que p > 2 ⇒ 1 < q ≤ 2, nous obtenons

|(Tx)(t)− (Ty)(t)| ≤ 1
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∣∣∣∣ dss + λ

∫ e

1

|x(s)− y(s)| ds

≤ (q − 1)mq−2

Γ(α)Γ(β)
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τ

ds

s
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τ

ds

s
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≤ k(q − 1)mq−2∥x− y∥∞
Γ(α)Γ(β)
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s
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(
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+
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≤ k(q − 1)mq−2∥x− y∥∞
Γ(α+ β + 1)

(ln t)α+β +
k(q − 1)mq−2∥x− y∥∞

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

+ λ(e− 1)∥x− y∥∞

≤ k(q − 1)mq−2∥x− y∥∞
Γ(α+ β + 1)

+
k(q − 1)mq−2∥x− y∥∞

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)

+ λ(e− 1)∥x− y∥∞

≤
[
k(q − 1)mq−2

Γ(α+ β + 1)
+

k(q − 1)mq−2

Γ(α+ 1)Γ(β + 1)
+ λ(e− 1)

]
∥x− y∥∞

≤ [kM∗ + λ(e− 1)] ∥x− y∥∞

Puisque nous avons k < 1−λ(e−1)
M∗ ,donc T est une contraction. En utilisant le principe de contraction

de Banach, alors T admet un point fixe unique, ce qui implique que le probèlme (3.1) admet une seule
solution dans C[1, e] .

3.3 Existence de la solution via le théorème de Schaefer

On considère les hypothèse suivantes :

(H4) La fonction f : [1, e]× R → R est continue.

(H5) Il existe des fonctions positives a(t), b(t) ∈ C[1, e] telles que

|f(t, x(t))| ≤ a(t) + b(t)|x(t)|p−1, ∀t ∈ [1, e], x ∈ R.

(H6) L’inégalité suivante est vérifiée

max{2q−1, 1}∥b∥q−1
∞ L+ λ(e− 1) < 1

Théorèm 3.3. On suppose que les hypothèses (H4)-(H5)-(H6) sont vérifiées. Alors, le problème (3.1)
admet au moins une solution.

Preuve. Clairment, les points fixes de l’opérateur T sont des solutions du problème (3.1). Soit

K >
max{2q−1, 1}L∥a∥q−1

∞

1− λ(e− 1)−max{2q−1, 1}L∥b∥q−1
∞

avec

L =
1

(Γ(α+ 1))q−1

[
Γ(α(q − 1) + 1)

Γ(β + α(q − 1) + 1)
+

1

Γ(β + 1)

]
et considérons

BK = {x ∈ C[0, 1] , ∥x∥ ≤ K}.

où BK est un sous-ensemble fermé, borné et convexe.
Nous allons montrer que T satisfait les hypothèses du théorème de point fixe de Schaefer. La preuve sera
donnée en quatre étapes :

Étape 1 : Nous montrons que T est continue
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Soit {xn} une suite qui converge vers x dans C[1, e], pour tout t ∈ [1, e], on a

|(Txn)(t)− (Tx)(t)| ≤ 1
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∫ t
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∫ s
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)α−1 f(τ, xn(τ))

τ
dτ

)
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∫ s

1
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τ

)α−1 f(τ, x(τ))
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+

1
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∫ e

1

(
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∫ s
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(
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τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
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)∣∣∣∣ dss + λ

∫ e

1

|xn(s)− x(s)| ds

≤ 1

Γ(β)

∫ t

1

∣∣∣∣ϕq ( 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, xn(τ))

τ
dτ

)

− ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
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)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)∣∣∣∣ ds
+

1

Γ(β)

∫ e

1

∣∣∣∣ϕq ( 1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
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)α−1 f(τ, xn(τ))

τ
dτ

)

− ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s

1

(
ln
s

τ

)α−1 f(τ, x(τ))

τ
dτ

)∣∣∣∣ ds+ λ

∫ e

1

|xn(s)− x(s)| ds

à partir de la continuité de f , ϕq et par théorème de la convergence dominée ,on a

∥T (xn)− T (x)∥∞ → 0 lorsque n→ ∞.

Donc, T est continue.

Étape 2 : Nous montrons que T (BK) ⊂ BK .
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En effet, à partir de (H5), alors pour x ∈ BK et pour chaque t ∈ [1, e], nous avons

|Tx(t)| =

∣∣∣∣∣ 1

Γ(β)

∫ t

1
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s

)β−1

ϕq

(
1

Γ(α)

∫ s
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∫ s
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τ

)α−1 f(τ, x(τ))
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dτ

)
ds

s

−λ
∫ e

1

x(s) ds

]∣∣∣∣
|Tx(t)| ≤ 1

Γ(β)
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∫ s
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)∣∣∣∣ dss
+ λ

∫ e

1

|x(s)| ds.
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ϕq
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∫ s
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∫ e
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≤ 1
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∫ t
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ϕq
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∞
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∞
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≤ 1

Γ(β)

∫ t

1
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ϕq
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∫ e
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∫ s
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)α−1 dτ

τ
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+ λK(e− 1).

≤ 1
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∫ t
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)
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s

+
1

Γ(β)
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≤ 1
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(ln s)α(q−1) ds

s

+
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)q−1
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+ λ(e− 1)K.

≤
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∥a∥∞ + ∥b∥∞Kp−1

)q−1

(Γ(α+ 1))q−1

[
Iβ(ln t)α(q−1) + Iβ(ln e)α(q−1)

]
+ λK(e− 1).

≤
(
∥a∥∞ + ∥b∥∞Kp−1

)q−1

(Γ(α+ 1))q−1

[
Γ(α(q − 1) + 1)

Γ(β + α(q − 1) + 1)
(ln t)α(q−1) +

1

Γ(β + 1)

]
+ λ(e− 1)K.

≤
(
∥a∥∞ + ∥b∥∞Kp−1

)q−1

(Γ(α+ 1))q−1

[
Γ(α(q − 1) + 1)

Γ(β + α(q − 1) + 1)
+

1

Γ(β + 1)

]
+ λ(e− 1)K.

=
(
∥a∥∞ + ∥b∥∞Kp−1

)q−1
L+ λ(e− 1)K.

≤ max{2q−1, 1}(∥a∥q−1
∞ + ∥b∥q−1

∞ K)L+ λ(e− 1)K.

≤ K

Alors, T (BK) ⊂ BK .

Étape 3 : Nous montrons que T (BK) est équicontinu.

D’après l’Étape 2, nous avons T (BK) ⊂ BK . Ainsi, pour chaque x ∈ BK , nous avons ∥N(x)∥∞ ≤ K,
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ce qui signifie que T (BK) est bornée. Ensuite, selon la condition (H5) il existe R tel que :

|Iα(f(t, u(t)))| ≤ R

.
Pour l’équicontinuité de T (BK), soit t1, t2 ∈ [1, e], t1 < t2 et x ∈ BK , on a
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]∣∣∣∣
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)β−1
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s
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∫ t2
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s
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[
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∫ e

1
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s
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s
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∫ e

1
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]

≤ Rq−1

Γ(β + 1)

[
(ln t2)

β − (ln t1)
β
]
+ (ln t2 − ln t1)

[
Rq−1

Γ(β + 1)
+ λK(e− 1)

]
.

Ce qui implique que ∥Tx(t2) − Tx(t1)∥∞ → 0 lorsque t1 → t2. En conséquence de l’Étape 1 à

l’Étape 3, conjointement avec le théorème d’Arzelà-Ascoli, nous pouvons conclure que T est continue et
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complètement continue.
Étape 4 : Il reste maintenant à montrer que l’ensemble

Λ = {x ∈ C([1, e]) : x = ρT (x) pour certains 0 < ρ < 1}

est borné.

Pour un tel x ∈ Λ, donc, pour chaque t ∈ [1, e], on a

x(t) = ρ
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Soit t ∈ [1, e], pour ρ ∈ [0, 1].
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≤ 1
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Depuis (H6), on peut voir qu’il existe une constante P ∗ > 0 telle que

∥x∥∞ < P ∗

Cela montre que l’ensemble Λ est borné.En conséquence du théorème de point fixe de Schaefer, en
déduit que T admet un point fixe qui est la solution du problème (3.1) .

3.4 Exemples

Dans cette section, on présente quelques exemples pour illustrer nos résultats.

Exemple 1

Considérons le problème de valeur limite suivant :
D

1
2

(
φ 3

2
(D

3
2x(t))

)
= f(t, x(t)), 1 < t < e,

x(1) = 0, D
3
2x(1) = 0, x(e) = 1

4

∫ e

1
x(s) ds,

(3.5)

où α = 1
2 , β = 3

2 , p =
3
2 , q = 3, λ = 1

4 et

f(t, x(t)) =
1

t2 + 4
(cosx+

1

4
), ∀t ∈ [1, e], ∀x ∈ R.

Clairement, la fonction f est continue.

Il existe une fonction w(t) = 5
4(t2+4) ≥ 0.pour tout t ∈ [1, e] ,telle que

|f(t, x(t))| =
∣∣∣∣ 1

t2 + 4
(cosx+

1

4
)

∣∣∣∣
≤ 5

4(t2 + 4)
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Chapitre 3. Étude du problème aux limites d’équations différentielles fractionnaires p-Laplacien

Pour chaque x, y ∈ R et t ∈ [1, e], nous avons

|f(t, x(t))− f(t, y(t))| ≤ 1

4
|x− y|

Ainsi, l’hypothèse (H2) est satisfaite avec k = 1
4 . De plus,

1− λ(e− 1)

N
=

1− 1
4 (e− 1)

1
2
√
π
+ 8

3π
√
π

≃ 0, 7496 > 0, 25

Par conséquent, selon la conclusion du Théorème (3.1), il s’ensuit que le problème (3.5) admet une solution
unique définie sur [1, e].

Exemple 2

On considére le probléme suivant :
D

3
4

(
φ2(D

7
4x(t))

)
= arctan(1 + t) + 1

100e
−t2x4(t), 1 < t < e,

x(1) = 0, D
7
4x(1) = 0, x(e) = 1

5

∫ e

1
x(s) ds,

(3.6)

Ici α = 3
4 , β = 7

4 , λ = 1
5 , p = q = 2

Avec

f(t, x(t)) = arctan(1 + t) +
1

100
e−t2x4(t)

Clairement, la fonction f est continue. Pour chaque x ∈ R et t ∈ [1, e],on a

|f(t, x(t))| ≤ π

2
+

|x|4

100e

Ainsi, l’hypothèse (H5) est satisfaite avec a(t) = π
2 , b(t) =

1
100e .

Ensuite, ∥a∥∞ = π
2 et ∥b∥∞ = 1

100e et

max{2q−1, 1}∥b∥q−1
∞ L+ λ(e− 1) ≃ 0.3511 < 1.

tel que L ≃ 1, 0061.

et
BK = {x ∈ C[0, 1] , ∥x∥ ≤ K}.

est un ensemble fermé, borné et convexe.Avec

K >
max{2q−1, 1}L∥a∥q−1

∞

1− λ(e− 1)−max{2q−1, 1}L∥b∥q−1
∞

≃ 9.0035

Par conséquent, selon la conclusion du Théorème (3.3), il s’ensuit que le problème (3.6) possède au
moins une solution définie sur [1, e].
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Conclusion et Perspective

Nous avons étudié l’existence et l’unicité de certaines solutions pour des problèmes aux limites d’équa-
tions différentielles fractionnaires de type Langevin et de p-Laplacien avec la dérivation de Caputo-
Hadamard.Ces résultats ont été obtenus en utilisant les théorèmes de point fixe (Banach, Schauder,
Schaefer). Ce travail généralise et améliore des résultats précédents.

Pour élargir et généraliser les résultats de ce mémoire, il serait utile d’examiner les inclusions différen-
tielles et d’étendre les problèmes étudiés dans les espaces de Banach en utilisant diverses techniques et
théorèmes du point fixe, afin de déterminer les conditions optimales pour obtenir les meilleurs résultats.
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Abstract
In this memory, we have studied some boundary value problems associated with fractional differential
equations in the sense of Caputo-Hadamard.

We began by examining a class of fractional differential equations of the Langevin type. In this context,
we demonstrated certain results concerning the existence and uniqueness of solutions. Next, we focused
on the fractional p-Laplacian boundary value problems, where we established the results on the existence
and uniqueness of solutions. The existence and uniqueness of the solutions to the previous problems were
demonstrated by applying fixed-point theorems (Banach, Schauder, Schaefer). Additionally, we have in-
cluded two illustrative examples for each of the addressed problems to demonstrate the validity of the
conditions and to justify the effectiveness of the obtained results.

Keywords : Fractional differential equations, existence of solutions, Caputo-Hadamard fractional de-
rivative, fractional integral, fixed point.

Résume
Dans ce mémoire, nous avons étudié quelques problèmes aux limites associés aux équations différentielles
fractionnaires au sens de Caputo-Hadamard.

Nous avons commencé par examiner une classe d’équations différentielles fractionnaires de type Lange-
vin. Dans ce cadre, nous avons démontré certains résultats concernant l’existence et l’unicité des solutions.
Ensuite, nous sommes penchés sur les problèmes aux limites différentielles fractionnaires p-Laplacien, où
nous avons établi les résultats sur l’existence et l’unicité des solutions. L’existence et l’unicité de la solu-
tion des problèmes précédents ont été démontrées par l’application des théorèmes de point fixe (Banach,
Schauder, Schaefer). De plus, nous avons inclus deux exemples illustratifs pour chacun des problèmes
abordés afin de démontrer la validité des conditions et de justifier lefficacité des résultats obtenus.

Mots-Clés : Équations différentielles fractionnaires, existence de solutions, dérivée fractionnaire de type
Caputo-Hadamard, intégrale fractionnaire, point fixe.

الملخص

.دراماده-وتوباكىنعمبةيرسك�لاةيلضافتلاتالداعملابةطبترملاةيدحلالئاسمضعبةساردبانمق،ةركذملاهذهيف

.لولحلاةينادحوودوجوبةقلعتملاجئاتنلاضعبانتبثأ،قايسلااذهيف.نيفجنالعوننمةيرسك�لاةيلضافتلاتالداعملانمةئفةساردبانأدب

تابثإمتامك.لولحلاةينادحوودوجولوحجئاتنديكأتبانموقثيح،نايسالبال-pةيرسك�لاةيلضافتلاتالداعمللةيدحلالكاشميفانقمعتمث

نيلاثمنيمضتبانمق،كلذىلإةفاضإلاب.(رفيش،ردوش،خاناب)ةتباثلاةطقنلاتانهربمقيبطتقيرطنعةقباسلالكاشملللولحلاةينادحوودوجو

.اهيلعلصحملاجئاتنلاةيلاعفريربتوطورشلاةحصتابثإلةشقانملالكاشملانملكلنييحيضوت

.ةتباثةطقن،يرسكلماكت،دراماداه-وتوباكعوننميرسكقتشم،لولحلادوجو،ةيرسكةيلضافتتالداعم:ةيسيئرلاتاملكلا
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 ل لوالسعيد ب الـمـشرف:

 :  عنوان المذكرة

Résolution des quelques problèmes aux limites d'équations différentielles de type 
Caputo-Hadamard via la théorie de point fixe 

 

 / دكتوراه  ماستر  طبيعة البحث:

 وتطبيقية ات أساسية رياضي تخصص:

    الملخص:
 .مارد هدا  كابوتو  بمعنى  الكسرية  التفاضلية  بالمعادلات  المرتبطة   الحدية  مسائل بعض بدراسة   قمنا  المذكرة،   هذه  في

 و   بوجود  المتعلقة  النتائج  بعض   أثبتنا  السياق،   هذا   في   تجفي   لا   نوع  من  الكسرية   التفاضلية  المعادلات  من فئة  بدراسة  بدأنا
 . الحلول  وحدانية 

 وحدانية  و   وجود   حول  نتائج  بتأكيد  قومنا   حيث  الابلاسيان،)    الكسرية   التفاضلية  للمعادلات   الحدية   مشاكل  في   تعمقنا   ثم
 ، (شيفر  شودر،  بالاخ، )  الثابتة   النقطة  مبرهنات تطبيق   طريق  عن السابقة  للمشاكل   الحلول   ووحدانية  وجود  إثبات   تم  كما   الحلول،

 المحصل   النتائج  فعالية  وتبرير  الشروط   صحة  لإثبات   المناقشة   المشاكل  من  لكل  توضيحيي   مثالي بتضمي  قمنا  ذلك،   إلى  بالإضافة 
 .عليها

Résumé : فرنسية أو انجلزية   
In this memory, we have studied some boundary value problems associated with 

fractional differential equations in the sense of Caputo-Hadamard. 

We began by examining a class of fractional differential equations of the Langevin type. 

In this context, we demonstrated certain results concerning the existence and uniqueness 

of solutions. Next, we focused on the fractional p-Laplacian boundary value problems, 

where we established the results on the existence and uniqueness of solutions. The 

existence and uniqueness of the solutions to the previous problems were demonstrated by 

applying fixed-point theorems (Banach, Schauder, Schaefer). Additionally, we have in- 

cluded two illustrative examples for each of the addressed problems to demonstrate the 
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validity of the conditions and to justify the effectiveness of the obtained results. 
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