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Notations générales

R Ensemble des nombres réelles.

R, Ensemble des nombres réelles positifs.
N Les entiers naturels.

C Ensemble des nombres complexe

f Application.

C™ ([a,b]) Espace des fonctions continument dérivables d’ordre n sur [a,b].
E (x) La partie exacte.

f; L’intégration de a a b.

Re (x) La partie reéle de z.

T La dérivée par rapport a t.

H espace de Hilbert.

IRl La norme.

Te Point d’équilibre.

(.,.) Produit scalaire.

CY([0; +1[; H) Les fonction contuiment dérivable de [0; +1[ & H.

£(.) les forme linéaires.

x|y La restriction de = sur J.

A La dérivée d’ordre n par rapport a x.
(S(1)=0 Semi-groupe.

D (A) Domaine de A.

o) La frontiére de €.
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Introduction générale

Aujourd’hui, la stabilité asymptotique et exponentielle des équations différentielles ordinaire
(EDO) est bien maitrisée. Au 19 éme siecle, le célebre Alexander Mikhailovich Lyapunov
a été le premier qui a avoir formulé mathématiquement cette idée. Lyapunov a montré
que l'existence de certaines fonctions, définie positive, prouvait la stabilité pour les EDO
continues. Pour permettre d’étudier analytiquement le probléme de stabilité d’un point
d’équilibre, Lyapunov a généralisé la notion d’énergie en regardant 1’évolution de cette
derniére.

La méthode de Lyapunov, consiste & étudier la stabilité du systéme sans connaitre la
solution explicite du systéme étudié. En effet, la procédure de base est de générer une
fonction "de type énergie" dite fonction de Lyapunov pour le systéme dynamique et d’en
examiner sa dérivée temporelle le long de ces trajectoire. Ce qui traduit physiquement 1’idée
que si I'énergie totale du systeme est dissipée de maniére continue alors le systeme devra
rejoindre un point d’équilibre dans un temps infini (stabilité asymptotique) ou dans un temps
fini (stabilité en temps fini). En d’autre termes, le systéme est stable si son énergie diminue
et elle est minimale & 1’équilibre. Plus tard en 1963 J. Kurzweil a démontré 1’équivalence
entre 'existence de ces fonctions, appelées fonctions de Lyapunov, et la stabilité pour les
EDO continues.

Dans le premier chapitre, nous introduisons les théorémes d’existence et d’unicité liés
aux systémes différentiel comme théoréme de Cauchy-Lipshitz et théoréme de Hille-Yosida,
avec quelques notions générales et outils mathématiques qui permettent de distinguer la

stabilité au sens de Lyapunov dans le cas asymptotique et dans le cas temps fini.



Introduction générale

En deuxiéme chapitre, nous avons introduire quelques résultats théoriques de stabilité
associés aux systémes différentiel en utiliant la fonction de Lyapunov. Nous introduisons
aussi quelques exemples simples pour clarifier quelques résultats.

Le troixiéme chapitre contient un exemple d’application du théoréme de Lyapunov pour
démontrer la stabilité exponentielle d’'un probléme des ondes avec retard. L’existence et

l'unicité de la solution est démontrer en utilisant le théoréme de Hille-Yosida.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous avons donné quelques notions de base sur la stabilité des points
d’équilibres pour les systémes différentiels, avec quelques théorémes de ’existence et 'unicité

des solutions comme Cauchy-Lipschitz, théoréme de Hille-Yosida et théoréme de Lax-Milgram.

1.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz
On considére le systéeme différentiel suivant

b= ft,2(t) (1.1.1)

E ouvert de R". Le probleme de Cauchy est le suivant:
On se donne un intervalle Iy de R, tg € I et xg € E et on cherche toutes les solutions

x: Iy — E de (1.1.1) telles que z(ty) = xo.

Définition 1.1.1 Une trajectoire du point mobile (t,x(t)) est l’ensemble des positions de ce
point quand t parcourt tout l'intervalle des temps ly. Si x(t) est une solution d’un systéme

du type (1.1.1), alors sa trajectoire est, en chacun de ses points, tangente au champ de

vecteurs associé.

1.1.1 Théorémes d’existence et d’unicité

Définition 1.1.2 On dira que l'application f : U — E est localement lipschitzienne en sa

seconde variable sur U C R X E si et seulement si, quelque soit (to,z9) € U, il existe un



1.2. Notions de base sur la stabilité

voisinage ouvert Uy C U de (tg, z9) dans R X E, et une constante Cy > 0 vérifiant
V(t,Z), (t,ZE) € Uo, Hf(t,Z) - f(t,flf)H < Co H’Z - .TH :

Théoréme 1.1.1 Avec les notations du systéme différentiel (1.1.1), si f est continue sur U
et localement lipschitzienne par rapport a la 2°" variable sur U, quelque soit (tg, x¢) € U,
il existe un intervalle ouvert Iy contenant ty et une fonction x : Iy C E — F, telle que:

i) x(ty) = o,

i1) = est une solution de (1.1.1),

alors, pour tout intervalle J C Iy contenant to, il n’eziste qu’une seule solution de (1.1.1)

passant par xo en ty. 1l s’agit de x| ;.

1.2 Notions de base sur la stabilité

En générale on ne sait pas résoudre le systéme différentiel (1.1.1), alors on fait une étude
qualitative de ses solutions. Cette étude commence par la recherche des points d’équilibre

c’est-a-dire les points ou la vitesse s’annule.

1.2.1 Point d’équilibre et stabilité
Définition 1.2.1 Le point x. est dit point d’équilibre du systéme (1.1.1) si f(xz.) = 0
autrement dit x, est une solution constante du systéme x = f(x(t)).

Définition 1.2.2 L’équilibre x. est dit stable si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour

toute solution x(t) de (1.1.1) on a

|2(0) —z.|| <n=Vt>0, ||z(t) — x| <e.

Stabilité asymtotique globale

Définition 1.2.3 Un point d’équilibre x. est globallement asymptotiquement stable (GAS)
St
a) 1l est statble.

b) Toute solution x(.) converge vers x., i.e:

i) =



1.2. Notions de base sur la stabilité

Stabilité asymptotique locale

Définition 1.2.4 L’équilibre x. est globallement asymptotiquement stable (LAS) si
a) 1l est statble.

b) 1l existe v > 0 tel que: Si ||z(0) — x.|| < 7, nous avons

Jim o(6) =

Stabilité exponentielle globale

Définition 1.2.5 L’équilire z. est globallement exponentiellement stable (GES) avec taux

de convergence o > 0, s’il existe 5 > 0 telle que toute solution y (t) vérifie

ly(t) — x|l < B|z(0) — x.|| exp(—at) pour tout t >0

Stabilité exponentielle locale

Définition 1.2.6 L’équilibre x. est localement exponentiellement stable (LES) de taux de

convergence a > 0, s’il existe r > 0 et § > 0 telque ||z(0) — z.|| < r, nous avons

|x(t) — ze|| < B|z(0) — || exp(—at) pour tout t >0

1.2.2 Fonctions définies positives

Définition 1.2.7 Soient 2 un ouvert de R™ contenant 0 et V : Q@ — R une fonction de

classe C', V est dite définie positive si:

i) V(0) =0, et
i1) V(u) > 0 pour u € Q\ {0}.

Définition 1.2.8 V est dite définie négative, si —V est définie positive.
Définition 1.2.9 V est dite semi-définie positive si:

i) V(0) =0, et
i1) V(u) > 0 pour tout u € €.

Définition 1.2.10 V est dite semi-définie négative st —V est semi-définie positive.



1.3. Le principe d’invariance de LaSalle

1.3 Le principe d’invariance de LaSalle

Théoréme 1.3.1 (Principe d’invariance de LaSalle) Soit Q un sous-ensemble de R™; sup-
posons que §2 est un ouvert positivement invariant pour le systéme (1.1.1) en zo. Soit
V : Q — R une fonction de classe C! telle que:

1.V <0 sur Q;

2. Soient E = {x € Q | V(x) =0} et L le plus grand ensemble invariant par f contenu
dans E .

Alors, toute solution bornée commencant dans 2 tend vers l’ensemble L lorsque le temps

tend vers linfini [6).

1.4 Semi-groupe associés a des opérateurs non bornés

et théoréme de Hille-Yosida

Définition 1.4.1 Soit D C X un sous espace vectoriel. Un opérateur linéaire dans X est
un couple (A, D), tel que A : D — X est une application linéaire. On dit que A est borné
si || Aul| reste bornée lorsque

ue{zeD, |z <1}.

Dans le contraire, A est dit non borné.

1.4.1 Semi-groupe fortement continue

Définition 1.4.2 Une famille d’opérateurs (S (t)),», de L (X) est un semi-groupe fortement
continue sur X lorsque les conditions suivantes sont réalisées:

i) Ve € X; tl_i)rélS(t)x:x

it) S (t+s) =S (t)S(s) pour tout t > 0 et tout s > 0.

iii) S (0) = 1.

Définition 1.4.8 Soit (S (t)),5, un semi-groupe fortement continue sur X. On appelle
générateur infinitésimal du semi-groupe l'opérateur non borné (A, D (A)) défini par

Stz —x

D(A) = {:1: € X\ lim,; existe dans X}



1.4. Semi-groupe associés a des opérateurs non bornés et théoréme de Hille-Yosida

A — Jig 2T —2

pour tout v € X.
t—0t+

1.4.2 Opérateur maximal monotone

Définition 1.4.4 On appelle opérateur dissipatif un opérateur A dans E tel que
Vu € D(A),VA >0, |u— Au|g > |ulg.
Si, de plus, R(I — NA) = F, c’est-a-dire
Vie F,3u e D(A) :u— Nu=f
Popérateur est dit m-dissipatif.

Soit H un espace de Hilbert muni d’un produit scalaire noté (., .). Notons L(H) 'espace

des applications linéaires continues de H dans H, muni de la norme
T =sup{|Tz|,x € Het |z| <1}
On a en particulier:
Proposition 1.4.1 L’opérateur A : D(A) C H — H est m-dissipatif si et seulement si
Vv e D(A), (Av,v) <0.

Définition 1.4.5 Si A : D(A) C H — H est un opérateur linéaire non-borné, A est

monotone si (—A) est dissipatif, c’est-a-dire
Vv e D(A), (Av,v) > 0.
A est dit mazimal monotone si (—A) est m-dissipatif.

Définition 1.4.6 On appelle opérateur m-accrétif un opérateur linéaire non-borné tel que:
1. D(A) = E,
2. L’opérateur —A est m-dissipatif.

Le théoréme de Hille-Yosida en propose une adaptation permettant de démontrer I’existence

de solution a I’équation de la chaleur ou de I’équation des ondes.



1.4. Semi-groupe associés a des opérateurs non bornés et théoréme de Hille-Yosida

1.4.3 Le théoréme de Hille-Yosida

On s’intéresse a la résolution du probléme d’évolution

%(t)+Au(t) =f(t) Vt>0
u (0) = ug
ol A est un opérateur définit sur un espace E.
Nous allons d’abord étudier le cas ot 'espace © = H est un espace de Hilbert et
Iopérateur A un opérateur maximal monotone, puis nous allons étudier le cas ou I'espace
E = X est un espace de Banach et 'opérateur A un opérateur non borné.

Ensuit nous affaiblirons les hypothéses et nous essaierons de mettre en évidence les

remedes nous permettant de conclure.

Proposition 1.4.2 Soit S(t) un semi-groupe de contraction sur X, et A son générateur.

Alors A est m-disspatif et D(A) est dense.

Théoréme 1.4.1 Pour tout x € X; la suite de fonction uy(t) = S(t)x converge unifor-

mément sur tout intervalle borné [0; T] vers une fonction u € C([0;00[; X), quand A — 0:
Si
on pose S(t)x = u(t); pour tout x € X et ¢t > 0; on a
[ 5(t) € £(0) et ISW)]| < 15¢> 0
S0)=1
S(t+s)=S5(t)S(s),Vs;t >0
De plus, pour tout x € D(A); u(t) = S(t)x est I'unique solution du probléme
[ e C(10:1] D(AY) N O (0550 X)
uw=Au ;t>0

\ u(0) =z
Enfin, pour tout z € D(A) et ¢t > 0; on a

S(t)Ax = AS(t)x

Théoréme 1.4.2 ( Hille yosida - philips)
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction

sur X si et seulement si A est m-dissipatif de domaine dense.



1.4. Semi-groupe associés a des opérateurs non bornés et théoréme de Hille-Yosida

1.4.4 Cas d’un espace de Hilbert et d’un opérateur maximal monotone
Théoréme de Hille-Yosida

Soient H un espace de Hilbert, f € C1([0; +1[; H) et A: D(A) C H — H un opérateur non

borné maximal monotone, uy € D(A).

Théoréme 1.4.3 Le probléme suivant admet une unique solution:

u € CY[0;4+1[; H) N C°([0; +1[; D(A)) tel que

du
SO+ Aut) =f@) V=0, u(0)=u

[3].

1.4.5 Théoréme de lax-Milgram

Définition 1.4.7 £(.) est une forme linéaire continue sur H, c’est -a-dire que £(.) est

linéaire de H dans R et il existe C > 0 tel que
l£@)] < Cllo]
pour tout v € H.
Définition 1.4.8 a(., .) est une forme bilinéaire sur H, c’est -a-dire que
w — a(w, v)
est une forme linéaire sur H pour tout v € H
et v — a(w,v)
est une forme linéaire sur H pour tout w € H.
Définition 1.4.9 a(.,.) est continue, c’est-a-dire qu’il existe M > 0 tel que
la(w, v)| < M |lwl|[[v]

pour tout w, v € H, a(.,.) est coercive (ou elliptique), c’est-a-dire qu’il existe o > 0
telque

a(v,v) = av||”



1.5. Quelques inégalités outiles

pour tout v € H. Comme nous leverrons au cours de cette sous-section, toutes les
hypothéses ci-dessussont nécessaires pour pouvoir résoudre. FEn particulier, coercivité de

a(., .) est essentielle.

Théoréme 1.4.4 (Lax-Milgram)
Soit H un espace de Hilbert réel, £ (.) une forme linéaire continue sur H, a(.,.) une

forme bilinéaire continue sur H. alors la formulation variationnelle
Yoe H, a(u,v)=£(v).

admet une unique solution. De plus cette solution dépend continument de la forme linéaire

£17.

1.5 Quelques inégalités outiles

1.5.1 Inégalité de Poincarée

Théoréme 1.5.1 On suppose que ) est un domaine ouvert et borné dans R? alors il existe

une constante Cq > 0 telle que

[ @) < ca [ [vuta)f

Q Q

pour tout u € H}(Q)

c’est a dire
2 2
[ullg.o < Cal[Vu(z)jq

dans le cas ou §2 est un ouvert et borné dans R, alors il existe une constante Cq > 0
telle que

2 2
[ullg.g < Callv'llgq
Corollaire 1.5.1 S7 ) est un ouvert et borné alors la semi-norme
‘u|1.9 = ||quO.Q

devient une norme équivalente a la norme de ||ul|, o dans Uespace Hy [2].



1.5. Quelques inégalités outiles

1.5.2 Formule de Green

La formule de Green est une généralisation de I'intégration par partie dans R.

Théoréme 1.5.2 Soit Q un ouvert borné régulier. Si u,v sont des fonction de C' de €,

elles vérifient

/Q u(@g;i (2)dz = — /Q v(x)gzi (z)dz + /a u(e)o(e)nids.

oun = (n;)1<i<n est la normale unité exiérieure a OS2 [4].

1.5.3 Inégalité de Young

La forme plus uilisée de 'inégalité de Young est la suivante:
Théoréme 1.5.3 (Inégalité de Young). Pour a,b >0 et p,q > 1 telque % + % =1, o0na

1 1
ab < —aP + -b2.
p q

10



Chapitre 2

Fonction de Lyapunov et stabilité

2.1 Fonctions de Lyapunov

2.1.1 Définition de la fonctions de Lyapunov
Soit x. € E un point d’équilibre de (1.1.1).

Définition 2.1.1 Soient U = Vois(z.) C E et L : U — R" continue. L est une fonction

de Lyapunov en x. si:

1. L(z) > L(x.) pour x # z. dans U,

2. Pour toute solution z(-), t — L (x(t)) décroissante i.e.

d

L une fonction de Lyapunov stricte en z.. Si de plus:

3. Pour toute solution x(-), t — L (z(t)) est strictement décroissante i.e.

d
L (a() <0Vt € I,

2.2 Théoréme de stabilité locale

Théoréme 2.2.1 (Théoréme de Lyapunov)

11



2.2. Théoréme de stabilité locale

Soit x = 0 un point d’équilibre du systéme dynamique (1.1.1), et D C R™ un domaine
contenant l'origine. S’il existe une fonction L de classe C' définie positive dans un voisinage
V C D, alors:

i) Si L (r) <0Vx eV —{x.}, alors le point d’équilibre x. = 0 est stable.

i1) Si L () < 0V € V—{x.}, alors le point d’équilibre x. = 0 est asymptotiquement
stable.

L s’appelle une fonction de Lyapunov du systéeme (1.1.1).
Preuve. Soit € > 0, choisissons r € (0, €| tel que
B(r)={zeR", ||z|| <r} CD.

soit & = min L (x). Alors o > 0. Choisissons 3 € (0, «) et soit

l[z[l=r

Qp={xeB(r), L(x)<p}.

Alors Q4 est dans 'intérieur de B (), car dans le cas contraire, il existerait p € Q3 qui

soit au méme temps sur la frontiere de B (r). En ce point p, on aurait,
L(p)>a>p

or, pour tout = € Qg, L (x) < /3, ce qui constitue une contradiction.
L’ensemble (13 a la propriété suivante: n’'importe quelle trajectoire dans {1g, issue de
t = 0 reste dans g pour tout ¢ > 0. En effet, par la deuxiéme hypothése du théoréme nous

avons

L(z(t) 0= L(z(t) < L(x(0) <8, Vt>0.

Par la compacité de l'ensemble €23, on conclut que le systéme (1.1.1) a une unique
solution pour tout ¢ > 0 dés que z(0) € 3, comme L est continue et vérifie L(0) = 0, il
existe alors 0 > 0 tel que

|z <6 = L(z) < 6.

Par suite

B(5) € Q5 C B(r)

12



2.2. Théoréme de stabilité locale

et les implications suivantes sont vérifiées
z(0) € B(6) = x(0) € Q5 = z(t) € Qs = z(t) € B(r).

Par conséquent

|z(0)]] <d = |lz(t)]| <r <e, Vt>O0.

Ce qui signifie qui le point d’équilibre x = 0 est stable.

Reste donc a montrer la stabilité asymptotique. Pour se faire, supposons donc

L(xz) <0, Vx #0, z €D (2.2.1)

et montrons que z(t) — 0 lorsque t — oo, c’est a dire: Pour tout a > 0, il existe T' = T'(a) >
0 tel que ||z(t)|| < a, pour tout ¢ > T'. Par les mémes arguments que précédemment, on sait
que pour tout a > 0 on peut choisir b > 0 tel que 3 C B(a).

Il suffit alors de montrer que
L(z(t)) — 0,  lorsque t — co.
Comme L(z(t)) est décroissante et minorée par zéro, il vient que
L(z(t)) — ¢ >0, lorsquet — oc.

Pour montrer que ¢ = 0, on supposera le contraire (¢ > 0). Par la continuité de L(x), il
existe d > 0 tel que B(d) C .. La limite L(z(t)) — ¢ > 0 implique que la trajectoire x(t)

reste a l'extérieur de la boule B(d) pour tout ¢ > 0. Posons

—~v = max L(z
v d<|jz||<r ()

(y existe car L est continue sur le compact {d < ||z|| < r}). Par 'hypothése (2.2.1), nous

avons —v < 0. Il vient donc
L(x(t)) = L(x(0)) —i—/o L(az(s))ds < L((x(0)) — vt — —o0, lorsque ¢ — oo.

Cette derniére inégalité contredit I’hypothése ¢ > 0. m

13



2.3. Théoreme de stabilité globale

Exemple 2.2.1 Considérons le systéme

T, =1
L (2.2.2)
To = —4 (371 + 172) —h <$1 + 132)

ot h : R — R une fonction localement lipschitzienne vérifiante

h(0)=0 , zh(z)>0, V]| <L

comme fonction candidate de Lyapunov. La dérivée L (x) est donnée par

j; (.CL‘) = (4$1 + 2332) .%:1 + 2 (.751 + .Z’Q) .T.g
= —21’? —6 (ZL‘l + .172)2 -2 (ZEl + 1’2) h (1’1 + [Eg)
< —233% —6(.731 +$2)2, \V/|I1+l’2| < 1
|8 6
= —I x, V|[E1+CL’2| S 1
6 8
Ainsi, L (z) est définie négative dans l'ensemble G = {x € R?, |11 + 25| < 1}.
La fonction L est bien une fonction de Lyapunov pour le systéme (2.2.2), on conclut,

grace au théoréme précédent, que l'origine est localement asymptotiquement stable.

Remarque 2.2.1 Si L () >0V € V—{xo}, alors le point d’équilibre x. = 0 est instable.

2.3 Théoréme de stabilité globale

Nous avons vu que la stabilité locale signifie la stabilité pour toute condition initiale xg
dans un voisinage V' du point d’équilibre, et la stabilité globale celle pour tout ro € R".
La question est de savoir s’il suffit de remplacer V' par R" et de vérifier les hypothéses du

théoréme de Lyapunov afin de conclure sur la stabilité globale du systéme. La réponse est

14



2.3. Théoreme de stabilité globale

non, par conséquent il faut une condition supplémentaire: Pour que ’on puisse garantir que
le théoréme de Lyapunov conclut sur la stabilité globale d’un systéme, il faut d’une part que
toutes les hypothéses de ce théoréme soient satisfaites, et d’autres parte il faut également

que la condition de bornitude radiale existe, c’est-a-direThéoréemes de stabilité globale

Définition 2.3.1 L’équilibre x = 0 est atractive si, pour chaque ty € R, il eziste pu(to) > 0
telque

l|xo|| < p(to) = x(to + t,to, z0) — 0 lorsque t — oo.
L’équilibre x = 0 est uniformément intéressante s’il existe certain nombre p > 0 telque
l|lwol| < g, to > 0 = x(to + t, to, z0) — 0 lorsque t — oo

Interprétation: L’attractivité signifie simplement que, a chaque temps initial t5 € R,
toute trajectoire de solution en commencant suffisamment proche de 0 approches réellement

0 lorsque t — oo.

Définition 2.3.2 L’équilibre x = 0 est asymptotiquement stable s’il est stable et attractive.
x = 0 uniformement asymptotiquement stable s’il est uniformement stable et uniforme-

ment atlractive.
Les lemmes suivants est la base de théoréemes de Lyapunov.

Théoréme 2.3.1 Le point d’équilibre x = 0 du systéeme (1.1.1) est stable, s’il existe une
fonction de LyapunovV : R. xR,, — R, de classe C* définie positive est un constant r > 0

tels que

V(t,z) <0, Vt>ty, Vx€ B,. (2.3.1)

ot V est évaluée du long de trajectoires de (1.1.1)

Preuve. Comme V est une fonction localement définie positive, il existe une fonction

de classe K et une constante s > 0 telque

a(|lz]) < V(t,x);Vt > 0;Vz € By

15



2.3. Théoreme de stabilité globale

pour montrer que x = 0 est stable, il faut montrer que pour chaque € > 0 et tout ¢ty > 0,

on peut trouver § = 0 (¢, 1) telque
[z]] <0 =) |2t to; o) || < €.
En conséquence, donnons € and tg, soit ¢, = min {e,r, s} et choisir 6 > 0 telque

sup V (to, ) =: 5 (to,0) < a(€1)

]| <d

telque 0 peut etre trouver toujourd car a(e;) > 0 et 3 (t9,0) — 0 lorsque 6 — 0.

Maintenant, supposons que ||zg|| < 4. Alors
V(to; o) < B(to,d) < afer).
Mais, comme V(t,x) < 0 pour tout ||z|| < ¢ (noté que § < e <)
V (t;z (t,to, z0)) < V(to;x0) < aer) Vit > to.
Maintenant, comme
V(&2 (t, to, o)) = ([l (¢, to, o))

Alors
a(||z (t,to, o)) < aler) VE > 1.

comme « est strictement décroissante, on a

||.I' (t,t()?IO)H <€ <eVt>t.

Théoréme 2.3.2 Le point d’équilibre x = 0 du systéme (1.1.1) est uniformement stable,
s’il existe une fonction de LyapunovV : R, x R,, — R, de classe C' décroissante, définie

positive et un constant r > 0 tels que

V(t,x) <0, Vt>ty, Ve B,.
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2.3. Théoreme de stabilité globale

Preuve. Comme V est décroissante, la fonction

B(5) = sup supV’ (¢, 2)

||| <5 t>0

est finit pour ¢ suffisamment petit et non décroissante pour §. Maintenant soit ; = min {e,r, s}

et choisir § > 0 telque
B(6) <afe)

Maintenant, complétons de méme maniére du théoréme précédent. m

Théoréme 2.3.3 Le point d’équilibre x = 0 du systéme (1.1.1) est uniformement asymp-
totiquement stable, s’il existe une fonction de Lyapunov V : Ry x R, — R, de classe C*

décroissante, définie positive tels que —V est une fonction de Lyapunov définie positive.

Preuve. Si —V est une fonction de localement définie positive, alors clairement —V
satisfait les hypotheéses du théoréme (2.3.2), alors ’équilibre x = 0 est uniformement stable.
Alors, selon la Dénition (2.3.2), il suffit de prouver que x = 0 est uniformement attractive.
Plus precisement, il est necessaire de montrer ’existence de §; > 0 telque, pour tout € > 0

il existe une T'(¢) < oo telque
|zol| < 01,t0 > 0 = ||z (¢, to, z0)|| <€Vt >T (€) (2.3.2)

Les hypothéses sur V and V implique qu'il existe des fonctions a (.), 5 (.) et y(.) de

classe K et une constante r > 0 telque

alllz])) < V(t;z) < B(|l]), ¥t > to;Va € B, (2.3.3)

V(t;x) < —=v(||z|]), ¥t > to;Va € B, (2.3.4)

Maitenant, soit € > 0 donner, définissons les constantes positives 91, d9, et T par

51 < B a(r)], 0 < min {7 [a(e)], 8}, T = 3 (61)
7 (02)
On montre que ces valeurs sont constantes. Soit
|zol| < 01 = ||z (t1;t0; 0)|| < d2; pour chaque &y € [to;to + T (2.3.5)
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2.3. Théoreme de stabilité globale

Pour prouver ces estimations, supposons par contradiction que ces estimations sont faus,

c’est-a-dire
||(L’(t,t0,$0)|| Z 62,Vt c [to,to +T] (236)

Donc, par 'énégalité (2.3.3)

0 < a(de) <V(tog+T,x(to+ T, 10, z0))

to+T .
= V(to, 1'0) + / V [7—7 T (7-7 lo, l’o)] dr
to

< B(01) — Tv(d2) = 0 en utilisant (2.3.3),(2.3.4), (2.3.6)

Pour completer la preuve, supposons t >ty + 1. Alors, avec t; défini dans (2.3.5), on a
al||x(t, to, zo)|]] < V (¢, x(t,to, x0)) < V(t1,x(t1,to, o)) par 12 (2.3.7)

par la non positivité de V . Finallement

V(t1, x(t1,to, x0)) < B[||z(t1, to, o)||] < B(d2) par (14) (2.3.8)

Maintenant (16) et (17) impliquent que

alllz(t, to, zo)[l] < B(02) (2.3.9)
L’énégalité (2.3.9) montre (2.3.2). =

Exemple 2.3.1 Soit le systéeme dynamique
T =—x— 2.9
=22y —y>
(0,0) un est point d’équilibre.
Soit L(z,y) = 22 + y? définie positive.
L = 2za+ 2.y = 2.x. (—$ — 2.y2) + 2.9. (2:1:y — y3)
= 22 —day’+4y -2y = -2 (mQ + y4)

L<0 pour toute valeur de x et y dans R? et ne s’annule qu’en (0,0). C’est donc une

fonction de Lyapunov stricte, on en conclut que l'origine est globalement asymptotiquement

stable.
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2.4. Stabilité exponentielle

Exemple 2.3.2 On considére le systéme

T = —a3 — 22

_ (2.3.10)
To = 1Ty — I‘g

Pour déterminer la stabilité de 1’équilibre 0, posons

1 1

Ly, y2) = 59% + 593

On a L(0) =0 et V est définie positive. La dérivée de L pour le systéme (2.3.10) vaut

Ly, v2) = va(=43 — v3) + y2(vay2 — v3) = —(yi + v3)

L est clairement définie négative. Alors, 0 est asymptotiquement stable.

2.4 Stabilité exponentielle

Maintenant, nous tournons notre attention vers la décroissance exponentielle des solutions
du systéme (1.1.1).
Rappellons d’abord la définition de la stabilité exponentielle:

Définition 2.4.1 Le point d’équlibre x. est exponentiellement stable s’il existe a, A > 0

telle que
[2(t) = el| < o [|z(0) — zellexp(=At) Vi

Définition 2.4.2 Le point d’équlibre z. est exponentiellement globalement stable s’il
la condition est satisfait Vo € R™.
Remarque 2.4.1 Stable exponentielle = stable asymptotique = stabilité

Théoréme 2.4.1 Soit L(x) une fonction définie positive de classe C* sur un domaine
D CR" s
Z)L est définies négative.
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2.4. Stabilité exponentielle

2) 3 ki, ko, ks, p telle que
kallx ()7 < L(w) < ko a@)I] et L(z) < —ks [|l(t)]”

- Alors, . = 0 est exponentiellement stable.
- Si la condition est verifié globalement, alors x. = 0 est globalement exponentiellement

stable.

Preuve. De ’hypothése, on a

Fallz @O < L (x) < ks ||z ()]

Donc

L@ 2 ke O = - e @OF < - L) (2.4.1)

Nous avons aussi de L’hypotése que

L(x) < —ks |l (6)|7

C’est-a-dire

L(z) < —ks ||z ()|

De (2.4.1)

Par intégration, on obtient

Finalement, on a

Alors

D’ou le résultat.

20



2.5. Stabilité en temps fini

Exemple 2.4.1 Soit le systéme
T =-x
Ce systéme est globalement exponentiellement stable.
On effet. Soit la fonctions de Lypunov

L) =5

pour p =2, k1, kay,=1, On a
2
< Lix) < 5

Comme
2

L(z) = —a? = —2(%) <0,Yz # 0,
pour k3 = 2, alors

L) || < [ L(0) [ exp(=t) = [[z(®)]| < [[«(0)] exp(=t).

2.5 Stabilité en temps fini

Dans un second temps, nous rappelons la notion de stabilité en temps fini. Cette stabilité,
qui n’est qu’une extension de la stabilité asymptotique, est cependant trés importante du
point de vue pratique et industriel, car elle permet d’estimer au bout de combien de temps
le systéeme atteint la stabilité.

Rappelons a présent la dynamique d’un systéme autonome, soit f : R® — R" telle que

= f(x).

Définition 2.5.1 L’origine du systéme (1.1.1)est dit stable en temps fini s’il existe un
voisinage V' de lorigine et une fonction T : 'V \{0} — [0, +o0[ appelée fonction temps
d’établissement, telles que

i) L’origine et stable au sens de Lyapunov.

i1) Les solutions convergent en temps fini, i.e.
lim l’(t,to, .7}0) =0
t—T(x)

St de plus, V = R" alors l'origine est globalement stable en temps fini.

21



2.5. Stabilité en temps fini

Rappelons un résultat élémentaire sur la stabilité en temps fini des systémes de la forme

z=f(z), xeR (2.5.1)

ou f: R — R. Dans ce cas particulier, il existe une condition nécessaire et suffisante

pour la stabilité en temps fini.

Théoréme 2.5.1 Supposons que l'origine soit un point d’équilibre du systéme (2.5.1) o f
est continue. Alors, l'origine est stable en temps fini pour le systéme (2.5.1) si et seulement

s’il existe un voisinage € de l'origine tel que pour tout x € Q\{0},

L. xf(z) <0et
d
fO—Z < +00.

T f(2)
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Chapitre 3

Etude de la Stabilité exponentielle

pour un probléme des ondes

On s’intéresse a la résolution du probléme d’évolution

du
— + Au = 0 sur [0;4o00
dt | | (3.0.1)
u (0) = g
Ou A est un opérateur défini sur un espace F.
Nous allons d’abord étudier le cas ou ’espace F est un espace de Hilbert et 'opérateur

A un opérateur maximal monotone, puis nous affaiblirons les hypothéses et nous essairons

de mettre en évidence les remédes nous permettant de conlure.

3.1 Position du probléme

On va étudier ici le probléme de I’équation des ondes avec une rétroaction interne. En
particulier, on considére le systéme

(

Uy (z,t) — DA (z,t) + arug (x,t) + aguy (z,t — 7) =0, dans Q x (0,00),
u(x,t) =0, dans 99 x (0,00),
ug (v, t —7) = folx,t—71), t€(0,7),
u(z,0) =ug (z),u (,0) = uy (), dans Q.

(3.1.1)
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3.2. Etude d’existence et d’unicité

3.2 Etude d’existence et d’unicité

Dans cette section, nous donnons un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme

(3.1.1), en utilisant la théorie des semi-groupe, a cet effet, on introduit la nouvelle variable
z(p,x,t) =u (x,t —71p), pe(0,1),z€Qt>0.

Par conséquent, nous avons

Tz (p, 1) + 2, (p,x,t) =0, pe (0,1),2 € Q,t>0.

Alors, le probléme (3.1.1) prend la forme

([ w (x,t) — Au(x,t) + arug (2, t) + agz (1, z,t) =0, dans Q x (0,00),
Tz (p,x,t) + 2, (p,x,t) =0, dans (0,1) x Q x (0, 00),
u(x,t) =z (p,x,t) =0, dans 9 x (0, 00) (3.2.1)
u (x,t —7) = folx,t —7),t € (0,7),
u(z,0) =wuo (z),u (x,0) = uy (x),dans 2

nous considérons ’espace de Hilbert suivant

H = H} (Q) x L*(2) x L*((0,1) x Q)

équipée avec le produit scalaire

(qb, QNb)H = /Q (VU.VTL + 05) dx + |Tas| /01 /Q z.zdxdp.

Pour ¢ = (u,v,2)", % = <a, v, Z) € H.puis posons v = u; du systéme (3.2.1) peut étre
réécrire
( u—v =20
v (x,t) — Au(x,t) + oqu (x,t) + azz (1,2,t) =0, dans Q x (0,00),
Tz (p,x,t) + 2, (p,x,t) =0, dans (0,1) x ©Q x (0,00),
u(z,t) =z (p,z,t) =0, dans 09 x (0,00)
u (x,t —71) = folz,t —7),t€(0,7),
u(z,0) =ug (z),u (x,0) = uq (x),dans £

(3.2.2)
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3.2. Etude d’existence et d’unicité

ou

¢+ Ap = 0.

Telque; A: D (A) C H — H est Popérateur défini dans le domaine
D(A)={¢ec H/ve Hy(Q), ue H*(Q), 2, € L*((0,1) xQ), 2(0,.) = v},

par
—v

Ap= | —Au+ v+ azz(1,.)
1z

Nous avons le résultat de ’existence et d’unicité suivant:

Théoréme 3.2.1 Supposons que |az| < «ay. Alors pour toute (ug,us, fo) € D(A). Le

probléme (3.2.2) a une solution unique (u,v, z) satisfaisant
¢€C([0,7), D(A)NC([0,T),H).

Preuve. IL suffit de montrer que A est maximale montone (surjective), en utilisant le
théoréme de Hille-Yosida.
D’abord pour ¢ € D (A), nous avons

—v u
(Ag,0) = | —Au+av+azz(1,.) v
% z

1
:—/Vv.Vudx—i—/v[—Au+a1v+a2z(1,.)] dx—|—|a2|/ /zzpd:vdp
o Ja

Q Q
:a1/|v|2dx+a2/vz(1,.)+%/|z(1,.)|2dx—@/|v|2dx
0 Q 2 Ja 2 Ja

Inégalité de Young avec € = 1 donne
« !
as [ox) <P [+ 3 [ 1op
Q Q Q

(Ag,6)y > (a1 — |a2|)/ﬂ|v|2dx >0

alors
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3.3. Stabilité exponentielle

alors A est monotone.
Ensuite, nous allons montrer que A est maximal. Pour F' = (f, g, h)T € H; nous devons

trouver, ¢ + A¢p = F' de telle sorte que

u—v=7f
v—Au+av+az(l,.) =g (3.2.3)

TZ + 2, = Th.

La résolution de la derniére équation de (3.2.3) par la méthode de variation de constante

pour les EDO donne
p
() = (= fexp(—pr) + rexp (—pr) [ h)exp 77y
0

évidement, nous avons z (0,.) = u — f = v, alors

2(1,.) = (u— f)exp(—7) —i—/o h (7, z) exp (y7) d.

Substituons z (1,.) et v dans la deuxiéme équation de (3.2.3), on obtient

u—kAu =G, (3.2.4)
telquel
k=1+a;+azexp(—7) >0
G=g+ f+arf+ay(exp(—7)) f+ Tas (exp ( fo Jexp (y7)dy € L?(Q)

D’aprés le théoreme de Lax-Milgram I’équation (3.2.4) admet une solution unique. m

3.3 Stabilité exponentielle

3.3.1 Estimation du terme d’energie

Dans cette section nous prouvons notre résultat de décroissance. Commencons par le lemme

suivant:
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3.3. Stabilité exponentielle

Lemme 3.3.1 Supposons que |as| < ay. Soit (u,v, z) solution de (3.2.1) . Alors la fonc-

tionnelle D’énergie définie par

1
E(t)ZE/ (ut+|Vu| |a2]/ /|z 0,1, t| dxdp,
Q

(o1 — Jaa]) / w2 <.
Q

Preuve. Multiplions la premiére équation du systéme (3.2.1) par u; et intégrons sur

satisfait

wptgy (1) — wgAu (2, t) + aqugug (z,t) + aguez (1, z,t) =0

d |1
— {—/ (uf+|Vu|2)} +a1/ |ut|2+a2/utz(1,x,t) =0

Mltiplions la deuxiéme équation du systéme (3.2.1) par |as| z et intégrons sur (0.1) x €. on

l |042|/ /]z (p,z,t)| dxdp} |a2|// 2 (p,x,t)|* dpdz = 0

obtien

ou

d [7las| [ 2 as| Q| 2
— )" dxd (1, z,t)]" dx
2|75 [ [ ismnp ] -2 [ qanpaes 2 [

alors
d |1
—[—/(umLIVI ] ‘aQ‘//Iprtldxdp
dt
= —041/|Ut! —062/ut2(1 x,t)
|oz2|/, (1,2,0))* dx 4 loal : /!ut\2
Q
et
1
E(t)zi/ (ut+|Vu| |a2\/ /|z P, T, t| dxdp
Q
Aors

E’(t):—(al—%>/\ut]2—%/]z(l,:c,t)|2dx—a2/utz(l,x,t).
0 Q Q
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3.4. Stabilité exponentielle

En utilisant I'inégalité de Young

E'(t) = —al/]ut\2—a2/]z(l,x,t)]ut—i—%/Q\ut(x,t)Ide
|a2|/| (1,2, )" dx

19
§—041/|ut‘+ /| ’+2|/|t‘
‘0‘2|/|txt\d |2|/y 1,2, dz (¢ =1)
(8}
< o [ fuf+ '2'/| |+'2'/|t|
Q
+@/ g ? dx—@/pu,x,t)y do
2 Jg 2 Jg
< —041‘|‘|042|/|U1t|2
Q
< —(a1—|a2|)/|ut|2§0 if a1 > |l
Q

alors E'(t) <

3.4 Stabilité exponentielle

Théoréme 3.4.1 Soit (u, v, z) solution de (3.2.1). Alors, il existe deuz constantes positives

¢ et w indépondents de t, tells que
E'(t) < Cexp (—wt), ¥t > 0. (3.4.1)
La preuve du théoréme sera établi & travers plusieurs lemmes .

Lemme 3.4.1 Soit (u,v, z) solution de (3.2.1). Alors la fonctionnelle

Fi(t) :/Quutdm. (3.4.2)

Satisfait [’estimation
Fi(t) < / ——/|Vu| ~|—a1/\ut| +a2/\ )P da
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3.4. Stabilité exponentielle

Preuve. Une différenciation des £} donne

F(t) = /{luf—i-/g)u(Au%—oqut—i-agz)daz

— /u?—/|Vu|2—oz1/Vuut+a2/Vuz(1
Q Q Q Q

En utilisant I'inégalité de Young, on obtien

Fl(t) < / 2 —/ IVl + ﬂ/ IVl + “15/ 1V
Q Q 2¢e
™

) dx

prenons (¢ = 2ay,e’ = 2 |ayl), on obtient

p 1
F1<t>s/u§——/|Vu|2+a%/|w|2+a%/|z<1 )2
Q 2 Q Q Q

Lemme 3.4.2 Soit (u,v, z) solution de (3.2.1). Alors la fonctionnelle

t)=r /0 1 /Q exp(—pr) |2|? dadp (3.4.3)

Satisfait ’estimation

Fy(t) < —exp(— /| (1,2,t)° — 7 exp(— / /| z(p, x,t) |dwdp+/|ut| (3.4.4)

Preuve.

1
Fy(t) = —/ 2/exp(—p7)zzpda:dp
o Jo

= [ [ ety [ [ @i o)
_ —l/exp( A1,z d:z:—/\ (0,2, ) da:}
—T/ / exp(—p7) |2|* dadp
< [ 1w~ [ exp(=n)l: 1—7//exp —pr) |2 dpda

nous avons p < 1 = exp(—p7) > exp(—7) = —exp(—p —exp(—7), alors

Fy(t) < —exp(— /\zl z,t)|° — 7 exp(— // |z(p, z,t)| dpd:c+/\ut]2
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3.4. Stabilité exponentielle

3.4.1 Preuve du théoréme

Pour faire la démonstration du théoréme, nous définissons la fonction de Lyapunov

L(t) = NE(t) + Fy(t) + Fy(t)

N est une constante positive a étre déterminée correctement. En branchant les estima-

. . . ! .
tions ci-dessus pour I'expression de £ (), nous arrive au

L) < —May — |a2|)/|ut| te U 2 —/Vut —a1/|uut| —ozz/uz(l x)}
/|ut| _ exp(— /| (1o 1) — 7 exp(— //|Z|2

/uf§0/|Vut|2,
v Q

Lt < —(M(al—\ag\)—l—s&lc —cac /]ut\ dx

——/|Vut| — (exp(— —5042/| (1,z,t))*de — ¢
—7exp(— // 12(p, z, 1)) ——/\ut| —eTexp(— / /\z\

a ce stade, nous devons choisir notre constante pour que

1
. [/ |ut|2+/|Vut|2—i—/ /W],
0 Q 0 Q

Consecontly, Jw > 0, tel que

L’inégalité de Poincaré donne

ensuite, nous avons

L(t) < —wE(t)
Une simple intégration sur ¢ en utilisant le fait £ ~ E, on obtien
L(t) < (exp(—w) Vt >0,
pour une constante ¢ positive. (3.4.1) résulte ensuite, a partir de la derniére inégalité en

vertu de £ ~ FE [7].
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3.5. Conclusion générale

3.5 Conclusion générale

Dans ce travail nous avons étudié la stabilité exponentielle d'un probléme d’évolution pré-
sonté par une équation des ondes a retard. Pour cela, nous avons donné premiérement
quelques notions générales sur les points d’équilibres et ses différents types de stabilité
comme la stabilité locale et la stabilité globale et en particulier la stabilité exponentielle.
Dans deuxiéme chapitre, nous avons donné la notion de la fonction de Lyapunov et
quelques théoréemes de stabilité qui permettent de montrer comment peut utiliser cette
fonction pour prouver les types de stabilité: Locale, globale et exponentielle.
Derniérement, nous avons donné une application du théoréme de la stabilité exponentielle
de Lyapunov sur I’équation des ondes a retard en utilisant des fonctionnelles vérifiantes les
conditions de Lyapunov. L’existence et I'unicité de la solution sont étudiés en utilisant le

théoreme de Hille-Yosida que nous l'indiquons en premier chapitre.
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