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Notations générales

Notations diverses
N Ensemble des entiers naturels,

R Ensemble des nombres réels,

c Constante réelle strictement positive,

i:e C�est à dire,

@i La dérivée partielle de  par rapport à la ieme composante x: @i =
@ 
@xi
;

r Gradient de l�application  : r = (@1 ; :::; @d ) ;
Div Divergence de l�application,  : Div = @1 + :::+ @d ;

@ Sous-diérentiel de l�application  ;

(x; y) Paire d�un espace produit X � Y;

Sd Espace des tenseurs symetriques du seconde ordre sur Rd: Sd = Rd�ds ;

: Produit scalaire sur Rd ou Sd,

j:j La norme euclidienne sur Rd ou Sd;

k:kX La norme sur l�espace X,

h:; :iX Le produit scalaire sur l�espace X,

h:; :iX0�X Le produit dual entre X 0 et X,

p:p: Presque partout,


` Ouvert de Rd; parfois domaine Lipchitzien,


` L�adhérence de 
`;

�` La frontière de 
`;

�`i Les parties de frontière �`; (i = 1; 2; 3),

mes
�
�`i
�
Mesure de Lebesgue (d� 1) dimensionnelle de �`i ;



Notations générales

d�`i Mesure super�cielle sur �`i ;

�` Normale extérieure unitaire à �`;

�`�; �
`
� Les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel �` dé�ni sur 
`;

C1
�

`
�

L�espace des fonctions réelles continûment di¤érentiables sur 
`;

D
�

`
�

L�espace des fonctions réelles indé�niment di¤érentiables et à support compact,

D0 �
`� Espace des distributions sur 
`;

L2
�

`
�

Espace des fonctions u` mesurables sur 
` telles que
R

`

��u`��2 dx < +1;

k:kL2(
`) La norme de L2
�

`
�
dé�nie par



u`


L2(
`) =

�R

`

��u`��2 d
`� 1
2
;

L1
�

`
�

Espace des fonctions u` mesurables sur 
` telles que 9c > 0 :
��u`�� < c; p:p:; sur 
`;

H` L�espace
n
u` =

�
u`i
�
1�i�d ;u

`
i 2 L2

�

`
�
;8i = 1; :::; d

o
=
�
L2
�

`
��d

;

H L�espace H1 �H2;

H`
1 L�espace

n
u` =

�
u`i
�
1�i�d ;u

`
i 2 H1

�

`
�
;8i = 1; :::; d

o
=
�
H1
�

`
��d

;

H1 L�espace H1
1 �H2

1 ;

H` L�espace
n
�` =

�
�`ij
�
1�i;j�d =�

`
ji = �`ij 2 L2

�

`
�
;8i = 1; :::; d

o
=
�
L2
�

`
��d�d
s

;

H L�espace H1 �H2;

H`
1 L�espace

n
�` =

�
�`ij
�
1�i;j�d =�

`
ji = �`ij 2 H1

�

`
�
;8i = 1; :::; d

o
=
�
H1
�

`
��d�d
s

;

H1 L�espace H1
1 �H2

1;

H1 L�espace
�
� = (�1; �2) 2 H1;�

1
� = �2� sur �3

	
;

H
1
2 (�`) l�espace de Sobolev d�ordre 1

2
sur �`;

H�` L�espace (H
1
2 (�`))d;

H� 1
2 (�`) l�espace dual de H

1
2 (�`):

h:; :i� 1
2
; 1
2
;�` Le produit de dualité entre H� 1

2 (�`) et H
1
2 (�`);

k:k
H� 1

2 (�`)
La norme de H� 1

2 (�`) dé�nie par k k
H� 1

2 (�`)
= sup

�2H
1
2 (�`)

h ;�i� 1
2 ;
1
2 ;�

`

k�k
H
1
2 (�`)

;

H 0
�`

Espace dual de H�` ; i.e, H 0
�`
=
�
H� 1

2 (�`)
�d
;

Si de plus [0; T ] un intervalle de temps, k 2 N et 1 � p < +1; on note par
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Notations générales

C(0; T ;H) L�espace des fonctions continues de [0; T ] dans H;

C1(0; T ;H) L�espace des fonctions continûment dérivables sur [0; T ] dans H,

Lp(0; T ;H) L�espace des fonctions mesurables sur [0; T ] dans H,

k:kLp(0;T ;H) La norme de Lp(0; T ;H),

W k;p(0; T ;H) L�espace de Sobolev de paramètres k et p,

k:kWk;p(0;T ;H) La norme de W k;p(0; T ;H).

Notations en élasticité

1;
2 Les domaines occupés par les corps déformables,

�` La frontière de 
`: �` = @
`;

�`1;�
`
2;�3 Les parties de �`: �` = �`1 [ �`2 [ �3;

�3 L�interface de contact entre les corps 
1;
2:

u` Vecteurs des déplacements dans le domaine 
`; on écrit u`i

les composantes du vecteur dans la base canonique,

�` Tenseur des contraintes correspondant au déplacement u`; on écrit �`ij

les composantes du tenseur dans la base canonique,

'` Valeurs des potentiels électriques dans le domaine 
`;

� Vecteurs d�adhésion sur la surface de contact �3;

D` Vecteurs des déplacements électriques dans le domaine 
`;

_u`; �u` Les dérivées première et seconde de u` par rapport au temps,

"
�
u`
�

Tenseur linéarisé des déformations:
�
"
�
u`
��
ij
= 1

2

�
@iu

`
j + @ju

`
i

�
;

�`:u` Produit tensoriel (matriciel) de u` par �` :
�
�`:u`

�
i
= �`ij:u

`
j;

�`� Composante normale des contraintes à la frontière du domaine: �`� =
�
�`�`

�
:�`

où �` est la normale unitaire sortante sur le bord du domaine 
`;

�`� Vecteur composante tangentielle des contraintes à la frontière du domaine,

u`� Composante normale du déplacement u` sur le bord du domaine: u`� = u`:�`;

u`��
` Vecteur composante normale du déplacement u` :

�
u`��

`
�
i
= u`��

`
i ;

u`� Vecteur composante tangentielle du déplacement u` : u`� = u` � u`��
`:
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Introduction générale

De puis la nuit des temps, l�homme s�est intéressé aux problèmes de contact entre deux

corps. Ces problèmes de contact, avec ou sans frottement, entre deux corps déformables

ou entre un corps déformable et une fondation rigide, abondent en industrie et dans la

vie de tous les jours. Le simple contact du sabot de frein avec la roue, d�une roue de

voiture avec la route, du piston avec la chemise, l�enfoncement progressif dans un pouf ou

un fauteuil lors d�une posture assise, les multiples frottements entre plaques tectoniques ou

encore l�écoulement de la lave lors d�une éruption volcanique, ne sont que quelques exemples

qui font partie d�une liste non exhaustive de problèmes de contact. Vu l�importance du

phénomène, des é¤orts considérables ont été consacrés à la modélisation, l�analyse ainsi

que l�approximation numérique des processus physiques provenant des contacts entre des

corps déformables. Par conséquent, une théorie mathématique générale de la mécanique du

contact (Mathematical Theory of Contact Mechanics: MTCM) a fait récemment un progrès

impréssionant, voir par exemple [[18], [26]] et les références qui y sont incluses.

L�objectif de Cet mémoire est de proposer une certaine contribution à l�étude d�un prob-

lèmes aux limites en mécanique du contact. Nous considérons un loi de comportement pour

des matériaux ayant des propriétés mécaniques ainsi que des propriétés électriques (matéri-

aux piézoélectriques), prenant en considération l�in�uence de l�endommagement interne du

matériau. L�adhésion entre les surfaces de contact, lorsqu�une colle est ajoutée pour éviter

aux surfaces un mouvement relatif.

Le sujet de l�endommagement est extrêmement important dans les conceptions en in-

génierie puisqu�il y in�uence directement sur la vie usuelle de la structure où la composante

conçue. Il existe une littérature très riche sur ce sujet. Les modèles prenant en considéra-

tion l�in�uence de l�endommagement interne du matériau sur le processus de contact ont été

1



Introduction générale

étudiés mathématiquement. L�analyse mathématique des problèmes unidimentionnels peut

être trouvée dans [13]. Les premiers modèles de l�endommagement mécanique provenant

des considérations thermodynamiques sont apparus dans [23] . Des modèles généraux ré-

cents dans [20] sont issus du principe de la puissance virtuelle. Dans tous ces travaux,

l�endommagement du matériau est décrit par une fonction d�endommagement, ayant des

valeurs entre zéro et un. Lorsque � = 1; il n�y a pas d�endommagement dans le matériau,

lorsque � = 0; le matériau est complètement endommagé et lorsque 0 < � < 1; il y a un

endommagement partiel et le système a une capacité réduite. Certains problèmes quasista-

tiques de contact avec endommagement ont été étudiés dans [26].

Les matériaux piézoélectriques sont extêmement utilisés comme interrupteurs et actu-

ateurs dans beaucoup de systèmes d�ingénierie, en radioélectronique, l�électroacoustique et

la mesure des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés mécaniques

et électriques. Ce couplage conduit à l�apparition d�un potentiel électrique suite à une

déformation mécanique et, inversement, une déformation mécanique est générée lorsqu�un

potentiel électrique est appliqué. Les matériaux piézoélectriques, pour lesquelles les pro-

priétés mécaniques sont élastiques, sont appelés �matériaux électroélastiques�et ceux pour

lesquelles les propriétés mécaniques sont viscoélastiques sont appelés �matériaux électro-

viscoélastiques�. Des modèles généraux pour des matériaux élastiques ayant un e¤et pié-

zoélectrique peuvent être trouvés dans [25] et plus récemment dans [2]. Des problèmes

de contac statiques avec frottement pour des matériaux électroélastiques ont été étudiés

dans [16], sous l�hypothèse que la fondation est isolante. Un problème de contact avec

�Slip-dependant�pour les matériaux éléctro-élastiques a été étudié dans [16] et des prob-

lèmes pour les matériaux électro-viscoélastiques ont été considérés dans [24]. Actuellement,

un intérrêt considérable est porté aux problèmes de contact avec frottement impliquant

les matériaux piézoéléctriques (voir par exemple [22] et les références qui y sont incluses).

Cependant, il n�existe virtuellement pas de résultats mathématiques à propos des problèmes

de contact pour de tels matériaux et on a besoin de développer la théorie mathématique

du contact mécanique (MTCT) pour inclure le couplage entre les propriétés mécaniques et

électriques.

2



Introduction générale

Les processus d�adhésion sont importants en industrie lorsque des parties, souvent non

métaliques, sont collées ensemble. Pour cette raison, le contact adhésif entre les corps,

lorsqu�une colle est ajoutée pour empêcher les surfaces d�un mouvement relatif, a récem-

ment reçu, de plus en plus, une grande attention dans la littérature. Des modèles généraux

avec adhésion peuvent être trouvés dans [[26], [20]]. Des résultats sur l�analyse mathéma-

tiques de plusieurs problèmes de contact avec adhésion peuvent être trouvés dans [[23], [25]].

Récemment, les matériaux composites ont atteint le sommet, puisqu�ils sont très solides et

très légers, et par conséquent, une importance considérable en aviation et en industrie au-

tomobile. Cependant, les matériaux composites peuvent subir, sous des contraintes, une

délamination dans laquelle plusieurs couches se décollent et se déplacent relativement les

unes par rapport aux autres. Pour modéliser le processus lorsque le collage n�est pas per-

manant et un décollage peut avoir lieu, nous avons besoin de décrire l�adhésion et le contact

ensemble. Un nombre de publications récentes traîte de tels modèles, voir par exemple [[17],

[2], [19]] et les références comprises. L�idée est d�introduire une variable de surface interne,

le champ d�adhésion � 2 [0; 1] ; qui décrit la densité fractionnelle des adhésifs actifs sur la
surface de contact. En un point de la surface de contact adhésive, lorsque � = 1, l�adhésion

est complète et tous les adhésifs sont actifs ; lorsque � = 0 tous les adhésifs sont inactifs,

sévères et il n�y a pas d�adhésion. Lorsque 0 < � < 1 l�adhésion est partielle et seulement

une fraction � des adhésifs est active.

Ce mémoire comporte deux chapitres et est structurés de la manière suivante :

Dans le premier chapitre, le but est d�introduire les éléments nécessaires pour une bonne

compréhension de la suite du problème traité. Nous commençons par décrir le cadre physique

dans lesquels nous travaillons ainsi que le modèle mathématique correspondant, tout en

donnant la loi de comportement et conditions aux limites qui apparaissent dans mémoire.

Ensuite, nous aborderons le cadre fonctionnel permettant l�analyse mathématique des prob-

lèmes ainsi considérés. Nous terminerons ce chapitre en passant en revue quelques résultats

fondamentaux d�analyse fonctionnelle concernant les inéquations variationnelles, équations

et inéquations variationnelles d�évolution et en�n les lemmes de Gronwall.

Dans le deuxième chapitre, nous considérons un problème de contact sans frottement,

avec adhésion et endommagement pour des matériaux électro-élasto-viscoplastiques. Le

3



Introduction générale

contact est modélisé par une compliance normale. Nous établissons une formulation vari-

ationnelle du problème et démontrons l�existence et l�unicité de la solution du problème

variationnel résultant. Les démonstrations sont basées sur les équations variationnelles

dépendant du temps, un résultat classique d�existence et d�unicité pour les inéquations

paraboliques, les équations di¤érentielles et les arguments du point �xe de Banach.

4



Chapitre 1

Formulation mathématique de

problème de contact et rappel

d�analyse

Dans ce chapitre, on commence par dé�nir le cadre physique, une loi de comportement d�un

matériau électro-élasto-viscoplastique, les conditions aux limites ainsi que la formulation

électro-mécanique de problème à étudier. Ensuite, nous passons en revue quelques résultats

concernant les espaces fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles, les lemmes

de Gronwall et quelques théorèmes qui seront d�une grande utilité pour les démonstations.

1.1 Formulation mathématique d�un problème de con-

tact

1.1.1 Cadre physique

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et une modèle mathématique

de problème utilisés dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons les formulations mathé-

matiques pour le problème de contact avec adhésion et endommagement entre deux corps

électro-élasto-viscoplastiques.
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1.1. Formulation mathématique d�un problème de contact

Nous considérons deux corps matériels déformables qui occupent des domaines bornèes


` � Rd; (` = 1; 2; d = 2; 3) ; avec une frontière régulière �` = @
`; partitionnée en trois

parties mesurables �`1;�
`
2 et �

`
3, correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d�une

part, et en deux parties mesurables �`a et �
`
b, correspondant aux conditions aux limites

électriques, d�autre part, telles que mes
�
�`1
�
> 0; mes

�
�`a
�
> 0. On note par �` la normale

unitaire sortante a �`: Le corps 
` est encastre sur �`1 dans une structure �xe. Sur �
`
2

agissent des tractions surfaciques de densite f `2 et agissent des forces volumiques de densite

f `0 et des charges électriques de densité volumiques q0: Nous supposons que f
`
2 et f

`
0 varient

très lentement par rapport au temps. Les corps sont soumis à l�action de potentiel nul sur la

partie �3, et ils sont en contact avec adhésion sur �3: Soit T > 0 et soit [0; T ] l�intervalle de

temps en contact avec une fondation sur la partie �3: Les mathériaux peut être endommager

durant le contact.

1.1.2 Modèle mathématique

Notons que le point au-dessus d�une fonction représentent la dérivation par rapport au

temps, i.e.

_u` =
du`

dt
; �u` =

d2u`

dt2
:

Les fonctions inconnues du problème sont les champs des déplacements u` : 
`�(0; T )!
Rd et les champs des contraintes �` : 
` � (0; T ) ! Sd; ` = 1; 2: Notons la densité de la

masse �` : 
` ! R+ et la densité des forces volumiques f `0 : 
`� [0; T ]! Rd; l�évolution du

corps est décrite par l�équation du mouvement de cauchy

�`�u` = Div �` + f `0 dans 
` � (0; T ); (1.1.1)

où �u` représente l�accélération et _u` la vitesse du corps.

Les processus d�évolution modelés par l�équation précédente s�appellent processus dy-

namiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simpli�er: par exemple

dans le cas où _u` = 0; il s�agit d�un problème d�équilibre (processus statiques), ou bien dans

le cas où le champ des vitesse _u` varie très lentement par rapport au temps, c�est-à-dire que

le terme �`�u` peut être négligè (processus quasistatiques). Dans ces deux cas l�équation du

6



1.1. Formulation mathématique d�un problème de contact

mouvement devient

Div �` + f `0 = 0 dans 
` � (0; T ): (1.1.2)

L�équation équivaut à d relation scalaires, et mathématiquent cette équation ne su¢ t

par à modéliser le problème d�équilibre du corps car, par exemple les d composantes u`i du

champ de déplacement ne �gurent pas dans cette équation.

A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du problème, à savoir le champ de

déplacement électrique les potentiels électriques '` : 
` � (0; T ) ! R et les champs des

déplacements électriques D` : 
` � (0; T ) ! Rd: L�évolution du corps piézoélectrique est

décrite par l�équation d�équilibre pour le champ de déplacements électriques.

divD` � q`0 = 0 dans 
` � (0; T ); (1.1.3)

où "div" est l�opérateur de divergence pour les vecteurs, divD` =
�
D`
i;i

�
; et q`0 représente

la densité des charges électriques volumiques sur 
`.

1.1.3 Loi de comportement piézoélectrique

Nous considérons deux corps piézoélectriques qui occupent des domaines bornés 
` � Rd

(d = 2; 3) avec une surface frontière régulière et de Lipschitz �` subdivisée en trois par-

ties mesurables �`1;�
`
2 et �

`
3 d�une part et de deux parties mesurables �

`
a et �

`
b, telles que

mes
�
�`1
�
> 0; mes

�
�`a
�
> 0 et �`3 � �`b: Soit T > 0 nous étudions l�évolution du corps

due à l�application de force de volume et de tractions de surfaces dans l�intervalle de temps

[0; T ]. Dans ce qui suit, pour simpli�er les notations, nous n�indiquons pas explicitement la

dépendance des fonctions par rapport à x 2 
` [ �` et t 2 [0; T ].
Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur

des déformations et leurs dérivées. C�est toute une série d�essais qu�il faut imaginer et

réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour les matéri-

aux unidimensionnels constituent le point de départ dans l�établissement des lois de com-

portement.Voici quatre exemples classiques d�essais sur les solides : essais de chargement

monotone, essais de charge-décharge, essais de �uage et essais de relaxation.

Dans la description des phénomènes purement électro-mécanique, par loi de comporte-

ment (ou loi constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le tenseur des
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1.1. Formulation mathématique d�un problème de contact

contraintes �`; le tenseur des déformations in�nitésimales "` et leurs dérivées temporelles

_�` et _"`. Cette dé�nition se modi�e légèrement dans la description des phénomènes électro-

mécaniques, car ici nous devons aussi prendre en considération le champ de déplacement

électrique D` = (D`
i ) ainsi que le champ électrique E

` = �r'`: Nous présentons par la
suite les lois de comportement de matériau : matériaux électro-élasto-viscoplastique.

Loi de comportement d�un matériau électro-élasto-viscoplastique.

Une loi de comportement d�un matériau élasto-viscoplastique peut être écrite sous la

forme

�` = A`"( _u` (t)) + G`"(u` (t)) +
Z t

0

F `(�`(s)�A`"( _u`(s)); "(u`(s)); �` (s))ds; (1.1.4)

où les opérateursA` et G` sont des tenseurs d�ordre quatre et non linéaires; leurs composantes
a`ijkl et g

`
ijkl s�appellent coe¢ cients de viscosité et élasticité respectivement et F ` représente

une fonction constitutive non linéaire qui décrit le comportement viscoplastique du matériau,

et où �` est une variable interne d�état dé�nie dans 
`� [0; T ], avec 0 � � � 1. L�évolution
du champ d�endommagement �` utilisée au deuxiéme chapitre est modélisée par l�inclusion

du type parabolique donnée par la relation

_�` � k`��` + @ K`(�`) 3 �`
�
�` �A`"( _u`)� (E `)�r'`; "

�
u`
�
; �`
�
;

où k` est une constante positive, �` est la fonction source de l�endommagement, @ K` est le

sous-di¤éérentiel de la fonction indicatrice  K` et K `est l�ensemble des endommagements

admissibles dé�ni par

K` =
�
� 2 H1

�

`
�
; 0 � � � 1; p:p dans 
`

	
: (1.1.5)

Unmatériau piézoélectrique dont les propriétés électro-mécaniques sont élasto-viscoplastique

est appelé matériau électro-élasto-viscoplastique et pour la contrainte on �` = �`;e�p + �`;el,

où �`;e�p et �`;el sont respectivement les parties élasto-viscoplastique et électrique de la con-

trainte, telles que �`;e�p dé�nie par (1.1.4) et �`;el = (E `)�r'`. A partir de la loi (1.1.4),
nous obtenons une loi de comportement électro-élasto-viscoplastique avec endommagem-

ment comme suit8>>><>>>:
�` = A`"( _u`) + G`"(u`) + (E `)�r'`+R t
0
F `(�`(s)�A`"( _u`(s))� (E `)�r'`; "(u`(s)); �` (s))ds;

D` = E `"(u`)� B`r'`:

(1.1.6)
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1.1. Formulation mathématique d�un problème de contact

Nous utiliserons la loi de comportement (1.1.6) dans le chapitre 2 de ce memoire.

Lorsque F ` = 0, (1.1.6) se réduit à une loi de comportement de matériau électro-

viscoélastique

�` = A`"( _u` (t)) + G`"(u` (t)) + (E `)�r'` (t) ;

D` = E `"(u`)� B`r'`:

Finalement, a�n de compléter le modèle mathématique qui décrit l�évolution du corps,

il faut préciser les conditions aux limites sur �3, c�est l�objet des conditions de contact et

loi sans frottement que nous décrivons dans la section suivante.

1.1.4 Conditions aux limites de contact

Dé�nissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de �`:

La condition aux limites de déplacement. Le corps est encastré dans une position

�xe sur la partie �`1 � (0; T ), le champ des déplacements u` est par conséquent nul

u` = 0 sur �`1 � (0; T ):

La condition aux limites de traction. Une traction surfacique de densité f2 agit sur

�`2 � (0; T ); et par conséquent le vecteur des contraintes de Cauchy �`�` satisfait

�`�` = f `2 sur �`2 � (0; T ):

Les conditions aux limites électriques. Ces conditions sont déterminées à partir des

deux équations

'` = 0 sur �`a � (0; T ) ;

D`:�` = q`2 sur �`b � (0; T ) ;

Conditions aux limites de contact de Signorini.

On dé�nit le déplacement normal relatif d�un corps par rapport à l�autre sur la zone de

contact �3 par [u� ] = u1� + u2� ; où �
` est la normale unitaire extérieure à 
`:

La continuité des contraintes sur l�interfaces �3 se traduit par :

�1� = �2� � �� ; �1� = ��2� � �� sur �3: (1.1.7)

9



1.1. Formulation mathématique d�un problème de contact

Condition de contact avec compliance normale et adhésion.

On va décrire la condition de contact avec compliance normale et adhésion sur �3�(0; T ),
on introduit une variable interne d�état � dé�nie sur �3 � (0; T ), qui représente l�intensité
d�adhésion sur la surface de contact, telle que 0 � � � 1 . Quand � = 1 à un point x 2 �3,
l�adhésion est complète et tous les liens sont actifs, quand � = 0 tous les liens sont désactivés

et il n�ya pas d�adhésion; et quand 0 < � < 1 c�est le cas d�une adhésion partielle et mesure

la fraction des liens. Pour plus détails sur ce section, on renvoit par exemple [8]. On suppose

que la contrainte normale satisfait la condition de compliance normale avec adhésion

�� = �p�([u� ]) + 
��
2R�([u� ]) sur �3 � (0; T ) ; (1.1.8)

où �� est le déplacement normal, 
� est un coe¢ cient positif, p� : �3 � R ! R+ est une

fonction donnée appelée fonction de compliance normale, et la fonction R� : R ! R+ est

l�opérateur de troncature donné par

R� (s) =

8>>><>>>:
L si s < �L;
�s si � L � s � 0;
0 si s > 0:

(1.1.9)

Ici L > 0 est longeur caractéristique des liens.

La condition (1.1.8) indique que chaque corps exerce une action sur l�autre corps en

fonction de sa pénétration [u� ], où le deuxième terme de l�égalité est la contribution de

l�adhésion � à la tension de surface. Notons que la condition de compliance normale avec

adhésion (1.1.8) a été déjà utilisée dans [[7], [12], [27]].

Quand le champ d�adhésion � est nul, (1.1.8) devient

��� = p� ([u� ]) sur �3 � (0; T ) ; (1.1.10)

ce qui représente la condition de compliance normale sans adhésion. Des expressions

générales de la forme (1.1.10) ont été utilisées dans [[1], [5], [3], [4]]. Comme exemple de

fonction de compliance normale, nous pouvons considérer

p�(r) = c�r+;

où c� est une constante positive et r+ = max f0:rg :

10



1.1. Formulation mathématique d�un problème de contact

La diversité des matériaux a conduit les chercheurs à utiliser le collage des composites

comme étant un moyen universel d�assemblage de matériaux de natures di¤érentes. Pour

modéliser les phénomènes d�adhésion, il est nécessaire d�ajouter le processus d�adhésion à

la description du contact.

L�évolution du champ d�adhésion est décrite par une équation di¤érentielle de la forme

_� = � (�(
�(R�([u� ]))
2 + 
� jR� ([u� ]j2)� "a)+; sur �3 � (0; T ) ; (1.1.11)

�(0) = �0: sur �3; (1.1.12)

où 
� ; 
� et "a sont coe¤cients d�adhérence positifs, et [u� ] = u1��u2� le déplacement tangent
relatif de corps 
1 par rapport l�autre corps 
2 sur la zone de contact, et �0 l�adhésion

initiale, tel que

0 � �0 � 1; p:p sur �3; (1.1.13)

et la fonction R� : Rd ! Rd est l�opérateur de troncation donné par

R� (�) =

8<: � si k�k � L;

L �
k�k si k�k > L:

(1.1.14)

Sous les conditions (1.1.11)-(1.1.13), on a la remarque suivante :

Remarque 1.1.1 Nous remarquons que le champ d�adhésion véri�e la restriction 0 � � �
1: En e¤et, puisque _� � 0 donc � (x; t) � �0 (x) � 1: En outre, si � (x; t0) = 0 quand t = t0

donc _� (x; t) = 0 pour tout t � t0, et d�où � (x; t) = 0 pour tout t � t0; p:p: x 2 �3. Alors
nous concluons que 0 � � (x; t) � 1 pour tout t 2 [0; T ] ; p:p: x 2 �3:

Condition dans le plan tangent.

Aux points de �3, la rigidité tangentielle générée par la colle est supposée dépendante

de l�adhésion � et des déplacements tangentiels,

�� = �p� (�)R� ([u� ]) sur �3 � (0; T ); (1.1.15)

où p� : �3 � R ! R+ est une fonction de contact tangentielle, R� est un opérateur de

troncation dé�ni par la relation (1.1.14). Alors, p� (�) agit comme une constante de ressort,

qui croit avec �; la traction est en direction opposé au déplacement. Le module maximum

11



1.2. Rappel d�analyse

de la traction tangentielle dans (1.1.15) est p� (1)L. La traction de frottement tangentielle

est supposée être beaucoup plus petite que l�adhesion et donc elle est omise. Quand elle

n�est pas négligeable on doit ajouter la traction de frottement comme cela a été fait en [9].

1.2 Rappel d�analyse

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (:; :)H un produit scalaire sur H c�est-à-dire (:; :)H :

H �H ! R est une application bilinéaire symétrique et dé�nie positive.

On note par k:kH l�application de H ! R+ dé�nie par

kukH = (u; u)
1
2
H ; (1.2.1)

et on rappelle que k:kH est une norme sur H qui véri�e l�inégalité de Cauchy-Schwartz

(u; v)H � kukH kvkH 8u; v 2 H: (1.2.2)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme dé�nie par( 1.2.1).

Soit H 0 l�espace dual de H c�est à dire l�espace des fonctionnelles linéaires et continues sur

H muni de la norme

k�kH0 = sup
�2H�f0g

(�; �)H0�H
k�kH

;

où (:; :)H0�H représente la dualité entre H
0 et H.

1.2.2 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique et associés

aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales propriétés, notam-

ment les théorèmes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de fonctions dé�nies sur un

intervalle réel et à valeurs dans l�espace de Hilbert. Toutes les notations ainsi que les espaces

fonctionnels utilisés dans ce memoire sont introduits dans cette section. Nous désignons par

Sd l�espace des tenseurs symétriques d�ordre deux sur Rd (d = 2; 3); (:; :) et j:j représentent
le produit scalaire et la norme Euclidienne sur Rd et Sd, respectivement. Ainsi,

u`:�` = u`i :�
`
i ;
���`�� = (�`; �`) 12 ; 8u`; �` 2 Rd;
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1.2. Rappel d�analyse

�`:� ` = �`ij:�
`
ij;

��� `�� = (� `; � `) 12 ; 8�`; � ` 2 Sd:

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques �` et � `;

H` = f�` = (�`i); �`i 2 L2(
`)g; H`
1 = f�` = (�`i); �`i 2 H1(
`)g;

H`= f� ` = (� `ij); � `ij = � `ji 2 L2(
`)g; H`
1 = f� ` = (� `ij) 2 H`; div � ` 2 H`g:

Les espaces H`, H`
1, H` et H`

1 sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires donnés par

(u`; �`)H` =

Z

`
u`:�`dx; (u`; �`)H`

1
=

Z

`
u`:�`dx+

Z

`
ru`:r�`dx;

(�`:� `)H` =

Z

`
�`:� `dx; (�`:� `)H`

1
=

Z

`
�`:� `dx+

Z

`
div �`:Div � `dx:

�" et Div sont les opérateurs de déformation et de divergence, dé�nis par

ru` = (u`i;j); "(u`) = ("ij(u`)); "ij(u`) =
1

2
(u`i;j + u`j;i);8u` 2 H`

1;

Div �` = (�`ij;j);8�` 2 H`
1:

Les normes sur les espaces H`, H`
1, H` et H`

1 sont notées par k:kH` ; k:kH`
1
; k:kH` et k:kH`

1
,

respectivement. Puisque la frontière �` est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur à la

frontière est dé�ni p.p. Pour tout champ de vecteur �` 2 H`
1 nous utilisons la notation �

`

pour désigner la trace de �` sur �` et nous notons par �`� et �
`
� les composantes normales et

tangentielles de �` sur la frontière données par

�`� = �`:�`; �`� = �` � �`� :�
`;

Soit H
0

�`
est un dual de H�` = H

1
2 (�`)d et soit (:; :)� 1

2
; 1
2
;�` désigner l�appariement de dualité

entre H
0

�`
et H�` : Pour chaque élément �` 2 H`

1, soit �
`�` est un élément H

0

�`
donne par

(�`�`; �`)� 1
2
; 1
2
;�` = (�

`; "(�`))H` + (Div �`; �`)H` ;8�` 2 H`
1:

Désigne par �`� et �
`
� la trace normale et la trace tangential de �

` 2 H`
1; respectivement. Si

�` est continûment di¤érentiable sur 
` [ �`; tel que:

�`� = (�
`�`):�`; �`� = �`�` � �`��

`;
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1.2. Rappel d�analyse

(�`�`; �`)
� 1
2 ;
1
2 ;�

`
=

Z
�`
�`�`:�`da;

pour tous �` 2 H`
1; où da est un élément de mesure de surface. Pour obtenir la formulation

variationnelle du problème (2.1.1)-(2.1.15), nous introduisons pour la domaine de lient de l�

ensemble

Z =f� 2 L1(0; T ;L2(�3)); 0 � �(t) � 1;8t 2 [0; T ]; p:p:; sur �3g:

l�espace des déplacements admissibles V ` est un sous-espace fermé de H`
1 dé�ni par:

V ` = f�` 2 H`
1; �

` = 0 sur �`1g:

Puisque mes(�`1) > 0; l�inégalité de Korn s�applique sur V il existe une constante ck > 0

dépendant uniquement de 
` et �` telle que:



"(�`)

H` � ck


�`



H`
1
; 8�` 2 V `: (1.2.3)

Sur V ` nous considérons le produit scalaire donné par:

�
u`; �`

�
V `
=
�
"
�
u`
�
; "
�
�`
��
H` ; 8u`; �` 2 V `; (1.2.4)

et soit k:kV ` la norme associée, i.e.

�`


V `
=


" ��`�

H` ; 8�` 2 V `:

Par l�inégalité de Korn, il vient que k:kV ` et k:kH` sont des normes équivalentes sur V ` et

ainsi (V `; k:kV `) est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théorème de trace de Sobolev,
il existe une constante c0 > 0; dépendant uniquement de 
`;�`1 et �3 telle que

�`



L2(�3)d
� c0



�`


V `

8�` 2 V `: (1.2.5)

Pour le potentiel électrique et le champ de déplacement électrique nous utilisons les espaces:

E`
0 = L2

�

`
�
; E`

1 = H1
�

`
�
;

W ` =
�
 ` 2 H1

�

`
�
;  ` = 0 sur �`a

	
;

W` =
�
D` =

�
D`
i

�
; D`

i 2 L2
�

`
�
; divD` 2 L2

�

`
�	
:
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1.2. Rappel d�analyse

respectivement. Puisque mes(�`a) > 0; l�inégalité de Friedrichs-Poincaré montre qu�il existe

une constante c`F > 0 dépendant uniquement de 

` et �`a telle que

r `



L2(
`)
d � c`F



 `


H`(
`) 8 ` 2 W `; (1.2.6)

Sur l�espace W ` nous considérons le produit scalaire donné par

�
'`;  `

�
W ` =

Z

`
r'`:r `dx;

et soit k:kW ` la norme associée. En utilisant (1.2.6) on peut véri�er que k:kH1(
`) et k:kW`

sont deux normes équivalentes surW `. Il en résulte que (W `; k:kW `) est un espace de Hilbert

réel. En outre, par le Sobolev trace théorème, il existe une constante c0; ne dépendant que

de 
`, �`a et �3; tel que 

�`


L2(
`) � c0



�`


W ` 8�` 2 W `: (1.2.7)

L�espace W` est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire

�
D`; E`

�
W` =

Z

`
D`:E`dx+

Z

`
divD`: divE`dx;

où divD` =
�
D`
i;i

�
, et la norme associée k:kW` .

A�n de simpli�er les notations , nous dé�nissons les espaces produits

V = V 1 � V 2; H = H1 �H2; H1 = H1
1 �H2

1 ; H = H1 �H2; (1.2.8)

H1 = H1
1 �H2

1; E0 = E10 � E20 ; E1 = E11 � E21 ; W = W 1 �W 2; W =W1 �W2:

les espaces V; E1; W et W sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits scalaires

canoniques notée (:; :)V ; (:; :)E1 ; (:; :)W ; et (:; :)W . Les normes associés seront désignés par

k:kV ; k:kE1 ; k:kW et k:kW ; respectivement.

On rappelle les principaux résultats sur les fonctions dé�nies sur un intervalle de temps

et à valeurs dans un espace de Banach réel. Nous notons par C([0; T ];X) et C1([0; T ];X)

les espaces des fonctions continues et continûment di¤érentiables sur [0; T ] avec valeur sur

X, respectivement, avec les normes

kfkC(0;T ;X) = max
t2[0;T ]

kf(t)kX ;
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1.2. Rappel d�analyse

kfkC1(0;T ;X) = max
t2[0;T ]

kf(t)kX + max
t2[0;T ]




 _f(t)



X
:

Nous notons par Cc(0;T ;X) l�ensemble des fonctions continues à support compact dans

(0; T ) à valeurs dans X.

Dé�nition 1.2.1 Une fonction f : [0; T ]! X est dite mesurable s�il existe un sous ensem-

ble E � [0; T ] de mesure nulle et une suite (fn)n2N de fonctions appartenant à Cc (0; T ;X)
telle que kfn (t)� f (t)kX ! 0 quand n! +1, pour tout t 2 [0; T ]�E.

1.2.3 Eléments d�analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Opérateurs fortements monotones

Dé�nition 1.2.2 Soient A : H ! H un opérateur non linéaire. On dit que l�opérateur A

est:

1. monotone si

(Au� A�; u� �)H � 0 8u; � 2 H;

2. fortement monotone s�il existe m > 0 tel que

(Au� �; u� �)H � m ku� �k2H 8u; � 2 H;

3. Lipschitz s�il existe L > 0 tel que

kAu� A�kH � L ku� �kH 8u; � 2 H;

4. hémicontinu si

8u; � 2 H; l�application t 7! A(u+ t�) : R! H 0 est continue.

Théorème 1.2.1 (Théorème du point �xe de Banach): Soit K une partie non vide

et fermé de l�espace de Banach X et soit � : K ! K une contractante, i.e, 9k 2]0; 1[ tel
que

k� (u)� � (�)kX � k ku� �kX 8u; � 2 K:

Alors il exists un unique élément u 2 K tel que � (u) = u; i.e, � possède un point �xe

unique dans K.
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1.2. Rappel d�analyse

Nous allons ainsi utiliser une version du théorème de point �xe de Banach que nous

présentons ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de l�opérateur � sont dé�nies récursivement

par �n = � (�n�1) pour n � 2:

Théorème 1.2.2 . Sous les mêmes conditions du Théorème 1.2.1, on suppose que �n est

une contractante pour un certain entier n � 2. Alors � admet un point �xe unique dans K.

Dé�nition 1.2.3 Une forme bilinéaire a : H � H ! R est continue s�il existe un réel

M > 0 tel que

ka (u; �)k �M kukH k�kH 8u; � 2 H:

Dé�nition 1.2.4 Une forme bilinéaire a : H � H ! R est dite coercive s�il existe une

constante m > 0 telle que

a (u; u) � m kuk2H 8u 2 H:

Théorème 1.2.3 (Théorème du Lax-Milgram): Soit X un espace de Hilbert, a : X �
X ! R une forme bilinéaire continue et coercive. Soit l : X ! R une forme linéaire

continue.Alors, il existe une solution unique u 2 X qui satisfait:

a(u; �) = l(�) 8� 2 X: (1.2.9)

De plus, si a(:; :) est symétrique, alors u est caractérisé par la propriété

1

2
a(u; u)� hu; uiH �

1

2
a(�; �)� h�; �iH 8� 2 H: (1.2.10)

Sous dié¤rentiabilité

Nous considérons dans tout cette section que X est un espace de Hilbert et K un sous-

ensemble de l�espace X.

Dé�nition 1.2.5 On appelle fonction indicatrice de K, la fonction 	K dé�nie par

	K (u) =

8<: 0 si u 2 K;
+1 si u =2 K:

(1.2.11)
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1.2. Rappel d�analyse

Dé�nition 1.2.6 Soit une fonction j : X ! R et u un élément de l�espace X tel que

j(u) 6= �1. Le sous-di¤érentiel de la fonction j en u; noté @j (u) est l�ensemble dé�ni par

@j (u) = fu0 2 X 0j j (�) � j (u) + (u0; � � u) 8� 2 Xg: (1.2.12)

Le crochet (:; :) désignant la dualité entre X 0 et X.

Tout élément u0 de l�ensemble @j (u) est appelé sous-gradient de la fonction j en u. La

fonction j est dite sous-di¤érentiable en u si @j(u) 6= 0. Elle est dite sous-di¤érentiable si
elle l�est en tout point u de l�espace X.

Nous pouvons caractériser le sous-di¤érentiel @	K d�une fonction indicatrice 	K d�un

ensemble convexe non vide

@	K (u) = fu0 2 X 0j (u0; � � u) � 0 8� 2 Kg: (1.2.13)

Équation di¤érentielle ordinaire

Théorème 1.2.4 (Théorème de Cauchy- Lipschitz): Soit (X; k:kX) est un véritable
espace de Banach et soit F (t; :) : X ! X un opérateur dé�ni p:p. sur (0; T ) qui satisfait

les propriétés suivantes :

(i) il existe LF > 0 tel que kF (t; x)� F (t; y)kX � LF kx� ykX ; 8x; y 2 X; p:p:

t 2 (0; T ) ;
(ii) il existe 1 � p � 1 tel que F (:; x) 2 Lp(0; T ;X); 8x 2 X.
Alors, pour tout x0 2 X; il existe une fonction unique, x 2 W 1;p(0; T ;X) tel que

_x(t) = F (t; x(t)) p:p: t 2 (0; T ) ;

x(0) = x0:

Dé�nition 1.2.7 S�il est l�inclusion de (V; k:kV) dans (H; k:kH) est continue et V est

dense dans H, le triplet

V � H � V0

s�appele le triplet de Gelfand, où V0 l�espace dual de V:
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1.2. Rappel d�analyse

Équation aux dérivées partielles d�évolution

Théorème 1.2.5 . Soit V � H � V 0 un triplet de Gelfand. Soit A : V ! V 0 un opérateur

hemicontinu et monotone satisfaisant :

(A�; �)V 0�V � w k�k2V + � 8� 2 V; (1.2.14)

kA�kV 0 � C (k�kV + 1) 8� 2 V; (1.2.15)

pour des constantes w > 0; C > 0 et � 2 R. Etant donné u0 2 H et f 2 L2 (0; T ;V 0) ; il

existe une fonction unique u qui satisfait.

u 2 L2(0; T ;V ) \ C1(0; T ;H); _u 2 L2(0; T ;V 0);

_u (t) + Au (t) = f (t) p:p. t 2 (0; T );

u (0) = u0:

Théorème 1.2.6 Soit u` 2 H`
1: Alors �

�
u`
�
= 0 si seulement si u` 2 R`, i.e

R` =
�
u` 2 H`

1=�
�
u`
�
= 0

	
: (1.2.16)

Théorème 1.2.7 (inégalité de Korn ): Soit V` un sous-espace fermé de H`
1 tel que :

V` \R` = f0g : (1.2.17)

Alors l�inégalité de Korn est véri�ée sur V`, c�est à dire existe C > 0 ne dépendant que 
`

et V` tel que 

� �u`�

H` � C


u`



H`
1
8u` 2 V`: (1.2.18)

Inéquation variationnelle d�évolution

Théorème 1.2.8 .Soit V � H � V 0 est un triplet de Gelfand, K est un sous-ensemble

fermé non vide et convexe de V , et soit a : V � V ! R est une forme bilinéaire symétrique

et continue qui satisfait

il existe c1 > 0 et c0 tel que a (�; �) + c0 k�k2H � c1 k�k2V 8� 2 V:
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1.2. Rappel d�analyse

Alors, pour tout u0 2 K et f 2 L2 (0; T ;H), il existe une unique fonction u qui satisfait

u 2 H1(0; T ;H) \ L2(0; T ;V );

u(t) 2 K 8t 2 [0; T ];

( _u(t); � � u(t))V 0�V + a(u(t); � � u(t))

� (f(t); � � u(t))H 8� 2 K; p:p:t 2 (0; T );

u (0) = u0:

1.2.4 Lemmes de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-

breux problèmes de contact, en particulier pour établir l�unicité de la solution.

Lemme 1.2.1 Soient m;n 2 C ([0; T ] ;R) telles que m (t) � 0 et n (t) � 0 pour tout

t 2 [0; T ], a � 0 uneconstante, et ' 2 C ([0; T ] ;R):

1. Si

' (t) � a+

Z t

0

m(s)ds+

Z t

0

n(s)'(s)ds 8t 2 [0; T ] ;

alors

' (t) �
�
a+

Z t

0

m(s)ds

�
exp

�Z t

0

n(s)ds

�
8t 2 [0; T ] :

2. Si

' (t) � m(t) + a

Z t

0

'(s)ds 8t 2 [0; T ] ;

alors Z t

0

'(s)ds � eaT
Z t

0

m(s)ds 8t 2 [0; T ] ;

Pour le cas particulier m = 0 la partie (1) de ce lemme devient
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1.2. Rappel d�analyse

Corollaire 1.2.1 Soit n 2 C ([0; T ] ;R) telle que n (t) � 0 pour tout t 2 [0; T ] et soit a � 0:
Si ' 2 C ([0; T ] ;R) est une fonction telle que

' (t) � a+

Z t

0

n(s)'(s)ds 8t 2 [0; T ] ;

alors

' (t) � a exp

�Z t

0

n(s)ds

�
8t 2 [0; T ] :

Lemme 1.2.2 Soient m; n 2 C ([0; T ] ;R) telles que m (t) � 0 et n (t) � 0 pour tout

t 2 [0; T ] et soit a � 0: Si ' 2 C ([0; T ] ;R) est une fonction telle que

1

2
'2 (t) � 1

2
a2 +

Z t

0

m(s)'(s)ds+

Z t

0

n(s)'2(s)ds 8t 2 [0; T ] ;

alors

j' (t)j �
�
a+

Z t

0

m(s)ds

�
exp

�Z t

0

n(s)ds

�
8t 2 [0; T ] :
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Chapitre 2

Etude variationnelle d�un problème

électro-élasto-viscoplastique avec

adhésion et endommagement

Dans ce chapitre, nous considérons un modèle mathématique dans un processus dynamique

d�un problème de contact avec compliance normale, adhésion et endommagement entre deux

corps électro-élasto-viscoplastiques.

Le processus d�adhésion sur la surface de contact est modélisé par une variable in-

terne de surface appellée champ d�adhésion. L�endommagement causé par les déforma-

tions plastiques du matériau est modélisé par une variable interne du corps appellée champ

d�endommagement.

Le problème est formulé comme un système qui comporte une équation variationnelle

par rapport au champ de déplacement, une inéquation variationnelle du type parabolique

par rapport au champ d�endommagement, une équation di¤érentielle modélisant le champ

d�adhésion, les équations sont de mouvement pour le champ de contrainte, les équations

d�équilibre pour le champ de déplacement électrique et les conditions aux limites auxquelles

il est soumis.

Ce chapitre est divisé en deux sections. Dans la première section, nous présentons le

problème électro-mécanique, puis nous indiquons les hypothèses sur les données. Dans la
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2.1. Formulation du problème

deuxième section, nous décrivons la formulation variationnelle du problème. En�n, nous

étudions l�existence et l�unicité d�une solution faible du problème.

Les techniques employées sont basées sur les résultats des équations variationnelles et la

théorie des opérateurs monotones, suivie d�une version du théorème de Cauchy-Lipschitz et

des arguments du point �xe.

2.1 Formulation du problème

Les deux corps sont supposés électro-élasto-viscoplastiques, le contact est modélisé par les

conditions de compliance normale couplées avec l�adhésion et l�endommagement. Sous ces

considérations, le modèle électro-mécanique que l�on étudie peut se formuler de la manière

suivante :

Problème P. Pour ` = 1; 2, trouver les champs des déplacements u` : 
`� (0; T )! Rd,

les champs des contraintes �` : 
` � (0; T ) ! Sd, les potentiels électriques '` : 
` �
(0; T ) ! R, un champ d�adhésion � : �3 � (0; T ) ! R; les champs d�endommagements

�` : 
` � (0; T )! R et les champs des déplacements électriques D` : 
` � (0; T )! Rd tels

que:

�` = A`"( _u`) + G`"(u`) + (E `)�r'` (2.1.1)

+

Z t

0

F `(�`(s)�A`"( _u`(s))� (E `)�r'`(s); "(u`(s)); �`(s))ds dans 
` � (0; T );

D` = E `"(u`)� B`r'` dans 
` � (0; T ); (2.1.2)

_�` � k`��` + @ K`(�`) 3 �`
�
�` �A`"( _u`)� (E `)�r'`; "

�
u`
�
; �`
�

dans 
` � (0; T );
(2.1.3)

�`�u` = Div �` + f `0 dans 
` � (0; T ); (2.1.4)

divD` � q`0 = 0 dans 
` � (0; T ); (2.1.5)

u` = 0 sur �`1 � (0; T ); (2.1.6)

�`�` = f `2 sur �`2 � (0; T ); (2.1.7)8<: �1� = �2� � �� ;

�� = �p�([u� ]) + 
��
2R�([u� ])

sur �3 � (0; T ); (2.1.8)
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2.1. Formulation du problème8<: �1� = ��2� � �� ;

�� = �p� (�)R� ([u� ])
sur �3 � (0; T ); (2.1.9)

_� = � (�(
�(R�([u� ]))
2 + 
� jR� ([u� ]j2)� "a)+ sur �3 � (0; T ); (2.1.10)

'` = 0 sur �`a � (0; T ); (2.1.11)

D`:�` = q`2 sur �`b � (0; T ); (2.1.12)

@�`

@�`
= 0 sur �` � (0; T ); (2.1.13)

u`(0) = u`0; _u
`(0) = �`0; �

` (0) = �`0 dans 
`; (2.1.14)

�(0) = �0 sur �3: (2.1.15)

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les égalités et les conditions

aux limites (2.1.1)-(2.1.15) et renvoyons à [[10], [11]] pour plus de détails sur les conditions

(2.1.8)-(2.1.10) qui décrivent le contact sans frottement avec adhésion. Les équations (2.1.1)

et (2.1.2) représentent la loi constitutive électro-élasto-viscoplastique dans laquelle "(u`)

représente le tenseur linéarisé de contrainte, E('`) = �r'` est le champ électrique, A`

et G` sont respectivement les opérateurs de viscosité et d�élasticité non linéaire, respective-
ment, F ` représente le tenseur de viscoplasticité, E ` représente le tenseur piézoélectrique du
troisième ordre, (E `)� est son transposé et B` représente le tenseur de permittivité électrique.
L�évolution du champ d�endommagement est modelisée par l�inclusion du type parabolique

donnée par la relation (2.1.3) où �` est la fonction source de l�endommagement. Ensuite, les

équations (2.1.4) et (2.1.5) sont les équations de mouvement pour le champ de contrainte et

les équations d�équilibre pour le champ de déplacement électrique, respectivement. Les con-

ditions (2.1.6) et (2.1.7) sont les conditions aux limites classiques de déplacement-traction

tandis que (2.1.11) et (2.1.12) représentent les conditions aux limites pour les variables

électriques, la relation (2.1.13) représente la condition de Newmann, où @�`

@�`
représente la

dérivé normale de �`. L�équation (2.1.8) représente la condition de compliance normale avec

adhésion sur la surface de contact �3, dans laquelle 
� est le coe¤cient d�adhésion.

Pour l�étude du problème P, on considére les hypothèses suivantes.
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2.1. Formulation du problème

L�opérateur de viscosité A` : 
` � Sd ! Sd satisfait:8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe LA` > 0 tel que��A` (x; �1)�A` (x; �2)
�� � LA` j�1 � �2j

8�1; �2 2 Sd; p:p: x 2 
`:
(b) Il existe mA` > 0 tel que

(A` (x; �1)�A` (x; �2)): (�1 � �2) � mA` j�1 � �2j
2

8�1; �2 2 Sd; p:p; x 2 
`:
(c) l�application x 7! A` (x; �) est Lebesgue mesurable sur 
`; pour toute � 2 Sd:
(d) l�application x 7! A` (x;0) est continue sur Sd; p:p; x 2 
`:

(2.1.16)

L�opérateur d�élasticite G` : 
` � Sd ! Sd satisfait :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(a) Il existe LG` > 0 tel que��G` (x; �1)� G` (x; �2)�� � LG` j�1 � �2j
8�1; �2 2 Sd; p:p; x 2 
`:
(b) L�application x 7! G` (x; �) est Lebesgue mesurable sur 
`; pour toute � 2 Sd:
(c) L�application x 7! G` (x;0) appartient à H`:

(2.1.17)

L�opérateur viscoplastique F ` : 
` � Sd � Sd � R! Sd satisfait:8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe LF` > 0 telle que��F `(x; �1; �1)�F `(x; �2; �2)
�� � LF`(j�1 � �2j+ j�1 � �2j+ j�1 � �2j)

8�1; �2; �1; �2 2 Sd; p:p; x 2 
`; �1; �2 2 R:
(b) L�application x 7�! F `(x; �; �; �) est Lebesgue mesurable sur 
`; pour tout �; � 2 Sd;
� 2 R:
(c) L�application x 7�! F `(x;0;0;0) appartient H`:

(2.1.18)

25



2.1. Formulation du problème

La fonction source d�endommagement �` : 
` � Sd � Sd � R! R satisfait8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

(a) Il existe L�` > 0 telle que���`(x; �1; �1; �1)� �`(x; �2; �2; �2)
�� � L�`(j�1 � �2j+ j�1 � �2j+ j�1 � �2j)

8�1; �2; �1; �2 2 Sd et �1; �2 2 R; p:p; x 2 
`:
(b) L�application x 7�! �`(x; �; �; �) est Lebesgue mesurable sur 
`; pour tout �; � 2 Sd et � 2 R:
(c) L�application x 7�! �`(x;0;0;0) appartient L2

�

`
�
:

(d)�`(x; �; �; �) est bornée pour tout �; � 2 Sd et � 2 R; p:p; x 2 
`:
(2.1.19)

Le tenseur piézoélectrique E ` : 
` � Sd ! Rd satisfait:8<: (a) E `(x; �) = (e`ijk(x)� jk); 8� = (� ij) 2 Sd; p:p:x 2 
`:
(b) e`ijk = e`ikj 2 L1(
`); 1 � i; j; k � d:

(2.1.20)

Rappelons aussi que le tenseur transposé E est donné par (E `)� = (e
`̧ �
ijk) où e

`;�
ijk = e`kij et

l�égalité suivante est satisfaite:

E `�:� = �:(E `)��;8� 2 Sd; 8� 2 Rd:

Le tenseur de permittivité éléctrique B`=(b`ij) : 
` � Rd ! Rd satisfait les propriétés suiv-

antes: 8>>>>><>>>>>:

(a) B`(x;E) = (b`ij(x)Ej) 8E = (Ei) 2 Rd; p:p.x 2 
`:
(b) b`ij = b`ji; b`ij 2 L1(
`); 1 � i; j � d:

(c) Il existe mB` > 0 telle que B`E:E �mB` jEj2

8E = (Ei) 2 Rd; p:p:x 2 
`:

(2.1.21)

La fonction de compliance normale p� : �3 � R! R+ satisfait:8>>>>><>>>>>:

(a) 9L� > 0 telle que jp�(x; r1)� p�(x; r2)j � L� jr1 � r2j ;
8r1; r2 2 R; p:p:x 2 �3:
(b) L�application x 7�! p�(x; r) est Lebesgue mesurable sur �3;8r 2 R:
(c) p�(x; r) = 0; pour tout r � 0; p:p:x 2 �3:

(2.1.22)
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2.1. Formulation du problème

La fonction de compliance tangentielle p� : �3 � R! R+ satisfait:8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(a) 9L� > 0 telle que jp� (x; d1)� p� (x; d2)j � L� jd1 � d2j
8d1; d2 2 R; p:p.x 2 �3:
(b) 9M� > 0 telle que jp� (x; d)j �M� 8d 2 R; p:p. x 2 �
(c) L�application x 7�! p� (x; d) est Lebesgue mesurable sur �3;8d 2 R:
(d) L�application x 7�! p� (x; 0) 2 L2(�3):

(2.1.23)

Nous supposons que la masse volumique �` satisfait :

�` 2 L1(
`) et 9�0 > 0 telle que �`(x) � �0; p:p: x 2 
`; ` = 1; 2: (2.1.24)

Dans ce paragraphe, nous supposons que les forces volumiques f `0 , les tractions f
`
2 ; et les

charges électriques volumiques q`0 et surfaciques q
`
2 ont les régularités

f `0 2 L2(0; T ;L2(
`)d); f `2 2 L2(0; T ;L2(�`2)d); (2.1.25)

q`0 2 C(0; T ;L2(
`)); q`2 2 C(0; T ;L2(�`b)):

q`2(t) = 0 sur �3;8t 2 [0; T ]: (2.1.26)

Les coe¤cients d�adhesion 
� ; 
� et la borne limite "a satisfont les conditions


� ; 
� 2 L1 (�3) ; "a 2 L2 (�3) ; 
� ; 
� ; "a � 0; p:p: sur �3; (2.1.27)

La di¤usion de la micro�ssure de con¢ cients est véri�e

k` > 0: (2.1.28)

Finalement, les conditions initiales satisfont

u`0 2 V`;�`0 2 K` �0 2 H; �0 2 L2 (�3) ; 0 � �0 � 1; p:p: sur �3: (2.1.29)

Où K` est l�ensemble des fonctions de dommages admissibles dé�nis dans (1.1.5).

On considère sur H le produit scalaire ((; ))H dé�ni par

((u; �))H =

2X
`=1

�
�`u`; �`

�
H` ; 8u; � 2 H; (2.1.30)

27



2.1. Formulation du problème

Soit jjj:jjjH une norme associée, i.e.

jjj�jjjH = ((u; �))
1
2
H ; 8� 2 H:

En utilisant l�hypothese (2.1.24) il vient que jjj:jjjH et k:kH sont des normes equivalentes sur
H: De plus l�inclusion de la trace de (V; k:kV) dans (H; k:kH) est continue et dense. Nous
notons parV0 l�espace dual de V: En identi�ent H avec son propre dual nous pouvons écrire

le triplet de Gelfand

V � H � V0:

Nous utilisons la notation (:; :)V0�V pour la dualite entre V
0 et V: On a

(u; �)V0�V = ((u; �))H ; 8u 2 H; 8� 2 V: (2.1.31)

On note egalement par k:kV0 la norme du dual sur l�espaceV0. Le théorème de représentation

de Riesz entraîne l�existence de deux fonctions f :[0; T ]! V0 et q : [0; T ]! W telles que:

(f (t) ; �)V�V =
2X
`=1

Z

`
f `0 (t) :�

`dx+
2X
`=1

Z
�2

f `2 (t) :�
`da 8� 2 V; (2.1.32)

(q (t) ; �)W =
2X
`=1

Z

`
q`0 (t) �

`dx�
2X
`=1

Z
�`b

q`2 (t) �
`da 8� 2 W: (2.1.33)

Nous dé�nissons la forme bilinéaire a : E1 � E1 ! R

a(�; �) =
2X
`=1

k`
Z

`
r�:r� dx; (2.1.34)

Nous dé�nissons la fonctionnelle d�adhésion jad : L1 (�3)�V �V! R par

jad (�; u; �) =

Z
�3

�
�
��2R� ([u� ]) [�� ] + p� (�)R� ([u� ]) [�� ]

�
da: (2.1.35)

et, la fonctionnelle de compliance normale j�c : V �V! R est dé�nie par

j�c (u; �) =

Z
�3

p� ([u� ]) [�� ] da: (2.1.36)

Compte tenu de l�hypoyhese (2.1.22)-(2.1.23) et les de�nitions des operateurs R� et R� , il

resulte que les integrales �gurant dans (2.1.35) et (2.1.36) sont bien de�nies. On remarque

que les conditions (2.1.25) impliquent que

f 2 L2 (0; T ;V0) ; q 2 C (0; T ;W ) : (2.1.37)
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2.2. Formulation variationnelle

2.2 Formulation variationnelle

A l�aide des formules de Green on voit directement que si u; � et � sont des fonctions su

samment régulières qui satisfont (2.1.4), (2.1.6), (2.1.8) et (2.1.9) avec (2.1.35), (2.1.36) pour

tout t 2 (0; T ) on déduit que

(�`; "(�`))H` + (Div �`; �`)H` =

Z
�`
�`�`:�`da 8�` 2 H`

1:

On aZ

`
�`"(�`) dx+

Z

`
Div �`:�` dx =

Z
�`1

�`�`:�`da+

Z
�`2

�`�`:�`da+

Z
�`3

�`�`:�`da 8�` 2 V `:

La formule de Green pour ` = 1Z

1
�1"(�1) dx+

Z

1
Div �1:�1 dx =

Z
�11

�1�1:�1da+

Z
�12

�1�1:�1da+

Z
�13

�1�1:�1da 8�1 2 V 1:

(2.2.1)

La formule de Green pour ` = 2Z

2
�2"(�2) dx+

Z

2
Div �2:�2 dx =

Z
�21

�2�2:�2da+

Z
�22

�2�2:�2da+

Z
�23

�2�2:�2da 8�2 2 V 2;

(2.2.2)

à addition (2.2.1) et (2.2.2)

2X
`=1

Z

`
�`"(�`) dx+

2X
`=1

Z

`
Div �`:�` dx

=

2X
`=1

Z
�`1

�`�`:�`da+

2X
`=1

Z
�`2

�`�`:�`da+

2X
`=1

Z
�`3

�`�`:�`da 8�` 2 V `;

d�aprés (2.1.4), et (2.1.6)-(2.1.9) on a:

2X
`=1

Z

`
�`"(�`) dx+

2X
`=1

Z

`
(�`�u`�f `0):�` dx =

2X
`=1

Z
�`2

f `2 :�
`da+

2X
`=1

Z
�`3

�`�`:�`da 8�` 2 V `:

Alors

2X
`=1

�
�`; "(�`)

�
H` +

2X
`=1

Z

`
�`�u`:�`dx�

2X
`=1

Z

`
f `0 :�

` dx

=
2X
`=1

Z
�`2

f `2 :�
`da+

2X
`=1

Z
�`3

�`�`:�`da 8�` 2 V `:
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2.2. Formulation variationnelle

Donc

2X
`=1

�
�`; "(�`)

�
H` +

2X
`=1

�
�`�u`; �`

�
H` �

2X
`=1

Z

`
f `0 :�

` dx

=

2X
`=1

Z
�`2

f `2 :�
`da+

2X
`=1

Z
�`3

�`�`:�`da 8�` 2 V `;

d�aprés les dé�nition de produit scalaire on a:

2X
`=1

�
�`�u`; �`

�
H` = ((�u; �))H = (�u; �)V0�V ; 8�u 2 H;8� 2 V:

Donc

2X
`=1

�
�`; "(�`)

�
H`+(�u; �)V0�V =

2X
`=1

Z

`
f `0 :�

`dx+

2X
`=1

Z
�`2

f `2 :�
`da+

2X
`=1

Z
�`3

�`�`:�`da 8�` 2 V `;

d�aprés (2.1.32)
2X
`=1

Z

`
f `0 :�

`dx+
2X
`=1

Z
�`2

f `2 :�
`da = (f (t) ; �)V 0�V :

En suite:

2X
`=1

�
�`; "(�`)

�
H` + (�u; �)V0�V = (f (t) ; �)V 0�V +

2X
`=1

Z
�3

�`�`:�`da 8�` 2 V `:

On calcule:
P2

`=1

R
�3
�`�`:�`da =?

2X
`=1

Z
�3

�`�`:�`da =

Z
�3

�1�1:�1da+

Z
�3

�2�2:�2da

=

Z
�3

��
�
�1� � �2�

�
da+

Z
�3

��
�
�1� � �2�

�
da

=

Z
�3

�� [�� ] da+

Z
�3

�� [�� ] da

= �
Z
�3

p� (�)R� ([u� ]) [�� ] da+

Z
�3

�
�p� ([u� ]) + 
��

2R� ([u� ])
�
[�� ] da:

Donc

2X
`=1

�
�`; "(�`)

�
H` + (�u; �)V0�V + jad (� (t) ; u (t) ; �) + jvc (u (t) ; �) = (f (t) ; �)V 0�V 8� 2 V:

(2.2.3)
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En utilise la formule de Green pour les inconnues électrique du problème ainsi que les

conditions (2.1.5), (2.1.12) et la dé�nition (2.1.33) on a�
D`;r�`

�
H` +

�
divD`; �`

�
H` =

Z
�`
D`v`:�`da

=

Z
�`a

D`v`:�`da+

Z
�`b

D`v`:�`da; 8�` 2 H`
1:

La formule de Green pour ` = 1Z

1
D1:r�1dx+

Z

1
divD1:�1dx =

Z
�1a

D1v1:�1da+

Z
�1b

D1v1:�1da: (2.2.4)

La formule de Green pour ` = 2Z

2
D2:r�2dx+

Z

2
divD2:�2dx =

Z
�2a

D2v2:�2da+

Z
�2b

D2v2:�2da: (2.2.5)

Pour ` = 1; 2, on a d�aprés (2.1.11) Z
�`a

D`v`:�`da = 0;

à addition (2.2.4) et (2.2.5) on a

2X
`=1

Z

`
D`:r�`dx+

2X
`=1

Z

`
divD`:�`dx =

2X
`=1

Z
�`b

D`v`:�`da;

2X
`=1

Z

`
D`:r�`dx+

2X
`=1

Z

`
q20:�

`dx =
2X
`=1

Z
�`b

q`2:�
`da;

2X
`=1

(D`;r�`)H` +
2X
`=1

Z

`
q20:�

`dx�
2X
`=1

Z
�`b

q`2:�
`da = 0:

On a d�aprés (2.1.11);

2X
`=1

Z

`
q20:�

`dx�
2X
`=1

Z
�`b

q`2:�
`da = (q(t); �)W :

Donc
2X
`=1

(D`;r�`)H` + (q(t); �)W = 0;

D�aprés (2.1.2) on a

2X
`=1

�
E `"

�
u` (t)

�
� B`r'` (t) ;r�`

�
H` = � (q(t); �)W ;
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2.2. Formulation variationnelle

2X
`=1

�
E `"

�
u` (t)

�
;r�`

�
H` �

2X
`=1

�
B`r'` (t) ;r�`

�
H` = � (q(t); �)W ;

2X
`=1

�
B`r'` (t) ;r�`

�
H` �

2X
`=1

�
E `"

�
u` (t)

�
;r�`

�
H` = (q(t); �)W ; (2.2.6)

8� 2 W; t 2 (0; T ) :

En�n, soit �` (t) 2 K` et pour tout t 2 [0; T ]. De la dé�nition (1.2.3) de @	K`

�
�`
�
et

de (2.1.3), on obtient

�
_�` (t) ; �` � �` (t)

�
L2(
`) + k`(��` (t) ; �` � �` (t))L2(
`)

�
�
�`
�
�` (t)�A`"( _u` (t))� (E `)�r'`(t); "

�
u` (t)

�
; �` (t)

�
; �` � �` (t)

�
L2(
`) ;

8�` 2 K`:

En utilisant la formule de Green avec (2.1.13) et (2.1.34), on trouve

2X
`=1

�
_�` (t) ; �` � �` (t)

�
L2(
`) + a(� (t) ; � � � (t)) (2.2.7)

�
2X
`=1

�
�`
�
�` (t)�A`"( _u` (t))� (E `)�r'`(t); "

�
u` (t)

�
; �` (t)

�
; �` � �` (t)

�
L2(
`) ;

8�` 2 K`:

De (2.1.1), (2.1.2),(2.2.7), (2.2.3) et (2.2.6), nous obtenons la formulation variationnelle du

problème électro-élastique P.

Problème PV. Trouver les champs des déplacements u = (u1; u2) : [0; T ] ! V; les

champs des contraintes �` = (�1; �2) : [0; T ] ! H; les potentiels électriques '` = ('1; '2) :
[0; T ] ! W , les champs d�endommagements �` = (�1; �2) : [0; T ] ! H1(
`) un champ

d�adhésion � : [0; T ]! L1(�3) et les champs des déplacements électriques D` = (D1; D2) :

[0; T ]!W tels que:

�` = A`"( _u`) + G`"(u`) + (E `)�r'` (2.2.8)

+

Z t

0

F `(�`(s)�A`"( _u`(s))� (E `)�r'`; "(u`(s)); �`(s))ds dans 
` � (0; T );

D` = E `"(u`)� B`r'` dans 
` � (0; T ); (2.2.9)
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2.2. Formulation variationnelle

(�u; �)V 0�V +
2X
`=1

�
�`; "

�
�`
��
H` + jad(� (t) ; u (t) ; �) + j�c (u (t) ; �) (2.2.10)

= (f (t) ; �)V 0�V 8� 2 V; t 2 (0; T );

2X
`=1

�
_�` (t) ; �` � �` (t)

�
L2(
`) + a(� (t) ; � � � (t)) (2.2.11)

�
2X
`=1

�
�`
�
�` (t)�A`"( _u` (t))� (E `)�r'`(t); "

�
u` (t)

�
; �` (t)

�
; �` � �` (t)

�
L2(
`) ;

8�` 2 K`; p:p:t 2 (0; T ) ;

2X
`=1

�
B`r'`(t);r�`

�
H` �

2X
`=1

�
E `"(u`(t));r�`

�
H` = (q(t); �)W 8� 2 W; t 2 (0; T ) ;

(2.2.12)

_� = �
�
�(t)(
�(R�([u�(t)]))

2 + 
� jR� ([u� (t)])j2)� "a
�
+

p:p: dans (0; T ); (2.2.13)

u (0) = u0; _u (0) = �0; � (0) = �0; �(0) = �0. (2.2.14)

Nous remarquons que le problème variationnel PV est formulée en termes de champ

de déplacement , un champ de contrainte , un champ potentiel électrique, un champ

d�endommagement, un champ d�àdhésion et un champ de déplacement électrique. L�existence

de la solution unique à un problème PV est dit et prouvé dans la section suivante.

Dans le reste de cette section, nous présentons quelques inégalités comprenant les fonc-

tionnelles jad et j�c qui seront utilisées dans les sections suivantes. Ci-dessous dans cette

section �; �1; �2 dénotent les éléments de L
2(�3) tels que 0 � �; �1; �2 � 1; p:p: x 2 �3;

u1; u2 et � représentent des éléments de V et C > 0 est une constante positive générique

qui peut dépendre de 
`; �3; p� ; p� ; 
� ; 
� et L; dont sa valeur peut changer d�un endroit

à l�autre. Pour la raison de simplicité, nous supprimons dans ce qui suit la dépendance

explicite des diverses fonctions sur x 2 
1 [ 
2 [ �3:
D�abord, nous faisons remarquer que les fonctionnelles jad et j�c , sont linéaires par

rapport au dernier argument et donc

jad(�; u;��) = �jad(�; u; �); (2.2.15)

j�c(u;��) = �j�c(u; �):
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2.2. Formulation variationnelle

Ensuite, en utilisant (2.1.35), les propriétés des opérateurs R� et R� et les hypothèse (2.1.23)

des fonctions p� ; nous déduisons que

jad(�1; u1; u2 � u1) + jad(�2; u2; u1 � u2) � C

Z
�3

j�1 � �2j ku1 � u2kV da:

D�après le théorème de trâce et quelques manipulations algébriques, nous obtenons

jad(�1; u1; u2 � u1) + jad(�2; u2; u1 � u2) � C j�1 � �2jL2(�3) ku1 � u2kV : (2.2.16)

Des manipulations semblables, basées sur la Lipschitzialité des opérateurs R� ; R� et p�

montrent que :

jjad(�1; u1; �) + jad(�2; u2; �)j � C ku1 � u2kV k�kV : (2.2.17)

En choisissant �1 = �2 = � dans (2.2.16), nous trouvons

jad(�1; u1; u2 � u1) + jad(�2; u2; u1 � u2) � 0: (2.2.18)

Aussi, nous prenons u1 = � et u2 = 0 dans (2.2.17) pour obtenir

jad(�; �; �) � 0: (2.2.19)

Maintenant, nous utilisons (2.1.36) pour voir que

j�c(u1; �) + j�c(u2; �) �
Z
�3

jp� ([u1� ])� p� ([u2� ])j j[�� ]j da;

ensuite (2.1.22)(b) et (1.2.5) impliquent

jj�c(u1; �) + j�c(u2; �)j � C ku1 � u2kV k�kV : (2.2.20)

Nous utilisons encore une fois (2.1.36), pour obtenir

j�c(u1; u2 � u1) + j�c(u2; u1 � u2) = �
Z
�3

jp� ([u1� ])� p� ([u2� ])j j[u1� � u2� ]j da;

et alors, (2.1.22)(c) implique

j�c(u1; u2 � u1) + j�c(u2; u1 � u2) � 0: (2.2.21)

Aussi, nous prenons u1 = � et u2 = 0 dans l�inégalité (2.1.22)(e) et (2.2.21) pour obtenir

j�c(�; �) � 0: (2.2.22)

Nous énonçons maintenant notre résultat principal concernant l�unique solvabilité du Prob-

lème PV dont la démonstration sera détaillée dans la section suivante.
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2.3. Résultats d�existence et d�unicité

2.3 Résultats d�existence et d�unicité

Notre intêret principal dans cette section est d�obtenir un résultat d�existence et d�unicité

pour le problème variationnel PV.

Théorème 2.3.1 Sous les hypothèses (2.1.16)�(2.1.29). le problème variationnel PV ad-

met une solution unique fu; �; '; �; �;Dg ayant la régularité suivante :

u 2 H1(0; T ;V ) \ C1(0; T ;H); �u 2 L2(0; T ;V 0); (2.3.1)

' 2 C(0; T ;W ); (2.3.2)

� 2 H1 (0; T ;E0) \ L2 (0; T ;E1) ; (2.3.3)

� 2 W 1;1(0; T ;L2 (�3)) \ Z: (2.3.4)

Un jeu des fonctions (u; '; �; �; �;D)qui satisfait (2.2.8)-(2.2.14) est appelé solution faible

du Problème P. Sous les hypothèses (2.1.16)-(2.1.29), le problème (2.1.1)-(2.1.15) a une

unique solution faible. Pour préciser la régularité de la solution faible nous notons que les

relations constitutives (2.1.1) et (2.1.2), les hypothèses (2.1.16)-(2.1.21) et les régularités

(2.3.1)-(2.3.4), montrent que

� 2 L2(0; T ;H); D 2 C(0; T ;W ):

Il s�ensuit maintenant des régularités (2.1.25) et (2.3.1) que �`�u` = Div �` (t) + f `0 (t) ;

divD` (t)� q`0 (t) = 0, 8t 2 [0;T ]; ce qui montre que:

� 2 L2(0; T ;H); (2.3.5)

D 2 C(0; T ;W ): (2.3.6)

Nous concluons que la solution faible fu; '; �; �; �;Dg du problème piézoélectrique de contact
avec adhésion P possède la régularité (2.3.1)-(2.3.6).

2.3.1 Démonstration du Théorème 2.3.1

Nous nous occupons maintenant de la preuve du Théorème 2.3.1 qui est basée sur des résul-

tats classiques d�équations non linéaires avec opérateurs monotones et équations di¤éren-

tielles ordinaires, combinées avec un argument de point �xe. Cela est réalisé en plusieurs
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2.3. Résultats d�existence et d�unicité

étapes. Nous supposons dans la suite que les hypothèses (2.1.16)-(2.1.29) sont véri�ées.

En outre, partout dans cette section, C représentera une constante strictement positive

générique qui peut dépendre de 
`;�`1;�3; p� ; p� ; 
� ; 
� et L, dont la valeur peut changer

d�un endroit à l�autre.

Dans la première étape nous considérons le problème auxiliaire suivant pour le champ

de déplacement, dans lequel � 2 L2(0; T ;V 0) est donne.

Problème PVu
� :Trouver les champs des déplacements u� =

�
u1�; u

2
�

�
: [0;T ] ! V tels

que :

(�u� (t) ; �)V 0�V +
2X
`=1

�
A`"

�
_u` (t)

�
; "
�
�`
��
H` + (� (t) ; �)V 0�V (2.3.7)

= (f (t) ; �)V 0�V 8� 2 V; p:p. t 2 (0; T );

u`� (0) = u`0; _u`� (0) = �`0 sur 
`; (2.3.8)

Nous avons le résultat suivant d�existence et d�unicité.

Lemme 2.3.1 Il existe une solution unique du problème PVu
� qui satisfait (2.3.1).

Preuve. On de�nit l�operateur A : V ! V 0 par

(Au; �)V 0�V =
2X
`=1

�
A`"

�
u`
�
; "
�
�`
��
H` 8u; � 2 V: (2.3.9)

En utilisant maintenant (2.3.9) et (2.1.16)(a), il s�ensuit que

kAu� A�k2V 0 �
2X
`=1



A`"
�
u`
�
�A`"

�
�`
�

2

H` � C ku� �kV (2.3.10)

ce qui implique que A : V ! V 0 est continu. Maintenant, par (2.3.9) et (2.1.16)(b), on

obtient

(Au� A�; u� �)V 0�V � m ku� �k2V 8u; � 2 V; (2.3.11)

où m = minfmA1 ;mA2g; i.e. A : V ! V 0est un operateur monotone. On prend � = 0 dans

(2.3.11) et on obtient

(Au; u)V 0�V � m kuk2V � kAok
2
V 0 kukV

� 1

2
m kuk2V �

1

2m
kAok2V 0 8u 2 V;
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Ainsi A satisfait la condition (1.2.14) avec ! = m
2
et � = � 1

2m
kAok2V 0 . De plus à l�aide de

(2.3.10) nous déduisons que

kAukV 0 � C1 kukV + C2 8u 2 V:

Cette inégalité implique que l�opérateur A satisfait la condition (1.2.15). Finalement, nous

rappelons que par (2.1.25) et (2.1.29) nous avons f�� 2 L2(0; T ;V 0) et �0 2 H: Il vient du
Théorème 1.2.5 qu�il existe une unique fonction �� qui satisfait

�� 2 L2(0; T ;V) \ C(0; T ;H); _�� 2 L2(0; T ;V 0); (2.3.12)

_�� (t) + A�� (t) + � (t) = f (t) ; p:p: t 2 [0; T ] (2.3.13)

�� (0) = �0: (2.3.14)

Soit u� : [0; T ]! V est une fonction dé�nie par

u� (t) =

Z t

0

�� (s) ds+ u0 8t 2 [0; T ] : (2.3.15)

On déduit de (2.3.9) et (2.3.12)-(2.3.15) que u� est la solution unique du problème PVu
� tel

que (2.3.1) est véri�ée. Ceci conclut la partie d�existence du Lemme 2.3.1. La partie unicité

découle de l�unicité de la solution du problème (2.3.12)-(2.3.14), guarantie par le Théorème

1.2.5.

Dans la deuxième étape nous utilisons le champ de déplacement u� obtenu dans le Lemme

2.3.1 pour construire le problème de Cauchy associé au champ du tenseur des contraintes

suivant.

Problème PV�
� :Trouver le champ de contrainte �� =

�
�1�; �

2
�

�
: [0; T ]! H tels que

�`� (t) = G`"
�
u`� (t)

�
+

Z t

0

F `
�
�`� (s) ; "

�
u`� (s)

��
ds; ` = 1; 2; t 2 [0; T ]: (2.3.16)

Pour résoudre le Problème PV�
� , nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.2 Il existe une solution unique du Problème PV�
� qui satisfait

�� 2 W 1;2(0; T ;H):
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De plus, si �i et ui représentent les solutions des problèmes PV�
� et PV

u
� , respectivement,

pour �i 2 L2(0; T ;V 0); i = 1; 2;alors, il existe c > 0 telle que

k�1 (t)� �2 (t)kH � c

�
ku1 (t)� u2 (t)kV +

Z t

0

ku1 (s)� u2 (s)kV ds
�

8t 2 [0; T ]:
(2.3.17)

Preuve. Soit �� = (�1�;�
2
�) : L

2(0; T ;H)! L2(0; T ;H) est un opérateur dé�nie par

�`��(t) = G`"
�
u`� (t)

�
+

Z t

0

F `
�
�` (s) ; "

�
u`� (s)

��
ds, ` = 1; 2 (2.3.18)

pour toute �1; �2 2 L2(0; T ;H) en utilisant (2.3.18) et (2.1.18), nous obtenons

k���1 (t)� ���2 (t)kH � max (LF1 ; LF2)
Z t

0

k�1 (s)� �2 (s)kH ds

Il résulte de cette inégalité que pour p assez grand, l�opérateur �p� est une contraction

sur l�espace de Banach L2(0; T ;V) et, par conséquent, il existe un élément unique �� 2
L2(0; T ;H) tel que ���� = ��. Aussi, �� est l�unique solution du problème PV�

� ; et en

utilisant (2.3.16), la régularité de u� et les propriétés des opérateurs G` et F `, nous obtenons

�� 2 W 1;2(0; T ;H): Nous considérons �1;�2 2 L2(0; T ;V0), pour i = 1; 2; et notons par

u�i = ui; ��i = �i. Nous avons

�`i(t) = G`"
�
u`i (t)

�
+

Z t

0

F `
�
�`i (s) ; "

�
u`i (s)

��
ds, ` = 1; 2 t 2 [0; T ];

et, en utilisant les propriétés (2.1.17) et (2.1.18) de G` et F `, nous trouvons

k�1 (t)� �2 (t)kH � c(ku1 (t)� u2 (t)kV +
Z t

0

k�1 (s)� �2 (s)kH ds

+

Z t

0

ku1 (s)� u2 (s)kV ds) 8t 2 [0; T ]:

Nous utilisons le lemme de Gronwall, nous trouvons (2.3.17), ce qui achève la preuve du

lemme.

Dans la troisième étape, nous utilisons aussi le champ de déplacement u� obtenu dans

le lemme 2.3.1 pour construire le problème variationnel suivant :
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Problème PV'
� :Trouver le potentiel électrique '� : [0; T ]! W tel que

2X
`=1

�
B`r'`�(t);r�`

�
H` �

2X
`=1

�
E `"(u`�(t));r�`

�
H` = (q(t); �)W 8� 2 W; t 2 (0; T ):

(2.3.19)

Nous avons le résultat suivant.

Lemme 2.3.3 Le problème PV'
� possède une solution unique qui satisfait la régularité

(2.3.2).

Preuve. Soit b(:; :) : W �W ! R la forme bilinéaire donnée par

b('; �) =

2X
`=1

�
B`r'`;r�`

�
H` 8'; � 2 W: (2.3.20)

Nous utilisons (2.3.20), (1.2.6) et (2.1.21) pour déduire que b(:; :) est continue, symétrique

et coercive. En outre, nous appliquons le théorème de représentation de Riesz pour dé�nir

la fonction q� : [0; T ]! W tel que

(q� (t) ; �)W =
2X
`=1

�
q`� (t) ; �

`
�
W ` +

2X
`=1

�
E `"

�
u`� (t)

�
;r�`

�
H` 8� 2 W; t 2 (0; T ):

En appliquant le théorème de Lax-Milgram on obtient l�existence et l�unicité '� (t) 2 W tel

que

b
�
'� (t) ; �

�
= (q� (t) ; �)W 8� 2 W: (2.3.21)

Nous concluons que '� (t) est une solution du Problème PV
'
� . Pour t1; t2 2 [0; T ],en utilisant

des arguments basés sur (2.3.19) nous trouvons



'� (t1)� '� (t2)



W
� C

�
ku� (t1)� u� (t2)kV + kq (t1)� q (t2)kW

�
; (2.3.22)

Comme u� 2 C1(0; T ;H) et q 2 C(0; T ;W ) nous déduisons de l�inégalité (2.3.22) que

'� 2 C(0; T ;W ):
Dans la quatrième étape, soit � 2 C(0; T ;E0). On considère alors pour le champ

d�endommagement le problème variationnel suivant.
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Problème PV�
� :Trouver le champ d�endommagement �� = (�1�; �

2
�) : [0; T ] ! E0 tel

que

2X
`=1

�
_�`� (t) ; �

` � �`� (t)
�
L2(
`) + a(�� (t) ; � � �� (t)) (2.3.23)

�
2X
`=1

�
�` (t) ; �` � �`� (t)

�
L2(
`) ;

8� 2 K; p:p:t 2 (0; T ) ;

�� (0) = �0:

Où K = K1 �K2:

On a le résultat suivant.

Lemme 2.3.4 Le problème PV�
� admet une solution unique �� telle que

�� 2 H1 (0; T ;E0) \ L2 (0; T ;E1) :

Preuve. L�application d�inclusion de
�
E1; k:kE1

�
dans

�
E0; k:kE0

�
est continue et à

image dense. Notant par E 01 l�espace dual de E1 et identi�ant le dual de E0 avec lui-même,

nous pouvons écrire le triplet de Gelfand

E1 � E0 = E 00 � E 01:

Nous utilisons la notation (:; :)E01�E1 pour désigner le produit de dualité entre E
0
1 et E1; nous

avons

(�; �)E01�E1
= (�; �)E0 8� 2 E0; � 2 E1:

On sait que l�ensemble des endommagements admissibles K est un sous-ensemble non vide,

fermé et convexe dans E1. Ainsi, le champ d�endommagement initial �0 2 K: Maintenant,
en utilisant la dé�nition (2.1.34) de la forme bilinéaire a, pour tout �; � 2 E1; on a

a (�; �) = a (�; �) ;
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et

ka (�; �)k � 3k kr�kH kr�kH
� c k�kH1 k�kH1 ;

donc, a est continue et symétrique. Ainsi, pour tout � 2 E1, nous avons

a (�; �) = k kr'k2H ;

alors

a (�; �) + (k + 1) k�k2E0 � k
�
kr�k2H + k�k

2
E0

�
;

et d�où

a (�; �) + c0 k�k2E0 � c1 k�k2E1 avec c0 = k + 1 et c1 = k:

Nous remarquons que toutes les conditions du théorème 1.2.8 sont véri�ées. Ce qui conclut

la preuve du lemme 2.3.4.

Dans la prochaine étape, nous utilisons encore la solution u� obtenue dans le Lemme

2.3.1, notons par u�� et u�� ses composantes normales et tangentielles, respectivement, et

construisons le problème de Cauchy suivant pour le champ d�adhésion.

Problème PV�
� :Trouver le champ d�adhésion �� : [0; T ]! L2(�3) tel que

_�� (t) = �
�
�� (t)

�

v (Rv ([u�v (t)]))

2 + 
� jR� ([u�� (t)])j2
�
� "a

�
+
; p:p:t 2 (0; T );

(2.3.24)

�� (0) = �0: (2.3.25)

Nous avons le résultat suivant d�existence et d�unicité.

Lemme 2.3.5 Il existe une solution unique du Problème PV�
� et cela satisfait

�� 2 W 1;1(0; T ;L2(�3) \ Z):

Preuve. Pour la simplicité, nous supprimons la dépendance de diverses fonctions sur

�3; et notée que les égalités et inégalités ci-dessous sont valables p:p. sur �3: Considérer

l�application F� : [0; T ]� L2(�3)! L2(�3) dé�ni par

F� (t; �) = �
�
�
�

v (Rv ([u�v (t)]))

2 + 
� jR� ([u�� (t)])j2
�
� "a

�
+
; (2.3.26)
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pour tout t 2 [0; T ] et � 2 L2(�3): Il résulte des propriétés de l�opérateur de troncature Rv

et R� que F� Lipschitz est continue par rapport à la seconde variable, de manière uniforme

dans le temps. En outre, pour tous � 2 L2(�3);l�application t 7! F� (t; �) appartient à

L1(0; T ;L2(�3)):Ainsi, en utilisant le théorème de Cauchy-Lipschitz donné dans le théorème

1.2.4 on en déduit qu�il existe une fonction unique �� 2 W 1;1(0; T ;L2(�3)) solution au

problème PV�
� : Aussi, les arguments utilisés dans la remarque 1.1.1 montrent que 0 �

�� (t) � 1 pour tout t 2 [0; T ]; p:p. sur �3: Par conséquent, à partir de la dé�nition de
l�ensemble Z nous trouvons que �� (t) 2 Z, qui conclut la preuve du lemme.
Maintenant, pour chaque (�; �) 2 L2(0; T ;V 0 � E0), nous notons par u� la solution du

problème PVu
� fournie dans le Lemme 2.3.1, par �� la solution du problème PV

�
� fournie

dans le Lemme 2.3.2, par '� la solution du problème PV
'
� fournie dans le Lemme 2.3.3

et, par �� la solution du problème PV�
� fournie dans le Lemme 2.3.4, par �n la solution

du problème PV�
� fournie dans le Lemme 2.3.5. En outre, nous appliquons le théorème de

représentation de Riesz pour dé�nir la fonction � : L2(0; T ;V 0 � E0) ! L2(0; T ;V 0 � E0)

par

� (�; �) (t) =
�
�1 (�; �) (t);�2 (�; �) (t)

�
2 V 0 � E0; (2.3.27)

avec

�
�1 (�; �) (t); �

�
V 0�V =

2X
`=1

�
G`"(u`� (t)); "(�`)

�
H` +

2X
`=1

��
E `
��r'`�"(�`)�H`

(2.3.28)

+

2X
`=1

�Z t

0

F `(�`�(s)�A`"( _u`�(s))� (E `)�r'`�(s); "(u`�(s)); �`�(s))ds; "(�`)
�
H`

+jad
�
��(t); u�(t); �

�
+ j�c(u�(t); �); 8� 2 V:�

�2 (�; �) (t); �
�
V 0�V = (�

1(�1� (t)�A1"( _u1� (t))� (E1)�r'1� (t) ; "
�
u1� (t)

�
; �1� (t))

; �2(�2� (t)�A`"( _u2� (t))� (E2)�r'2� (t) ; "
�
u2� (t)

�
; �2� (t))): (2.3.29)

Pour tout (�; �) 2 L2(0; T ;V 0�E0); u�; ��; '�; �� et �� représentent le champ de diplace-
ment, le champ du tenseur des contraintes,le champ le potentiel électrique, le champ d�endommagement

etle champ d�adhésion obtenus les lemmes 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 et 2.3.5 respectivement.

Nous avons le résultat suivant.
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Lemme 2.3.6 L�opérateur � a un unique point �xe (��; ��) 2 C(0; T ;V 0 � E0) tel que

� (��; ��) = (��; ��) :

Preuve. Nous montrons que pour un nombre entier positif m, la puissance m ième

de l�opérateur �; notée �m est une contraction de C(0; T ;V 0 � E0). Soient (�1; �1) et

(�2; �2) 2 C(0; T ;V 0 � E0) et par simplicité, nous utilisons les notations u�i = ui; _u�i = �i;

��i = �i; '�i = 'i; ��i = �i et ��i = �i pour i = 1:2:

En utilisant (2.1.17), (2.1.20), (2.1.22), (2.1.23) et (2.1.18), nous obtenons

�1 (�1; �1) (t)� �1 (�2; �2) (t)

2V 0 � 2X
`=1



G`"(u`1(t))� G`"(u`2(t))

2H` (2.3.30)

+
2X
`=1

Z t

0

jjF `(�`1(s)�A`"( _u`1(s))� (E `)�r'`1(s); "(u`1(s)); �`1 (s))

�F `(�`2(s)�A`"( _u`2(s))� (E `)�r'`2(s); "(u`2(s)); �`2 (s))jj2H`ds

+

2X
`=1




�E `��r'`1(t)� �E `��r'`2(t)


2H`

+C kp�([u1�(t)])� p�([u2�(t)])k2L2(�3)
+C



�21(t)R�([u1�(t)])� �22(t)R�([u2�(t)])


2
L2(�3)

+C kp� (�1(t))R� ([u1� (t)])� p� (�2(t))R� ([u2� (t)])k2L2(�3) :

et en utilisant la dé�nition de R� et R� , on a

�1 (�1; �1) (t)� �1 (�2; �2) (t)

2V 0 � C(ku1(t)� u2(t)k2V +
Z t

0

ku1(s)� u2(s)k2V ds(2.3.31)

+

Z t

0

k�1(s)� �2(s)k2H ds+ k�1 (t)� �2 (t)k2E0

+ k'1(t)� '2(t)k
2
W + k�1(t)� �2(t)k

2
L2(�3)

):

Nous rappelons que u`�� et u
`
�� représentent les composantes normale et tangentielle de

la fonction u`� respectivement. Maintenant, de (2.3.29) et (2.1.19), on obtient

�2 (�1; �1) (t)� �2 (�2; �2) (t)

2E0 � C(ku1(t)� u2(t)k2V +
Z t

0

ku1(s)� u2(s)k2V ds(2.3.32)

+ k�1 (t)� �2 (t)k2E0 +
Z t

0

k�1 (s)� �2 (s)k2E0 ds

+ k'1(t)� '2(t)k
2
W );
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Alors, depuis (2.3.30) et (2.3.32), on a

k�(�1; �1)(t)� �(�2; �2)(t)k
2
V�E00

� C(ku1(t)� u2(t)k2V +
Z t

0

ku1(s)� u2(s)k2V ds(2.3.33)

+ k'1(t)� '2(t)k
2
W + k�1 (t)� �2 (t)k2E0

+

Z t

0

k�1 (s)� �2 (s)k2E0 ds+ k�1(t)� �2(t)k
2
L2(�3)

):

D�autre part, de (2.3.7), nous trouvons

( _�1 � _�2; �1 � �2)V 0�V +
2X
`=1

�
A`"

�
�`1
�
�A`"

�
�`2
�
; "
�
�`1 � �`2

��
H`

+(�1 � �2; �1 � �2)V 0�V = 0:

Nous intégrons l�égalité précédente par rapport au temps cette relation et, en utilisant les

conditions initiales, �1 (0) = �2 (0) = �0 et de (2.1.16), nous trouvons

m

Z t

0

k�1 (s)� �2 (s)k2V ds � �
Z t

0

(�1 (s)� �2 (s) ; �1 (s)� �2 (s))V 0�V ds:

En utilisant l�inégalité 2ab � a2

m
+mb2, pour tout t 2 [0; T ], on aZ t

0

k�1 (s)� �2 (s)k2V ds � C

Z t

0

k�1 (s)� �2 (s)k
2
V 0 ds 8t 2 [0; T ]: (2.3.34)

Nous intégrons maintenant (2.3.24) avec l�état initial (2.3.25) pour obtenir

�i (t) = �0 �
Z t

0

�
�i (s)

�

� (R� ([ui� (s)]))

2 + 
� jR� ([ui� (s)])j2
�
� "a

�
+
ds:

Alors,

k�1 (t)� �2 (t)kL2(�3) � C

Z t

0



�1 (s)R� ([u1� (s)])
2 � �2 (s)R� ([u2� (s)])

2



L2(�3)

ds

+C

Z t

0



�1 (s) jR� ([u1� (s)])j2 � �2 (s) jR� ([u2� (s)])j2



L2(�3)

ds:

En utilisant la dé�nition des opérateurs de troncation Rv et R� et en écrivant que �1 =

�1 � �2 + �2, après quelques calculs élémentaires nous trouvons

k�1 (t)� �2 (t)kL2(�3) � C

�Z t

0

k�1 (s)� �2 (s)kL2(�3) ds+
Z t

0

ku1 (s)� u2 (s)kL2(�3)d ds
�
:

(2.3.35)
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Il s�ensuit maintenant d�un argument de type Gronwall que

k�1 (t)� �2 (t)kL2(�3) � C

Z t

0

ku1 (s)� u2 (s)kL2(�3)d ds:

et, en utilisant (1.2.5), nous obtenons

k�1 (t)� �2 (t)k
2
L2(�3)

� C

Z t

0

ku1 (s)� u2 (s)k2V ds: (2.3.36)

En utilisant maintenant (2.3.19), (1.2.6), (2.1.20) et (2.1.21), il en découle

k'1 (t)� '2 (t)k
2
W � C ku1 (t)� u2 (t)k2V : (2.3.37)

En substituant (2.3.36) et (2.3.37) dans (2.3.33) il vient

k� (�1; �1) (t)� � (�2; �2) (t)k
2
V 0�E0 � C(ku1 (t)� u2 (t)k2V +

Z t

0

ku1 (s)� u2 (s)k2V ds(2.3.38)

+ k�1 (t)� �2 (t)k2E0)

� C

�Z t

0

k�1 (s)� �2 (s)k2V ds+ k�1 (t)� �2 (t)k2E0

�
:

Nous combinons les inégalités (2.3.34) et (2.3.38) pour obtenir

k� (�1; �1) (t)� � (�2; �2) (t)k
2
V 0�E0 � C

Z t

0

k(�1; �1) (s)� (�2; �2) (s)k
2
V 0�E0 ds:

En réitérant m fois l�inégalité on obtient

k�m (�1; �1)� �m (�2; �2)k
2
L2(0;T ;V0�E0) �

CmTm

m!
k(�1; �1)� (�2; �2)k

2
L2(0;T ;V0�E0) : (2.3.39)

Comme lim
m!1

CmTm

m!
= 0; cela implique pour m assez grand, l�opérateur �m est une con-

traction sur l�espace de Banach L2(0; T ;V 0 � E0). Il existe donc un unique (��; ��) 2
L2(0; T ;V 0 �E0): tel que �m (��; �

�) = (��; ��) et (��; ��) est aussi l�unique point �xe de �:

Nous avons maintenant tout ce qui est nécessaire pour prouver le Théorème 2.3.1.

Démonstration du Théorème 2.3.1.

Existence. Soit (��; ��) 2 L2(0; T ;V0 � E0) est un point �xe de �, et soit u�� ; ��� ; '��

; ��� et ��� les solutions des problèmes PV
u
�� ;PV

�
�� ;PV

'
��,PV

�
�� et PV

�
��, respectivement.

Nous utilisons les notations suivantes :

u� = u�� ; '� = '�� ; �� = ��� ; �� = ��� ; (2.3.40)
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�`� = A`"( _u`�) + (E `)�r'`� + �`�� 8t 2 [0; T ] ; (2.3.41)

D`
� = E `"(u`�)� B`r'`�; 8t 2 [0; T ] : (2.3.42)

En utilisant (2.3.7) pour � = ��, ainsi que (2.3.40), on obtient

(�u�(t); �)V0�V +

2X
`=1

(A`"( _u`�(t)); "(�
`))H` + (��(t); �)V0�V (2.3.43)

= (f(t); �)V0�V 8� 2 V; t 2 [0; T ] :

En outre, nous écrivons (2.3.23) pour � = �� et en utilisant (2.3.40), on obtient

2X
`=1

�
_�`� (t) ; �

` � �`� (t)
�
E0
+ a (�� (t) ; � � �� (t)) (2.3.44)

�
2X
`=1

�
�`(�`�(t)�A`"( _u`�(t))� (E `)�r'` (t) ; "

�
u`� (t)

�
; �`� (t) ; �

` � �`� (t)
�
E0
;

8� 2 K; p:p:t 2 (0; T ) :

Par ailleurs, comme �1 (��; �
�) = ��, et �2 (��; �

�) = �� on a

(��(t); �)V0�V =
2X
`=1

(G`"
�
u`� (t)

�
; "(�`))H` +

2X
`=1

((E `)�r'`�; "(�`))H`

+
2X
`=1

�Z t

0

F `(�`�(s)�A`"( _u`�(s))� (E `)�r'`; "
�
u`� (s) ; �

`
� (s)

��
ds; "(�`))H` (2.3.45)

+jad(��(t); u�(t); �) + j�c(u�(t); �); 8� 2 V:

�`� (t) = �`
�
�`�(t)�A`"( _u`�(t))� (E `)�r'` (t) ; "

�
u`� (t)

�
; �`� (t)

�
; p:p:t 2 (0; T ) ; ` = 1; 2:

(2.3.46)

En utilisant (2.3.45) dans (2.3.43), on déduit

(�u�(t); �)V0�V +

2X
`=1

(A`"
�
_u`� (t)

�
; "(�`))H`

+

2X
`=1

(G`"
�
u`� (t)

�
; "(�`))H` +

2X
`=1

((E `)�r'`�; "(�`))H`

+
2X
`=1

�Z t

0

F `(�`�(s)�A`"( _u`�(s)) + (E `)�r'`; "
�
u`� (s)

��
ds; "(�`))H`
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+jad(��(t); u�(t); �) + jvc(u�(t); �) = (f(t); �)V0�V 8� 2 V: (2.3.47)

Ainsi, de (2.3.46) et (2.3.44), on a

2X
`=1

�
_�`� (t) ; �

` � �`� (t)
�
E0
+ a (�� (t) ; � � �� (t))

�
2X
`=1

�
�`(�`�(t)�A`"( _u`�(t))� (E `)�r'` (t) ; "

�
u`� (t)

�
; �`� (t) ; �

` � �`� (t)
�
E0
;

8� 2 K; p:p:t 2 (0; T ) :

Nous écrivons (2.3.19) pour � = �� et en employant (2.3.40), on obtient

2X
`=1

�
B`r'`�(t);r�`

�
H` �

2X
`=1

�
E `"(u`�(t));r�`

�
H` = (q(t); �)W 8� 2 W; t 2 [0; T ] :

(2.3.48)

Aussi, nous écrivons (2.3.24) pour � = �� et en utilisant (2.3.40), on obtient

_��(t) = �
�
��(t) (
� (R�([u��(t)]))

2 + 
� jR� ([u�� (t)])j2 � "a
�
+
; p:p:t 2 [0; T ] : (2.3.49)

Maintenant, de (2.3.47)-(2.3.49) avec les conditions initiales (2.2.14) et d�après les lemmes

2.3.1, 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4, 2.3.5 et 2.3.6, nous trouvons que (u�; ��; '�; ��; ��; D�) satisfait

(2.2.10)-(2.2.14) et la régularité (2.3.1)-(2.3.6). Puisque (u�; ') satisfait (2.3.1)-(2.3.2) et de

(2.3.41), on a

�� 2 L2(0; T ;H): (2.3.50)

Pour tout �` 2 D(
`)d, on pose � = (�1; �2) avec �3�` = 0 dans (2.3.47), ainsi que (2.3.40)
et (2.1.32), on obtient

�`�u`� = Div �
`
� + f `0 ; p:p:t 2 [0; T ] ; ` = 1; 2:

En utilisant maintenant (2.1.24), (2.1.25) et (2.3.50), on a alors

(Div �1�;Div �
2
�) 2 L2(0; T ;V0):

pour t1; t2 2 [0; T ] ; et de (2.1.20), (2.1.21), (1.2.6) et (2.3.42), on obtient

kD�(t1)�D�(t2)kH � C(k'�(t1)� '�(t2)kW + ku�(t1)� u�(t2)kV ):
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2.3. Résultats d�existence et d�unicité

En rappelant les régularités pour u� et '� dans (2.3.1) et (2.3.2), on a

D� 2 C(0; T ;H): (2.3.51)

En prenant � =
�
�1; �2

�
où �` 2 D(
`)d et �3�` = 0 dans (2.3.48) et de (2.1.33) il vient

divD`
�(t) = q`0(t) 8t 2 [0; T ] ; ` = 1; 2:

Et de (2.1.25), (2.3.51), on a

D� 2 C(0; T ;W):

Nous concluons que la solution faible (u�; ��; '�; ��; ��; D�) a un problème PV de la régular-

ité (2.3.1)-(2.3.6), en ce qui termine la preuve de la partie d�existence du théorème (2.3.1).

Unicité. L�unicité de la solution est une conséquence de l�unicité du point �xe de

l�opérateur � donné par (2.3.27)-(2.3.29).
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié l�existence et l�unicité de la solution d�un problème de

contact avec compliance normale et adhésion entre deux corps électro-élasto-viscoplastiques

en piézoélectricité et avec l�endommagement.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce prob-

lème. Comme la frontière des corps et le donnée de problème ont de bonne régularitée.

Donc, la solution du problème électro-mécanique et du problème variationnelle est la même.

On amontré l�existence et l�unicité de la solution de problème précédent par l�utilisation

des arguments suivants: équation variationnelle dépendant du temps, équation variationnelle

d�évolution, inéquation variationnelle d�évolution du type parabolique, équation di¤érentielle

et point �xe.
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Résumé:
Cette mémoire contient une étude théoriquement du contact sans frottement enter deux corps
électro-élasto-viscoplastiques. Cette étude se compose en deux chapitres, Le premier chapitre
considère la formulation mathématique de problème de contact et rappel d'analyse. Le deuxième
chapitre est divisé en trois sections. Dans la première section considère la forme mathématique
cet problème noté par P, par l'utilisation de la forme de Green on obtient aussi une forme
variationnelle PV dans le deuxième section,. Enfin, dans la troisième section, nous étudions
l'existence et l'unicité d'une solution faible du problème.

Mots-Clés:
électro-élasto-viscoplastiques, compliance normale, adhésion, inéquation d’évolution,  point fixe,
l'endommagement , existence, unicité.

:ملخص
لمذكرةا.كھروفیسكومطاطیةالنظریة لحركة جسمین الدراسةھوالمذكرةھذهھدف

في ھذه بعض الوسائل الریاضیة اللازمة تطرقنا في الفصل الاول الى،فصلینمنمكونة
المذكرة، اما في الفصل الثاني مكون من ثلاث اجزاء. الجزء الاول  نعتبر فیھ الشكل الریاضي 

. ثم باستعمال شكل قرین في الجزء الثاني  نحصل على Pراسة و یرمز لھ بالرمزلھذه الد
و في الجزء الثالث و الاخیر قمنا بدراسة PV .و یرمز لھ بالرمز Pشكل مختلط للمسألة 

وجود و وحدانیة الحل الضعیف للمسألة المطروحة.
الكلمات المفتاحیة:
، التصاق، لامتثال القیاسیةا،الوحدانیة، الوجود، هالتشو، تطور متباینة، كھروفیسكومطاطیة

النقطة الثابتة .

Abstract:
This memory contains a study theoretically frictionless contact enter two electro- elastic-

viscoplastic body. This study consists of two chapters, The first chapter considers the
mathematical formulation of contact problem and return analysis. The second chapter is divided
into three sections. The first section considers the mathematical form this problem noted by P, by
using the form of Green is also obtained a variational form PV in the second section ,. Finally, in
the third section , we study the existence and uniqueness of a weak solution of the problem.

Key-words:
electro- elastic- viscoplastic, normal compliance, adhesion, evolutionary inequality, fixed point,

damage, existence, uniqueness.
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