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Introduction générale

Fredholm (1866-1927) a étudi¢ la méthode pour résoudre les équations intégrales du deux-
iéme espece. La théorie des équations intégrales intervient dans plusieurs domaines de math-
ématiques, beaucoup de problémes dans le domaine des équations différentielles ordinaires
et partielles, la physique mathématique, les problémes de contacts et de ’astrophysique.

En 1887, V. Volterra (1860-1940) a établi la méthode de résolution des équations inté-
grales par les noyaux itérés. En outre, il a étendu la théorie des équations intégrales aux
équations intégro-différentielles et aux équations intégrales singuliéres.

Ainsi, la théorie des équations intégrales a été un domaine de recherche actif dans les
mathématiques appliquées et la physique mathématique.

L’importance des équations intégrales dans toutes les branches de la science et I'ingénierie
nous amene a étudier certaines de ces équations et les résoudre numériquement.

Notre travail, est décomposé aux trois chapitres

Dans le premier chapitre nous avons présenté des connaissances de base sur les espaces
des fonctions (LP,p = 1,2;C',] € N ). Ansi nous avons exposé la méthode de calcul de la
fonction de Green pour la résolution de certains problémes de physique mathématique et
nous avons terminé ce chapitre par une partie importante sur le généralité des équations
intégrales ( Fredhlm, Volterra, espéces, type, lien avec E D O, existance, Atrenative de
Fredholm ).

En explicitant dans le deuxiéme chapitre nous présentons les transformations de Bessel,
Hankel, Meijer et la transformation de Kontorovich-Lebedev, aves des definitions, propriétés
et des théorémes.

Dans le troisiéme chapitre nous allons présenter une application d’une transformation de

Bessel pour résoudre un probléme au limite trés important dans la physique et la mécanique



Introduction générale

des fluides. Ce probléme consiste & trouver la solution d’une équation aux valeurs propres
avec un potentiel défini sur un disque. Ceci veut dire que le probléme que nous étudions
est un probléme & deux dimensions. L’équation aux valeurs propres est transformée en une
équation intégrale dont la fonction cherchée est la fonction de Green du probléme. enfin

nous avons cloturé ce travail par une conclusion et des perspectives.



Chapitre 1

Généralités sur les équations

intégrales

Les premiéres équations intégrales furent obtenues par Daniel Bernoulli vers 1730 dans
I’étude des oscillations d’une corde tendue. Aprés 'introduction du noyau de Green, il
fallut attendre les derniéres années du 19" siécle, avec les travaux de H. A. Schwarz, de H.
Poincaré, de V. Volterra et surtout ceux de I. Fredholm, pour disposer de résultats généraux
en liaison étroite avec les premiers développements de ’analyse fonctionnelle. Quelques
années plus tard, I’étude des équations intégrales conduisait D. Hilbert a définir I’espace qui
porte son nom et a poser les premiéres bases de la théorie spectrale, cadre dans lequel F.
Riesz développa la théorie des opérateurs compacts (1918). Ainsi, les équations intégrales
ont joué un roéle historique important dans I’élaboration des principaux concepts de I'analyse

contemporaine.

1.1 Préliminaire

Définition 1.1.1 on désigne par L' [a,b] l'espace des fonctions intégrables sur [a,b]. On

pose

b
1l = / (@) da.



1.1. Préliminaire

Iespace L? [a,b] : on dit qu'une fonction f (z) est de carré intégrable sur [a, b] si l'intégrale
fab [ 2(xz)dx < 400 (existe et finie). L’ensemble de toutes les fonctions de carré integrable

sur [a,b] sera noté L?[a,b].

1.1.1 Propriétés fondamentales des fonctions de L?

a) Le produit de deux fonctions de carré integrable est une fonction intégrable.

En effet si: , ,
/ f*(x)dz < +o0 et/ g (z) dz < +oo,

alors d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/ab’f(x)g(x)|d:c< (/abf2(:c)dx)% </abg2(:c)dx>é < +o0.

b) la somme de deux fonctions de carré intégrable est une fonction de carré integrable

/ab(f(x)+g(x))2dx<+oo,ona /abf2(x)dx—f-/ang(x)dx—i—Q/abf(x)g(x)dx<—|—oo.

¢) le produit d’une fonction a carré intégrable par un scalaire est une fonction de carré

Kuﬁzvlv?

Définition 1.1.2 le produit scalaire de deux fonctions de L? [a,b] est défini par

intégrable

b
Umyszmmmm

on appelle norme d’une fonction f € L*[a,b] le nombre positif

b
|mm=¢Mﬁ=dJ%MMﬂ

Pour f(z) et g(x) de L* on a l'inégalité triangulaire

LF+ gl < WA+ Tlgll -



1.1. Préliminaire

sotent f (x), f1(x), fa(x), ..., fn () des fonctions de carré intégrable sur [a,b] si

b
lim (fo(z) — f(x))*dz = 0.

n—-+00
+ a

On dit que la suite (fy),-, est convergente uniformément vers f(x) dans L?[a,b] alors

f(z) € L?[a,b)].

1.1.2 L’espace C'([a,b])

Définition 1.1.3 les éléments de cet espace C' ([a,b]) sont les fonctions définies sur [a,b]

et qui ont des dérivées continues jusqu’a Uordre | (fU, f.2).., fQexiste) ou f© = f.

Remarque 1.1.1 la norme d’un élément f (z) € CY ([a,b]) se définit par

e

1 et o)y = Z Igafb}

Exemple 1.1.1 f(x) =22, f € C~ (R), soit [a,b] = [0, 1].

||f||c<x>[0,1]—maxf (z) + max fO (z) + max fP () =1+2+2=05.

0<z<1 0<x<1 0<x<1

Définition 1.1.4 (fonction analytique) une fonction f(z) est définie sur un domaine G C
C, on dit que f est analytique (réguliére) sur G si elle admet des derivées en tout point de

G.

1.1.3 Construction de la fonction de Green

Les fonctions de Green interviennent dans la résolution de certaines équations différen-
tirlles. On considére ici le cas particuliérement important pour la physique, d’équations
différentielles du second ordre et on commence par des équations différentielles aux dérivées

ordinaires.

La forme générale Soit I’équation différentielle d’ordre m

L(y) =po(x)y™ +p1 (2)y™ D + .. 4 ps (2) Y + p (2)y = f (2), (1.1.1)



1.1. Préliminaire

ou les fonctions pg (), p1 (x),. .. ,pm (z) sont continues sur [a,b], po (x) # 0, sur [a, b] avec

les conditions aux limites

Vi (y) = ay (a) + aMy’ (@) + ... + oMy (m=1) (a) + Py (b) +

Les formes linéaires V 1,..., V ,,_1, en fonction de y (a), vy '(a), ..., y ™Y (a), y (b),
y'(b),..,y " (b) étant linéairement indépendantes et o, a, .., o™ D g g1 gm=D
sont des constantes a déterminer. Supposons que le probléme aux limites homogene (1.1.1)

- (1.1.2) admet la seule solution triviale y (z) = 0.

Définition 1.1.5 on appelle fonction de Green (ou fonction d’influence) du probléme aux

limites (1.1.1) — (1.1.2) la fonction G (x,() construite pour tout point ( , a < ( <b

Les propriétés de la fonction de Green Cette fonction jouit des quatre propriétés
suivantes :
1/ G (x,() est continue et posséde des dérivées continues par rapport & x jusqu’a ordre
(m — 2) inclu pour a < z < b.

2/ Sa (m — 1)-iéme dérivée par rapport & x présente au point z = ¢ une discontinuité

de premiére espece, le saut ayant la valeur ——, i.e
po (2)
oG oG 1
G 00 = g () = o Gl

3/ Dans chacun des intervalles [a, () et ((,b], la fonction G (z, () considérée comme une

fonction de x est solution de 1’équation (1.1.1)
L(G)=0. (1.1.3)
4/ G (x,() vérifie les conditions aux limites (1.1.2)

Vi (G)=0,k=0,1,2,...,m. (1.1.4)



1.2. Les équations intégrales

Théoréme 1.1.1 [7]si le probléme aux limites (1.1.1) — (1.1.2), n'a pas de solution autre
que la solution triviale y () = 0, lopérateur L a une fonction de Green G (x,() et une
seule.

Si G (z,() est la fonction de Green du probléme auz limites (1.1.1) — (1.1.2), la solution

de ce probléme est donnée par la formule

b
y () = / G (2,0 f () dC. (1.15)

1.2 Les équations intégrales

Définition 1.2.1 [’équation intégrale est une équation ou l’inconnue est une fonction qui

apparait sous le signe intégrale.
Exemple 1.2.1 soita < x < b,a <t < b les équations
b
9le) = [ Babgld, (12,1
‘ b
oe) = 1@+ [ K@ ng@d, (12
g(x) = [ k(1) [g(®) dt, (1.2.3)
sont des équations intégrales.

Définition 1.2.2 la fonction k (x,t) est le noyau des équations intégrales, on suppose que
le noyau k (x,t) est défini dans le carré Q = {a < x < b,a <t < b} du plan (x,t) et continu

dans €2 ou bien présente des discontinuités telles que l'intégrale

b b
//|/<:(x,t)|2d:pdt<+oo.

1.2.1 Classification des équations intégrales

Equations intégrales lineaires

Définition 1.2.3 une équation intégrale est dite linéaire si la fonction inconnue se présente

d’une maniére linéaire.



1.2. Les équations intégrales

Exemple 1.2.2 les équations (1.2.1) et (1.2.2) sont linéaires par contre l'équation (1.2.3)

ne l’est pas.

Définition 1.2.4 (la forme générale des équations intégrales) la forme générale des équa-

tions intégrales linéaires est:

h(x)p(z)=f(z)+ )\/b(x) k(x,t) @ (t)dt, avec X € C, (1.2.4)
1) si f(z) =0, l’équation (1.2.4) est dite homogéne.
2) si f(x) #0, Uéquation (1.2.4) est dite non homogéne.
3) sib(x) =z, (1.2.4) est l’équation intégrale de Volterra.
4) sib(z) = b, (1.2.4) est l’équation intégrale de Fredholm.
5) si h(x) =0, (1.2.4) est I’équation intégrale de premiére espéce.
6)Si h(z) # 0, (1.2.4) est I’équation intégrale de seconde espéce.

Remarque 1.2.1 [’équation intégrale de Volterra est un cas particulier de l’équation inté-

grale de Fredholm: il suffit de prendre le noyau K qui vérifie la condition

k(x,t)=0, pourz <t.

Définition 1.2.5 (I’équation intégrale de Wiener-Hopf): on appelle équation intégrale de

Wiener-Hopf une équation de la forme
h(z) e (x) +A/ k(z—1t)p(t)dt = f(). (1.2.5)

Définition 1.2.6 (I’équation intégrale de Renwal): [’équation intégrale de la forme
h(z) e (z) + A/ k(x—1t)p(t)dt = f(x), (1.2.6)

est appelée équation intégrale de Renwal.



1.2. Les équations intégrales

Equations intégrales non linéaires

Définition 1.2.7 (équation intégrale de Fredholm): [’équation intégrale non linéaire de

Fredholm de premiére espéce prend la forme

f(x)+ )\/b k(xz,t,p(t))dt =0, (1.2.7)

I’équation intégrale de Fredholm de second espéce est de la forme

wp (2) = F(z) + A / k(z,t 0 (£))dt, (1.2.8)

ol u est une constante et l’équation intégrale de Fredholm de troisiéme espéce est de la forme

W) (2) = F(z) + A / F(z,t 0 (£))dt. (1.2.9)

(équation intégrale de Volterra): [’équation intégrale non linéaire de Volterra de premiére

espéce prend la forme
f(x)+ /\/ k(xz,t,p(t))dt =0, (1.2.10)
up () = f(x) + )\/I k(x,t, ¢ (t))dt, (1.2.11)

Iéquation (1.2.11) est appelée équation intégrale de Volterra de second espéce et I'équation

intégrale de Volterra de troisiéme espéce est de la forme

h(z)p (z) = f(z) + )\/I k(z,t,p(t))dt. (1.2.12)

Remarque 1.2.2 1) si f(z) = 0, l’équation est dite homogéne.
2) si f(x) #0, ’équation est dite non homogéne.

Définition 1.2.8 (I’équation intégrale de Hammerstein-Volterra): on appelle équation in-

tégrale de Hammerstein-Volterra une équation de la forme

W) () + )\/Z k() F(t o (8)dt = f(z). (1.2.13)

Définition 1.2.9 (I’équation intégrale d’Abel): on appelle équation intégrale d’Abel une

équation de la forme

@)= [ a0 gle @) (1.214)

ou0<a<1etg:[0,00)— [0,00) tel que : g(0) = 0.



1.2. Les équations intégrales

1.2.2 Lien entre les équations différentielles linéaires et les équa-

tions intégrales de Volterra

Réduction d’une équation différentielle & une équation intégrale: la résolution d’une équation
différentielle linéaire peut étre ramenée a la résolution d’une équation intégrale de Volterra
de second espéce.
La résolution de ’équation différentielle linéaire
d"y

dan T @)

dn—ly
dxnfl

a coéfficients continus a; (x), (i = 1,2, ...n) avec les conditions initiales

+ .o tay(v)y=F(x), (1.2.15)

y(0) = Co, 9/ (0) = C4, ..., ynb) (0) = Ch_1. (1.2.16)

peut étre ramenée a la résolution d’une équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

Illustrons notre affirmation sur ’exemple de I’équation différentielle du second ordre

d*y dy
dne + a1 (x) ar +as(z)y=F(x), (1.2.17)
y (0) = Co,y' (0) = Ch. (1.2.18)
Posons:
d?y
- = 1.2.1
A2 ¢<$>7 ( 9)

d’on, vu les conditions initiales (1.2.18)

d v ’
ﬁ:/ o (t)dt + Cy, y:/ (x —t) ¢ (t)dt + Ciz + Cy, (1.2.20)
0 0

et en utilisant la formule

\/axdx/:dx.../;f(x)dx: (n—ll)!/j (z—2)"' f(2)dz,

et en substituant (1.2.19) et (1.2.20) dans (1.2.17)




1.2. Les équations intégrales

o (z)+ /0 " an (2) ¢ (1) di+ Cray (2)+ /O "aa (2) (& — 1) o (8) di+Craay (2)+Coas () = F ().
ou bien
o (z)+ /0 Clar (2) + a5 (2) (& — )] @ (£) dt = F (£)—Cuar ()~ Craas (2)— Coan(a), (1.2.21)
et en posant

K (z,t) = —[a1 (z) + a2 (z) (x — t)], (1.2.22)

f(z)=F(x) — Ciay (x) — Cizas () — Coaz (x), (1.2.23)

nous ramenons ’équation (1.2.21) a la forme suivante

o(x)=f(z)+ /Om k(x,t) @ (t)dt, (1.2.24)

i.e. nous obtenons I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce.

1.2.3 Existence et unicité de la solution de I’équation intégrale

linéaire de Volterra

On considére ’équation intégrale de Volterra de seconde espéce

o(x)=f(x)+ )\/Ow k(x,t) @ (t)dt, (1.2.25)

ou K(z,t) est une fonction continue pour 0 < z < 4,0 < t < z, et f(z) est continue

lorsque 0 < z < a.

Définition 1.2.10 (résolvante d’une équation intégrale): on appelle résolvante de l’équation

intégrale, toute fonction R(x;t;\) donnée par

Rz, t,2) = > Nknia(,1),
n=1

10
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ot les K, sont les noyaux itérés définis par la relation de récurrence suivante

xT

ki(z,t) = k(z,t), et YneN* | k,(z,t) = /k’(m,z)kn_l(z,t)dz.

t
Théoréme 1.2.1 [7]Soit K(x,t) une fonction continue pour 0 < x < a,0 <t <z, et f(z)
est continue pour x € [0,al. L’équation (1.2.25) admet une solution unique et continue par

la formule

p@)= 1@+ A [ Rt 0@

0

Remarque 1.2.3 ce théoréme est vrai pour les équations intégrales de Fredholm de seconde
espéce.

Théoréme 1.2.2 [7]soit I’équation intégrale de Volterra de premiére espéce

/ k(x,t)p(t)dt = f (), (1.2.26)
telles que f, K sont des fonctions continues, dérivables sur |a,b],
b b
K(z,z) #0, et / / k(z,t)dxdt < oco.
alors, il existe une solution unique et continue de l’équation (1.2.26).

Preuve. On remarque d’abord qu’on a

fla)= [ k0e@d=o
L’équation (1.2.26) peut étre transformée en une équation de Volterra de deuxiéme espéce
en utilisant la dérivée:
a x
ox J,

comme K (z;z) # 0, alors

(o) o(tdt = k(20 ole) + [ 5 (2.0) )t = ' (2)

#le) = k:]EaEm;) - / w l/i(f:;)) elt)dt

qui est une équation de Volterra de deuxiéme espéce, et par le théoréme 1,2,1 on obtient

I’existence et 'unicité de la solution ¢. =

11
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1.2.4 Meéthodes de résolution approchée des équations intégrales

linéaires

Résolvante de I’équation intégrale de Volterra

Résolution des équations intégrales a ’aide des résolvantes au noyau itéré Soit

I’équation intégrale de Volterra de seconde espéce

xT

wug:f@y+{/uﬁw¢@mu (1.2.27)

0

ou k(z,t) est une fonction continue pour 0 < z < a,0 < ¢t < x et f(x) est continue pour
z € 10,al.
Cherchons la solution de cette équation sous la forme d’une série entiére illimitée suivant

les puissances de A

() = po() + Ay (2) + Npp(a) + -+ N () + -+ (1.2.28)

Portons formellement cette série dans (1.2.27), il vient

xT

o() + Ay (2) + Ny (@) + -+ Ny (@) + -0 = flz) + A/k(:r, t)leo(z) + Apy (z)
0
Ny () o+ Mgy (@) + -,
En procédant par identification nous obtenons

polz) = [flx),
o(x) = /k(x,t)goo(x)dt:/k(a:,t)f(t)dt, (1.2.29)

0

oa) = / Bz, )y (2)dt = / Ko ) / Bt 1) () dbydt,

12
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T

Pn(r) = /k(af,t)t/k(t,tl)t/lk(tl,t2)...

0 0

tn—3 tn—2

y / k(b 3.t ) / k(b oo tn ) f(tn1)dtw adts 5. dt. (1.2.30)
0 0

Moyennant les relations (1.2.29) on peut définir successivement les fonctions ¢,,(x). On
montre que, sous les hypotheses faites sur f(x) et k(x,t), la série (1.2.30) ainsi obtenue
converge uniforment en x et A et x € [0,a] et que sa somme est la solution de I’équation
(1.2.27).

Ensuite, (1.2.29) entraine

o) = [ 0rwa,
o) = //f(;c 0 /k(t,tl)f(tl)dtl dt:/f(tl)dtl/k(x,t)k:(t,tl)dt:/kg(x,tl)f(tl)dtl.
Oi

T

ko(z,t) = /k(a:,t)k(t,tl)dt.

On établit de fagon analogue qu’en général

T

o, (x) = /k;n(x,t)f(t)dt (n=1,2,...). (1.2.31)

0

Les fonctions k,(x,t) s’appellent noyaux itérés et sont bien définies, on le montre aisé-

ment, par les relations de récurrence, avec ki(x,t) = k(z,t),

xT

o (2, 1) = /k:(x,z)kn(z,t)dz (n=1,2.). (1.2.32)
0
Compte tenu de (1.2.31) et (1.2.32) I’égalité (1.2.30) peut s’écrire
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1.2. Les équations intégrales

p(r) = f(@)+ ) N, ()
o@) = J@+ XN [ haleof@
o) = flo)+ / S Nk (2, ) F ()

ox) = fla)+ / "SRGt N (1)

R(z,t,\) =Y Ny (2,1). (1.2.33)
v=1

est la résolvante (ou le noyau résolvant) de ’équation intégrale (1.2.27).

Proposition 1.2.1 1) Si le noyau k(x,t) est continu, la série (1.2.33) converge absolument
et uniformément.

Les noyauz itérés et la résolvante sont indépendants de la limite inférieure de [’intégrale
dans ’équation intégrale.

2) La résolvante R(x,t,\) satisfait o l’équation fonctionnelle suivante

R(z,t,\) = k(z,t) + )\/k(s,t)R(s,t, A)ds.

0

La solution de l’équation intégrale (1.2.27) en fonction de la résolvante s’écrit comme

T

o(x) = f(z)+ )\/R(:U,t, ) f(t)dt. (1.2.34)

0

Résolvante de I’équation intégrale de Fredholm

Soit I’équation intégrale de Fredholm de seconde espéce
b
o() =\ [ k(e Op(t)dt + f(a), (12.35)

14



1.2. Les équations intégrales

ou k € C([a,b] x [a,b]) et f(x) € C([a,b]). La solution de 'équation (1.2.35) est donnée

par la formule
b

o(x) = F() + A / Rz, t, N f(1)dt, (1.2.36)

a

ou la fonction R(z,t, A) dite résolvante de Fredholm de I’équation (1.2.35) est définie par

I’égalité

D(x,t, A)
1.2.
sous la condition D(A) # 0 . Ici D(z,t,\) et D(A) sont des séries de puissances de A
_ (=" n
D(x,t,\) = k(z,t)+ ) B, A", (1.2.38)
n=1
D(\) = 1+ i(_l)nc A" (1.2.39)
N — nl e o
avec les coéflicients ainsi définis
k’(flj‘,t) k(xatl) k(xatn)
b b
E(ty,t) k(tnt) ... Kt t,
Bo(x,t) = // (1) Kl h) (f2, 1) dty...... dt,. (1.2.40)
n k(tn,t) k(tn,t1) ... k(tn,tn)

Les fonctions D(\) et D(z,t, \) sont respectivement le déterminant de Fredholm et le

mineur du déterminant de Fredholm, tels que By(z,t) = k(z,t) et

k(ti,t) k(ti,ta) ... k(ti,t,)
b b k(t2,t1) k(ta,ta) ... K(t2,tn)
= // k(ts,t1) k(ts,ta) ... k(ts,t,) dty...... dt,,. (1.2.41)
E(tn,t1) k(tn,ta) ... k(t,,t,)

Remarque 1.2.4 si le noyau k(x,t) est borné ou si l'intégrale

b

//k2xtdxdt<—|—oo
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1.2. Les équations intégrales

les séries (1.2.38) et (1.2.39) convergent quelque soit A\ et sont donc des fonctions ana-
lytiques entiéres de A. La résolvante R(x,t,\) est une fonction analytique de X, sauf

les A qui sont les Zéros de D(N). Ces derniers sont les poles de la résolvante R(x,t,\).

Alternative de fredholm
Pour les équation intégrales de Fredholm on a les théorémes suivants :

Théoréme 1.2.3 [7](alternative de fredholm) : ou bien l’équation linéaire non homogéne

de seconde espéce
b

o(x) — )\/k’(m,t)go(t)dt = f(x), (1.2.42)

a

admet une solution unique quelle que soit f(x) (appartenant a une classe suffisamment

vaste), ou bien l’équation homogéne correspondante

o(z) — A / k() (t)dt = 0, (1.2.43)

a

a au moins une solution non triviale, i.e non identiquement nulle.

Définition 1.2.11 on appelle équation transposée ou adjointe de l’équation de fredholm,

I’équation
b

W(x) = f(z) + A / k(z, t)(t)dt. (1.2.44)

a

Remarquons que f et 1 sont transposées l'une de ’autre.

Théoréme 1.2.4 [7]le premier cas de 'aternative a également lieu pour I’équation adjointe

de (1.2.42)
b

P(x) — A/k(m,t)¢(t)dt = g(z), (1.2.45)

a

et le nombre de solutions linéairement indépendantes de [’équation intégrale homogéne

(1.2.43) et de I équation adjointe

o(z) — A / Kz, ) (H)dt = 0, (1.2.46)
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1.2. Les équations intégrales

est fini et le méme pour les deux équations.

Remarque 1.2.5 si les fonctions ¢,(x), py(2), ..., 0,(x) sont solutions de [’équation ho-

mogéne (1.2.43), il en est également de leur combinaison linéaire

0(x) = c10(x) + C205(7) + oo + o, (1) = Y cripy(2),
k=1
ot c(k =1,2,...,n) sont des constantes arbitraires.

Théoréme 1.2.5 [T]dans le second cas de l'alternative, une condition nécessaire et suff-
isante pour que [’équation mon homogéne (1.2.42) admette une solution ¢(x) est que le
second membre de cette équation (la fonction f(x)) soit orthogonale & toute solution ¥(x)

de l’équation homogéne (1.2.46) adjointe de (1.2.43) i.e

b
/ F@)b(t)dt = 0. (1.2.47)
Remarque 1.2.6 dans la condition (1.2.47), l’équation (1.2.42) posséde une infinité de so-

lutions puisqu’elle vérifie toute fonction de la forme o(x) 4+ ¢*(x) avec p(z) une solution de

(1.2.42) et p*(x) toute solution de l’équation homogéne correspondante (1.2.43).

17



Chapitre 2

TRANSFORMATION DE BESSEL

Les méthodes qui se rattachent aux transformations intégrales trouvent un vaste champ
d’application en analyse matématique ces derniers temps.

Elles ont été utilisées avec succeés dans la résolution d’équations différentielles et in-
tégrales, dans I'étude des fonctions spéciales et le calcul d’intégrales. L’avantage de ces
méthodes est dans le fait qu’elles permettent de construire les tables des transformation

directes et inverses des diverses fonctions que ’on rencontre dans les applications.

2.1 Transformation de Fourier

Définition 2.1.1 la transformée de Fourier de f(x) est désignée par F|f(x)] = f*(u) et

définie par lintégrale

@)= 1) = —= [ e ar 2.L1)

la transformaée inverse de Fourier est définie par les propriétés fondamentales

FUEO) = ) = o= [ Fea, (212)

ou l'intégrale du second membre est prise dans sa valeur principale. i.e. comme la limite

l—o00

!
lim/f*(u)e““du
-1

18



2.1. Transformation de Fourier

La fonction f*(u) porte le nom de transformée de Fourier de f(¢). Si la fonction f(t) est

intégrable sur I'intervalle]—oo, +00[, la fonction f*(u) existe pour tous les ¢.

2.1.1 Transformées multiples de Fourier

On a par définition

oo oo

1 )

PloN) = F )] = 5 [ [ fepe e sy, (2.13)
7T

la fonction F'(w, A) s’appelle la transformée de Fourier de la fonction de deux variables

f(x,y). Si les fonctions f(x,y) et F(w,\) appartiennent & L?, on a la formule d’inversion

suivante

Fw, e @) dud X (2.1.4)

flay)=F1F( —%7

8\8

2.1.2 Fonction de Bessel

Définition 2.1.2 (fonction de Bessel): ces fonctions sont les solutions canoniques y(zx) de

I’équation différentielle de Bessel

20y Ay e
——+r—+(z°—a”)y =0,
v T )y

pour tout nombre réel ou complexe o. Le plus souvent, « est un entier naturel (on dit alors

que c’est l'ordre de la fonction), ou un demi-entier.

Il existe deux sortes de fonctions de Bessel :

i) les fonctions de Bessel de premiére espéce J,, solutions de I’équation différentielle
ci-dessus qui sont définies en 0 ,

ii) les fonctions de Bessel de seconde espéce Y,,, solutions qui ne sont pas définies en 0

(mais qui ont une limite infinie en 0).
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2.1. Transformation de Fourier

2.1.3 Expression des fonctions de Bessel

Pour les valeurs entieres de o = n, les fonctions de Bessel de premiére espéce sont définies

par la série entiére (de rayon de convergence infini) suivante

- -1y L\ 2p+n
J(a) = Z;p—!gn jp)!@) ,

Plus généralement, pour o non entier, on a le développement analogue

. = (—1)p T\ opta
Jol) = pz; PT(p+a+1) (37

ou I'(z) est la fonction gamma, généralisant la fonction factorielle a des valeurs non

entiéres.

Les fonctions de Bessel de deuxiéme espéce ou fonctions de Neumann sont définies par :

) -y A0 o)

2.1.4 Intégrales de Bessel

Pour les valeurs entiéres de o = n, les fonctions de Bessel peuvent étre représentées par les

intégrales

Tu(z) = = /0 " cos(nr — wsin(r))dr,

ou encore par
1 " —i(nT—x sin(7))
Jn(x) = — e dr.

2.1.5 Propriétés

Relations de récurrence

20



2.2. Transformation de Bessel

Jeatw) = "),
Jaa(@) + Ja@) = (),
Jni1(z) = Jna(z) = _2J7,1<5U)7

on en déduit

— (2" (z)) = a"Jp_1(x).

2.2 Transformation de Bessel

Définition 2.2.1 on appelle transformation de Bessel une transformation intégrale de la

forme
FN) = / FOK, (M)t (2.2.1)
ot K,(z) est une fonction de Bessel modifiée.

Définition 2.2.2 les transformations de Hankel, Meijer, Kontorovitch-Lébédev, ...etc. sont

des transformations de Bessel.

Parmi ces développements, mentionnons le développement suivant des fonctions cylin-

driques, connu sous le nom d’intégrale de Fourier-Bessel

flz) = /Jv(xu)udu /f(t)Jv(ut)tdt (0 <z < 400), (2.2.2)

ot J,(x) est une fonction de Bessel, et v > —3.

Théoréme 2.2.1 [8/soit f(x) une fonction bornée sur l'intervalle fini |0, R| et

/ |f(2)] zidr < oo.
0
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2.2. Transformation de Bessel

szv>—l, on a

—{f(x—i—O)—i—fac— )} = /J zu)udu /f L (ut)tdt. (2.2.3)

Aux points de continuité, on a la formule (2.2.2).

2.2.1 Transformation de Hankel
définition

soit f(t) une fonction définie pour ¢ > 0, on appelle transformation de Hankel d’ordre n de

la fonction f , 'intégrale
fi(u) = /f (ut)tdt . (2.2.4)
Le développement (2.2.2) entraine la formule d’inversion
£(t) = / £ () Jo (utyudu, (2.2.5)

Remarquons que si la fonction f(t) est telle que f(¢) = 6(t*) lorsque ¢ — 0, pour
a+v+2>0et f(t) = 0(t°) lorsque t — oo, pour + 2 < 0, alors I'intégrale (2.2.4) est

convergente.

Relation entre la transformation de Hankel et la transformation de Fourier

Citons le lien existant entre la transformation de Hankel et les transformations multiples de
Fourier.

Soient

flz,y) = % / / e* (N, 1) ddl. (2.2.6)
ffAw) = %//e‘ik’"f(:ﬁ,y)dxdy. (2.2.7)
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2.2. Transformation de Bessel

avec r = (x,y) et k = (A, 1).

En passant aux coordonnées polaires moyennant les formules (x,y) = r(cos#,sinf) et
(A, 1) = k(cos ¢, sin @), kr = Ar cos(6 — ¢) on trouve et on établit que les fonctions f(x,y) et
f*(r, ¢) sont liées entre elles par la relation

2w

17 -
A ‘2—/ ”““/ e e C=0) £ (1, 0)db. (228)
0 0

™

En supposant que

f(r,0) = e f(r).

et en Posant 0 — ¢ = a — § alors (2.2.8) sera de la forme

o0 27’I’+¢0
1 . L )
(A 0) = 2—/rf(r)dr / e’m(‘ﬁ’f)“(”a”"S‘no‘)da, (2.2.9)
T
r=0 Lol
avec ¢y = (5 — ),
et comme
J (/\7“) _ i/ei(na—)\rsina)da (2210)
n 27T )
on aura
Fg) = eno-D) / rJu ) () dr (2.2.11)
0
= MR f (N), (2.2.12)

avec fr,(\) = S, [f(r)]
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2.2. Transformation de Bessel

De méme, en termes de variables polaires avec 'hypothése f(z,y) = f(r,0) = ™ f(r)
avec( 2.2.12), l'inverse de la transformation de Fourier ( 2.2.6) devient

o0

ez‘an(T) _ 217T /\d)\/ iAr cos(6— d))f( ¢)d¢ (2213)
0
1 oo

_ %/)\fn / 5 )+iAr cos(0— ¢)d¢ (2214)

0

En utilisant le changement de variables § — ¢ = —(a + %) et ¢y = —(5 + ¢),

00 2m+¢q
1 .
= _/)\fn dA / Zn(0+a ZATSln(a)da (2'2'15)
2m
0
_ eme/AJn(M)ﬂ(/\)d/\, par (2.2.10) (2.2.16)
0

alors la transformée de Hankel inverse est définie par

[e.o]

SO [fa(N)] = fr) = / AnOF) Fa (). (2.2.17)

0

Propriétés de la transformation de Hankel

Théoréme 2.2.2 [11]si 30, [f(t)] = fi(u) alors

(2

Preuve. on a par définition

36, [fat)] = [ fat)utye
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2.2. Transformation de Bessel

Théoréme 2.2.3 [11]soit f(r) arbitraire avec la propriété que lim f(r) = 0, alors

& f
3¢, {W

1df

tdt

r—00

’U2

. ] — S, (1))

Preuve. Une intégration par partie donne

2
QYA {ﬂ +

tdt t?

1df 02
dt?

alors

[ d

df . v?
it

2)- (t)] J, (ut)tdt

2

%Jv(ut)l F(t)tdt

u? J! (ut) + %J{}(ut) -

Jufiwgiin = [trga o> )

0

0

Preuve. nous procédons formellement pour obtenir

o0

[ufi@gi(win

0

[e.e]

7u £ (w)du / £, (ut)g(t)dt

0

t(t)dt / w (ut) £ (u)du

0

EF(8)g(t)dt -

o~——8o~—8 _
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2.2. Transformation de Bessel

2.2.2 Transformation de Meijer
Fonction de Mac-Donald

Fonctions I ( fonction de Bessel modifiée)
1) On définit, sin € Z, si z € C

i o Z/2 n+2'r
In(z) =7 z; I(n+r)

Si s non entier, et si z € C on définit

0 (2/2)s+2r

I(2) = i°J,(iz) = ; A 17 i)

Ces fonctions satisfont a I’équation différentielle

d*I,(z)  dI(z) 52
Tz T (14 ;)Is(z) =0.

2) elles vérifient les relations de récurrence

foa() = L) = ZL(2)

d —8 —S
S LGE) = 2 la(2), o {Z L(2)} = 2" Ls1a(2).
3) si s non entier, on définit la fonction de Mac-Donald K ( fonction de Bessel modifiée)

™

Ks(z) = ([,8(2)) _[S(Z))

2sin7s
Définition de la transformée de Meijer

Définition 2.2.3 la transformation intégrale de Meijer joue un role important dans la ré-

solution des équations différentielles de type Bessel. FElle est définie par la formule

- \/g / K, (st)(st)2 f(t)dt, (2.2.18)

ot K,(t) est une fonction de Mac-Donald.
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2.2. Transformation de Bessel

La formule d’inversion s’écrit
BHiX

(1) = Nlﬁ lim / L, (ts)(ts)} f(s)ds. (2.2.19)
B—ix

=

Les égalités (2.2.18), (2.2.19) découlent immeédiatement du développement correspondant

d’une fonction arbitraire en intégrale de Fourier généralisée.

Théoréme 2.2.5 [5/soit f(t) une fonction de la variable réelle t, 0 < t < +o0, intégrable
sur tout intervalle fini 0 < Th <t < Ty et a variation bornée au voisinage du point t = x;

supposons par ailleurs que l’intégrale

o0

/fmﬂmﬁ-ﬁ>a2&

0

est convergente. Sous ces conditions, on a le développement

B+iA 0o
fz+0) : f@—0) % lim / L(ws) (vs)} ds / Ko (st)(st)} f(B)dt. (2.2.20)
B—iX 0

La fonction K,(z) est une fonction paire de v, donc la formule (2.2.20) peut encore

s’écrire

B+iX
fe+0)+ flz-0) 1 . 1
5 = %Ah_}rgo {I,(xs) + 1_,(xs)} (xs)2 ds
B—iX
x / K, (st)(ts)2 f(t)dt. (2.2.21)
0
En particulier, puisque
2 1 2 1
()= (2)bshz, Ly() = (2)behz,



2.2. Transformation de Bessel

il s’ensuit que lorsque v = j:% la formule (2.2.21) s’écrit

B+iA
f@”);ﬂx_ _ 2—A11m / Mds/ s (2.2.22)
L A—00

Théoréme 2.2.6 [5/supposons qu’une fonction f(s), analytique dans le demi-plan Re(s) >

a > 0, vérifie les conditions
1) Pour tous lest > 0 et B > « existe
B+iX
lim [ I,(tz)(tz)

A—00

B—iX

f(2)dz,

N

ott —3 < Re(v) < il convergence étant uniforme ent (0 < ¢ <b).

2) Uintégrale

# 1(s)
/ e
B—i\

est convergente.

3) la fonction f(s) est bornée dans le demi-plan Re(s) > 3, i.e,

\}%s) <A

ot A est une constante positive ne dépendant pas de s.
4) existe
lim f(z +1y) =0,
ot la convergence est uniforme en toutes les valeurs réelles de y. Sous ces conditions, lorsque

Re(s) > 8, on a légalité (2.2.18), ou la fonction f(t) est définie par (2.2.19).

Théoréme 2.2.7 [5/soit une fonction g(s) telle que
s) + Z cis',
i=1

ot f(s) remplit les conditions du théoréme précédent, Re(i) < 0. Alors on a
2] .
_ \ﬁ / K, (st)(ts)}g(t)dt, Res > B,
m
0
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2.2. Transformation de Bessel

ol
B+iX

1 ~
. lim ]V(ts)(ts)%g(s)ds.
1\ 2m A=
B—i

g(t) =

La convolution et le calcul opérationnel ont été construits pour la transformation de Meijer

d’apreés le schéma de Mikusinski.

2.2.3 Transformation de Kontoroviteh-Lébédev

Les transformations intégrales dans lesquelles 'intégration s’effectue sur I’ordre des fonctions
de Bessel jouent un role trés important dans la résolution de certains problémes de physique
mathématique. Cette forme de transformations intégrales a été étudiée pour la premiére fois
par Kontorovitch et Lébédev en 1938. Elle porte aujourd’hui le nom de transformation de
Kontorovitch-Lébédev. Elle a été appliquée avec succes a la résolution de nombreux prob-
lemes intéressants. Dans les transformations de Kontorovitch-Lébédev, le développement

de type intégrale de Fourier

xf(z) = %/KiT(ZL‘)T shmdr/Kis(g)f(g)dg, (2.2.23)

ou K, (z) est une fonction de Macdonald, = > 0, f(z) une fonction arbitraire con-
tinue avec sa dérivée et telle que 22 f(x), zf(x) € L]0, +00[ joue un role fondamental. Le
développement (2.2.23) est valable pour des fonctions appartenant & une classe plus large.

Soit

F(r) = / f(@)Kir(v)dx . (2.2.24)

L’intégrale (2.2.24) définit la transformation de Kontorovitch-Lébédev. De (2.2.23) il

vient immeédiatement la formule d’inversion

o

o) = % Ko (2)7 shrrF(7)dr (x> 0). (2.2.25)

0

Sous une forme plus symétrique, (2.2.24) et (2.2.25) s’écrivent
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2.2. Transformation de Bessel

F(r) = / f(x)K'TTf)dx | (0 <7< +00), (2.2.26)
fl@) = / Fr)E i};” Ki;g)df, (0<z<400).  (2.2.27)

Parfois (2.2.24) et (2.2.25) se rencontrent sous la forme suivante

F(r) = %TShWT/f({E)Ki;(x)dJZ, (2.2.28)

fl@) = / F(r) Ko (x)dr. (2.2.29)

Les formules analogues aux formules de Parseval de la théorie des séries et des intégrales

de Fourier sont tres utiles au calcul de certains types d’intégrales définies.

Théoréme 2.2.8 [5/soit g(x) une fonction réelle arbitraire telle que

1) g(z)z~1 € L]0, +00, 2) g(z) € Ly]0,400],

o0

Gr) = / o(z) VzT;hWTKi;(;)da:, (2.2.30)
alors . .
/ GNP dr = / (@) da. (2.2.31)

Théoréme 2.2.9 [5/soient g,(x) et go(z) des fonctions réelles arbitraires, vérifiant les con-
ditions 1) et 2) du théoréme précédent, G1(7) et Go(T) les images respectivement de g; et gs

par la transformation (2.2.30).
/ G1(7)Ga(T)dr = / 91(2)ga(v)dz. (2.2.32)
0 0

D’autres transformations intégrales dans lesquelles lintégration s’effectue sur ’ordre des

fonctions cylindriques.
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Chapitre 3

Application

Dans ce chapitre nous allons présenter une application d’une transformation de Bessel pour
résoudre une probléme au limite trés important dans la physique et la mécanique des fluides.
Ce probléme consiste a trouver la solution d’une équation aux valeurs propres avec un
potentiel défini sur un disque. Ceci veut dire que le probléme que nous étudions est un
probléme & deux dimensions. L’équation aux valeurs propres est transformée en une équation
intégrale dont la fonction cherchée est la fonction de Green du probléme. Appliquée a cette

équation intégrale, la transformation de Bessel permet de trouver la solution au probleme.

3.1 Probléme d’un puits fini (-V, sur un disque):
L’éq. de Schrodinger relative au potentiel —V, (V5 > 0) a intérieur et nul en dehors disque

ie

(—%—i—V(r) —E> g(r,f) = 5(r—r), (3.1.1)
) g (r, 7",> = S(r—r)=V@)g(r,r)=6(r—r)+q(r,r)3.1.2)

/ .
g(r,r) est continue en r = a,

’ ’ .
g.(r,r ) est continue en r = r =a,
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3.1. Probléme d’un puits fini (-Vy sur un disque):

- r<a
V(r,0) = ’ -
(r,9) {0, r>a

Soit I’équation

(— ?ﬂ; - E> g <r, r’) —5(r — 1),

sa solution g (7’, r') permet de trouver la solution de (3.1.2)comme :

g (7”, 7“,> = 9o <7“, 7“/> + /go <7“, r”> q (r",rl> dr”, (3.1.3)

En effet appliquons aux deux membres de cette derniére équation l’opérateur(—ﬁ%’l' — E) :

(g-2)a(r) = (- B)an (o) [ () m (o) o
— S -1+ /5(r —a () ' = 50— ) (rr)
<_AT_E>QQ”» = —Vﬁm<nf>+5&—r%

2m

(— 2AT _E+ V(r)) g (r, r/) — 5(r—7),

m

ceci montre que I’équation différentielle (3.1.1) est équivalente a I’équation intégrale

suivante

g (r, 7“’> = go <7", 7“')—1—/90 <r, 7‘”> q (r",rl> dr' = go (r, 7“,>—/gg <T, 7“") V(r')g (r",r,> dr”.

Dans notre cas de potentiel, nous avons alors & ré soudre I’équation intégral suivante:

g (rr) = g0 (rr') + o / Cgo (r.C) gt (1) dc. (3.1.4)
0

pour résoudre on a la considération suivante

+( ,> g(r,r), r<a 7( ,> 0, r
gt (rr') = g (') = ,
0, r>a —g(r;r'),

w3 IA

~—~
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3.1. Probléme d’un puits fini (-Vy sur un disque):

d’apres ces considérations 1’équation (3.1.4) s’écrit

g (rr) =g (7)) =0 (rr) + 10 7 Coo ()it (') de, (3.16)
0

on définit la transformation de Bessel d’une fonction g comme

o

G (p, rl> = /’I“Jl (pr) g (T, 1"’) dr, (3.1.7)

0

la transformation de Bessel de I’équation (3.1.6) est définie par

[e o] [e.o]

/rJl (pr) g, (r, r,> dr — /TJ[ (pr)g; (r, 7“,> dr
0 0
= ]OTJZ (pr) 90 (r, 7’/> dr + VO]OrJl (pr) dr]oggo (r,¢) g (C, 7“/> dc. (3.1.8)
0 0 0

On définit gg (r, 7“/) par

N 24 yt2 N d
9o (r,r) = /exp |:—2CY€ (T —ZT ) + g] I (4&6%) Uu (3.1.9)
0

la substitution de (3.1.9) a (3.1.8) d’aprés certain calcul et d’aprés la formule 6.633.4

[6] on obtient

G (p, 7"/> — é; (p, r/> = zpil Ep;) + p221/0k‘2 G (p, rl) , (3.1.10)

. , 22 . / 2.J; (pr'
Gr (pr') B;Q_Z;] 67 (pr) Z%EB@)@W?:;@M% (3.1.11)

et la décomposition de

2 _ 2
pP—pf N P — iy ~ p+k
quiest F7T(p)= , et  F~(p)= , 3.1.12
g ) ="—% ) == (3.1.12)
d’apres le théoreme [13] les fonctions Gf et @l’sont détérminées par
pour r<a
A / F- B(r)d
G (p, r ) = 27r(@p)/F+ (7_()7_()7_ ip), ou L est un contour fermé, (3.1.13)
L
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3.1. Probléme d’un puits fini (-Vy sur un disque):

_ p+k / 2J, (7'7”/) dr
2mi(p+ 1)) (72— k2) (Z22) (1 —p)

2 ) d
__ Ptk / Ji(rr)dr (3.1.14)

2mi(p + ) J (T4 R) (7 — ) (T = p)’

~

en appliquant le théoréme des résidus aux points ( 7 = u; et 7 = p sont a l'intérieur du

contour) on obtient

At N 20 ([Ll, k, CL) (p — kﬁ) Jp (,ulrl) 2J; (pr/)
G )= e e (3.01.15)

la réciproque pour r <r <a

,\ too +oo ’
i (o 28 (s ka) () [ p(p — k) Ji(pr) dp pJi (pr') Ji (pr) dp
g () = B [P o [

Y

pour le premier intégrale en appliquant le théoréme des résidus au point ( 7 = y, ) ,pour

le deuxiéme intégrale d’apres la formule 6.633.4 [6] on obtient

20 (k7 s a) Ji (/Jllr’) Ji (,Ullr) !
_ — ( ) Y, , 3.1.16
(i + ) mJy () Vi () ( )
de méme maniére pour r > a
A ) Ft B(r)d
G, (p, r > = 27r(@p)/F+ (7_()727_ ip), ou L est un contour fermé (3.1.17)
L
- 2J; (rr') d
_ P~ / (7)) dr , (3.1.18)
2mi(p = k)J (7 + k) (7 =) (7 = p)
en appliquant le théoréme des résidus aux points ( 7 = —k et 7 = p sont a l'intérieur au

contour) on obtient

. , 2a (pyg, kya) (p— py) Ji (/{:r,) 2.J; (pr’)
Gy \pr ) = , 3.1.19
: (pr> (g + k) (p? = &?) p* — k? (31.19)
la réciproque pour r > 1 > a
,\ too +o0 ’
s (T r/) _ 20(py, k,a) Jy (k) /p(p— f1) Ji (pr) dp 2/sz (pr') Ji (pr) dp (3.1.20)
/ ot 0~ R2) o
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3.1. Probléme d’un puits fini (-Vy sur un disque):

_ 2a (pq, kya) J (k:r’) Jy (kr)

(11 + k)
d’apres la symétrie de la fonction de Green on prend «, 3 en fonction de a, donc on a le

— ) (k:'r) Y; (kr) (3.1.21)

N . !
systéeme au point r =1r =a

{ gl+7+( )_gl Cl,

dgf’*(r,a)J _ dgl J

dr

=7 (1 + k) Ji (ka) Vi (ka) + 2a (K, py, a) Ji (ka) J; (ka)
{ =28 (k, py, a) i (@) Ji (pya) — m (g + k) Ji (py0) Yi (pya)
—7k (py + k)Y, (ka) J; (ka) + 2ka (k, py, a) J; (ka) J; (ka)
= 2p, 8 (K, pyy a) Ji (py0) Jl/ (@) — iy (py + k) Yll (1a) Ji (@)

d’apres un certain calcul on trouve
—2J, (ka) + maJ (p1y0) (kal (ka)Y (mya) = pyJi (ka) Y, (Nl@)
2a.Jy (p0) (ﬂlJl (ka) J; (ma) — kJ; (ka) Ji (Nla))

(3.1.22)

B (k7ILL17a) = (:ul + k)
(3.1.23)

et
—2Ji (i a) + waJ; (ka) (/th, (10) Vi (ka) = kJy (10) Y] (ka))
2a.J; (ka) (sz, (ka) Ji (pya) — pyJi (ka) Jl, (ﬂla)) ,

Q (knul?a’) = (:ul + k)

(3.1.24)

donc

, Yi () Ji (Ml"’/) -
++ _ , ,
g (T’T) =7 *2Jl(ka)+7faJl(M1a)(le (ka)Yi(pya)—py Ji(ka)Y, (#1“)>J( T) J ( ’I“/)
70 di(i30) (xS k) ] (uaa) k] (ha) Tga)) 20 LT LU

(3.1.25)

et

R Y (kr) Jy (kr') —
g’ (r,r) = -7 72Jl(u1a)+7raJl(ka)(ulJ;(ula)Yl(ka)kal(ula)Yl/(ka)) (k) J (kr') (3.1.26)
mady(ka) (kJ] (ka) Jy (1 a)—py Ji(ka)J] (iya)) : :

Les cas mixtes:
/
lecasr <a<r:

d’apres Iégalité (3.1.18) on prend le pole 7 = p; on a

Gy (p,r') = Ji (ulr') {%J‘@H m ;;gp(;_k) . (3.1.27)

) (it R) (=Pt k)
ou f(p) = "y et h(P)—W
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3.1. Probléme d’un puits fini (-Vy sur un disque):

la réciproque est donnée par

+o0o
/ / J d 2 l+1J d
9[’+<7“,7")=Jz(u1r) 20 (k, j1y, @ / =) S (prydp | /p 1 (pr) p]

p — k2 (—k))l p2 — k2
0 0
(3.1.28)
=J, (,u17“,> (=Y (kr) + C (k, uy,a) J; (kr)] (3.1.29)
D’aprés la continuité de la fonction de Green au point » = a on a
_,J’_ _ -,
9" (a,0) =g, (a,a) <
=Y (ka)+
Jp (,ula) [_YE (ka) +C (ka M1, a) Ji (ka)] = —2J(pya)+mad;(ka) <M1Jl/(ula)Yl(ka)kal(ula)Y/(ka)> Ji (ka)
raJy(ka) (kJ; (ka)Ji(p10)—py Ji(ka)J] (uya) )
(3.1.30)
C (k, j,a) = Vi (ka) Y (ka) | —2Ji (ma) + maJ (ka) (NlJl (1ya) Yy (ka) — kJi (py0) Y, (k:a))
Y Ji(ka) Ji (pa) maJ; (pya) (szl (ka) Ji (ya) — py Ji (ka) J; (Mla))
Y] (ka) 4
C (k, p, — y - 3.1.31
b ) = 5 ka) ™ e [ () 7 () — T ) )] (3131
enfin
Y (kr) Ji (erl)
— _l’_ !
g9 \rr)=-m , 3.1.32
| < ) - [Yl(ka) N 5 Ji (kr) Jy () .

Ji(ka)  walpy Jy(ka)J) (g a)—kJ; (ka)Ji(p1a)|

lecasr<a<r :
d’apres la formule (3.1.14) on prend le pole au point 7 = —k
A , / 2D (k, piq,a) n(p)
G (p,r) = —J (kr) { AL T (p) + 3.1.33
: : (11 + k) (p+ 1) ®) (11 + k) (p+ 1) ( )

(k - P) (/h + k’) (—p)l_l (/h + k)
(p— 1) K (p — py)

ou T (p) , et n(p) =

la réciproque est donnée par

+00 +oo
_ / / p(p—Fk)J (pr)dp 2 P (pr) dp
g9 (T,r):Jz (k:r) [2D(/€,/~01,a)/ ( 2) 1(2 ) + / 21( 3
0

p? — i (—/s)l0 p? — i

=y (k') [=Yi () + D (k, oy, 0) Jy ) (3.1.35)
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3.1. Probléme d’un puits fini (-Vy sur un disque):

D’apres la continuité de la fonction de Green au point » = a on a
+,— +,+
9 (CL, a) =9 (CL, a) g

Ji(ka) [=Yi (pa) + D (K, gy, @) Ji (ma)] = Ji (pa) Yy (pa) —
—2J; (ka) + maJi (1, a) (le/ (ka) Yi (mya) = pyJi (ka) Yy (Mla)) Ji (ja)
Ta (MlJl (ka) J; (mya) — kJ} (ka) J; (Mla))
Vi (pa) i (pa)

Dk a) = 300 ~ Ttha)

—2J; (ka) + ma; (pya) (kJ] (ka)Y; (pa) — pyJi (ka) Y] (pya))
wady (ka) (i (ka) J) (pya) — kJ; (ka) J; (pya))
Y (pua) 4

DK = 5 i) ™ 7 (b (b 1 () — iy () 7 ()] (3.1:50)

d’ol

gl+7_ <7", 7“') =7 Y, ! (kr ) ) /
_ [ 1(a) _ 4 ) Ji (k?“ ) Ji ()

Ji(p1a) ﬂa[le,(ka)Jl(ula)—ulJl(ka)Jl,(ula

(3.1.37)
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3.1. Probléme d’un puits fini (-Vy sur un disque):

CONCLUSION GENERALE

Dans notre travail, nous nous sommes intéressées aux équations intégrales et les trans-
formations de Bessel: Transformation de Hankel, Tranformations de Meijer et la transfor-
mation de Kontorovich-Lebedev. Pour chacune de ces transformations, nous avons présenté
les propriétés fondamentales. Nous avons également exposé la méthode de calcul de la fonc-
tion de Green pour la résolution de certains problémes de physique mathématique. Enfin
nous avons appliqué les transformations de Bessel sur les équations intégrales pour calculer
la fonction de Green d’un potentiel défini sur un disque. Comme perspective, nous allons

aussi prolonger cette méthode & I’étude des autres problémes des potentiels.
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Résume

Dans ce mémoire, nous avons présenté un rappel sur la fonction de Green, les équations intégrales, et nous
avons montré les types les plus importants des équations intégrales, aussi nous avons défini la transforme
de Bessel et leurs types (Hankel . Meijer . Kontorovitch-Lébédev), ainsi nous avons montré la relation entre
transformée de Hankel et transformée de Fourier. Enfin, Nous avons abordé un probleme physique en
calculant la fonction de Green a partir de la transformation du probleme aux limite en équation intégrale

et nous avons utilisé transformation de Bessel pour résoudre cette équation.

Les mots clés.
¢quation intégrale - Fonction de Green — équation de Fredholm - équation de Volterra -Transformation de

Fourier - Fonction de Bessel - Transformation de Bessel-Fonction de Mac Donald.

In this paper, we have presented a reminder of the Green's function, integral equations, and we showed
the most important types of integral equations, as we have defined the Bessel transforms and their types
(Hankel, Meijer, Kontorovitch-Lebedev ), and we have shown the relationship between the Hankel
transform and Fourier transform. In the end, we approached a physical problem by calculating the Green
function from the transformation of the problem limited to integral equation and we use Bessel transforms
to solve this equation,

Keywords:

Integral equation — function of Green — equation of Fredholm - equation of Volterra - transformation of

Fourier — Function of Bessel —Transformation of Bessel — Function of Mac Donald.
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