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Notations

R : ’ensemble des nombres réels.

N : ’ensemble des nombres naturels.

C : 'ensemble des nombres complexes.

H :I’espaces hilbert

HY(Q) : I'espaces de sobolev d’ordre 1.

H?*(Q) :I’espaces de sobolev d’ordre 2.

P

L? :I'espace des fonctions carré integrable pour la mesure de Lebiegue.

L> :I'espace des fonctions indefinement integrable pour la mesure de Lebiegue dx.
Q :est un ouvert de R? de frontiére polygonale notée O

Wmr(Q)  :I'space de Sobolev.
H () :Pespace de Soblev.
H™(Q) :I'espace de Soblev W™2(Q).

— : convergence forte

~

: est un ensemble non vide convexe fermé de V.

R : valeur absolue ou modul.

(.,.) - le produit de dual entre V et V.
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INTRODUCTION GENERALE

Ans les cinquantes derniéres années, les inéquations variationnelles sont devenues un
D outil pertinent dans 1I’étude des problémes non linéaires en physique et en mécanique.
La théorie des inéquations variationnelles a été faite a partir des résultats concernant
les problémes unilatéraux obtenus par A.Signorini [3| et G.Fichera [10].La théorie mathé-
matique a été obtenue par G.Stampacchia[l1], J.L.Lions et G.Stampacchia [18] et puis dé-
veloppé par H.Brézi[16],G.Stampacchia|13], J.L.Lions [19], U.Mosco [29], D.Kinderlehrer
et G.Stampacchia [6]. Pour 'approximation des inéquations variationnelles on rappelle, les
contributions de U.Mosco|28|, R.Glowinsk|25],J.L. Lions et R.Trémoliéres ou R.Glowinsky
[23].

La théorie des inéquations variationnelles a été utilisée dans plusieurs domaines tels
que la mécanique, la physique, 'optimisation, le controle optimal, la programmation li-
néaire, les mathématiques financiéres, etc...; Aujourd’hui elle est considérée comme un
outil indispensable dans plusieurs secteurs de mathématiques appliquées.

Depuis longtemps les chercheurs dans leurs étude des équations différentielles ordi-
naires, des équations aux dérivées partielles, des équations variationnelles en générale et
en particulier des inéquations variationnelles, se sont intéressés aux différentes techniques
d’approximations, & savoir les méthodes des différences finis, des éléments finis, des vo-
lumes finies et méthodes spectrales.

Le probléme de I'obstacle est un exemple classique de motivation de I’étude mathéma-
tique des inéquations variationnelles et des problémes a frontiére libre. Il consiste & trouver

la position d’équilibre d’'une membrane élastique dont les bords sont fixes et devant passer



INTRODUCTION GENERALE

au-dessus d’'un obstacle donné. Il est profondément lié & I’étude des surfaces minimales et
de la capacité d’'un ensemble en théorie du potentiel. Les applications s’étendent a ’étude
de la filtration d’un fluide en milieu poreux, au chauffage contraint, I’élastoplasticité, le
controle optimal et les mathématiques financiéres.

Ce présent mémoire présente 1’étude des inéquation variationnelles et leurs application
au probléme d’obstacle.

Ce mémoire est divisé en 3 chapitres.

On début notre travail par un chapitre reprend, de fagon générale, les définitions, et

les résultats fondamentaux qui seront essentiels pour comprendre les chapitres suivantes.
Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des inéquations variationnelles (existence et
unicité).

La section 2.1 contient les inéquations variationnelles stationnaires (elliptique) de pre-
miére et deuxiéme espéce dans le cas des opérateurs linéaires et continus dans des espaces
de Hilbert ou des opérateurs non linéaire.

La section 2.2 étudie les inéquations quasi-variationnelles stationnaires, 1’existence et
I'unicité dans le cas des opérateurs fortement monotones et hemicontinus. Au dernier
chapitre, on passe a I’étude de problémes d’obstacle et on présente quelques problémes

classique.



Chapitre 1

Préliminaires mathématiques

Ce chapitre est introductif est consacré, de fagon générale, les définitions, et les résul-

tats fondanentaux qui seront essertiels pour prendre les chapitres suivants.
1.1 Espace de Banach

Dans tout le chapitre K représente le corps R ou C.

Définition 1.1.1 (Norme) Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E est une applica-
tion de E dans Ry habituel lement notée ||.||vérifiant pour tous x,y dans E et tout o dans
K :

el =0e a=0,

— lJez]] = [e||z]] (homogenéité),

— lz+yll < |lz|| + ||ly|| (inégalité triangulaire),

Définition 1.1.2 (Espace vectoriel normé) Un espace vectoriel E muni d’une norme ||.||,

noté (E, ||.||) sera appelé un espace vectoriel normé.
Définition 1.1.3 Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Définition 1.1.4 (L’adhérence) Soit A une partie de E et x € E. On dit que = est un

point adhérent de A si et seulement si :
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Ve > 0, B(z,e) N A # 0.
On appelle Uadhérence de A dans E et on note A l'ensemble des points adhérents de A.

Proposition 1.1.1 Soit A une partie de E, alors A est fermé dans E si et seulement si

A=A

Définition 1.1.5 (L’intérieur) Soit A une partie de E. On dit que x € E est un point

interieur de A si :
Ir > 0B(z,r) C A
On appelle intérieur de A et on note par A° l’ensemble des points intérieurs de A. [27]

Définition 1.1.6 (Espace de Banach) On appelle espace de Banach est tout espace vec-

torricl normé(e.v.n) et complet.

1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.2.1 ( Espace préhilbertien ) Soit E un espace vectoriel. Une application
(.,.) :Ex E — R est appelée produit scalaire sur E si elle vérifie

1.8ymétrie :
(x,y) = (y,x), Vz,y€E.
2. Bilinéarité :
(x+ Ay, 2) = (z,2) + My, 2),Vo,y,z € E,VA € R.
3.Définie positivité :

(x,z) >0,Vz € E,x #0,
(pour x =0 on a automatiquement (x,x) = 0 par bilinéarité ).
On dit que ( E , (.,.)) est un espace préhilbertien.(Si E est de dimension finie , on dit

aussi : espace euclidien).

4
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On appelle espace préhilbertien réel un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire

(-)-18]

Définition 1.2.2 ( Espace de Hilbert) On appelle espace de Hilbert un espace préhilbertien

dont la norme associée en fait un espace complet[9].

1.3 Espace L?

soit  sous-ensemble ouvert de RY. Pour p donné avec 1 < p < +o0, on désigne par

LP(Q), l'espace des (classes de) fontions u mesurables sur 2 et telles que

el = ( |1@r dx)’l’ < oo (1)

L’space LP(£2) muni de la norme (1.1) est un espace de Banach (évidemment, (1.1) n’est
pas une norme si 0 < p < 1). De plus, il est séparable et réflexif, pout 1 < p < oco. Les
éléments de LP(Q2), comme classes d’équivalence de fonction mesurbles, seront ixdentifer si
elles sont égales presque partout dans €2. Mais pour simplifier I’écriture, on note u € L”(€)
pour tout u satisfaisant (1.1) et on fait la convention v = 0 dans LP(2) si u(z) = 0 p.p.dans
Q.

Pout p = 2, L*(Q2) est un espace de Hilbert, le produit scalaire correspondante a la norme

(1.1) étant donné par :

(u,v) = [ u(z)v(z)de.

On va identifier 'espace L*(2) a son dual (ce qui n’est pas vrais dans d’autres cas, pour

p#0).
Pour p = oo, L(Q) est 'espace des (classes de) fonctions v mesurables et enentiellement

bornées sur {2 i.e. il eniste une constante C telle que | u(z) |< Cp.p.sur Q. C’est un espace

de Banach pour la norme :

lull Lo () = supessyeq | u(z) |=inf{C;| u(x) |< C p.p v € Q}.
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1.4 Espace de Sobolev W™P(()

Soit 2 un sous-ensemble ouvert de R, On a ’espace de Sobolev sinvant :
Wme(Q) = {u, D € LP(Q2), pour|a| < m} ou D% est la dérivée au sens des distributions
pour tout u € L, (§2) 'espace W™P(Q2) est un espace de Banaach lorsqu’on le munit de
la norme :
lullwnr@) = (Saicml| Dull}y ) 7si p € [1,00),
[ul[wm.oo ) = maz|| Du|| Lo ()-
De fagon évidente, on a W™P() & LP(2). La semi-norme sur W™P(Q)est définie par

1

[ulwmste) = (Ziamr 1Dl ) i p € [1,00)
| w [wm.oo ()= MaT|q|=m || D[ L (o)

Dans le cas p = 2, on utilise la notation :
wWm2(Q) = H™(Q).

Théoréme 1.4.1 ( Théoreme de traces dans H'(Q2)) : Supposons que Q) est un ouvert
de classe C' de frontiere T'. Alors, on peut définir de facon unique la trace Yyou de u €

HY(Q)sur T de facon que you coincide avec la définition usuelle
You(z) = u(z),z €I

Siu € CY(Q).De plus, Uapplication :
Yo @ HY Q) — LA(T),

est linéaire, continue mais elle n’est pas surjective et l’application :
Yo : HY(Q) — H2(I),

est linéaire, continue et surjective.[1]

Définition 1.4.1 ( Espace de Soblev H}(2)) : Soit C>°(2) ’espace des fonctions de classe
C> a support compact dans Q). L’espace de Sobolev H}(Q)est défini comme [’adhérence
de C(Q)dans H* ().

Pour un entier m > 0, l’espace de Sobolev H™()) est défini par :

6



Préliminaires mathématiques

Définition 1.4.2 ( Espace H™(2))
H™(Q) = {v € L*(Q) tel que,Ya avec |a| < m, D € L*(Q)},
ot la dérivée partielle D € L*(Q)) est a prendre au sens faible.

Définition 1.4.3 (La forme bilinéaire) La forme bilinéaire a(.,.)est dite -continue s’it

existe un réel M > 0 tel que :
a(u,v) < M|u|lx||v|xVu,v € X.
X- elliptique s’il existe une constante m > 0 telle que :
a(v,v) > m|v|%, Vv € X.
-Symétrique si :
a(u,v) = a(v,u),Vu,v € X.

Définition 1.4.4 (Applications injectives) : On dit que lapplication f : E — F est

injective si elle vérifie la condition d’unicité des antécedents :
Ne,y € B, f(x) = fly) =z =y

Définition 1.4.5 (Applications surjectives) : On dit que 'application f : E — F est

surjective si elle vérifie la condition d’existence des antécedents
Vye F,3X € E, f(z) =y.

Définition 1.4.6 (Applications bijectives) On dit que Uapplication f : E — F est bijec-
tive si elle est injective et surjective, autrement dit si elle vérifie la condition d’existence

et d’unicité des antécédents.

Définition 1.4.7 Une fonction J de V dans RU{+o0} est semi-continue supérieurement

sur'V si elle satisfait aux conditions équivalentes :

— VYaeR, ueV,J(u) > a est fermé
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— Va eV, lim supj(u) < j(a)
uU—uU

Définition 1.4.8 Une fonction J de V' dans RU{+o00} est semi-continue inférieurement

sur V' si elle satisfait aux conditions équivalentes :

— YaeR, ueV, J(u) <aest fermé
— Ya eV, lim supj(u) > j(a)
u—u
Définition 1.4.9 V est un espace de Banach réfiexif et séparable et A une application de

4 - ) . L.
V' dans V' (en général non linéaire).

i)Aest monotone si :
Vu,v €V, (A(u) — A(v),u —v) >0,

ii)A est strictement monotone si de plus (A(u) — A(v),u —v) = 0 implique u = v.
ii)A est hémicontinue si pour tous u,v € V, Uapplication t — (A(u + tv),v) est continue

de R dans R.

1.5 Formulation variationnelle :

Le théoréme de représentation de Riesz permet de représenter toute forme linéaire
continue sur V' comme le produit scalaire avec un vecteur de V. Le théoréeme de représen-
tation de Riesz est un cas particulier du théoréme de Lax-Milgram (d’ailleurs, on a utilisé

le théoréme de Riesz pour sa démonstration).

Définition 1.5.1 Une forme linéaire continue surV est une application linéaire | :V — R

telle que
AC > 0,Yv e V| I(v) IS C v y.

On note V'le dual de V' ¢’est-a-dire ’ensemble des formes linéaires continues sur V. Pour

tout 1 € V' on note

(v
W = swp O 5
veVN\J{0} HUHV

8
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1.6 Théoréme de Riesz

Théoréme 1.6.1 Soit | une forme linéaire continue sur un espace de Hilbert V, alors il

existe un unique vecteur u € V' tel que
Yo eV, (u,v)y =1(v).
D’autre par |||y = ||ul|v.

Preuve.

Si [ est la forme linéaire nulle u = 0 convient. Sinon, H = Kerl est un hyperplan fermé
de V. Ainsi,H+ est une doite vectorielle supplémentaire deH dans V. Soit b € H* non
nul, on pos e u = % Les deux formes linéaires [ et (u,.)y coincident sur H (elles y
sont nulles) et sur H+. Elles coincident donc sur tout V. Enfin, si v € V, on a

| L(v) [|=] (w,v)y |<|| v ||v] v ||v par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, de sorte que

Il Ulv<]| u ||y Mais [(u) =|| u ||?, montre que|| I ||v=| u ||v.[22] =

1.6.1 Formulation variationnelle

—Au=f dans? ),
(1.2)
uw=0 sur Of).

Nous supposons que louvert 2 est borné et régulier, et que le second membre Q f
de (1.2) est continu sur 2. Le résultat principal de cette sous-section est la proposition

suivante :
Proposition 1.6.1 Soit u une fonction de Q. Soit X Uespace défini par
X ={¢ € C*Q) tel que ¢ =0 sur 0N}.

Alors u est une solution du probléme auzx limites (1.2) si et seulement si u appartient a X
et vérifie I’égalité

/Qvu(x) v v(x)dx = /Qu(:c)v(x)dw (1.3)

9
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pour toute fonction v € X L’égalité (1.3) est appelée la formulation variationnelle du
probléme aux limites.

Pour simplifier la présentation, nous supposons que l'ouvert est borné et réqulier, et que
le second membre f de (1.2) est continu sur Le résultat principal de cette sous-section est

la proposition suivante.
Proposition 1.6.2 Soit u une fonction de C?(Q). Soit X lespace défini par
X = {¢ € C*(Q) tel que ¢ = 0surd}

. Alors u est une solution du probléeme aux limites (1.2) si et seulement si u appartient a
X et vérifie l’égalité : L’égalité (1.3) est appelée la formulation variationnelle du probléeme

auz limites (1.2).

Remarque 1.6.1 : Un intérét immédiat de la formulation variationnelle (1.3) est qu’elle
a un sens si la solution u est seulement une fonction de C*(Q), contrairement a la formu-
lation “classique” (1.2) qui requiert que u appartienne a C?(Q)). On press ent donc déja
qu’il est plus simple de résoudre (1.3) que (1.2) puis qu’on est moins exigeant sur la ré-
gularité de la solution. Dans la formulation variationnelle (1.3), la fonction v est appelée
fonction test. La formulation variationnelle est aussi parfois appelée formulation faible du
probléeme aux limites (1.2). En mécanique,la formulation variationnelle est connue sous
le nom de “principe des travauzr virtuels”. En physique,on parle aussi d’équation de bi-
lan ou de formule de réciprocité. Lorsqu’on prend v = u dans (1.8), on obtient ce qu’il
est convenu d’appeler une égalité d’énergie,qui exprime généralement [’égalité entre une
énergie stockée dans le domaine (le terme de gauche de (1.3)) et une énergie potentielle

associée a f (le terme de droite de (1.3).[2]

1.7 Formule de Green

Théoréme 1.7.1 (Formule de Green) Soit Q un ouvert régulier de classe C*'(Q). Soit w
une fonction de C*(Q) a support borné dans le fermé Q. Alors elle vérifie la formule de

Green

10
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fQ S—Z(x)dx = faQ w(w)n;(x)ds,

ou n; est la i-éme composante de la normale extérieure unité de €.

Remarque 1.7.1 : Dire qu’une fonction réguliére w a son support borné dans le fermé Q
veut dire qu’elle s’annule a l'infini si le fermé n’est pas borné. On dit aussi que la fonction
w a un support compact dans Q (attention : cela n'implique pas que w s’annule sur le bord
o). En particulier, I’hypothése du Théoréeme a propos du support borné de la fonction w
dans Q est inutile si 'ouvert Q0 est borné. Si Q n'est pas borné,cette hypothése assure que

les intégrales dans sont finies. [27]

Remarque 1.7.2 a de nombreux corollaires qui sont tous de sconséquences immédiates
de la formule de Green . Le lecteur qui voudra économiser sa mémoire ne retiendra donc
que la formule de Green Toutefois, nous ne saurions trop conseiller d’apprendre (par ceur)

la formule de Green du Corollaire ci-dessous.

Corollaire 1.7.1 (Formule d’intégration par parties) Soit Q0 un ouvert régulier de
classe C'. Soit u et v deux fonctions de C* & support borné dans le fermé Q. Alors elles
vérifient la formule d’intégration par parties

Jou(z) 86:11; (z)de = — [, v(x)g—xu(x)dx + [oq u(z)v(x)n;(z)ds.

1

Preuve.

Il suffit de prendre w = uv dans le Théoréme(1.7.1) =

Corollaire 1.7.2 Soit Q un ouvert réqulier de classe C*. Soi u une fonction de C2()
et v une fonction de C*(Q) deux a support borné dans le fermé Q. Alors elles vérifient la

formule d’intégration par parties :

Jo Au(z)v(z)de = — [, u(z). v v(z)de + [, %v(z)ds,

. ou , ou
ol Ju = (0_>1SZ§N est le vecteur gradient de u et — = Ju.n.

T on

11
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Preuve.

On applique le Corollaire & v et

et on somme en i on obtient la résultat.[5| m
T

Lemme 1.7.1 Si Q € CY' Alors il existe des applications uniquement déterminé m, de

E en H;?(T') tel que

(m(7), 7)) = (T (7); Vnnv + (T (7), V1) 110

Pour tout 7 € Eetv € H'(Q), et 7,(7) = To.n et np(7) = T — 7,0, pour tout 7 € C1(Q)

ot 1, = m, (1) Ci-apres désigner simplement 70 = wp(7) il n’y a pas de confusion. [4]

1.8 Théoréme de Lax-Milgram

Théoréme 1.8.1 Soit V' un espace de Hilbert réel, L(A) une forme linéaire continue sur

V', a(.,.) une forme bilinéaire continue coercive sur'V . Alors la formulation variationnelle :

Trouver uw € V tel que
(1.4)

a(u,v) = L(v)Vv € V

admet une unique solution. De plus cette solution dépend contintiment de la forme linéaire

L.

Proposition 1.8.1 On se place sous les hypothéses du théoreme(1.8.1) de Lax-Milgram.
On suppose en plus que la forme bilinéaire est symétrique a(w,v) = a(v,w) pour tout

vw € V' Soit J(v) U'énergie définie pour v € V' par :

Soit u € V la solution unique de la formulation variationnelle (1.4). Alors u est aussi

I'unique point de minimum de 1’énergie, c’est-a-dire que

J(u) = min J(v).

veV
Réciproquement, siu € Vest un point de minimum de l’énergie J(v), alors u est la solution

unique de la formulation variationnelle.[2]
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Préliminaires mathématiques

1.9 Théoréme de Projection

Théoréme 1.9.1 (Projection sur un conveze fermé). Soit K C H (espace de Hilbert) est
un conveze fermé non vide. Alors pour tout f € H, il existe u € K unique tel que :
[ f—ul=min| f-v]
De plus, u est caractérisé par la propriété :
(u—fiu—v)<0,YveK

On note u = Pk f= Projection de f sur K .

1.10 Théoréme de Stampacchia

Théoréme 1.10.1 Soit H un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire noté
(.,.). Soit K une partie convexe fermée non vide de H.
Si a(u,v) une forme bilinéaire qui soit
— Continue sur H x H : 3¢ > 0 Yu,v € H, |la(u,v)|| < c||lul|||v]-
— Coercive sur H : da > 0 Yu € H,a(u,u) > «of|ul?.
Si L(.) une forme linéaire continue sur H

Sous ces conditions, il existe un unique u de K tel que

Vo € Ka(u,v —u) > f(v—u)

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de K qui
1
minimise la fonctionnelle J : H — R définie par J(v) = éa(v,v) — f(v) pour tout v de

K ,en particulier :

Ay € KJ(u) = min J(v)

veK

Preuve. [14] m
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Chapitre 2

Générelité sur les inéquations

variationnelles elliptiques

Dans cette section on établit quelques résultats de base d’existence et d’unicité pour
les inéquations variationnelles de premiére et deuxiéme espéce. Dans le cas des opérateurs
linéaires et non linéaires définies sur des ensembles convexes dans des espaces de Hilbert

et de Banach réflexif respectivement.

2.1 Inéquations variationnelles elliptiques

2.1.1 Notations et hypothéses

Soient : © un ouvert borné de RY a frontiére 99 suffisamment réguliére.
— V un espace de Hilbert réel avec un produit scalaire (.,.) et une norme associée ||.|.

~ V' le dual de V.
—a(.,.) : V x V — R une forme bilinéaire continue et V-elliptique (coercive) sur V' x V,
le
IM > 0 tel que a(u,v) < M || u ||| v |, Vu,v €V,
Ja > 0 tel que a(v,v) > a || v ||?, Vv € V.

— L : V. — R une fonctionnelle linéaire continue.

14



Générelite sur les inéquations variationnelles elliptiques

— K un sous ensemble convexe fermé non vide de V' .
—j(.) : V — R = RU+_oc une fonctionnelle convexe semi continue inférieurement (s.c.i)
et propre i.e (vérifiant j(v) > —oo,Yv € V| j # +00).

Soient a(., .) une forme bilinéaire continue de V x V dans R, V' le dual de V et (., .)
le produit de dualité entre V et V', et f € V', et K C V Nous considérons le probléme
suivant :

Trowver K CV ,u € K, tel que
(2.1)
a(u,v —u) > (f,v—u) YveK.
Le probléme (2.1) est appelé inéquation variationnelle. On définit aussi un probléme plus
général (2.2) qui est équivalent au probléme (2.1) .

Soit V un espace de Banach réflexif, et si la forme bilinéaire a(u, v) est continue et linéaire

en v, alors a(u,v) = (Au,v), ot Popérateur A est non linéaire. Il s’agit du probléme :

Trouver u € K tel que
(2.2)

(Au,v —u) > (f,v—u) Yo e K.

On dit que (2.2)est plus général car A n’est pas obligatoirement symétrique. En plus si

a(., .) est symétrique, on définit une troisiéme formulation a ce probléme

Trouver u € K tel que ,

J(u) < J(w) YveK.

ou :J(u) = %a(u,u) — (f,u).

Notre but est de rappeler les résultats d’existence et d’unicité de la solution du probléme

(2.1). Pour cela on a besoin de quelques définitions.

2.1.2 IVE du premier genre
Trouver u € K solution du probléme
a(u;v —u) > flv—u) Yve K. (2.4)
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Générelite sur les inéquations variationnelles elliptiques

2.1.3 IVE du second genre

Trouver u € V solution du probléme

a(u;v—u)+j() —j(u) > flv—u) YveW (2.5)

2.2 Inéquations variationnelles linéaire

2.2.1 Inéquations variationnelles de premiére espace

Trouver u € K tel que
(2.6)

a(u,v —u) > (f,v—u) YvekK.

Théoréme 2.2.1 (Stampacchia) Sous les hypothéses précédentes, le probléme (2.6) a une

unique solution u € K.

Preuve. 1. Unicité : soient u; et uy deux solutions du probléme (2.6), alors nous avons
a(uiv —uy) > Llv—u) Yv e K,Vu; € K (2.7)

a(ug,v —ug) > L(v —uy) Yv e K,Vuy € K (2.8)

posons v = uy dans (2.7) et v = uy dans (2.8) et en additionnant les deux inéquations,

nous obtenons
a(ug —up,ug —uy) <0
en utilisant la V-ellipticité de af(.,.),
all ug —uy ||?< alug — up, us —up) <0
d’olt u; = usy

2. Existence : L’idée est transformer le probléme (3.18) & un probléme de point fixe. Par

16



Générelite sur les inéquations variationnelles elliptiques

le théoréme de représentation de Riesz pour les espaces de Hilbert, il existe un opérateur

différentiel A € L(V,V) et un élément f € V' tels que :

a(u,v) = (Au,v), Yu,v € V

(2.9)
Lw)=(fv), YveV
ainsi, le probléme (2.6) est équivalent a
Trouver u € K tel que
(2.10)

(Au— fo—u) >0, YveK
Soit t > 0, alors
(—t(Au— fl,v—u) <0 WYveK,
ce qui implique que :
(u—t(Au — f) —u,v—u) <0 YoveK.
Soit Px : V. — K la projection orthogonale de V sur K. Alors le probléme (2.6) est
équivalent a un probléme de point fixe :

Trouver u € K tel que
(2.11)

u= Pg(u—t(Au — f)), pour t > 0.
Maintenant montrons que Py est une contraction sur V. Soit v,w € V, alors Nous choi-
2c
sissons 0 < t < —=, alors Px est une contraction, et par le théoréme du point fixe de

M2
Banach, il existe donc une solution u € K.

[P (v = t(Av = f)) = Prc(w — t(Aw — f))]]*

< (v —t—H(Av = ) = (w — t(Aw — f))]?

= |(v —w) = tA(v — w)|*

= |lv — wl|]* = 2ta(v —w,v — w) + || A(v — w)||* < (1 = 2ta + 2M?)||v — w|*.

Nous choisissons 0 < t < %, alors P est une contraction,et par le théoréme du point

fixe de Banach, il existe donc une solution u € K. m
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Générelite sur les inéquations variationnelles elliptiques

2.2.2 Inéquations variationnelles de deuxiéme espace

Définition 2.2.1 On appelle inéquation variationnelle elliptique de 2°espeéce linéaire toute

inéquation de la forme :
a(u,v —u)+j) —j(u) > (mv—u) YvekK

Proposition 2.2.1 Soient V un espace de Hilbert, K # 0, conveze fermé deV, j:V —
R propre conveze et semi continue inférieurement, a(.,.) : V. x V. — R forme bilinéaire

continue et coercive ;,m €V Alors l'inéquation variationnelle

Trouver u € K,

(2.12)
a(u,v —u) + j(v) —j(u) > (m,v —u) Yve K.
admet une solution unique.
Preuve.
1 -L’unicité :
Supposonsu; etus solution de (2.6) alors
a(up, v —uy) +j(w) —j(ur) > (myv —uy) Yo €K (2.13)
a(ug, v —ug) + j(v) — j(uz) > (m,v —ug) Vv € K (2.14)

On posev = uy puis v = u; respectivement dans (2.13) et (2.14) on trouve par
sommation :

a(uy,ug — uq) + alug, uy —ug) > (myug — uy) + (M, ug — ug)

a || up —ug 1< aluy — ug,uy — up) <0

= Uy = uy d’olt I'unicité.

2 -L’éxistence :

On définit le probléme auxiliaire pour u fixé dans K etp > 0

Trouver w € K

(w, v —w)+ pj(v) — pj(w) > —pla(u,v —w) — (M,v —w)) + (u,v —w) Yve K (2.15)
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Le probléme (2.15) admet une solution unique (d’aprés le théoréme de Weierstrass) 7}, :
u — w, w solution du probléme (2.15), on montre que ,7, admet un point fixe unique.
Il suffit de montrer que 7T}, est strictement contractant c.a.d :

| Ty(n) — Ty(aa) 1< € || 1 — 0y || Yy, 0z € Vi < 1

| wr —wy [|[< el ug —uy || tqws = Tp(us),i = 1,2

Alors :
(w1, v —wi) + pj(v) = pj(wi) = pa(ur, v —wr) + p(m, v — wi) + (u, v —w1)  (2.16)

(we,v —wq) + pj(v) — pj(we) > pa(ug, v —wa) + p(m,v — ws) + (ug —v —wy) (2.17)

On prend v = wy et v = wy respectivement dans (2.16) et (2.17) on obtient
— || wy — we 2> pa(uy — ug, wy — ws) — (ug — Uz, wy — wo)

= || wy — ws ||*< —pa(u; — ug, wy — ws) + (ug — Uz, Wy — wy)

en utilise théorem de représentation de Riez a(u,v) = (Au,v)

= w1 — w2 [P< (=pA(ur — uz) + (u1 — up), w1 — ws)

< ((=pA+I)(uy — ug), wy — wo)

S| =pA+ T [l ur = ug ([} wr — w2 ]

=l wr —wa [ —pA+ T | g —uz ||

Alors 3p > 0tq | I — pA ||< 1

| (I —pA)v ||>= (v — pAv,v — pAv) = (v,v) — 2p(Av,v) + p*(Av, Av)

<l v | =2p(Av, ) + 72 || Av|?

On utilisant la coercivité (Av,v) > aljv||* = —2p(Av,v) < —2pa|v||?
alors [|(1 = pA)oll* <[l v [|* =2pallv]|* + p* | A I | v |I?

< (L= 2pa + pl|AlI*)[Jv]*

sip € }O, Hf24—(T’2] — 1 —2ap+ p?||A4]* < 1

= ||I — pA|| < 1 alors T, est strictement contractante== T, admet un point fixe unique.

T,u =u=w d’out u vérifie le probléme (2.12).[26] =
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2.3 Inéquations variationnelles non linéaire

"Cette section est consacrée a I’étude d’existence et d’unicité des solutions des inéqua-
tions variationnelles d’opérateurs non linéaires nommément les opérateurs monotones et
, . . . L, L, . / ’
hémicontinus" Soient (V,||.||) est un espace de Banach réel réflexif avec son dual (V' ||.||')
et K C V unensemblenonvideconvexeetfermé. Onconsidére j : K — R une fonctionnelle

, . . . L, . . /
convexe sémicontinue inférieurement propre et un opérateur A : V. — V monotone et

hémicontinu, c’est-a-dire

(Au — Av,u —v) > 0,

(2.18)
u,v € V,Uapplicationt € [0,1] — (A((1 — t)u + tv),u — v),
est continue oil (.,.) désigne le produit de dualité entre V'et V.
2.3.1 Inéquations variationnelles de premiére espace
Théoréme 2.3.1
Trouver u € K tel que
(2.19)

Alu,v —u) > (f,v—u) YveK.
Si A est strictement monotone alors la solution de l'inéquation variationnelle (2.18) est

unique.

Preuve.

Soient uq,us € K deux solutions. Pour tous v, vy € K,

(Auy,v1 — 1) = (f,v1 —v1)

(Aug,vo —v2) = (f,v2 — o)
On prend v; = us et v9 = uy , d’on

(Auy, vy — 1) = (f,v2 — v1)

(Aug, vy —v9) = (f,v1 — v9)
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par addition on obtient

(Auq, vy — v1) + (Aug,v1 — va) = (f,ve —v1) + (f,v1 — v2)
(Auy, v —v1) — (Aug, v1 — v9) =

(Auy — Aug, vy — 1) 20

—(eAuy — Aug, vy —v1) 20

(Au1 — AUQ,UQ — U1> S 0
Par conséquent, comme A est monotone,

(A’U,l — AUQ, Vg — 'Ul) =0
d’olt u; = uy par stricte monotonie. m

Théoréme 2.3.2 Soit A:V — V' un opérateur borné, hémicontinu, monotone et coer-
cive et soit K un convexe fermé non vide de V. Alors, pour tout f € V', Uinéquation

variationnelle (2.18) admet au moins une solution.[17].

Preuve.
Pour R > 0, onpose Kp = v € K, ||v||y < R. C’est unconvexe fermé borné de V non
vide, si R est assez grand, il existe au moins une solutionugr de 'inéquation sur Kz. En

particulier, on peut prendre R assez grand pour que vy € Kg et donc :

(Aug,vo —ugr) > (f,vo — ur),
soit
(Augr,ur —ur) < (f,ur — Vo) < ||l (lurllv + llvollv).

Montrons queupg reste bornée dans V indépendamment de R. Divisant la derniére inégalité

par ||ug|l, (que I'on suppose non nul, sinon il n’y a rien & montrer), il vient

Crpscnd < 7]y (1 + o)

lurllv lurllv
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Supposons qu'il existe une suite R,, — 400 telle que ||ug||y — +00. Alors on a |||| °|‘|‘V — 0
et 'inégalité ci-dessus contredit la coercivité. Il existe donc une constante C telle que
||lugr|ly < 0 pour tout R.

On prend maintenant R = C + 1. Montrons que ug est alors solution de 'inéquation

variationnelle (2.19). Pour tout v € K et tout A € [0, 1], \v + (1 — A\)ur appartient a K.

De plus,
A0 + (1 = Nugllv < Allolly + (1= Alur]l < Avllv +C.

En particulier, si 'on prend 0 < A < m, on voit que Av + (1 — A)ug appartient a Kg.
Donc, par I'inéquation variationnelle sur Kp,

(Aug, Ao+ (1 — Nug —ugr) > (f, 2+ (1 = Nur — ug)

(Aug — f, v+ (1 = XNug —ug) >0

(Aug, \v + ugr — Augr —ug) =0

(Aug, A\(v —ug)) >0,

(

Aug,v —ug) > 0,

d’ou le résultat en divisant par A m

2.3.2 Inéquations variationnelles de deuxiéme espace

On va établir les conditions qui assuré 'existence des solutions de I'inéquation varia-
tionnelle

Trouver u € K tel que
(2.20)

Alu,v —u) + j(v) = j(u) = (fiv—u) VveK.
pourf € V' donné. D’abord, procédant de la méme facon comme dans la démonstration

du lemme(1.7.1), on obtient :

Lemme 2.3.1 Sous les hypothéses ci-dessus, un élément u € K satisfait [inéquation

(2.20) si et seulement si il satisfait l'inéquation
(Av,v —u) +j(v) —j(u) > (f,v—u) YveK (2.21)
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De plus, ’ensemble des solutions de linéquation (2.20) est un convezre fermé deV. Le

résultat essentiel de cette section est le sutvant théoréeme d’existence et d’unicité.

Théoréme 2.3.3 Dans les hypotheéses ci-dessus, si une des trois conditions est satisfaite

i) K est borne. (2.22)

(Av, v) +j(v)

i)0 € K,5(0) =0 et lim = +o0, (2.23)
[[v]| =400 ||
) L
i) € K tel que Tim A0 HI0) =50) (2.24)

Ioll=>-+o0 V]l
alors, pour tout f € V', il existe u € K solution de (2.20). De plus, l'ensemble des
solutions de linéquation variationnelle (2.20) est un convexe fermé et borné de V (donc
faiblement compact).

Si, de plus, j est strictement convere ou A est strictement monotone, soit
(Au — Av,u —v) >0 VYu,v € V,u # v,
alors la solution de l’inéquation variationnelle (2.20) est unique.

Preuve.

Dans 'hypothése (2.22), de lemme(2.3.1), I'ensemble des solutions de (2.20) s’écrit
X + Nye o S(v) ={u € K; (Av,v —u) + j(v) — j(u) > (f,v —u)}

Nous allons montrer que les hypothéses de coercivité (2.23) ou (2.24) implique ||ug|| < R.
Supposons ||ug|| < R.

Si la condition (2.23) est satisfaite, alors

(Aup,ur) + j(ur) > (f,ur),
ce qui est contraire a

(Aug,ug) + j(ur) < (f,ur),

obtenu de(2.25) pour v =0 € K. Si (2.24) a lieu, alors on a
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(Aupg, ur —vo) + j(ur) — j(vo) > (f, ur — vo)

Mais, en supposant R > ||vg]| (on peut toujours trouver R assez grand), de (2.25) pour

v = vy € K on obtient la contradiction

(Aug,vo — ug) + j(vo) — j(vr) > (f,vo — ur). (2.25)

En conséquence, ||ug|| < R. Pour tout w € K il existe ¢ = e(w) € (0,1] tel que
v =u+€ew—u) € Kr. En effet, si w € Kgr on prend ¢ = let si w = 2Kp alors
R — [Jug||

[w]| = [Jux
il vient (Aug —ug+e(w—ugr)—ur)+jlur+e(w—ug))—jlur) > (f,ur+ec(w—ugr) —ug)

prenant 0 < € < € (0,1) on obtient vK . Alors de (2.25) et la convexité de j,
(Aug,e(w —ug)) + jlew + (1 — e)ugr) — j(ur) > (f,e(w —ug))Vw € Kg

(Aug, e(w —ug)) + €j(w) + (1 — €)j(ur) — j(ur) = (f,e(w — ug))Vw € K

e(Augr,w — ur) + ej(w) — ej(ur) > e(f,w —ug)Vw € Kg

(Aug, w —ug) + j(w) — j(ur) > (f,w —ug)Vw € K

soit upg est solution de (2.20). L’ensemble des solutions V' est convexe et fermé. Montrons
qu’il est borné. Si non, pour tout R > 0, il existe ug € V tel que || ur ||> R. Mais
alors, pour R assez grand, les relations de coercivité (2.22), (2.23) et I'inéquation (2.20)
donnent, comme ci-dessus, une contradiction. La premiére partie de la démonstration est
achevée. Enfin, pour montrer 'unicité de la solution dans des cas particuliers, supposons
que : I'inéquation (2.20) a deux solutions uy, us € K

(Aur, v — ) +j(v) = j(ur) > (f, 0 —w)

(Aug,v — uz) + j(v) — j(u2) = (f,v — u2)

Prenant v = el Bl
%(Aul,UQ — 'LL1> +] (ul—gug) - j(ul) 2 (fav - ul)
%(AU27U1 — UQ> +] (u1-§u2) - j(u2> Z (fvv - u2)

par addition
$(Auy — Aug,up — uy) + 25 (542) — j(uy) — j(uz) > 0
donc

2j (%) —j(ul) _j(UQ) > %(Aul — Aug,uy — UQ) >0
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0< %(Aul — Aug, ur — ug) — 2 (MTW) + j(ur) + j(uz2) >0
Il en résulte que uy = uy si A est strictement monotone ou j est strictement convexe. [4]

2.4 Inéquations quasi-variationnelles

Pour les inéquations variationnelles étudiées dans cette sous-section nous considérons
que la fonction j dépend de soution elle méme. Par conséquent, étant danné un sous-
section K C X, un opérateur A : K — X, une fonction j : K * K — Ret un élément

f € X, nous considérons le probléme de trouer un élément u tel que

{u € K, (Au,v —u)x + j(u,v) — jlu,u) > (fv—u)x YoeK (2.26)
K est un sous — ensemble convexe non vide deX (2.27)

A K — X est un opérateur fortement monotone et de Lipschit, c¢’est-a-dire

p
a)ll existe une constante m > 0 tel que

(Au—Av,u—v), >mlu—v > Vu,veX.
(2.28)

b) 1l existe une constante M > 0 tel que

k|Au—Av,u—v|§M!u—U|x Vu,v € X.
Une inéquation de la (2.26)est appellée inéguation quasi-variationnelles elliptigue. Dans
I'étude de(2.26), en plus de (2.27)et de (2.28), nous considérons I’hypotése suivante sur la

fonction j

(

a)Pour tout n € K, j(n,.) : K — R est convexe et s.c.i.

b)Il existe o > 0 tel que
(2.29)

J(m,ve) — j(m,v1) + j(ne,v1) — j(ne,ve) < a|m —n2 x| vr —v2 |x

\‘v’m,ng,vl,vg e K.

Nous donnons par la suite un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme (2.26)
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Théoréme 2.4.1 soit X un espace de Hilbert et supposons que les hypothéses(2.29)sont
satisfaites. De ptus, supposons que m > « ou m > 0 Alor, pout tout f € X [’inéquation

quasi-variationnelles(2.26) admet une solution unique. [?]
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Chapitre 3

Probléme d’obstacle

Dans ce chapitre,Qn étndie les probémes de type de 'obstache sous forme des
inégnations variationnells,on prend conne exemples :problémes de containtes et le

probléme de Signorini.

Définition 3.0.1 K = {v € H}(Q) | v > ¥p.p dans Q}. Alors le probleme de [’obstacle

est un cas particuler du probleme (2.1), défini par

Trouver u € K tel que,
(3.1)

a(u,v —u) > L(v—u) Yo e K.

Linterprétation physique de ce probléme est comme suit : Soit une membrane élastique
définie par dans le plan x1, xo, cette membrane est fixée le long de la frontiere I'. S7il n’y

a pas d’obstacle, de la théorie d’élasticité, le déplacement vertical u obtenu en appliquant.

3.1 Probléme variationnelles

Définition 3.1.1 Le probléme considéré est appelé inéquation variationnelle de premiére

espece.

Théoréme 3.1.1 [20] D’aprés le théoréeme de Stampacchia (voir chapitre 1) il existe un

unique u de K tel que :
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Vo € Ka(u,v —u) > (f,v —u).

3.2 Reégularité de la solution

Théoréme 3.2.1 Soit Q un borné de RY de frontiére suffisamment réguliere. Si avec
feL(Q),1 <p<ooetpeW?P(Q). Alors la solution du probleme de l'obstacle (5.1)
est dans W*P(Q).[24]

preuve. [20] =

Remarque 3.2.1 On sait que W?P(Q2) C C1(Q) sip > 2, donc si f € LP(Q) et ¢ €
W2P(Q), la solution du probléeme (3.1) est dans C1(92), pour p > 2. Nous donnons un autre

résultat de régularité dans le cas ou f € L*(Q) et v =0 sur Q, alors u € H*(Q) N Hg ().

Théoréme 3.2.2 SiT est assez réguliere, siv) =0, et si L(v) = [, fvde avec [ € L*(Q),

alors la solution u du probleme (3.1) satisfait :
u e KN H*(Q),[|Aullrz@) <I| f 120 -

Remarque 3.2.2 Siv € H?(Q)N H (), Alors la norme ||Av]|12(2) est équivalente a la

norme H?(Q),i.e||v|| m2()-

preuve. (Démontrons par pénalisation)
D’aprés le théoréme(3.3.1), le probléme (3.1) admet une unique solution v € K. Soit

€ > 0, considérons le probléme de Dirichlet suivant :

—& A u, + u. = u dans €2,
(3.2)

ua\F =0.

Le probléme (3.2) a une seule solution u. € H}(2), et par la régularité de I' nous avons
u. € H*(Q). Comme u > 0 p.p dans 2, par le principe du maximum appliqué aux

opérateurs différentiels elliptiques du seconde ordre (voir[20]), nous avons ug > 0. Donc
u. € K,u. € K(H*(Q).
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De(3.1), on a :
a(u,ue —u) > L = [y flue —u)dzr u. € K,u € K.
La V-ellipticité de a(.,.) implique :
a(ue, ue —u) = a(us — u, u: —u) + a(u, u. — u) = a(u, u. —u),
ce qui donne :
a(u, us — / fue —u)d (3.3)
De (3.2) et (3.3), nous obtenous :
a(t, ue —u) = [, Ve V (e —u)de = [, Vu. 7 (€ V ue)de,
et :
Jo flue —w)de = [, f(e V7 ue)d,

Ce qui donne :

€ [ Ve V (Aue)dr > e [ f A ude,
Soit aussi :

Jo Ve V (Due)dr > e [ f A ude.

En utilisant la formule de Green,nous obtenons :

fQ Ve V (Du) = —¢ fQ JARA usde + fp Ve A ucndo
= —¢ fQ fI A uPde(Care A u, = u. —u = Osurl)e fQ fl A ufde < — fQ Augdzr.

Par inégalité de Schwarz dans L (£2), nous obtenons :
1A well () < M1l 22 @) (3-4)
De (3.2), (3.4), on a :

|ue — ullz2) < (| fllz2@)-
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Donc u. converge fortement vers u dans L?(£2). Appliquons la remarque (3.2.2) a (3.4),

nous obtenons :
uellm2(0) < [Ifllz2 (- (3.5)

La suite {u. }.-o est bornée dans H?((2), donc il existe une sous-suite notée encore {u.}.

qui converge faiblement vers u dans H?((Q),
limouE =u faiblement dans H?(S). (3.6)
E—>

Donc u € H*(Q). De plus, u. converge fortement vers u dans H*({2), pour s < 2. et on a

I A ullrz@) = [ A& uellrz@) < [l A ullrz) = [ A vellr2o)]

S HUQ — UHHQ(Q).

3.3 Exemple sur le probléme de 'obstacle
Une force verticale F est donné par la solution du probléme de Dirichlet.

— Awu = fdans ),
(3.7)

Ur = 0.

Ou f = F/t, t est la tension de la membrane. S’il y’a un obstacle, on a un probléme de
frontiére libre, et le déplacement u satisfait I'inéquation variationnelle (3.1) avec 1 étant

la hauteur de I'obstacle.
Théoréme 3.3.1 Le probléme (3.7) a une unique solution.

Preuve. En effet, nous appliquons le théoréme(2.2.1) du chapitre II. On prouve que
a(.,.) est continue V-elliptique, K est un ensemble convexe fermé non vide, et L(.) est

continue. 1. Continuité de L(.)

| L) |= Jo | fo ISl F el o lz2< IS Ll o e
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2. Continuité et V-ellipticité de a(.,.) sont évidente. Par inégalité de Poincaré on a :

o =l 7o |2

3. Convexité de K est trivial.

4. Montrons que K est non vide. On a :
v e HY(Q)NCQ) avec ¢ < 0 sur T.
On sait que :
=yt + ¢~ ou vt =max(yh,0) et p = min(,0),

YT et 1)~ sont 2 fonctions positives, alors ¥ € H'(Q2). Comme 1r < 0, alors par définition

Yr = 0 Cela implique que ¥ € H}(Q) et comme :
T =maz(y,0) > ¢,

donc ¢t € K. Ainsi K est non vide.

5. Montrons K est fermé. Soit v, —» v fortement dans H', avec v, € Ketv € H(Q).
Ainsi v, — v fortement dans L?*(€2). Par conséquent on peut extraire une sous suite
fvnig telle quev,, — v p.p sur Q(convergence simple). Comme v,, > ¢ p.p sur : Q cela

imlique que
v > p.p sur 2,

donc v € K. En appliquant le théoréme (2.2.1) du chapitre I, le probléme (2.1)) posséde

une seule solution. =

3.3.1 Interprétation du probléme a frontiére libre

De la solution u de (3.1), nous définissons
OF ={z |z € Qu(z) > ¢(x)},
O ={z |z € Qux) =)}
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7 =00t Nout = uy ;u’ =y,

Classiquement le probléme (3.1) est formulé comme suit :

Trouver v (la frontiére libre)et u tel que :

— Au = fdansQ™. (3.8)
u = surfl. (3.9)

u = Osurl. (3.10)

ul =up. (3.11)

L’interprétation physique de ces relations est la suivante :(3.8) indique que sur Q% la
membrane est strictement audessus de l'obstacle; (3.9) indique que la membrane touche
'obstacle sur la partie QY; (3.11) est une relation de transmission sur la frontiére libre.
Actuellement (3.8)-(3.11)sont insuffisantes pour caractériser u, ainsi il existe une infinité
de solutions du probléme (3.8)-(3.11). Par conséquent il est nécessaire d’ajouter une autre

propri¢té de transmission : pour I'instant on suppose ¢ € H?(Q).

3.4 Probléme quasi-variationnelles

Soient (V| . ||) un espace de Banach réel réflexif et (V',]| . ||) son dual, et K un
sous-ensemble non vide, convexe et fermé de V.
On considére un opérateur A : V — V' et une fonction j : V — R := R U {+oc0} pour
m € V' donné nous considérons I'inéquation quasi-variationnelle :

Trouver u € Q(u) (3.12)

(Au,v —u) + j(v) — j(u) > (m,v —u) Yo € Q(u).

Hypothéses :
1.(H,) L’applicationA : V' — V' est borné tel que : (i) IapplicationA : V — V' est

monotone et continue.
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2. (H;) La fonction j : V — R := R U {+00} est propre,convexe et semi-continue
inférieurement avec K € int(dom(j)).
3.(Hg) Lapplication de multivoque @ : K — 2% pour tout u € K, 'ensemble Q(u) C K

est non vide, convexe et fermé et tel que :

(
(1)¥ suites z, € K avec x, — x et, pour tout y € Q(z) il existe une suite y,, C K tel que

Un € Q(x,) et y, — y quand n — +00.

\(i@')v suites x,, vet y, dans K avec y,, € Q(z,), si z, — z et y, —> y alors y € Q(x).
(3.13)

4. (Hyp) Il existe un ensemble bornée Ky C V avec Q(u) N Ky # ¢,Vu € K, de plus, il

existe une fonction h : R, — R avec h(t) — 400 quand ¢ — 400 tel que :

(Aw,w — vg) + j(u) — j(vo) > h(|| w ||v) || w ||v Yvo € Ko, w € K. (3.14)

Lemme 3.4.1 On suppose que les hypothéses ce dessus sont vérifices. Si Q : K — 2K
est tel que pour tout u € K,Q(u) C K est non vide, fermée et conveze, alors l'inéquation

quasi-variationnelle (3.12) est équivalente & l'inéquation suivante :

Trouver u € K tel que u € Q(u), (3.15)
3.15

(Av,v —u+ j(v) — j(u) > pour tout v € Q(u).

Preuve. Soit u solution du (3.12), alors u € Q(u) et :
(Au,v —u) + j(v) — j(u) > 0Vv € Q(u).
Par la monotonicité de A on a
(Av — Au,v — u) + (Au,v —u) + j(v) — j(u) >0
Vo € Q(u) = (Av,v —u) + j(v) — j(u) >0,
alors u est solution de (3.15).
(<)
Soit u € K solution de (3.15), puisque Q(u) est convexe, Vw Q(u) et A € [0, 1], on pose
v=uy:= I+ (1 = Nu € Q(u) dans (3.15) on obtient :
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(Aux, Aw + (1= Au —u) 4+ j(dw + (1 = Nu) = j(u) = AM(Auy, w —u) + j(w) — ¢(u)) = 0
= ((Aup,w —u) + j(w) — j(u)) > 0,Vw € Q(u) puisque A et hemi-continue on prend

A = 0 on confirme que u € Q(u) est un solution de(3.12). m

3.5 Probléme de contraintes

3.5.1 Description du probléme
Soient 2 un domaine de RY, de frontiére I' suffisamment réguliére,
feL*Q),y e H*(Q) et ¢ [r< 0.
On considére le probléme :

—ANu>f dans €

u > dans ( )
3.16

(—A—=f)lu—1)=0 dans Q

u=>0 sur I'

Ce probléme est appelé probléme de contraintes, ce probléme est un probléme de 'obs-
tacle. La solution u représente un petit déplacement transversal d’'une membrane élastique
Q) fixée le long de sa frontiére I', soumise & une force f et heurtant un obstacle rigide .

Le probléme de l'obstacle est un exemple type d’un probléme de frontiére libre que I'on

peut interpréter ainsi : la solution u divise le domaine {2 en deux sous domaines :

0= QYU
ou OF = (z,y) € Q: ulz,y) > P(z,y),
et Q¥ = (z,y) € Q:ulz,y) = P(z,y).

Ces deux sous domaines sont séparés par une frontiére libre notée par :
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[T =09 nont.

Qui est a priori inconnue et qu’il faudra déterminer si nécessaire. La formulation (3.16)
du probléme de l'obstacle est la formulation forte. On s’intéresse dans ce travail a la
formulation en I.V. du probléme de 'obstacle. En effet, la forme bilinéaire af(.,.) associée
au probléme (3.16) peut ne pas étre symétrique et ainsi donc la formulation en I.V. est la
plus appropriée. A cet effet, soit

V=H}Q) =ve H(Q) :v|r= 0 Et , soit le probléme en 1.V. suivant :

Trouver u € K tel que,

(3.17)
a(u,v —u) > L(v —u) Vv e K,
ou a(u,v) = / Vu. 7 vdS).
Q
L(v) = / foodS,
Q
et
K ={ve Hj(Q),u > qdans Q}. (3.18)

D’aprés Brezzis-Stampacchia [12], la solution u de ce probléme existe et est dans H?((2).

3.6 Le probléme de Signorini

On s’intéresse ici d'un probléme statique de contact unilatéral en élasticité linéaire.

Soit 2 C RP, p = 2, 3, un ouvert, supposé borné et de frontiére assez réguliére, occupé
par un corps elastique dans son forme initiale, non-déformé. La frontiérede () estdiviséeen
trois parties I'y,I'9,I's, Le corps est soumis & une densité de forces volumique f donnée
dans €2 et a une densité de forces surfacique t donnée sur I';. Le corps est en contact
unilatéral contre un support rigide en I's.

On note par u, €, 0 le champ vectoriel des déplacements, le champ tensoriel des défor-

mations, respectivement, le champ tensoriel des contraintes. Et
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szu —2 (‘9xj al’l >4L,7>D,

045 = az’jthkh(U),

avec la convention usuelle de sommation et 1 < 4,5, k, h < p.
On suppose que les coefficients d’élasticité a;;p,, vérifient les conditions usuelles de

symétrie :
Qijkh = Qjikh = Qkhij,
et d’ellipticité :
Ja > 0 tel que a;jpneijenn = a | € |2, Ve = (e;5).

On utilise une décomposition classique en composantes normales et tangentielles du vec-

teur déplacement et du vecteur contrainte sur I :

Up = UiTh,
Ur = U — UM,
Op = 04N — OpNy,
or, = 04N — TpN;,
o;;n; étant défini par la formule de Green généralisé
(oij(u)n;, V(Ui))%I = fQ oij€ij(v)dx + fQ 0ij.j(w)vde,
Vu € Hj, (Vv € (HY(Q))?,

Hj;, (Q) = {v € (H'(Q))", diva(v) € (L*(Q))7,
ou (., .)%I désigne le produit de dualité entre les espaces(H 2 (I))? et (Hz(I))?, (H~2(I))?
étant le dual de (Hz ()P
Evidemment, pour u réguliére, on a la formule de Green

Jroi(unuids = [ 035 (wei;(v)de + [, 03,5 (u)vidz,
Vu régulier,V € (H'(Q))?.
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3.6.1 Contact sans frottement

Probléme classique

Trouver u tel que,

(3.19)
—divo(u) = f dans .
o(u) = Ae(u), e(u) = %(Vu + wvul) Q. (3.20)
u=0T,. (3.21)
on=tT. (3.22)
up, <00, <0,u,.0, =0 surl’s. (3.23)

L’équation (3.19) désigne 'équation d’équilibre telle que o(u) = (0;;(u)) est le tenseur

1
des contraintes et : 0;;(u) = a;jenern(u), ol €;(u) = 5(&-% + 0ju;), et e(u) = (€;(u)), est

. c e U
le tenseur des déformations linéarisé on, dyu; = —2

. On simplifie ’écriture par

o(u) = Ae(u), qui est appelée loi de comportement. Les conditions u, < 00, <0,

Up.0, = 0 surl'sm sont appelées les conditions de Signorini. o7 = 0 pas de frottement sur

Iy
Probléme variationnel
V ={ve (H(Q)?P,v=0surly.
K ={ve Vv, <0surl's}.
a(u,v) = [, o(u)e(v)daVu,v € V.
(F,v) = (f,v) + [, tvdsVv € V.

(f,v) = [, fvde.
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La formulation variationnelle, en terme de déplacement, est la suivante

Trouver u € K tel que,
(3.24)

a(u,v —u) > (f,v—u) YvekK.

Théoréme 3.6.1 Si f € (L*(Q))P,t € (L*(T1))? alors le probléme (3.24) admet une

solution unique dans K

Preuve. [4| =

3.6.2 Contact avec frottement (la loi de Tresca)

Probléme classique

Trouver u tel que,

(3.25)
—divo(u) = f dans .
o(u) = Ae(u), e(u) = %(Vu + wvul) Q. (3.26)
u =0T (3.27)
on=tT. (3.28)
U, <00, <0,u,.0, =0 surl’s. (3.29)

|O'T|<S:>UT:0,
lop |< S et (3.30)

| or |< S = 3I\>0,ur = —Aorsurls.

Probléme variationnel

On introduit le sous-espace linéaire
V{ve (HYQ))P,v=0sury}.

On utilise aussi les notations :
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a(u,v) = [, o(uw)e(u)dr u,v € V.
(Fv) = (f,v) + [, tvdsu,v € V.
(f.v) = [, fvds.
jw) = J, lvr [ dsu,veV.
La formulation variationnelle, en termes de déplacements, est la suivante

Trouver u € K tel que
(3.31)

a(u,v —u) + jv)+ j(u) > (F,v—u) VveK.
Théoréme 3.6.2 Si f € (L*(Q))?,t € (L*(T}))?, alors le probléme(3.51 )admet une

solution unique dans K

Preuve. [4] =
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Résumé :

Dans ce travail, on s’intéresse a I’étude mathématique des inéquations variatiannelles
.La théorie mathématique des inéquations variatiannlles elles a été irtlisé dans plusieurs

domaines tels que la mécanique, la physique, 'optimisation, les mathémation ,financiéres.

Abstract :

In the work, we are interested in the mathematical study of variable inequalities. The ma-
thematical theory of variable inequalities has been used in several fields such as mechanics,

physics, optimization, mathematics, financial.
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