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المرسل�ن سيدنا محمد (صل الله عليھ وسلم)   والسلام ع�� أشرف  الرحمان الرحيم والصلاة  �سم الله 

  وع�� آلھ و��بھ أجمع�ن، و�عد....... 

، إلا أ��ا لازالت قليلة و�ذا باعتبار  الاحصاءع�� الرغم من �عدد المصادر والكتب ال�� تداولت �� مجال  

  بأن �ل �اتب أو باحث لھ نظرة وأسلوب خاص بھ �� الكتابة ال���ء الذي يجعل ال��ك�� ع�� جانب دون الآخر.  

ومن خلال تجر�نا �� مجال تدر�س ل�ذا المقياس ومن خلال اطلاعنا ع�� العديد من المراجع، فارتأينا أن  

مالية  علوم    ثانيةحسب ال��نامج الوزاري ا��صص لسنة    3الإحصاء  أضع ب�ن يدي الطالب �ذه المطبوعة حول  

ال��    ومحاس�ية المقاي�س الأساسية  �عت�� من  الذي  المقياس  ت�سيط وتو�� �ذا  إ��  خلال�ا  ��دف من  وال��   ،

المال   رجال  ع��  ف�م  والأ �ستوجب  ع��  القارئ  الطالب  �ساعد  بأسلوب  المطبوعة  �ذه  نقدم  حيث  عمال، 

المفا�يم   من  العديد  ،  واس�يعاب  المؤسسات   �� الإدار�ة  القرارات  اتخاذ  ع��  �ساعد  ال��  قد  والأساليب  وال�� 

  . والر�ا���  الاحصا�ييصعب ف�م�ا بالاعتماد ع�� أساليب التحليل 

ع��  المطبوعة  �ذه  تضمنت  ش�ل    ولقد  ع��  صياغ��ا  يمكن  وال��  ا��اضرات  من  م�سط  العديد 

  و�سيط. 

  

       العيد محمد  تجا�ي الدكتور : 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 تقديم
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  :مقدمة

ن�يجة تضافر ج�ود        العلم  تطور �ذا  ثم  السا�ع عشرـ  القرن   �� ا��ظ  ألعاب  إ��  الاحتمال  علم  بداية  �عود 

مختلفة �� مجالات علمية متنوعة، وأصبح ميدانا رئ�سيا لكث�� من العلوم الأخرى وخصوصا الاحصاء وتطبيقاتھ  

العملية، والذي أصبح أحد الأدوات الم�مة �� اتخاذ القرارات المث�� �� ظروف تتحكم ف��ا الصدفة. وقد ا�سعت  

والاجتما��  للاقتصادي  و�امة  رئ�سية  ادارة  وأصبحت  الاحتمالية،  والتوز�عات  الاحتمالات  استخدامات 

  والسيا��� وغ���م، ودخلت �� �افة العلوم، وأصبحت تدرس �� المدارس وا��امعات.

وللإحصاء والاحتمالات أ�مية كب��ة لطلبة العلوم الاقتصادية والتجار�ة وال�سي�� خاصة �� مجال انجاز البحوث  

والدراسات الاقتصادية، ونظرا لأ�مية �ذا الموضوع ارتأينا أن نضع ب�ن أيدي الطلبة الأعزاء �ذا المؤلف، الذي  

والتوز�عات   بالاحتمالات  المرتبطة  المفا�يم  ��تلف  م�سط  شرح  خلالھ  من  أوردنا  الاحتمالات   �� مقدمة  �و 

  الاحتمالية مع أمثلة تطبيقية وتمار�ن وحلول ل�ذه التمار�ن �س�ل ع�� الطالب الف�م.

المؤلف ع��   فصول حيث شمل �ل فصل عدد من المفا�يم وال�� عرضت �ش�ل م�سط    أر�عةلقد احتوى �ذا 

  الإحصائية.مستخدم�ن الأمثلة الم�سطة ال�� تزود الطالب بالم�ارات اللازمة ��ل المسائل 
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  :الأول الفصل 

  التوز�عات الاحتمالية المتقطعة 

  تم�يد:

كث�� من الظوا�ر ال�� تبدو مختلفة عن �عض�ا البعض، الا أ��ا متماثلة �سلوك�ا ع�� س�يل المثال عند رمي      

تتم��ان   قطعة نقد نحصل ع�� رقم أو صورة وعند رمي ز�رة نرد نحصل ع�� عدد زو�� أو فردي، فالتجر�تان 

نظري   قانون  ت�بع  الظوا�ر  �ذه  �ل  فان  و�التا��  متنافيت�ن،  ن�يجت�ن  ب�ن  من  واحدة  ن�يجة  ا��  تؤولان  ب�و��ما 

  مع�ن �سمح بالوصول ا�� النتائج بطر�قة أسرع ع�� أساس ا��صائص المم��ة ل�ذه القوان�ن.

 التوز�ع المنتظم:  - 1

  قيما مختلفة باحتمالات م�ساو�ة. �عتمد قانون �ذا التوز�ع عندما يأخذ المتغ�� العشوا�ي  

فان قانون التوز�ع المنتظم يكتب بالعلاقة   حيث    فاذا رمزنا لقيم المتغ�� العشوا�ي بـــ  

  التالية: 

 

  أي:  

                            

  والتمثيل البيا�ي ل�ذا التوز�ع ي�ون كما ي��:

  

  

  خواصھ: 
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  مثال:

 رمي ز�رة ال��د:                          -

  رمي قطعة نقدية:                                  -

  تا�ع التوز�ع: 1- 1

  المنتظم �عرف كما ي��:تا�ع التوز�ع للتوز�ع 

 

  المم��ات العددية للتوز�ع المنتظم:  2- 1

  التوقع الر�ا���: 

 

 

 

                                                         ومنھ:    

 التباين: 

 لدينا:                                                    

  نقوم بحساب:  

 

 

      

  ف�ساوي:   أما  
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  و�التعو�ض نجد: 

 

                                                                                          

                                                                

                                                            

                                         ومنھ:    

  مثال: 

نرد متوازنة، فان عدد النقاط الم��لة ع�� الوجھ الذي �ستقر عليھ القطعة �و متغ�� عشوا�ي   قطعة عند رمي  

  ، وأن التوز�ع الاحتما�� �و توز�ع منتظم لان:  

 

                                    أي:   

  ومنھ:                                         

  

 توز�ع برنو��:  - 2

ل��نو��   تجر�ة  أ��ا  عشوائية  تجر�ة  عن  متنافي�ن    إذا نقول  حدث�ن  أو  ن�يجت�ن  تقبل  تحقق    و    �انت  فاذا   ،

تحقق   إذا 0، والقيمة تحقق ا��دث   إذا 1القيمة   فشلا، و�أخذ المتغ�� العشوا�ي   ي�ون نجاحا، و  ا��دث 

 ) و�الرمز  (تحقق ا��دث  1القيمة    لاحتمال أن يأخذ المتغ�� العشوا�ي    ، ونرمز بالرمز    ا��دث

  ).(تحقق ا��دث   0القيمة  لاحتمال أن يأخذ المتغ��  

-=1 

  ونكتب:  

  فت�ون كما ي��: أما المم��ات العددية للمتغ�� العشوا�ي الذي ي�بع توز�ع برنو�� 
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=  

  مثال: 

  الذي يمثل عدد مرات ظ�ور الصورة  نرمي قطعة نقدية مرة واحدة، و�عرف المتغ�� العشوا�ي 

 

= 

  ومنھ فان:  

  و                  اذن:                   

  توز�ع ثنا�ي ا��دين:  - 3  

برنو��   تجر�ة  تكررت  المتغ��    nإذا  فإن  ا��دث    Xمرة،  تحقق  مرات  عدد  القيم  Aيمثل  يأخذ  ف�و  و�التا��   ،

التالية: 








n
xX

....3.2.1.0
  

  �و عدد مرات ظ�ور الصورة، فإنھ:  Xمرة و�ان المتغ��  nفمثلا عند رمي وحدة نقدية  

نجد:    2nمن أجل








2.1.0
xX    

25.0)()2(

5.0)(2)()()1(

25.0)()0(

2

2







PPPصصPXP

qPPqqPكصPصكPXP

qqqككPXP

  

نجد:       3nمن أجل 








3.2.1.0
xX  

3

2

2

3

)()3(

)(3)()()()()()()2(

)(3)()()()()()()1(

)()0(

PPPPصصصPXP

qPPPqPqPqPPكصصPصكصPصصكPXP

qPPqqqPqqqPككصPكصكPصككPXP

qqqqكككPXP









  

)2(3)(فمثلا من   2 qPXP    :نلاحظ أن  

  .��X قيمة المتغ�� العشوا�ي   2 -

 تكرار التجر�ة العشوائية ناقص قيمة المتغ�� العشوا�ي. ، أي عدد مرات 2- �3و   1 -
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ب�ن     3 - من  نجاح�ن  ع��  ل��صول  الملائمة  الطرق  عدد  كماي��:    �3و  حسابھ  و�مكن  تجارب،  ثلاث 

!)(!

!

xnx

n
Cxn


 

  تجر�ة برنولية يحسب كماي��:  nمن النجاحات من ب�ن  xومنھ فاحتمال عدد ما  

nxqPCxXP xnxx
n ........3.2.1.0)(    

Pq: احتمال النجاح �� التجر�ة الواحدة،  Pعدد مرات النجاح،    xحيث:    : عدد مرات  n: احتمال الفشل،  1

كماي��: ا��دين  ثنا�ي  لتوز�ع  الاحتما��  التوز�ع  قانون  و�كتب  العشوائية.  التجر�ة  ).(تكرار  PnBX      أما

  شروط تطبيق التوز�ع ثنا�ي ا��دين ف��: 

  تجر�ة برنو�� مكررة عدد محدد من المرات.  -

 احتمال النجاح �� التجر�ة ثابت.  -

  و�مكن التعب�� عن قانون توز�ع ثنا�ي ا��دين بصورة جدولية كما ي��: 

 

 ذ�ور، ذكر واحد. 03ي�ون بي��م أولاد، ما �و احتمال أن  04: �� عائلة م�ونة من مثال

  متغ�� عشوا�ي يمثل عدد الأولاد الذ�ور �� �ذه العائلة. Xنضع: 

5.015.04
4.3.2.1.0








 PqPnxX  

BX)5.0.4(ومنھ :         

xnxxأما الاحتمال فيحسب بالعلاقة التالية:     
n qPCxXP  )(                 

25.0)5.0()5.0(4)5.0()5.0()1(

25.0)5.0()5.0(4)5.0()5.0()3(

311411
4

133433
4









CXP

CXP
  

  

 

 
 ........  

 
 .................  1  0 

 

  
 ........  

  
 ..................  
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  المم��ات العددية لتوز�ع ثنا�ي ا��دين:  1- 3

nXXXXمجموع متغ��ات لتجر�ة برنو�� مستقلة، أي:  Xالعشوا�ي  يمكن اعتبار المتغ��    21   ل�ا

  ، و�التا�� نفس الأمل الر�ا��� ونفس التباين، ومنھ نجد: Pنفس المعلم 

nPqPqXVXVXVXVXV

nPPXEXEXEXE

n

n





)()()()()(

)()()()(

21

21




  

الذي يمثل عدد الأولاد الذ�ور �� أسرة   Xمن المثال السابق يمكن است�تاج المم��ات العددية للمتغ�� العشوا�ي  

 أولاد كماي��:  04م�ونة من 

 
 

11

1)5.0()5.0(4)(

25.04)(







X

qPnXV

PnXE



  

  تا�ع التوز�ع لتوز�ع ثنا�ي ا��دين:   2- 3

  ان تا�ع التوز�ع لتوز�ع ثنا�ي ا��دين �عطى بالعلاقة التالية: 

 

  تحسب كما ي��: واحتمال ا��وادث من الش�ل 

 

  فيمكن حسا��ا وفق العلاقة التالية:  أما احتمال ا��وادث من الش�ل  

 

 التوز�ع فوق ال�ند���  :   - 4

عند دراس�نا لقانون توز�ع ثنا�ي ا��دين، لاحظنا أن عملية ال��ب �انت تتم مع الاعادة أما �� �عض ا��الات      

فانھ لا يمكن اعادة الوحدة الم��و�ة و�التا�� عمليات ال��ب لا ت�ون مستقلة، و�� �ذه ا��الة ن��أ ا�� تطبيق  

  قانون آخر �س�� التوز�ع ال�ند��� الزائد.

  و�تعلق قانون التوز�ع فوق ال�ند��� بثلاثة ثوابت ��:

 عدد عناصر ا��تمع أو أص�� ا��موعة ال�لية.  :  -
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 : عدد عناصر ا��تمع الذي ينصب عليھ ا�تمامنا.   -

  : ��م العينة الم��و�ة بدون ارجاع.  -

 Xمرة بدون إرجاع، و�عت�� المتغ��    nأي أن التوز�ع فوق ال�ند��� �و توز�ع احتما�� يوافق تجر�ة برنو�� نكرر�ا   

  متغ�� عشوا�ي ي�بع توز�ع برنو��.  nعبارة عن مجموع 

  قانون التوز�ع فوق ال�ند��� 1- 4

���ب أننا  و�دون    كر�ة من n نف��ض  كر�ات  ع��    إرجاع،صندوق  يحتوي  الصندوق  م��ا  Nوأن  كر�ة    M  كر�ة 

)(كر�ة بيضاء    xبيضاء، فإن احتمال ا��صول ع��   bx     يمكن حسابھ من خلال القانون الكلاسي�ي للاحتمال

  (عدد ا��الات الملائمة ع�� عدد ا��الات الممكنة) كماي��:

 

  ي��:  و�عرف كماال�ند��� �س�� �ذه الصيغة بقانون التوز�ع فوق 

  

  4 طلبة اناث، تم ��ب و�صورة عشوائية، ��نة مؤلفة من  7طلبة ذ�ور،   4فوج من الطلبة م�ون من  مثال:

  أفراد. 

 ع�ن جدول التوز�ع الاحتما�� لعدد الذ�ور �� ال��نة. -

  نلاحظ أن �ذه التجر�ة (��ب ��نة) �� تجر�ة برنو�� مكررة و�دون ارجاع أي �� تجر�ة فوق �ندسية. 

  متغ�� عشوا�ي يمثل عدد الطلبة الذ�ور �� ال��نة و�أخذ القيم التالية:  نضع  

 

  

 

  

  ومنھ جدول التوز�ع الاحتما�� يمكن �شكيلھ كما ي��: 
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4  3  2  1  0  
 

1  0.00303  0.0848  0.38  0.424  0.106  
 

  نلاحظ أن: 

  للتوز�ع فوق ال�ند���: المم��ات العددية للمتغ�� العشوا�ي ا��اضع  2- 4

  التوقع الر�ا���: 

  ا��اضع للتوز�ع فوق ال�ند��� �عطى بالعلاقة التالية:  التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي  

 

  التباين: 

  ا��اضع للتوز�ع فوق ال�ند��� �عطى بالعلاقة التالية:  تباين المتغ�� العشوا�ي  

 

  مثال: 

  حساب التوقع الر�ا��� والتباين ا��اص �عدد الطلبة الذ�ور �� ال��نة (أنظر المثال السابق مباشرة) 

 

 

  قاعدة تقارب:  3- 4

كب�� جدا (يؤول إ��    Nنلاحظ أنھ توجد علاقة تقارب ب�ن التوز�ع فوق ال�ند��� وتوز�ع ثنا�ي ا��دين، �� حالة   

  فإن  (










1N

nN
إ��     ا��دين،  1تؤول  ثنا�ي  توز�ع  نتائج  من  قر�بة  نتائج  ال�ند���  فوق  التوز�ع  فيعطي   .

  .و�صبح ال��ب بدون إرجاع مطابقا لل��ب بإرجاع و�مكن اجراء عملية التقر�ب ابتداءا من  

    التوز�ع ال�ند���:  - 5  

إذا كررنا تجر�ة برنو�� إ�� غاية ا��صول ع�� الن�يجة أو تحقق ا��دث المطلوب (نجاح مرة واحدة)، فإن المتغ��  

X .الذي يمثل عدد مرات تكرار التجر�ة بما ف��ا المرة ال�� حصل ف��ا النجاح ي�بع التوز�ع ال�ند���  
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�ان   النجاح    Pفإذا  احتمال  عند   q  و�ان�و  المطلو�ة  الن�يجة  ع��  ا��صول  احتمال  فإن  الفشل،  احتمال  �و 

)(�1عطى بالعلاقة التالية:   x التجر�ة رقم  xqPxXP   :حيث .............4.3.2.1/xX   

2أما المم��ات العددية ل�ذا التوز�ع ف��:   
)(

1
)(

P

q
XV

p
XE   

  رميات.  04وحدة نقدية إ�� غاية ا��صول ع�� صورة، ما �و احتمال أن يتطلب ذلك   نرمي مثال:

 .............4.3.2.1/5.05.0 xXqP   

  0625.0)5.0()5.0()()4( 314  qPكككصPXP 

  توز�ع بواسون:   - 6

الظوا�ر    ��       �عض  نقابل  ما  احيانا  العملية  �ذه   ال��ا��ياة  لكن  و  ا��دين  ثنا�ي  توز�ع  عل��ا شروط  ينطبق 

ي�ون  و  الصفر،  من  يق��ب  أي  جدا  صغ��  ي�ون  النجاح  احتمال  أن  �ع��  �ذا  و  الوقوع  نادرة  ت�ون  ا��وادث 

خاص   قانون  ج��يا  �شتق  أن  بواسون  استطاع  فقد  ول�ذا  الواحد،  من  يق��ب  أنھ  أي  كب��  الفشل  احتمال 

بالاحتمالات الصغ��ة انطلاقا من قانون توز�ع ثنا�ي ا��دين أطلق عليھ بتوز�ع أو قانون بواسون، �ذا الاخ�� لھ 

ا���م   ، المسافة  �الزمن،  معينة  قياسية  وحدة   �� الوقوع  النادرة  ا��وادث  يمثل عدد  حيث  واسعة  تطبيقات 

  و�أمثلة عن ذلك نذكر مثلا: 

 عدد الم�المات ال�اتفية خلال ف��ة زمنية محددة.  -

 عدد الأخطاء المطبعية �� صفحة من كتاب مع�ن.  -

 عدد ا��وادث ال�� تقع ع�� طر�ق مع�ن خلال ف��ة زمنية. -

 الذي يصلون ا�� محطة الب��ين �� ساعة ما.  الز�ائنعدد  -

   ـ�الآ�ي: ـت�ون شروط �ذا التوز�ع  و�ذلك

  . التوا��ع��  q, pل�ما بالرمز  و�رمز�ل محاولة  �� احتمال الفشل  وكذلك �ون احتمال النجاح ثابت يــ أن 

  الفشل يق��ب من الواحد ال��يح. واحتمالمن الصفر  و�ق��بأن ي�ون احتمال النجاح صغ��ا  - ـ

  مقدار ثابت.  أن ت�ون عدد ا��اولات كب��ا جدا حيث أن   -  

  قانون توز�ع بواسون:  1- 6

وليكن    �ان    إذا و�معدل  مساحة  أو  مسافة  أو  زمن   �� ا��دوث  نادر  معينا  حدثا  يمثل  عشوائيا   ، متغ��ا 

  مرة ي�بع العلاقة الاحتمالية التالية:  فوجود أن احتمال حدوث �ذا ا��دث عدد  
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………,;   

  : العدد المع�ن من النجاحات. حيث: 

  من النجاحات. : احتمال عدد          

  : متوسط عدد النجاحات �� وحدة القياس (زمن، مسافة، ��م.....).         

  .2.71828: أساس نظام اللوغار�تم الطبي�� أو :         

 لتطبيق �ذا التوز�ع و�عرف كما ي��: أي يكفي معرفة   نلاحظ أن �ذا التوز�ع معرف فقط �� المعلمة  

             

  مثال: 

  علمت أن معدل الم�المات ال�اتفية ال�� تتلقا�ا احدى الادارات �و م�المتان �ل خمس دقائق.  إذا

  احتمال عدم استقبال ولا م�المة خلال ا��مس دقائق القادمة.  - أوجد: 

  احتمال استقبال م�المة واحدة ع�� الأقل خلال ا��مس دقائق القادمة.  -       

  ا��ل:   

خلال      نفرض أن  الادارة  ال�� �ستقبل�ا �ذه  الم�المات  يمثل عدد  أن    5متغ�� عشوا�ي  نلاحظ  ي�بع    دقائق، 

  و�التا�� فان دالة كثافة �ذا المتغ�� كما ي��: توز�ع بواسون بمعدل  

 ………,  

  ومنھ نجد: 

 

  

  المم��ات العددية للمتغ�� العشوا�ي ا��اضع لتوز�ع بواسون:  2- 6

  التوقع الر�ا���: 

  ان التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي ا��اضع لتوز�ع بواسون �و معلمة �ذا التوز�ع أي:
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  ال���ان: 

  لدينا:                                                                             

  بدالة الكثافة الاحتمالية لتوز�ع بواسون نجد: و�التعو�ض بقيمة  

 

  بالاخ��ال يصبح لدينا: 

  

  نقوم بالتعو�ض ع�� �ذا الأساس �� الطرف الأخ�� فنجد:  أي أن   لنفرض أن   

 

  ل�س سوى عبارة عن سلسلة أسية تحسب كما ي��: ولدينا المقدار   

 

  وعليھ فان:

 

  اذن:                                                                  

  التباين: 

  ان تباين توز�ع بواسون �ساوي أيضا معلمة �ذا التوز�ع أي:  

 

  ال���ان: 

 

  : نقوم بحساب  
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  أما الطرف الأول فيمكن حسابھ كما ي��: ،  λأي  نلاحظ ان الطرف الثا�ي ما �و الا عبارة عن  

  

  �عد اجراء عملية الاخ��ال نجد الطرف الأول �ساوي: 

 

  ونقوم �عملية التعو�ض فنجد:   أي:   ولنضع   

==  

  ومنھ:  ولدينا سابقا  

  
 =  

  أما              ومنھ لدينا:  

  نجد: بالتعو�ض �� علاقة  

 

  التوقع الر�ا��� والتباين للمثال السابق �ساوي:   مثال:

  تا�ع التوز�ع لتوز�ع بواسون: 3- 6

فان تا�ع التوز�ع �� �ذه ا��الة �عطى بالعلاقة    متغ�� عشوا�ي ي�بع توز�ع بواسون يأخذ قيمة أك�� من    ليكن  

  التالية: 

 

  الا أن عملية ا��ساب �نا طو�لة لذا ن��أ ا�� ا��ساب عن طر�ق المتمم أي: 
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  ومنھ تصبح دالة التوز�ع كما ي��:

  

  توز�ع بواسون كتقر�ب لتوز�ع ثنا�ي ا��دين:  4- 6

ت��ايد بصورة كب��ة غ�� من��ية،    فاذا �انت     ،متغ��ا عشوائيا ي�بع توز�ع ثنا�ي ا��دين أي:      ليكن

ا�� الصفر، بحيث أن ا��داء      والاحتمال ففي �ذه  ،  �λساوي مقدار ثابت وليكن    صغ�� جدا أي يؤول 

   .λالظروف يمكن تقر�ب توز�ع ثنا�ي ا��دين ا�� توز�ع بواسون ذو المعلمة 

عندما ي�ون:   ا��اضع لتوز�ع ثنا�ي ا��دين ا�� توز�ع بواسون بمعدل   و�صورة عامة يمكن تقر�ب  

 

  

  : مثال

% و�انت �ذه السلعة �عبأ �� صناديق �ل صندوق �سع  �1انت �سبة الانتاج المعيب �� انتاج أحد المصا�ع ��    إذا

 وحدات معيبة.  3وحدة، فأوجد احتمال أن ي�ون �� أحد �ذه الصناديق  300

  ا��ل:

�� �ل صندوق، نلاحظ أن    نفرض أن   ي�بع توز�ع ثنا�ي ا��دين    متغ�� عشوا�ي يمثل عدد الوحدات المعيبة 

  احتمال صغ�� جدا. كب��ة جدا و   حيث  أي:  

  فانھ يمكن اعتماد قانون توز�ع بواسون كتقر�ب لتوز�ع ثنا�ي ا��دين نظرا لتوفر الشروط التالية: 

 

  وحدات معيبة �ساوي:  3ومنھ احتمال أن ي�ون �� أحد �ذه الصناديق  

=  
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ــــولة ــــ ـــ ـــ ـــــــــ   تمار�ن محلــــ

 التمر�ن الاول:

  05تناول �ذا الدواء    إذا%  �60ان من المعلوم أن �سبة الشفاء من مرض مع�ن باستخدام دواء مع�ن ��    إذا

حالات  (الدواء  بأنھ عدد المصاب�ن الذين �ستجيبون ل�ذا    عرفنا المتغ�� العشوا�ي   و�ذا مصاب�ن ��ذا المرض،  

  الشفاء). 

  المطلوب: 

 نوع المتغ�� العشوا�ي؟ وما �و قانون التوز�ع الاحتما�� ل�ذا المتغ��؟  وما � - 1

للمتغ�� - 2 الاحتما��  التوز�ع  استجابة    أوجد  التالية:  الاحتمالات  أحسب  الدواء،    03ثم  ل�ذا  مر��� 

 استجابة مر�ض واحد ع�� الأقل، استجابة مر�ض�ن ع�� الأقل. 

 أحسب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري لعدد حالات الاستجابة.  - 3

  التمر�ن الثا�ي: 

، نر�د اختيار عشوائيا ��ص�ن م��م للمشاركة �� ندوة امرأة 16ورجل    24عضو،    40مجلس أساتذة ي�ش�ل من  

  يمثل عدد ال�ساء من ب�ن ال��ص�ن الذين تم اختيار�م. وطنية حول ال��امج البيداغوجية، ليكن  

  : المطلوب

 ؟ علل ذلك.  ما �و القانون الاحتما�� الأص�� لـ  - 1

 ع�ن التوز�ع الاحتما�� �� �ذه ا��الة؟ - 2

 ما �و قانون التوز�ع الاحتما�� الذي يمكن أن نقرب اليھ التوز�ع الاحتما�� السابق؟ علل ذلك. - 3

 ع�ن التوز�ع الاحتما�� �� �ذه ا��الة؟ - 4

 أحسب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري �� ا��الت�ن، ثم قارن ب�ن النتائج، ماذا تلاحظ.  - 5

  التمر�ن الثالث: 

  خطأ مطب�� موزعة عشوائيا ع�� صفحات التقر�ر.  220صفحة ع��  200يحتوي تقر�ر ما م�ون من 

  لا خطأ، ع�� الأقل خطأ، خطأين فأك��.  ع��:: أحسب احتمال أن تحتوي صفحة معينة لمطلوبا
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  التمر�ن الرا�ع: 

أن   السابقة  التجارب  من  2أظ�رت  خروج�ا  عند  ا��قيقي  وز��ا  ي�ون  "از�س"  الم��وق  الصابون  علب  من   %

علبة   100المصنع يقل عن الوزن المعياري المقرر، و�غرض الاطلاع ع�� حقيقة ذلك أجر�ت دراسة ع�� عينة من  

  علبة.  100يمثل عدد العب ال�� يقل وز��ا عن الوزن المعياري من ب�ن  تم اختيار�ا عشوائيا، ليكن  

  المطلوب: 

 ما �و القانون الاحتما�� ل�ذا التوز�ع؟  - 1

 أحسب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري؟  - 2

 ).  5(بما �� ذلك  5و2، محصورا ب�ن 4، يقل عن0المعرف أعلاه �ساوي:   أحسب احتمال   - 3

  باستعمال قانون بواسون كتقر�ب ل�ذا التوز�ع أجب ع�� نفس الأسئلة السابقة ثم قارن ب�ن النتائج.  - 4

ــول    ـــ ـــ   ا��لــــــــــ

  حل التمر�ن الاول: 

 : تحديد نوع المتغ�� العشوا�ي  - 1

X .متغ�� عشوا�ي منفصل ك��: يمثل عدد حالات الاستجابة :  

  : Xقانون التوز�ع الاحتما�� لــ 

ن�ون بصدد تجر�ة   فإننابما أن المصاب �عد تناولھ للدواء �ناك ن�يجت�ن متنافيت�ن، شفاء وعدم شفاء 

 مرات، أي توز�ع ثنا�ي ا��دين، حيث: 05برنو�� مكررة 

 

  و  ونكتب:  

 ايجاد التوز�ع الاحتما�� ل�ذا المتغ��: - 2
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  ومنھ ي�ون التوز�ع الاحتما�� كما ي��: 

 

5  4  3  2  1  0  
 

1  0.07776  0.2592  0.3456  0.2304  0.0768  0.0102  
 

  حساب الاحتمالات:

 مر���:  03استجابة  -

 استجابة مر�ض واحد ع�� الأقل:  -

  

 استجابة مر�ض�ن ع�� الأقل: -

  

 حساب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري:  - 3

  

  

  

  حل التمر�ن الثا�ي: 

لــ   - 1 الاص��  الاحتما��  لاننا  القانون  ال�ند���  فوق  التوز�ع  وامرأة)    �و  (رجل  متنافيت�ن  ن�يجت�ن  لدينا 

 و�التا�� التجر�ة تجر�ة برنو�� مكررة مرت�ن مع ضرورة عدم ارجاع العنصر الم��وب.

  ونكتب: 

 :�عي�ن التوز�ع الاحتما�� لــ   - 2
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  ومنھ ي�ون التوز�ع الاحتما�� كما ي��: 

 

2  1  0  
 

1  0.153  0.492  0.353  
 

نقرب   (محققة)أي:    لدينا:   - 3 أن  يمكن  الذي  القانون الاحتما��  �و  إ  ومنھ  التوز�ع  �ذا  ليھ 

 توز�ع ثنا�ي ا��دين، و�صبح لدينا:  

 �عي�ن التوز�ع الاحتما�� ا��ديد: - 4

  

 

  ومنھ ي�ون التوز�ع الاحتما�� كما ي��: 

 

2  1  0  
 

1  0.16  0.48  0.36  
 

 حساب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري:  - 5

  حالة التوز�ع فوق ال�ند���:  - 6

 

  

  

  حالة توز�ع ثنا�ي ا��دين:  
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بمقارنة النتائج �� كلا التوز�ع�ن نلاحظ أنھ يوجد تقارب كب�� بي��ا مما �ع�� أن توز�ع ثنا�ي ا��دين أحسن تقر�ب  

  للتوز�ع فوق ال�ند���.

  حل التمر�ن الثالث: 

  أي:   والمعرفة ع�� المعلمة   نلاحظ أن �ذه التجر�ة �� تجر�ة بواسون 

  حيث أن:

   

 احتمال أن تحتوي صفحة معينة عن لا خطأ:  -

.   

 احتمال أن تحتوي ع�� الأقل خطأ: -

.   

 احتمال أن تحتوي خطأين فأك��:  -

.   

  حل التمر�ن الرا�ع: 

مرة باحتمال    100القانون الاحتما�� ل�ذا التوز�ع �و توز�ع ثنا�ي ا��دين لأننا أمام تجر�ة برنو�� مكررة   - 1

ثابت ون�يجت�ن متنافيت�ن (وزن معياري ووزن غ�� معياري) وعملية ال��ب ت�ون مع الارجاع ومعالم �ذا  

 . التوز�ع مو��ة كما ي��:  

  حساب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري  - 2

  

  

 

 حساب الاحتمالات: - 3
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  ، حيث أن:  لدينا معلمة توز�ع بواسون ��: 

 حساب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري:   -

 حساب الاحتمالات: -

 

  

 

بواسون   توز�ع  أن  �ع��  مما  بي��ا  كب��  تقارب  يوجد  أنھ  نلاحظ  التوز�ع�ن  كلا   �� النتائج  تقر�ب    أحسنبمقارنة 

  ا��دين.لتوز�ع ثنا�ي 

  تمار�ن مق��حة

  كرات.  3حمراء والبا�� بيضاء، ��بت عشوائيا و�دون إعادة  4كرات م��ا   10تحتوي   الأول: سلةالتمر�ن  

  المطلوب: 

  ما �و التوز�ع الاحتما�� لعدد الكرت ا��مراء الم��و�ة، حدده ومثلھ بيانيا؟  

  ما احتمال أن ي�ون من ب�ن الكرات الم��و�ة كرتان بيضاو�تان؟  

 احسب التوقع الر�ا��� والتباين لعدد الكرات ا��مراء الم��و�ة؟ 

    التمر�ن الثا�ي: 

  ��ص من المت��ع�ن.   2000، وأنھ أعطي لـــ ��0.001 اختبار لفعالية دواء ما، إذا فرضنا أنھ صار باحتمال  

  باستخدام تقر�ب بواسون أحسب  المطلوب:

  من ��ص�ن ن�يجة تلق��ما �ذا الدواء؟  أك��احتمال أن يتضرر 

 .احتمال أن يتضرر ��صان ع�� الأقل 

بــــ    10يطلق رام ع�� �دف    التمر�ن الثالث: لعدد الطلقات ال�� تص�ب ال�دف خلال �ذه    طلقات، فإذا رمزنا 

    التجر�ة، و�ان احتمال إصابتھ لل�دف �� �ل مرة �و  
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  والمطلوب: 

   حدد التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي . 

 .ما احتمال أن يصاب ال�دف بطلقت�ن ع�� الأقل 

متغ�� عشوا�ي يمثل عدد مرات   مرات، فإذا �ان   6تجر�ة إلقاء قطعة نقود متجا�سة  لتكن  التمر�ن الرا�ع: 

  ظ�ور الشعار. 

   العشوا�يالمطلوب: أحسب التوقع الر�ا��� والتباين للمتغ�� 
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  :  الثا�يالفصل 

  التوز�عات الاحتمالية للمتغ�� العشوا�ي المستمر

  تم�يد:

خلال       المستمر من  العشوا�ي  للمتغ��  التوز�عات الاحتمالية  ��تلف  التطرق  الفصل  �ذا  خلال  سنحاول من 

التطرق ا�� دالة الكثافة الاحتمالية ل�ل توز�ع ودالة التوز�ع، بالإضافة إ�� المم��ات العددية ل�ل توز�ع مع إعطاء  

  مجموعة من الأمثلة عن �ل نوع من التوز�عات الاحتمالية المستمرة. 

  التوز�ع المنتظم:  - 1

�س�� احيانا بالتوز�ع المستطيل و�و من أ�سط أنواع التوز�عات المستمرة حيث الصيغة العامة ل�ذا التوز�ع ��  

  من الش�ل:

  

  دالة الكثافة �� مقدار ثابت، و�مكن توضيح�ا بيانيا بالش�ل التا��:  نلاحظ أن

  

  دالة التوز�ع للتوز�ع المنتظم:  1- 1

  يمكن كتابة دالة التوز�ع للتوز�ع المنتظم بالش�ل التا��: 

  

  و��ون التمثيل البيا�ي لدالة التوز�ع للتوز�ع المنتظم بالش�ل التا��:
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 المم��ات العددية للتوز�ع المنتظم:  2- 1

  التوقع الر�ا���: 

  التوقع الر�ا��� للتوز�ع المنتظم �عطى بالعلاقة التالية: 

 

  التباين: 

 

  و�التا��:  

 

  مثال: 

محطة   �ل    ل��افلات،��  وليكن    20تصل  حافلة،  ل��افلة    دقيقة  راكب  انتظار  زمن  يمثل  عشوا�ي  متغ�� 

  بالدقائق. 

  المطلوب: 

 .حدد دالة الكثافة الاحتمالية للمتغ�� العشوا�ي   -

 أحسب التوقع الر�ا��� والتباين.  -

 دقائق.10من أحسب احتمال أن ي�تظر الراكب أقل  -

  إيجاد دالة التوز�ع.  -
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  ا��ل:

ي�بع التوز�ع المنتظم ضمن ا��ال وعليھ ت�ون دالة الكثافة الاحتمالية وفق     نلاحظ أن المتغ�� العشوا�ي 

  الصيغة التالية: 

 

  حساب التوقع الر�ا��� والتباين: 

 

  دقائق لوصول ا��افلة. 10أي �� المتوسط ي�تظر ال��ص 

 

  

  دقائق. 10حساب احتمال أن ي�تظر الراكب أقل من  

 

  تحديد دالة التوز�ع: 

  يمكن كتابة دالة التوز�ع بالش�ل التا��: 

  

  التوز�ع الطبي��:  - 2

الطبي�� من أ�م التوز�عات الاحتمالية شا�عة الاستخدام لما لھ من خصائص تنطبق ع�� �سبة كب��ة   التوز�ع �عد

من الظوا�ر الطبيعية والاجتماعية والاقتصادية. فلو اخ��نا بالصدفة مئة أو ألفا من المار�ن �� شارع ما وقسنا  

ل�ا   مقار�ة  و�سبة  القامة  طوال  من  قليلة  و�سبة  ما،  متوسط  من  قر�بة  م��ا  كب��ة  �سبة  لوجدنا  من أطوال�م 

الذي   قصار المنح��  ل�ان  �� معلم متعامد متجا�س  البيانات  للأوزان. ولو مثلنا �ذه  بال�سبة  القامة. ومثل �ذا 

التوز�ع  صفات  و��  المتوسط  حول  متماثل  جر���  ش�ل  ذا  الاحتمال،  �سميھ  أن  يمكن  ما  أو  ال�سبة،  يمثل 

  الطبي��: 
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  و�وجد التوز�ع الطبي�� تحت صيغت�ن �ما:  

  .التوز�ع الطبي�� العام 

  .التوز�ع الطبي�� المعياري 

  �عر�ف قانون التوز�ع الطبي�� العام:  -  1- 2

  وفق الصيغة الر�اضية التالية:  �عرف تا�ع الكثافة الاحتمالية للمتغ�� العشوا�ي الطبي�� 
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  حيث أن:

  . : يمثل المتغ�� العشوا�ي الطبي�� و�و معرف ضمن ا��ال    

  .2.7183: مقدار ثابت و�و أساس اللوغار�تم الطبي�� و�ساوي  

  .3.1416: مقدار ثابت و�ساوي 

  وسط حسا�ي و�و مقدار ثابت �عكس المتوسط ا��سا�ي للمجتمع الاحصا�ي المدروس.: 

  ثابت حقيقي وموجب، �عكس الانحراف المعياري لتوز�ع ا��تمع الاحصا�ي المدروس.مقدار : 

 يخضع للتوز�ع الطبي�� يكتب باختصار ع�� الش�ل التا��:  و�التا�� فان المتغ�� العشوا�ي 

  و�مثل بيانيا كما ي��:

  

  خصائص التوز�ع الطبي�� العام:  -  2- 2

ا��سا�ي   بوسطھ  �عرف  طبي��  لمتغ��  التوز�ع  تا�ع  المعياري    μان  بالرمز    σوانحرافھ  لھ  يل��  و�رمز   ،

  الشرطان الضرور�ان ل�ل التوز�عات الاحتمالية: 
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  الشرط الأول:  

  الشرط الثا�ي:  

 فان مر�ع�ا دوما موجب أي:   م�ما �انت القيمة المعطاة لـــ   لأنھ نلاحظ أن الشرط الأول محقق دوما 

  .μوذلك �غض النظر عن قيمة المعلمة 

  �و من الش�ل:  ولدينا التا�ع  

 

  موجب دوما وذلك لان:  نلاحظ أن 

  )  .(لان التباين موجب دوما من التعر�ف 

    )σ    موجب و .( 

  أما بال�سبة للشرط الثا�ي أي:  

  لدينا:   

                                                   

 و��ساب �ذا الت�امل �ستعمل طر�قة تحو�ل المتغ�� أي: 

  نجد عندما:  ولتحديد حدود الت�امل ا��ديدة بال�سبة لــ  

  فان    و     فان           

  وأيضا: 

 

  بالتعو�ض نجد: 

 

و�التا��    �و احدى الت�املات الش���ة و�د�� بت�امل آيار بواسون و�ساوي  نلاحظ أن الت�امل  

  نجد:
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  دالة كثافة احتمالية. أي أن الشرط الثا�ي محقق أيضا و�التا�� فالتوز�ع الطبي�� �و 

  المم��ات العددية للمتغ�� العشوا�ي ا��اضع للتوز�ع الطبي��:  3- 2

  التوقع الر�ا���: 

ا��اضع للتوز�ع الطبي�� �ساوي المعلمة الاو�� ل�ذا التوز�ع   ان التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي  

  .أي:

  ال���ان: 

 

  بتحو�ل المتغ�� نضع:  

 و�التا��:  

  

  بالتعو�ض نجد: 

   

 

                                                     

                                                    

  التباين: 

 ا��اضع للتوز�ع الطبي�� �ساوي المعلمة الثانية ل�ذا التوز�ع مر�عة أي:  ان تباين المتغ�� العشوا�ي  

   

  ال���ان: 
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 لدينا:  

  نقوم بحساب   حيث: 

 

  التحليل السابق (تبديل المتغ��) و�عد التعو�ض وت�سيط العلاقة نجد: بإجراء

 

  ��ساب �ذا الت�امل، ن�امل بالتجزئة مع اجراء التحو�ل التا��:

 

                              ومنھ:    

  تا�ع التوز�ع للمتغ�� العشوا�ي الطبي��:  4- 2

                                                                    �عرف أن:   

  ومنھ: 

 

و�� تمثل بيانيا كما   و   وا��صورة ب�ن   و�عكس �ذا التا�ع المساحة الاجمالية تحت المنح�� المقابل لـــ 

  ي��:
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نقطت�ن   ب�ن  ا��صورة  المساحة  �ات�ن   و    و��ساب  ب�ن  العشوا�ي  المتغ��  ي��دد  أن  احتمال  ايجاد  �ع�� 

  النقطت�ن أي:

 

و�ذا غ�� ممكن الا �ش�ل تقر���، ول�ذا نختار    ان حساب �ذا الت�امل يحتاج ا�� ايجاد التا�ع الأص�� لـــ  

لت�ون معيارا ��ساب الاحتمالات �� �ل ا��الات و�س�� �ذا التوز�ع الموحد   σ=1و    μ=  0ا��الة ال�� ي�ون ف��ا

  بالتوز�ع الطبي�� المعياري. 

  قانون التوز�ع الطبي�� المعياري:  - 5- 2

   ) الصفر  �ساوي  ا��سا�ي  وسطھ  ي�ون  الذي  التوز�ع  �و  المعياري  الطبي��  المعياري  )  μ=  0التوز�ع  وانحرافھ 

  و�تم التحول من القانون الطبي�� العام ا�� القانون الطبي�� المعياري كما ي��:)، σ=�1ساوي الواحد (

 

  كما ي��:  و�عرف تا�ع الكثافة للمتغ�� العشوا�ي المعياري  
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  و�ذا التوز�ع بدوره يتمتع بما يتمتع بھ قانون التوز�ع الطبي�� العام.

  تا�ع التوز�ع الطبي�� المعياري:  1- 5- 2

 ان تا�ع التوز�ع الطبي�� المعياري �عطى بالش�ل التا��:  

  :  ومنھ 
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ا��ادثة   احتمال  ا��ادثة     ان  احتمال  نفس  قيمة   ،�و  أن  العلاقة     حيث  من  محسو�ة 

قيمة     تو��  احصائية  جداول  لـــ    و�ناك  قيمة  أي  أجل  التوز�ع    من  بجداول  و�س�� 

لـــ   قيمة  �ل  وأن  المعياري،  ا��ال    الطبي��  ضمن  المعياري  العشوا�ي  المتغ��  يقع  أن  احتمال  الا   �� ما 

  . ضمن ا��ال   و�� أيضا احتمال أن يقع المتغ�� العشوا�ي الطبي��  

  و�مثل تا�ع التوز�ع الطبي�� المعياري بيانيا كما ي��: 
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  خصائص قانون التوز�ع الطبي�� المعياري:  2- 5- 2

   

  

  

  

  

واردة �� العمود الأول والسطر الأول،    من جداول التوز�ع الطبي�� �ش�� ا�� أن قيم    ولاستخراج قيم  

قيم   يتضمن  الأول  العمود  أن  الأول    حيث  السطر  أما  الفاصلة،  �عد  الواحدة  المرتبة  وذات  ال��يحة 

  .أي ع��   ذات المرتبة الثانية �عد الفاصلة و�� نقطة التقا��ما نحصل ع��  فيتضمن قيم  

  مثال: 

�� العمود الاول ونتحرك �� السطر    1.5نبدأ بالبحث عن القيمة     لما    قيمة التا�ع    لإيجاد 

ل�ذا العمود ح�� نحصل ع�� العمود   �� 0.05المناظر  ال�� نحصل عل��ا �� القيمة الواقعة  ، وت�ون القيمة 

  و�� مو��ة �� ا��دول التا��: 0.9418و��:  0.05والعمود المقابل لــ   1.6السطر المقابل لـ 

.09 .08 .07 .06 .05 .04 .03 .02 .01   

    .              .  

    .              .  

    .              1.00  

    .              1.10  

    .              1.20  

    .              1.30  

    .              1.40  

    0.9418  .  .  .  .  .  .  1.50  

                  .  

  :سالبة فان   أما اذا �انت
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  تقر�ب توز�ع ثنا�ي ا��دين ا�� التوز�ع الطبي��:  -  6- 2

نتائج      �� حالة التوز�عان  الطبي��. و�عطي  للتوز�ع  كب��ة   يمكن اعتبار توز�ع ثنا�ي ا��دين كتقر�ب جيد 

  . كب��ة أك�� nأك�� تقار�ا �لما �انت 

  و�مكن التقر�ب وفق الصيغة التالية: 

 

        

  ونكتب: 

npq

npx
zdzebzaP

b

a

z
n


 




,

2

1
)(lim 2/²

  

  و  والقاعدة العملية للتقارب ��: 

  وتوجد قواعد أخرى متبعة للتقر�ب م��ا:  

  

  

  تقر�ب توز�ع بواسون ا�� التوز�ع الطبي��:  - 7- 2

بما أنھ توجد علاقة تر�ط توز�ع بواسون بتوز�ع ثنا�ي ا��دين، وتوجد علاقة تر�ط توز�ع ثنا�ي ا��دين بالتوز�ع  

عندما   ذلك  و�تحقق  الطبي��،  بالتوز�ع  بواسون  توز�ع  تر�ط  علاقة  توجد  نقول  أن  المنطقي  من  فانھ  الطبي�� 

  .  و�مكن التقر�ب وفق الصيغة التالية:  كب��ة جدا أي:   λت�ون 

 

λ          

 ونكتب:              





















b

a

z

dzeb
x

aP 2

²

2

1
lim






  

المعلمة   تتجاوز  عندما   �� للتقارب  العملية  (  15للمقدار    λوالقاعدة  الاحصائي�ن )  λ≤15أي  �عتمد �عض  فيما 

  ).λ≤10كشرط للتقرب (
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       الأ��� التوز�ع - 3

العشوائية  المتغ��ات  لوصف  استخدامھ  يتم  حيث  المستمرة  الاحتمالية  التوز�عات  أ�م  من  الأ���  التوز�ع  �عد 

  للأزمنة بتعب�� آخر �و توزع زمن الانتظار مثل: الموافقة 

  الزمن العشوا�ي لمدة بقاء المر�ض �� المشفى؛  - 

  الزمن العشوا�ي لصيانة ج�از ما؛  - 

  الزمن العشوا�ي لتقديم خدمة �� مركز خدمات مع�ن؛ - 

  الزمن العشوا�ي للرد ع�� م�المة �اتفية.  - 

  التوز�ع الأ���:  �عر�ف 1-3

العشوا�ي    المتغ��  عن  المعلمة    نقول  ع��  المعرف  الأ���  التوز�ع  ي�بع  دالة    حيث    أنھ  لھ  �ان  اذا 

  الكثافة الاحتمالية التالية: 

   

  خواص التوز�ع الأ���:  2- 3

  ا��اص�ت�ن التاليت�ن:ح�� ي�ون �ذا التوز�ع دالة كثافة احتمالية يجب أن يحقق 

 

  ا��اصية الأو��: 

  . حيث   و�ذه ا��اصية ��يحة من أجل أي قيمة لـــ    

  ا��اصية الثانية:  
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  للتوز�ع الأ���:  الاحتما��دالة التوز�ع  3- 3

  �ع�� عن دالة التوز�ع الاحتمالية بصورة عامة كما ي��:  

 

  التوز�ع كما ي��:ومنھ �عرف دالة 

  

  مثال: 

متغ�� عشوا�ي يمثل المدة الزمنية ال�� �ستغرق �� صيانة أحد الأج�زة الالك��ونية بالدقائق، ودالة   لدينا  

  كثاف��ا الاحتمالية تأخذ الش�ل التا��:

  

  المطلوب: 

 أوجد دالة التوز�ع الاحتمالية. -

 دقيقة.  2أوجد احتمال أن لا تقل مدة الصيانة عن  -

  الإجابة:

 إيجاد دالة التوز�ع الاحتمالية.-

  وفقا لتعر�ف دالة التوز�ع ت�ون دالة التوز�ع ل�ذا المتغ�� العشوا�ي وفقا للصيغة التالية:

 

 دقيقة.   40تقل مدة الصيانة عن  حساب احتمال أن لا - 
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 المم��ات العددية للمتغ�� العشوا�ي ا��اضع للتوز�ع الأ���:  4- 3

  التوقع الر�ا���: 

  من �عر�ف التوقع الر�ا��� لمتغ�� عشوا�ي نحصل ع��:

 

  باستخدام قانون الت�امل بالتجزئة لدينا: 

  

 و   معناه أن:   و    لتكن: 

  ) نجد:�1عوض �� (

 

  معناه أن:  و   لأن:   لدينا:  

  

  أي أن التوقع الر�ا��� للتوز�ع الأ��� �و :  

  التباين والانحراف المعياري:

  من علاقة التباين لدينا: 

 

  نقوم بحساب:  

 

  �ستعمل الت�امل بالتجزئة: 
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  أي :   نضع:  

   

  معناه أن:  

 

   0=بالاعتماد ع�� نفس العملية �� الطر�قة الأو�� يمكن أن نب�ن أن:

 :  أي 

 

  ومنھ:  

 

  .وعليھ ي�ون انحرافھ المعياري �ساوي   أي أن تباين التوز�ع الأ��� �و 

  مثال: 

  متغ�� عشوا�ي مستمر دالة التوز�ع ل�ذا المتغ�� معرفة كما ي��: ليكن 

 

  المطلوب: 

 أوجد دالة الكثافة الاحتمالية. -

  .أحسب   -

 إيجاد التوقع الر�ا��� والتباين. -

  الإجابة:
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  إيجاد دالة الكثافة الاحتمالية: -

 لدينا:  

  ومنھ �شتق دالة التوز�ع لنحصل ع�� دالة الكثافة الاحتمالية كما ي��: 

  

 حساب   -

  عن طر�ق دالة الكثافة الاحتمالية الطر�قة الأو��: 

 

  
  عن طر�ق دالة التوز�ع. الطر�قة الثانية: 

  

  حساب التوقع الر�ا��� والتباين 

 

لدينا  مثال:   �ان  قدره    إذا  بمتوسط  الأ���  التوز�ع  ي�بع  �اتفية  م�المة  مدة  يمثل  عشوائيا  دقائق،    4متغ�� 

  أحسب أحتمال أن �ستغرق م�المة �اتفية ما : 

  دقائق. 4أك�� من 

  دقائق.  4أقل من  

  ا��ل:

  وعليھ ت�ون دالة الكثافة الاحتمالية ل�ذا المتغ�� وفقا للصيغة التالية:  لدينا:  

  

  دقائق:  4حساب احتمال أن ت�ون مدة الم�المة أك�� من  - 
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  دقائق:  4حساب احتمال أن ت�ون مدة الم�المة أقل من  - 

0.367+1=0.633- 

  توز�ع قاما:  - 4

  دالة قاما:   1-4

  و�عرف وفق الصيغة الر�اضية التالية:  نرمز لدالة قاما بالرمز  

  

  مثال: 

  

  خصائص دالة قاما: �عض 

  

  نجد: 1انطلاقا من �عر�ف دالة قاما و�التعو�ض بالقيمة ال���ان: 

 

  

  نجد:  انطلاقا من التعر�ف ومن اجل  ال���ان: 

 

  عملية الت�امل بالتجزئة نجد:   باجراء

 

  وعليھ فإن:  فإن :   نلاحظ أنھ عندما  
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   

  ال���ان: 

  من ا��اصية الثانية لدينا: 

 

 

 

  

  وعليھ فإن:

 

  �عر�ف توز�ع قاما   2-4

  توز�ع قاما يمكن أن �عطى وفقا لثلاث صيغ مختلفة وذلك حسب المعالم ال�� �عرف ع�� أساس�ا التوز�ع كما ي��:

 المعرف بالمعلمة  توز�ع قاما

المتصل   العشوا�ي  المتغ��  عن  بمعلمة    نقول  قاما  لتوز�عا  يخضغ  من    بأنھ  الاحتمالية  دالتھ  �انت  إذا 

  الش�ل:

  

  التالي�ن:ح�� ي�ون �ذا التوز�ع دالة كثافة احتمالية يجب أن يحقق الشرطي�ن ملاحظة: 

   

  

 .بال�سبة للشرط الأول محقق دوما من اجل  

  بال�سبة للشرط الثا�ي نتأكد م��ا عن طر�ق حساب الت�امل:

 

  وعليھ فإن:    نلاحظ أن :  
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  المم��ات العددية للمتغ�� العشوا�ي ا��اضع لتوز�ع قاما:  3- 4

  التوقع الر�ا���: 

 

  ال���ان: 

              لدينا:

  نجد:  بتعو�ض 

  

  التباين: 

 

  ال���ان: 

 لدينا:  

    نحسب 

 

  بالتعو�ض �� علاقة التباين نجد:

  

 : توز�ع قاما المعرف بالمعلمت�ن  

إذا �انت كثافتھ الاحتمالية �عطى    أ�ع ي�بع توز�ع قاما المعرف بالمعلمت�ن    نقول عن متغ�� عشوا�ي مستمر  

  بالصيغة التالية: 
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  و�� �ذه ا��الة ي�ون التوقع الر�ا��� والتباين لتوز�ع قاما �عطى بالعلاقة التالية: 

  

 توز�ع قاما المعرف بالمعلمت�ن 

إذا �انت كثافتھ الاحتمالية    أ�ع ي�بع توز�ع قاما المعرف بالمعلمت�ن    نقول عن متغ�� عشوا�ي مستمر  

  �عطى بالصيغة التالية: 

 

  و�� �ذه ا��الة ي�ون التوقع الر�ا��� والتباين لتوز�ع قاما �عطى بالعلاقة التالية: 

  

  الاحتمالية لتوز�ع قاما: دالة التوز�ع  4- 4

  �عرف دالة التوز�ع لتوز�ع قاما بالصيغة التالية: 

  

  مثال: 

  إذا �انت مدة صلاحية منتوج مع�ن بالسنوات ت�بع التوز�ع الاحتما�� التا��:

 

  ثابت.  cحيث 

  المطلوب: 

  . cأوجد قيمة الثابت   - 

  .أش�ر 5نختار منتوج بصورة عشوائية ما احتمال أن ت�ون مدة صلاحيتھ أقل من  - 

  أحسب التوقع الر�ا��� والتباين.  - 

  ا��ل:
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أن   بالمعلمت�ن    نلاحظ  المعرف  قاما  توز�ع  للمتغ��   ي�بع  الاحتما��  التوز�ع  صيغة  نكتب  وعليھ 

  كما ي��:  العشوا�ي  

  

                               نلاحظ أن:

  أش�ر 5حساب احتمال أن ت�ون مدة صلاحيتھ أقل من  - 

 سنة أي نحسب الاحتمال    أش�ر �عادل   5نلاحظ أن مدة 

   

  حساب التوقع الر�ا��� والتباين:  - 

  التوقع الر�ا���:  

 :  التباين

  توز�ع ب�تا:  - 5

ب�تا   التوز�عات  توز�ع  من  واحدا  �عت��  حيث  ب�تا  ت�امل  الأحيان  �عض   �� �س��  ما  أو  ب�تا  دالة  من  مشتق 

  الاحتمالية المستمرة الم�مة ولھ تطبيقات كث��ة مثل الرقابة ع�� الإنتاج. 

  دالة ب�تا وخواص�ا:  1- 5

  وفقا للصيغة الر�اضية التالية:  ، وال�� يرمز ل�ا بالرمز    �عرف دالة ب�تا لأي عددين موجب�ن 

 

  �عض خصائص دالة ب�تا: 

  أي أن                                متماثلة:الدالة ب�تا  

  ي��:العلاقة ب�ن دالة ب�تا ودالة قاما كما 

  
   فإن:    إذا �انت  

   فإن:    إذا �انت  
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  دالة الكثافة الاحتمالية لتوز�ع ب�تا:  2- 5

المستمر   العشوا�ي  المتغ��  لدينا  �ان  بالمعلمت�ن    إذا  المعرف  ب�تا  توز�ع  الاحتمالية    ي�بع  كثافتھ  دالة  فإن 

  �عطى بالصيغة الر�اضية التالية: 

 

  شروط دالة الكثافة الاحتمالية لتوز�ع ب�تا: 

  ح�� ي�ون �ذا التوز�ع دالة كثافة احتمالية يجب أن يحقق الشرطي�ن التالي�ن:

   

  

  بال�سبة للشرط الأول نلاحظ أنھ دوما محقق من أجل   - 

  بال�سبة للشرط الثا�ي نتأكد منھ من خلال حساب ت�امل دالة الكثافة الاحتمالية لتوز�ع ب�تا.  - 

  

  وعليھ فإن:  نلاحظ أن: 

  

  ملاحظة: 

  يمكن كتابة دالة الكثافة الاحتمالية لتوز�ع ب�تا بدلالة دالة قاما وفق الصيغة الر�اضية التالية: 

  

  دالة التوز�ع الاحتمالية لتوز�ع ب�تا:  3- 5

  �عرف دالة التوز�ع لتوز�ع ب�تا بالصيغة التالية:
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  ا��اضع لتوز�ع ب�تا: المم��ات العددية للمتغ�� العشوا�ي  4- 5

  التوقع الر�ا���: 

 

  ال���ان: 

                                                                                                      لدينا:

  

                                                    ولدينا:

  ولدينا من خصائص العلاقة ب�ن دالة ب�تا ودالة قاما 

  

  

  نجد:) 1بالتعو�ض �� العلاقة (

 . 

  بتطبيق ا��اصية الثانية من دالة قاما نجد:

 . 

  �عض الاخ��الات نحصل ع��: بإجراء

 

  التباين: 

  التالية: �عطى التباين لتوز�ع ب�تا بالعلاقة 

  

  ال���ان: 
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 لدينا:  

  نقوم بحساب  

 

  نلاحظ أن:

 

 

  بالتعو�ض نجد: 

  

  بإجراء الاخ��الات نجد:

 

  بالتعو�ض �� علاقة التباين نجد:

 

 

  مثال: 

  متغ�� عشوا�ي مستمر دالة كثافتھ تأخذ الصيغة التالية:   ليكن 

 

  المطلوب:  

 . �أوجد قيمة  -
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 أحسب   -

  أحسب توقع وتباين المتغ�� العشوا�ي   -

  ا��ل:

  والذي يأخذ الصيغة التالية:   نلاحظ أن المتغ�� العشوا�ي ي�بع توز�ع ب�تا المعرف بالمعلمت�ن 

 

  نلاحظ أن: 

  

 

  ومنھ: 

 

  :  حساب - 

 

  حساب توقع وتباين المتغ�� العشوا�ي    - 

  التوقع الر�ا���: 

 

  التباين: 

  

  تمار�ن محلولة 
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  . متغ��ا عشوائيا مستمرا خاضعا لقانون التوز�ع المنتظم �� ا��ال   إذا �ان   التمر�ن الأول:

  المطلوب: 

 حدد دالة الكثافة الاحتمالية ل�ذا التوز�ع. - 

  أحسب الاحتمال   - 

تفيد احصائيات السنوات السابقة �� جامعة برج بوعر�ر�ج أن نقاط الطلبة �� مقياس الاحصاء  التمر�ن الثا�ي:  

  نقاط. 2وانحراف معياري يقدر بـــ  نقاط، 7الر�ا��� تتوزع توز�ع طبي�� بمتوسط قدره 

  المطلوب: 

 الر�اضية لتوز�ع �ذا المتغ��.ما �� طبيعة ونوع المتغ�� العشوا�ي المدروس؟ اكتب الصيغة  - 1

نقاط، تفوق نقاط�م    3أحسب �سبة الطلبة الذين: تقل نقاط�م عن المعدل المتوسط، تقل نقاط�م عن   - 2

 نقطة.  11و 7، ما ب�ن 10

    %، 90حدد ا��ال الذي ي��اوح ب�ن حديھ نقاط الطلبة  - 3

الف   ��80 احدى المناطق ي�بع توز�ع طبي�� بمتوسط قدره  للأسر اذا �ان الدخل الش�ري التمر�ن الثالث: 

  دينار جزائري.  ألف 30د.ج وانحراف معياري قدره

  المطلوب: 

 ألف دينار جزائري؟  60ما �� �سبة الأسر ال�� يقل دخل�ا عن  - 1

    من الدخول؟ 0.975ما �و الدخل الذي أقل منھ   - 2

  ساعة  1000الك�ر�ائية ي�بع التوز�ع الأ��� بمتوسط إذا اف��ضنا أن عمر المصابيح  : الرا�عالتمر�ن  

  المطلوب:

 ساعة.   2000أحسب احتمال أن �عمل أحد المصابيح أك�� من  -

  ساعة. 100أحسب احتمال أن يح��ق أحد المصابيح خلال   -

متغ�� عشوا�ي مستمر يمثل عدد سنوات �سديد قرض متوسط الأجل، فإذا    إذا �ان لدينا    التمر�ن السا�ع:

  . 2ت�بع توز�ع قاما بالمقدار   علمت بأن قيمة المعلمت�ن  
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  المطلوب:

 تحديد دالة الكثافة الاحتمالية ل�ذا التوز�ع.  -

 إيجاد التوقع الر�ا��� والتباين. -

 تحديد دالة التوز�ع. -

  سنوات ع�� الأك��.  5احتمال أن �سدد القرض ��   -

متغ�� عشوا�ي يمثل �سبة نجاح الطلبة �� السنة الأو�� جام��، فإذا �انت   إذا �ان لدينا   التمر�ن الثامن:

 .ت�بع توز�ع ب�تا حيث أن   لدينا المعلمت�ن  

  المطلوب: 

 تحديد دالة الكثافة الاحتمالية ل�ذا التوز�ع.  -

 .%�25سبة النجاح لا تتجاوز أحسب احتمال أن ت�ون  -

  أحسب التوقع الر�ا��� والتباين ل�سبة النجاح. -

  ��لول ا

  حل التمر�ن الأول:

 تحديد دالة الكثافة الاحتمالية   -

  إن دالة الكثافة الاحتمالية للتوز�ع المنتظم �عطى بالصيغة التالية: 

  

  نجد أن: بتعو�ض قيم�� 

  

 حساب   -
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  حل التمر�ن الثا�ي: 

 طبيعة ونوع المتغ�� المدروس: متغ�� ك�� مستمر، وصيغتھ الر�اضية تكتب ع�� الش�ل التا��: - 1
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 الاحتمالات:حساب  - 2

 :سبة الطلبة الذين الذين تقل نقاط�م عن المعدل المتوسط�  

 
  % 50ومنھ �سبة الطلبة الذين تقل نقاط�م عن المعدل المتوسط �و 

  �03سبة الطلبة الذين تقل نقاط�م عن:  

 
  %.2.28ومنھ ال�سبة ��: 

  �10سبة الطلبة الذين تفوق علام��م : 

 
  11و �7سبة الطلبة الذين ت��اوح نقاط�م ب�ن :  

 
  %.47.72ومنھ ال�سبة ��: 

 % من العلامات:90تحديد ا��ال الذي ي��اوح ب�ن حديھ  - 3

 

 
  ومنھ:  من ا��داول الاحصائية نجد: 

 

 

  10.3و 3.7% من الطلبة علام��م ت��اوح ب�ن 90ومنھ 
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  .ومنھ من ا��داول الاحصائية نجد  

 

  حل التمر�ن الثالث:  

  دينار جزائري: ألف 60حساب �سبة الأسر ال�� يقل دخل�ا عن  - 1

 
 من الدخول:  0.975حساب الدخل الذي أقل منھ  - 2

 

  من ا��داول الاحصائية نجد: 

 
  ألف دينار جزائري.   138.8الدخول �و من  0.975اذن الدخل الذي أقل منھ 

  :الرا�عحل التمر�ن  

  �علم أن :

 

الذي ي�بع التوز�ع الأ��� وفقا للصيغة الر�اضية    ومنھ �عرف دالة الكثافة الاحتمالية للمتغ�� العشوا�ي  

  التالية: 

   

  ولدينا دالة التوز�ع ل�ذا المتغ�� تأخذ الصيغة التالية:

  

 ساعة.   2000حساب احتمال أن �عمل أحد المصابيح أك�� من  -
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 ساعة. 100أحسب احتمال أن يح��ق أحد المصابيح خلال   -

  

  

  : ا��امسحل التمر�ن 

 تحديد دالة الكثافة الاحتمالية ل�ذا التوز�ع   - 

  فإننا نكتب:  متغ�� عشوا�ي مستمر ي�بع توز�ع قاما المعرف بالمعلمت�ن  بما أن  

 

  ي��: وت�ون دالة كثافتھ الاحتمالية كما 

 

  بالتعو�ض نجد: 

 

  ولدينا من خصائص دالة قاما فإن:  

  

 إيجاد التوقع الر�ا��� والتباين: -

  
 التوز�ع: إيجاد دالة  -

  �عرف دالة التوز�ع لتوز�ع قاما بالصيغة التالية: 



 د. تجاني محمد العيد    جامعة الشهيد حمه لخضر الوادي              لطلبة السنة الثانية ليسانس                         3إحصاء محاضرات في مقياس 

 

60 
 

  

  ومنھ دالة التوز�ع �عرف كما ي��:

 

 سنوات ع�� الأك��. 5حساب احتمال أن �سدد القرض ��  -

 

  : السادسحل التمر�ن 

  والذي �عرف كما ي��:  ي�بع توز�ع ب�تا والمعرف ع�� المعلمت�ن  لدينا المتغ�� العشوا�ي  

  

 التوز�ع. تحديد دالة الكثافة الاحتمالية ل�ذا  -

  وفقا للصيغة الر�اضية التالية:  �عطى دالة الكثافة الاحتمالية للمتغ�� العشوا�ي  

  

  من ج�ة أخرى لدينا: 
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 .%25حساب احتمال أن ت�ون �سبة النجاح لا تتجاوز  -

 

  ل�سبة النجاح.حساب التوقع الر�ا��� والتباين  -

  التوقع الر�ا���:

 

  التباين: 

  

  تمار�ن مق��حة

الأول:   العمر  التمر�ن  �ان  ي�بع    الاف��ا���إذا  الكمبيوتر  شر�ات  إحدى  بمعرفة  والمنتج  المرنة  الأقراص  لمشغل 

معيارى    1000بمتوسط    الطبي��التوز�ع   وانحراف  إنتاج   100ساعة  من  مشغل  وحدة  اختيار  تم  فإذا   . ساعة 

  �ذه الشركة بطر�قة عشوائية ، فأوجد احتمال أن ي�ون عمر�ا الاف��ا��� :  

  ساعة .    1150،  1000ب�ن  *

  ساعة .   930أقل من   *

  ساعة .   780أك�� من  *

  التمر�ن الثا�ي:

    المعياري   الطبي��متغ�� عشوائيا مستمر ي�بع التوز�ع   Zإذا �ان 

  احسب ما ي��  المطلوب:

)54.1( ZP  )08.1(  ZP       )21(  ZP 

الثالث:  متوسطھ    التمر�ن   
ً
طبيعيا  

ً
توز�عا ت�بع  النباتات  من  مجموعھ  أطوال  �انت  انحرافھ    168إذا  و  سم 

 أحد النباتات. ما �و احتمال أن ي�ون طولھ:  6المعياري 
ً
  سم. أخذنا عشوائيا

 سم؟   159أقل من 
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  سم؟  180 أك�� من

 �� الف��ة
ً
 ؟  ( 174  , 165)واقعا

  .2متغ�� عشوا�ي مستمر ي�بع التوز�ع الأ��� بمتوسط قدره      إذا �ان  التمر�ن الرا�ع: 

  المطلوب: 

تحديد دالة الكثافة الاحتمالية ل�ذا   -

 المتغ��.

 تحديد دالة التوز�ع. -

الاحتمالات:   - احسب 

  
  متغ�� عشوا�ي مستمر توز�عھ الاحتما�� �عطى بالصيغة التالية:  إذا �ان لدينا    :ا��امسالتمر�ن  

 

  مقدار ثابت. حيث  

  المطلوب:

 .إيجاد قيمة المقدار الثابت   -

 أث�ت أن �ذا التوز�ع دالة كثافة احتمالية. -

 أحسب الاحتمال   -

  متغ�� عشوا�ي مستمر دالة كثافتھ الاحتمالية �عطى بالصيغة التالية: إذا �ان لدينا      السا�ع:التمر�ن  

  

  مقدار ثابت. حيث  

  المطلوب:

 .إيجاد قيمة المقدار الثابت   -

 أث�ت أ��ا فعلا دالة كثافة احتمالية. -
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 أحسب الاحتمال   -

 أحسب التوقع الر�ا��� والتباين. -
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  :الثالثالفضل 

  الاحتمالية  التوز�عات �عض تقارب

  تقر�ب توز�ع ثنا�ي ا��دين ا�� التوز�ع الطبي��:  - 1

نتائج      �� حالة التوز�عان  الطبي��. و�عطي  للتوز�ع  كب��ة   يمكن اعتبار توز�ع ثنا�ي ا��دين كتقر�ب جيد 

  . كب��ة أك�� nأك�� تقار�ا �لما �انت 

  و�مكن التقر�ب وفق الصيغة التالية: 

 

        

  ونكتب: 

npq

npx
zdzebzaP

b

a

z
n


 


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  و  والقاعدة العملية للتقارب ��: 

  وتوجد قواعد أخرى متبعة للتقر�ب م��ا:  

  

  
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  تقر�ب توز�ع بواسون ا�� التوز�ع الطبي��: - 2

بما أنھ توجد علاقة تر�ط توز�ع بواسون بتوز�ع ثنا�ي ا��دين، وتوجد علاقة تر�ط توز�ع ثنا�ي ا��دين بالتوز�ع  

عندما   ذلك  و�تحقق  الطبي��،  بالتوز�ع  بواسون  توز�ع  تر�ط  علاقة  توجد  نقول  أن  المنطقي  من  فانھ  الطبي�� 

  .  و�مكن التقر�ب وفق الصيغة التالية:  كب��ة جدا أي:   λت�ون 

 

λ          

 ونكتب:              
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المعلمة   تتجاوز  عندما   �� للتقارب  العملية  (  15للمقدار    λوالقاعدة  الاحصائي�ن )  λ≤15أي  �عتمد �عض  فيما 

  ).λ≤10كشرط للتقرب (
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  الرا�ع:  الفصل 

  العشوائية المتغ��ات
  تم�يد:

القيم، �ذه  أ��ا لا تخرج عن مجال مع�ن من  التجارب العشوائية ت�ون غ�� معروفة مسبقا الا  نتائج جميع  ان 

  النتائج تختلف باختلاف التجر�ة و�عدد مرات تكرار�ا.  

القاء   عند  مثلا  كمية،  نتائج  التجر�ة  نتائج  ت�ون  سطح�ا    ز�رة فقد  ع��  الظا�ر  بالرقم  و��تم  واحدة  مرة  نرد 

  . 6،5،4،3،2،1العلوي، فان الن�يجة ت�ون كمية عددية ممثلة بأحد الارقام:

الظا�رة، �ذه   بالن�يجة  واحدة و��تم  نقدية مرة  قطعة  القاء  فمثلا عند  نتائج نوعية،  التجر�ة  نتائج  وقد ت�ون 

، أما  1الن�يجة قد ت�ون صورة أو كتابة، و�ستطيع القول أن حصولنا ع�� الصورة يمثل نجاحا �ع�� عنھ بالقيمة

  . 0حصولنا ع�� الكتابة يمثل فشلا و�ع�� عنھ بالقيمة

  مف�وم المتغ��ات العشوائية: - 1

العشوا�ي قد ي�ون �و ن�يجة التجر�ة العشوائية ذا��ا، مثل ن�يجة رمي ��ر ال��د. فن�يجة الرمية ت�ون  المتغ��    

أخرى  إ��  محاولة  من  تتغ��  لأ��ا   
ً
�غ��ه ،  متغ��ا  �� لأنھ يخضع   

ً
عشوائيا ي�ون  أخرى  إ��  من محاولة  التغ��  و�ذا 

.
ً
  لعوامل العشوائية أو الصدفة، حيث لا �ستطيع أحد أن يحدد ن�يجة الرمية مسبقا

  ان المتغ�� العشوا�ي �و مجموعة مقادير أو قيم لنتائج تجر�ة عشوائية ي�ون تحقق�ا مق��نا باحتمالات معينة. 

فراغ إم�انات لتجر�ة عشوائية، المتغ�� العشوا�ي عبارة عن تا�ع حقيقي ي��ق ب�ل عنصر من    �Ωان لدينا    إذا

التجر�ة   إم�انات  فراغ  كب��    Ωعناصر  بحرف  العشوا�ي  للمتغ��  عادة  نرمز  حقيقية،  كما    قيمة 

  .نرمز للقيم ال�� يأخذ�ا المتغ�� العشوا�ي بأحرف صغ��ة  

    مثال:

المتغ�� العشوا�ي   التعب�� عن    عند رمي قطعة نقدية مرت�ن، و�عرف  بأنھ عدد الصور الظا�رة، و�التا�� يمكن 

  قيم المتغ�� العشوا�ي من خلال ا��دول التا��: 

  )عدد الصور الظا�رة (   فراغ العينة 

  FF (  2(ص ص)( 

  PP (  0(ك ك) (

  FP (  1(ك ص)(

    PF (  1(ص ك)(
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  .��: ومنھ فالقيم ال�� يأخذ�ا المتغ�� العشوا�ي  

  اما احتمال �ل قيمة من قيم المتغ�� العشوا�ي ف�و بالش�ل:  

 

 

 

  مثال:  

الرقم الظا�ر، و�التا�� يمكن   عند رمي ز�رة نرد مرة واحدة و�طر�قة عشوائية، �عرف المتغ�� العشوا�ي بأنھ  

  التعب�� عن قيم المتغ�� العشوا�ي كما ي��:

 

  اما احتمال �ل قيمة من قيم المتغ�� العشوا�ي ف�و بالش�ل:  

 

  

  انواع المتغ��ات العشوائية: - 2

  حسب طبيعة الظا�رة المدروسة يمكن تص�يف المتغ��ات العشوائية ا�� نوع�ن:

 متغ��ات عشوائية متقطعة(منفصلة).  -

  متغ��ات عشوائية مستمرة (متصلة).  -

           المتقطع:المتغ�� العشوا�ي   1- 2

المتغ��    أن  فيقال  ا��تلفة  أو  المتم��ة  أو  �عض�ا  عن  المنفصلة  القيم  من  يأخذ عددا  العشوا�ي  المتغ��  �ان  إذا 

. و��  0 , 1 , 2العشوا�ي متقطع، ففي المثال ا��اص برمي قطع�� نقد نجد أن المتغ�� يأخذ ثلاث قيم متقطعة ��  

القيم   يأخذ  العشوا�ي  المتغ��  أن  ال��د نجد  و�� قيم متقطعة   1،2،3،4،5،6قيم متقطعة، و�� مثال رمي ز�رة 

  كما يمكن إعطاء أمثلة متنوعة أخرى عن المتغ�� المتقطع كما ي��:

 . أولاد  3عدد الاولاد الذ�ور �� الأسرة الم�ونة من   -
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 عدد الم�المات ال�اتفية خلال ف��ة زمنية محددة . -

 عدد الأخطاء المطبعية �� مذكرة تخرج.   -

  التوز�ع الاحتما�� للمتغ��ة العشوائية المتقطعة:- 1- 1- 2

  �عر�ف التوز�ع الاحتما�� للمتغ��ة العشوائية المتقطعة   

ا��تلفة. و�عطى    �عطي احتمالات قيم    �و دالة احتمالية    التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي المنفصل 

قيم   تب�ن  ر�اضية  أو صيغة  جدول  صورة   �� الدالة  الدالة    �ذه  و�عرف �ذه  القيم.  واحتمالات �ذه  ا��تلفة 

  بالمعادلة التالية:

  

  تأخذ القيم:   فاذا �انت المتغ��ة العشوائية المتقطعة  

                                                   

القيمة    و�ان   تأخذ  العشوائية  المتغ��ة  أن  احتمال  التوز�ع  �و  جدول  ت�و�ن  فيمكن   ،

  كما ي��:  الاحتما�� للمتغ��ة العشوائية المتقطعة  

 
 

 ...........................  
        

1 
  

 ...........................  
     

بــــ   الدالة    وأيضا    �ع�� عن احتمال قيمة معينة  الكثافة الاحتمالية وال��   و�س��  بدالة 

  تحقق الشرطي�ن التالي�ن: 

 

 مثال: 

العشوائية    بالمتغ��ة  السابق وا��اص  للمثال  قطعة    بالرجوع  القاء  �� تجر�ة  الظا�رة  الصور  تمثل عدد  ال�� 

  كما ي��: نقدية مرت�ن، فيمكن ت�و�ن جدول التوز�ع الاحتما�� لـــ  

 
        

1 
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  مثال: 

 كرات، و�عرف المتغ�� العشوا�ي    3كرات حمراء ���ب بطر�قة عشوائية    4كر�ة، م��ا    12صندوق يحتوي ع��  

  بأنھ عدد الكرات ا��مراء الم��و�ة.

 .ع�ن التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي   -

  ا��ل:

إم�انات  فراغ  فإن  و�ذلك  تح��،  ودون  واحدة  دفعة  كرات  ثلاث  ��ب   �� �نا  العشوائية  التجر�ة  أن  نلاحظ 

  كر�ة أي:  12كرات من ب�ن  3التجر�ة �و جميع الطرق الممكنة وال�� تمثل توفيقة ل��ب 

 

  عدد الكرات الم��و�ة، والقيم الممكنة ل�ذا المتغ�� �عطى ع�� الش�ل التا��: يمثل المتغ�� العشوا�ي  

  

  نقوم بحساب الاحتمال المقابل ل�ل قيمة من قيم المتغ�� العشوا�ي ع�� النحو التا��:

 

 

 

 

  كما ي��:  ومنھ يمكن ت�و�ن جدول التوز�ع الاحتما�� لـــ  

 
         

1 
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نلاحظ أن �ذا التوز�ع الاحتما�� �و دالة كثافة احتمالية لأنھ يحقق الشرط�ن المتعلق�ن بدالة الكثافة ملاحظة:  

  الاحتمالية و�ما : 

 

 

 

 

 

  التمثيل البيا�ي لدالة الكثافة الاحتمالية للمتغ��ة العشوائية المتقطعة:  - 2- 1- 2

يمكن تمثيل دالة الكثافة الاحتمالية للمتغ��ة العشوائية المتقطعة بيانيا برسم محور�ن متعامدين وتمثيل قيم 

المتغ��   قيم  من  قيمة  �ل  رفع  ثم  العمودي  ا��ور  ع��  الاحتمالات  وتمثيل  الافقي  ا��ور  ع��  العشوا�ي  المتغ�� 

  بارتفاع الاحتمال المناظر ل�ا. 

 مثال: 

العشوا�ي    للمتغ��  الاحتمالية  الكثافة  دالة  نقدية    تمثيل  قطعة  القاء  عند  الظا�رة  الصور  عدد  يمثل  الذي 

  مرت�ن.

  

 للمتغ��ة العشوائية المتقطعة:  دالة التوز�ع   -  3- 1- 2

تب�ن احتمال أن  الدالة تق�س أو  ال�س��، و�ذه  التكرار المتجمع الصاعد  المبدأ  التوز�ع �شبھ من حيث  ان دالة 

  يأخذ متغ�� عشوا�ي ما قيمة أصغر أو �ساوي قيمة أو مقدار محددا. 
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احتمالية    �ان    إذا بدالة كثافة  أن    متغ��ا عشوائيا  احتمال   �� العشوا�ي  المتغ��  ل�ذا  التوز�ع  دالة  فان 

  و�ع�� ع��ا بالصيغة الر�اضية التالية:  المتغ�� العشوا�ي يأخذ قيمة أقل من أو �ساوي قيمة معينة  

 

  كما ي��:  و�مكن است�تاج دالة التوز�ع من دالة الكثافة الاحتمالية  

 

  كما ي��:  يمكن �عر�ف�ا ضمن ا��ال     تأخذ عددا من��يا من القيم فان فاذا �انت  

 

  : 1ملاحظة

  تتم�� دالة التوز�ع با��صائص التالية: 

  .  فإن:   م��ايدة دوما أي إذا �ان لدينا:    ت�ون دالة التوز�ع   - 

 -   

  فإن:  دالة التوز�ع للمتغ�� العشوا�ي   إذا �انت  : 2ملاحظة

  

  الذي يمثل عدد الصور الظا�رة عند القاء قطعة نقدية مرت�ن. أوجد دالة التوز�ع للمتغ�� العشوا�ي   مثال:

  كما ي��: جدول التوز�ع الاحتما�� لـــ لدينا: 

 
        

1 

      
 

  يمكن ادراج�ا كما ي��: و�التا�� فان دالة التوز�ع  
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  و��ون التمثيل البيا�ي لدالة التوز�ع كما ي��: 

  

نلاحظ من الش�ل البيا�ي أن دالة التوز�ع للمتغ��ة العشوائية المتقطعة تأخذ ش�ل سلم، و�� لا ت�ون متناقصة  

  .  ��1 أي مجال، وأك�� قيمة ممكنة ل�ا ��

         المتغ�� العشوا�ي المتصل  :   2- 2

من أجل المتغ�� العشوا�ي المستمر أو المتصل �و ذلك المتغ�� الذي يأخذ قيما غ�� محدودة داخل مجال �غ��ه،  

  ن وحدات قياس المتغ��ة المستمرة ت�ون مستمرة �الزمن، الوزن، المسافة. نأخذ مثال عل��ا: إ�ذا ف

 الدخل الش�ري لأحد الأ��اص؛ -

 النفقات اليومية ��موعة من الأسر خلال ف��ة زمنية معينة. -

 طالب �� تخصص مع�ن؛  20أطوال  -

  طلبة �� مقياس مع�ن. 10علامات  -

  المتغ��.وتحسب الاحتمالات للمتغ�� المتصل باستخدام المساحات تحت منح�� الدالة أو  

 التوز�ع الاحتما�� للمتغ��ة العشوائية المستمرة (المتصلة):  - 1- 2- 2
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  �عر�ف التوز�ع الاحتما�� للمتغ��ة العشوائية المستمرة:  

المتغ��ة العشوائية المستمرة والاحتمالات الم��قة       ال�� يمكن أن تأخذ�ا  القيم  توز�عا   ��ا و�س���و مجموعة 

ك�ذا بدالة الكثافة الاحتمالية، بحيث أن المساحة تحت �ذا التوز�ع �عطي الاحتمالات المناظرة للمجالات التا�عة 

�عطي احتمالا أن المتغ��    a<bحيث    bا��    aل�ا ع�� ا��ور الأفقي، حيث أن ت�امل دالة الكثافة الاحتمالية من  

ودونھ لن ي�ون معرفا، وتكتب دالة الكثافة الاحتمالية للمتغ��ة  ،  bا��    aالعشوا�ي سيأخذ أي قيمة �� ا��ال من  

  العشوائية المستمرة ع�� الش�ل التا��: 

 

، انطلاقا من �ذا التعر�ف يمكننا أن نحسب قيمة الاحتمالات لأي مجال جز�ي ي�ت�� ا�� مجال التعر�ف  

  .�و ا��ال ا��ز�ي من مجال التعر�ف أي:   فاذا �ان  

                                           ن:  إف

  :من خلال الش�ل البيا�ي الموا��و�مكن تمثيل �ذا التوز�ع بيانيا 

    

  

  : ب�ن ا��ط�ن  حيث �عكس �ذا الاحتمال المساحة ا��صورة تحت المنح�� 

  .وَ    

  مثال: 

  لتكن لديك دالة الكثافة الاحتمالية التالية: 
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  حساب الاحتمال التا��   المطلوب:

 

  خصائص دالة الكثافة الاحتمالية للمتغ��ة العشوائية المستمرة:   

  :بمع�� أن الاحتمال المقابل لأي مجال جز�ي ي�ون موجبا. ا��اصية الاو�� 

   :بمع�� أن ت�امل دالة الكثافة الاحتمالية من اول مجال التعر�ف ا��  ا��اصية الثانية

 .1آخره �ساوي 

   أي:    �0ساوي    القيمة ا��ددة    ا��اصية الثالثة: احتمال أن تأخذ المتغ��ة العشوائية المستمرة        

  

  مثال:  

  لدينا التوز�ع الاحتما�� التا��:

  

 

  المطلوب: 

 أث�ت أن �ذا التوز�ع الاحتما�� �و دالة كثافة احتمالية.  -

  أحسب:   -

  ا��ل:

  ح�� ي�ون �ذا التوز�ع دالة كثافة احتمالية يجب أن يتحقق الشرط�ن التالي�ن (ا��اصية الأو�� والثانية): 

  

   

  ونأخذ مثلا:  ي�ت�� إ�� ا��ال   محقق دوما وذلك م�ما �ان المتغ��    أن نلاحظ
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                    و�مكن أن نلاحظ ذلك بيانيا كما ي��:

  

 بال�سبة للشرط:    

  

  

  نلاحظ أن الشرط�ن محقق�ن ومنھ �ذا التوز�ع فعلا دالة كثافة احتمالية. 

  حساب:  - 

 

  

  

  للمتغ��ة العشوائية المستمرة:  دالة التوز�ع   - 2- 2- 2 

  �عر�ف�ا:  
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  �عرف دالة التوز�ع للمتغ��ة العشوائية المستمرة كما ي��:

 

  و�مكن توضيح�ا بيانيا من خلال الش�ل البيا�ي التا��: 

  

  خواص�ا: 

  تتم�� دالة التوز�ع للمتغ��ة العشوائية المستمرة با��واص التالية: 

  ،   حيث أن. 

  فان ، أي أن ل�ل دالة م��ايدة بال�سبة للمتغ�� العشوا�ي   الدالة          

  

   فان:                       اذا �ان 

   دالة التوز�ع للمتغ�� العشوا�ي المستمر فان:  اذا �انت �� 

  

داخل مجال مع�ن ول�ذا فانھ يمكن حساب    �� حالة المتغ��ة العشوائية المستمرة ��تم بحساب احتمال أن تقع  

  �ذا الاحتمال باستعمال دالة التوز�ع عوضا عن حساب الت�امل. 

  فان: مجال جز�ي من مجال التعر�ف   بفرض أن  

  

  مثال: 

 

 

   تحديد دالة التوز�ع: 
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   باستعمال دالة التوز�ع: حساب الاحتمال 

  

  :)قاعدة لاي�ن��(ودالة التوز�ع  العلاقة ب�ن دالة الكثافة الاحتمالية  - 3- 2- 2

�ذه   العامةتدل  الر�اضية  الاحتمالية    القاعدة  الكثافة  دالة  الا   �� ما  التوز�ع  دالة  مشتقة  أن  ع�� 

  أي:

  ودالة الكثافة الاحتمالية ما �� الا تفاضل دالة التوز�ع:  

  مثال: 

  لتكن لديك دالة التوز�ع التالية: 

 

  : ايجاد دالة الكثافة الاحتمالية  المطلوب

  

  ومنھ:  

  

  المم��ات العددية للمتغ��ات العشوائية:  - 3

بدقة         تحدده  وال��  العشوا�ي  للمتغ��  المم��ة  العددية  القيم  ا�� معرفة �عض  الأحيان  �عض   �� ومن   نحتاج 

  خلال�ا يتم معرفة ا��طوط الرئ�سية للتوز�ع محل الدراسة.

  (الأمل الر�ا���)  الر�ا���  التوقع   - 1- 3
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للمتغ��       الر�ا���  والتوقع  الاحتما��،  التوز�ع  مركز  لوصف  استخداما  العددية  المم��ات  وأ�م  أك��  من  �عت�� 

�و عبارة عن وسط حسا�ي مثقل بالقيم الاحتمالية المتعلقة بقيم �ذا المتغ�� العشوا�ي، و�رمز لھ    العشوا�ي  

 .بالرمز  

وال�� تقابل�ا الاحتمالات الموالية:   الذي يأخذ القيم التالية     ليكن لدينا المتغ�� العشوا�ي  

للمتغ�� العشوا�ي     القيمة المتوسطة  التوقع الر�ا��� أو الأمل الر�ا��� أو  والذي    �عرف 

  أو بالعلاقة التالية:  نرمز لھ بالرمز  

 

                فإن: و�ما أن:  

  التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي المتقطع:  - 1- 1- 3

 �عرف التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي المتقطع بالصيغة الر�اضية التالية:

  

  مثال: 

  ما�و العدد المتوقع لظ�ور الصورة عند رمي قطعة نقدية مرت�ن. 

  لدينا جدول التوز�ع الاحتما�� لعدد مرات ظ�ور الصورة كما ي��: 

 
        

1 

      
 

1  

  

0 
 

 

  التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي المستمر:  -  2- 1- 3

  �عرف التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي المستمر بالصيغة الر�اضية التالية:
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  مثال: 

  لدينا دالة الكثافة الاحتمالية التالية: 

 

 المطلوب: حساب   -

 

  خصائص التوقع الر�ا���:  - 3- 1- 3

  ا��اصية الأو��: 

  متغ�� عشوا�ي موجب فان:   ذا �ان  إ

 ا��اصية الثانية: 

 التوقع الر�ا��� لعدد ثابت �ساوي الثابت نفسھ أي:  

  ال���ان: 

�ان         الثابتة    اذا  القيمة  يأخذ  عشوائيا  بالصيغة    متغ��ا  �عطى  الاحتمالية  كثافتة  دالة 

  فإن من �عر�ف التوقع الر�ا��� نحصل ع��:   ، حيث 

 

 

 

                   ، إذن:ولدينا :  

 ا��اصية الثالثة:
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�� ثابت التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي      التوقع الر�ا��� لمتغ�� عشوا�ي مضرو�ا   �� �ساوي الثابت مضرو�ا 

  أي:  

  ال���ان: 

دالة كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة   متغ��ا عشوائيا يأخذ القيم التالية:    اذا �ان        

 .ونحسب التوقع الر�ا���   ، نقوم بضرب قيم �ذا المتغ�� �� الثابث  

  

  

  ا��اصية الرا�عة:

 التوقع الر�ا��� للتوقع الر�ا��� �ساوي التوقع الر�ا��� نفسھ أي:  

  ال���ان: 

�ساوي  الثابتة  للقيمة  الر�ا���  التوقع  فإن  عشوائية،  قيمة  ول�ست  ثابتة  قيمة  يمثل  الر�ا���  التوقع  أن  بما 

  القيمة الثابتة نفس�ا وذلك وفقا ل��اصية الثانية من خواص التوقع الر�ا���.

  ا��اصية ا��امسة:

  :  متغ��ين عشوائي�ن مستقل�ن فان و  �ان لدينا   إذا

  ال���ان: 

  متغ��ين عشوائي�ن مستقل�ن حيث: و   ليكن لدينا  

  .كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة  ودالة يأخذ القيم التالية:   

 .كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة  ودالة يأخذ القيم التالية:   

  إذن من �عر�ف التوقع الر�ا��� نجد: 
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  �عميم �ذه ا��اصية ع�� عدة متغ��ات عشوائية مستقلة، وذلك كما ي��: ملاحظة: يمكن

  

 ا��اصية السادسة: 

ا�� التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي مضافا اليھ  التوقع الر�ا��� ��موع متغ�� عشوا�ي ومقدار ثابت �ساوي 

  المقدار الثابت أي:  

  ال���ان: 

دالة كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة    التالية:    القيممتغ��ا عشوائيا يأخذ    اذا �ان  

 .لقيم �ذا المتغ�� ونحسب التوقع الر�ا���  ، نقوم بإضافة مقدار ثابت  

+ 

  ا��اصية السا�عة: 

أي:   الر�ا���  توقع�ا  ب�ن  (الفرق)  مجموع  �ساوي  عشوائي�ن  متغ��ين  ب�ن  (الفرق)  ��موع  الر�ا���  التوقع 

  

  ال���ان: 

  :عشوائي�ن حيث متغ��ينو   ليكن لدينا  

  .كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة  ودالة يأخذ القيم التالية:   

 .كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة  ودالة يأخذ القيم التالية:   

  إذن من �عر�ف التوقع الر�ا��� نجد: 

  

  ولدينا: 

 

 وال�� �ساوي   �� دالة �امشية للمتغ�� العشوا�ي    حيث أن:  
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  ولدينا:  

 

 وال�� �ساوي   �� دالة �امشية للمتغ�� العشوا�ي    حيث أن:  

  ومن ذلك ي�تج لدينا:

 

 و�نفس الطر�قة يمكن اثبات أن :

                                                                     

  ملاحظة: 

  وذلك كما ي��:  عشوائية،يمكن �عميم �ذه ا��اصية ع�� عدة متغ��ات 

  

  مثال: 

  توز�عھ الاحتما�� �عطى من خلال ا��دول التا��:   ليكن لدينا المتغ�� العشوا�ي المتقطع  

4  3  2  1  0  
  

0.1  0.3  0.1  0.3  0.2  
  

  : المطلوب

 .أحسب التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي   -

 حيث:    أحسب التوقع الر�ا��� للمتغ��ات  -

  
 ا��ل:

  :حساب التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي  

 
  للمتغ��ات  حساب التوقع الر�ا���

  انطلاقا من خواص التوقع الر�ا��� نجد:  
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  التباين والانحراف المعياري:  - 2- 3

للمتغ��ات   المم��ة  والقيم  المقاي�س  �أحد  الر�ا���)  (الأمل  الر�ا���  التوقع  ا��  السابقة  الفقرة   �� تطرقنا 

التوز�ع  صفات  لتحديد  �ا��  غ��  المقياس  �ذا  أن  الا  الاحتما��،  التوز�ع  مركز  لنا  تصف  وال��  العشوائية، 

من   بد  لا  لذا  مختلفان،  أ��ما  إلا  الر�ا���  التوقع  نفس  ل�ما  احتماليان  توز�عان  لدينا  ي�ون  فر�ما  الاحتما��، 

استعمال مقاي�س أخرى تب�ن مدى التفاوت وال�ش�ت ب�ن قيم التوز�ع الاحتما��، وتد�� �ذه المقاي�س " مقاي�س  

  ال�ش�ت" وال�� من أ�م�ا وأك���ا استخداما التباين والانحراف المعياري. 

  �عر�ف التباين والانحراف المعياري: 

  و�رمز لھ بالرمز    عن توقعھ الر�ا��� ب�باين    يد�� التوقع الر�ا��� لمر�ع انحراف قيم المتغ�� العشوا�ي  

  أي:  

 

  أي:   ف�و عبارة عن ا��ذر ال��بي�� لتباين المتغ�� العشوا�ي   أما الانحراف المعياري والذي نرمز لھ بالرمز  

  

  باعتماد �عر�ف وخواص التوقع الر�ا��� نجد:

  

    

                        

                         

                 

                

               

  حالة متغ�� عشوا�ي متقطع:  -  
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 تباين المتغ�� العشوا�ي المتقطع �عطى بالصيغة الر�اضية التالية: 

 

  مثال: 

  عدد مرات ظ�ور الصورة.    نقوم برمي قطعة نقدية ثلاث مرات متتالية، و�عرف المتغ�� العشوا�ي  

  المطلوب: 

    حدد التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي   - 

  أحسب التوقع الر�ا���. - 

  احسب التباين والانحراف المعياري. - 

 

  ا��ل:

  تحديد فراغ إم�انات التجر�ة:

 

 

  

  ومنھ لدينا جدول التوز�ع الاحتما�� لعدد مرات ظ�ور الصورة كما ي��: 

 

3 
        

1 

       
 

   

   

0 
 

3 

   

0  
 

  حساب التوقع الر�ا���:



 د. تجاني محمد العيد    جامعة الشهيد حمه لخضر الوادي                    لطلبة السنة الثانية ليسانس                      3إحصاء محاضرات في مقياس 

 

85 
 

 

  حساب التباين والانحراف المعياري:

           

  

  حالة متغ�� عشوا�ي مستمر: - 

  تباين المتغ�� العشوا�ي المستمر �عطى بالصيغة الر�اضية التالية: 

 

  مثال: 

  اذا �ان لدينا التوز�ع الاحتما�� التا��:

  

  المطلوب: 

 أوجد التوقع الر�ا��� ل�ذا التوز�ع.  -

 أوجد التباين والانحراف المعياري. -

  ا��ل:

  حساب التوقع الر�ا���:

  

  حساب التباين والانحراف المعياري:
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 خواص التباين: 

  ا��اصية الأو��: 

  . أي:   0تباين العدد الثابت �ساوي  

  ال���ان: 

، دالة كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة   الثابتة   القيمة متغ��ا عشوائيا يأخذ  �ان   إذا       

  فإن من �عر�ف التباين نحصل ع��:   حيث  

 

  ومن خواص التوقع الر�ا��� �علم أن التوقع الر�ا��� للمقدار الثابت �ساوي الثابت نفسھ و�التا�� لدينا: 

- 

  ا��اصية الثانية: 

ثابت   �عدد  مضرو�ا  عشوا�ي  متغ��  أي:    تباين  العشوا�ي  المتغ��  تباين   �� مضرو�ا  الثابت  مر�ع  �ساوي 

   

  

  

  ال���ان: 

دالة كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة   متغ��ا عشوائيا يأخذ القيم التالية:    �ان    إذا       

 .ونحسب التباين   ، نقوم بضرب قيم �ذا المتغ�� �� الثابث  

 

  بتطبيق ا��اصية الثالثة من خواص التوقع الر�ا��� نجد:
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  ا��اصية الثالثة:

  �ساوي تباين المتغ�� العشوا�ي نفسھ (أي أن التباين لا يتغ��) ونكتب:          تباين متغ�� عشوا�ي زائد عدد ثابت  

                                 

  ال���ان: 

التالية:    �ان    إذا القيم  يأخذ  عشوائيا  بالصيغة   متغ��ا  �عطى  الاحتمالية  كثافتة  دالة 

  .لقيم �ذا المتغ�� ونحسب التباين   ، نقوم بإضافة مقدار ثابت  

 

 

  ا��اصية الرا�عة:

 تباين مجموع متغ��ين عشوائي�ن مستقل�ن �ساوي ا�� مجموع تباي��ما أي: 

                                                                      

  ال���ان: 

  :عشوائي�ن حيثمتغ��ين و   ليكن لدينا  

  .كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة  ودالة يأخذ القيم التالية:   

 .كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة  ودالة يأخذ القيم التالية:   

  إذن من �عر�ف التباين لدينا:

  

  بتطبيق ا��اصية السا�عة من خواص التوقع الر�ا��� يمكن كتابة التباين وفقا للصيغة التالية: 

  

  

  نحاول ت�سيط �ذه العلاقة كما ي��: 
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ا��د:   أن  أن   نلاحظ  �علم  ونحن  التباين،  تمام  صيغة  يمثل  لأنھ  الصفر  �ساوي 

  مستقلت�ن وعليھ نجد:  عندما ت�ون كلا من    

  

  

 

  كما ي��: مستقل�نيمكن �عميم �ذه ا��اصية ع�� أك�� من متغ��ين عشوائي�ن ملاحظة: 

  

  العزوم: 

لمتغ��   والعزم  والتفرطح  والالتواء  ال�ش�ت،  لقياس  عادة  الأصل   �� ف��يا�ي  مف�وم  تمثل  وال��  العزوم  �ستخدم 

عشوا�ي �و �عميم للمم��ات العددية لھ، و�عد العزوم من تطبيقات التوقع الر�ا��� وذلك ل�و��ا �عرف بدلالة 

  التوقع الر�ا���. و�مكن أن نم�� ب�ن نوع�ن من العزوم �سيطة ومركبة. 

  العزوم ال�سيطة (الابتدائية):

ا��    بأنھ التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي    للمتغ�� العشوا�ي    �عرف العزم ال�سيط من الدرجة   مرفوعة 

  ، و�عطى بالصيغة التالية:  حيث    .القوة 

 

  العزم ال�سيط للمتغ�� العشوا�ي المتقطع: 

�ان   التالية:    إذا  القيم  يأخذ  متقطع  عشوا�ي  �عطى   ودالة  متغ��  الاحتمالية  كثافتة 

  ، �عطى بالصيغة التالية: العزم ال�سيط من الدرجة   فإن بالصيغة  

  

  مثال:  

  احسب العزم الأو�� (ال�سيط) من الدرجة الثالثة للتوز�ع الاحتما�� التا��:
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3  2  1    

0.5  0.2  0.3    

  ا��ل:

  أي:  لدينا:  

  

  ومنھ: 

 

3  2  1  
  

1 0.5  0.2  0.3  
  

/ 27 8 1 
 

15.4 13.5 1.6 0.3  

  

  العزم ال�سيط للمتغ�� العشوا�ي المستمر: 

�ان    مستمر    إذا  عشوا�ي  بالصيغة  ودالةمتغ��  �عطى  الاحتمالية  العزم   فإن    :كثافتة 

  ، �عطى بالصيغة التالية: ال�سيط من الدرجة  

  

 مثال:  

  ليكن لدينا التوز�ع الاحتما�� التا��:

 

  أحسب العزم ال�سيط من الدرجة الثالثة. المطلوب: 

  ا��ل:
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  أي:  لدينا:  

  

  ومنھ: 

  

  ملاحظة: 

                                   فإن: عندما ت�ون  

                     فإن:                     عندما ت�ون  

  أي أن العزم الابتدا�ي من الدرجة الأو�� ما �و إلا التوقع الر�ا��� للمتغ�� العشوا�ي  

  العزوم المركز�ة: 

الدرجة   العزم المركزي من  العشوا�ي    �عرف  الر�ا��� لانحراف �ل قيمة من    للمتغ��  التوقع  بأنھ عبارة عن 

القوة   إ��  الر�ا��� مرفوعة  توقع�ا  العشوا�ي عن  المتغ��  بالصيغة  حيث    .  قيم  ، و�عطى 

 التالية: 

 

  العزم المركزي للمتغ�� العشوا�ي المتقطع: 

�ان   التالية:    إذا  القيم  يأخذ  متقطع  عشوا�ي  �عطى   ودالة  متغ��  الاحتمالية  كثافتة 

  ، �عطى بالصيغة التالية: العزم المركزي من الدرجة   فإن بالصيغة  

  

  مثال: 

  احسب العزم المركزي (ال�سيط) من الدرجة الرا�عة للتوز�ع الاحتما�� التا��:

3  2  1  0 
  

0.2  0.4  0.2  0.2 
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  ا��ل:

  أي أن:           لدينا:  

∑ 3  2  1  0 
  

1  0.2  0.4  0.2  0.2 
  

1.6  0.6  0.8  0.2  0   

/  1.4  0.4  -0.6  -1.6  
 

/  3.841 0.025 0.129 6.553 
 

2.113 0.768 0.01 0.025 1.310 
 

  ومنھ:  

  العزم ال�سيط للمتغ�� العشوا�ي المستمر: 

�ان   بالصيغة  مستمر ودالةمتغ�� عشوا�ي    إذا  �عطى  الاحتمالية    فإن     التالية:    كثافتة 

 ، �عطى بالصيغة التالية: العزم ال�سيط من الدرجة  

  

  ليكن لدينا التوز�ع الاحتما�� التا��:مثال: 

 

  أحسب التوقع الر�ا��� ل�ذا التوز�ع  - المطلوب: 

  أحسب العزم المركزي من الدرجة الثانية.  -  

  ا��ل:

  حساب التوقع الر�ا���: -

  

 حساب العزم المركزي من الدرجة الثانية  -
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  أي:  لدينا:  

  

  ملاحظة: 

                        فإن: عندما ت�ون  

  فإن: عندما ت�ون  

               

                                                

  فإن: عندما ت�ون  

 

   

  العلاقة ب�ن العزوم ال�سيطة والعزوم المركز�ة:

 توجد علاقة ب�ن العزوم الابتدائية والعزوم المركز�ة يمكن إعطا��ا من خلال الصيغ الر�اضية التالية: 

  

  

   

  

  

  

  

  

  الدالة المولدة للعزوم: 
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الصعب   من  ي�ون  وأحيانا  متكررة  ت�امل  أو  جمع  عمليات  إ��  يحتاج  العزوم  حساب  أن  المسائل  �عض   �� نجد 

حسا��ا بالطرق العادية. و�و ما يتطلب طر�قة أخرى ��ساب العزوم عن طر�ق دالة �س�� الدالة المولدة للعزوم 

يمكن  و�عد ذلك  ومباشرا  س�لا  ي�ون حسا��ا  وأحيانا  واحدة  جمع  أو  ت�امل  عملية  إجراء  إ��  و�� تحتاج فقط 

  توليد العزوم من �ذه الدالة بتفاضل�ا أو إيجاد مف�وك�ا. 

  �عر�ف الدالة المولدة للعزوم:

للعزوم المولدة  الدالة  العشوا�ي    �عرف  الش�ل    للمتغ��  للدالة من  الر�ا���  التوقع  وال��  بأنھ عبارة عن   .

  �عطى بالصيغة الر�اضية التالية: 

 

  : عدد حقيقي.حيث   

  الدالة المولدة للعزوم للمتغ�� العشوا�ي المتقطع: 

�ان   التالية:    إذا  القيم  يأخذ  متقطع  عشوا�ي  �عطى   متغ��  الاحتمالية  كثافتة  دالة  و 

  الدالة المولدة للعزوم ل�ذا المتغ�� �عطى بالصيغة التالية:  فإن بالصيغة  

 

  الدالة المولدة للعزوم للمتغ�� العشوا�ي المستمر: 

  فإن     التالية:    متغ�� عشوا�ي مستمر  و دالة كثافتة الاحتمالية �عطى بالصيغة  إذا �ان  

 الدالة المولدة للعزوم ل�ذا المتغ�� �عطى بالصيغة التالية: 

  

للعزوم  ملاحظة:   ثابت موجب    للمتغ�� العشوا�ي    نقول أن الدالة المولدة  موجودة إذا �ان يوجد عدد 

 .من��ية ل�ل   بحيث أن الدالة    وليكن  

  خواص الدالة المولدة للعزوم:

  ا��اصية الأو��: 

 فإن:   إذا �ان  

  ا��اصية الثانية: 
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  يمكن كتابتھ كما ي��: فإن الدالة المولدة للعزوم للمتغ�� العشوا�ي  إذا �ان لدينا:  

 

  إذن:                                                              

  ا��اصية الثالثة:

  متغ��ين عشوائي�ن مستقل�ن فإن:   و إذا �ان  

  و�مكن اثبات ذلك كما ي��:  

 

  ملاحظة: 

  من المتغ��ات العشوائية المستقلة �التا��: يمكن �عميم �ذه ا��اصية لأي عدد  

  

عدد   ��موع  للعزوم  المولدة  الدالة  أن  الدوال    أي  ضرب  حاصل  �ساوي  المستقلة  العشوائية  المتغ��ات  من 

  المولدة للعزوم ل�ل م��ا. 

  ا��اصية الرا�عة:

المولدة للعزوم ��موع �ذه   المولدة للعزوم، فإن الدالة  الدالة  ل�ا نفس  المتغ��ات العشوائية المستقلة  إذا �انت 

  المتغ��ات العشوائية المستقلة �عطى بالصيغة التالية: 

  

  متباينة أو م��ا��ة ش�ب�شيف:  - 4

الرو���   الر�ا���  العالم  إ��  ترجع  مش�ورة  م��ا��ة  أو  متباينة  نظر�ة    chebyshevتوجد   �� م�ما  دورا  تلعب 

  الاحتمالات، إذ �ستخدم �ذه النظر�ة �� قياس ال�ش�ت حول التوقع الر�ا���. 

موجودة فإ��ما لا �عطيان معلومات �افية عن    موجودة وكذلك     متغ��ا عشوائيا و�انت    إذا �ان

�ذا المتغ�� العشوا�ي، ولكن يمكن وضع تخم�ن عن �عض خواصھ وال�� من الممكن أن ي�ون مفيد، �ذا التخم�ن 

  ي�ون من خلال استخدام متباينة ش�ب�شيف. 
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الاحتمالية   الكثافة  دالة  عرفنا  إذا  أنھ  �علم  أخرى  ج�ة  العشوا�ي  من  حساب    للمتغ��  �ستطيع  فإننا 

فإننا لا �ستطيع معرفة     و  التباين والتوقع الر�ا���، ولكن العكس غ�� ��يح بمع�� إذا كنا �عرف  

و�التا�� لا يمكن حساب الاحتمالات. إلا أنھ يمكننا حساب حد أع�� أو حد   التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي  

  ل�ذه الاحتمالات وذلك باستخدام متباينة ش�ب�شيف. أد�ي

 �عر�ف متباينة ش�ب�شيف: 

ت�ون     ، فإنھ لأي عدد حقيقي موجب  وانحرافھ المعياري    متغ�� عشوا�ي توقعھ الر�ا���    إذا �ان  

  العلاقة التالية ��يحة: 

 

  يمكن كتابة العلاقة السابقة وفقا للصيغة التالية:  بوضع : 

 

  أو �عبارة أخرى: 

 

  �س�� �ذه العلاقة بمتباينة أو م��ا��ة ش�ب�شيف. 

انحراف معياري �و    بأقل من    قيمة تختلف عن التوقع الر�ا���     أي أن احتمال أن يأخذ المتغ�� العشوا�ي  

ع�� الأقل من المساحة تحت    . و�لغة �ندسية نقول �� حالة متغ�� عشوا�ي متقطع أن  ع�� الأقل  

من    . و�� حالة متغ�� عشوا�ي مستمر نقول أن مالا يقل عن   و   مدرج الاحتمال واقع ب�ن  

  . و المساحة تحت منح�� دالة الكثافة الاحتمالية واقع ب�ن  

  ال���ان: 

  نحاول ال���ان ع�� �ذه النظر�ة �� حالة �ون المتغ�� العشوا�ي مستمر 

  لدينا من �عر�ف التباين العلاقة التالية: 

 

  نقوم بتقسيم �ذا الت�امل ا�� ثلاثة أجزاء منفصلة كما ي��:
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  يصبح لدينا: 

 

  نلاحظ أنھ إذا قمنا بحذف ا��د الأوسط فإنھ ي�ون لدينا:

 

 نلاحظ أيضا أن:            حيث أن:

  فإن:   أو    عندما :  

  ) نجد:1بالتعو�ض �� العلاقة (

 

  نجد أن: بقسمة الم��ا��ة السابقة ع�� 

 

  ) ��يحة فإنھ �ستلزم أن ت�ون الم��ا��ة التالية ��يحة:2بما أن الم��ا��ة (

  

  و�استعمال المتمم نجد أن:  إذن

 

  و�و ما ي���ن م��ا��ة ش�ب�شيف. 

مستمر، ولك��ا ��يحة كذلك �� حالة     لقد قمنا باثبات ��ة �ذه الم��ا��ة �� حالة �ون المتغ�� العشوا�ي  

  المتغ��ات العشوائية المستمرة وال���ان عل��ا بنفس الطر�قة مع اس�بدال الت�امل با��موع. 
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  مثال:  

�ان   و�ذا    إذا  بومدين،  �واري  مطار  من  معينة  زمنية  فن��ة  خلال  ا��و�ة  الرحلات  عدد  يمثل  عشوا�ي  متغ�� 

ب�ن  2بانحراف معياري   18علمت أن متوسط عدد الرحلات �و   المتغ�� العشوا�ي  و    22، ما �و احتمال أن يقع 

14.  

  ا��ل:

نلاحظ �نا أننا لا �علم التوز�ع الذي ي�بعھ �ذا المتغ�� العشوا�ي، و�و ما يقودنا ا�� متباينة ش�ب�شيف ��ساب  

  �ذا الاحتمال.

  لدينا:

 

  بما �ساو�ھ نجد: و  بتعو�ض 

 

                   

                    

  نحصل ع��:  عند 

 

  . 0.75رحلة �و ع�� الأقل  22و 14أي أن احتمال أن ي�ون عدد الرحلات ب�ن 

  : 02مثال

غرام، باستخدام متباينة   16غرام بانحراف معياري  250إذا علمت أن متوسط أوزان عينة من منتوج مع�ن �و  

  غرام. 32ش�ب�شيف ما �و ا��د الأع�� لاحتمال أن ي�ون وزن منتوج من العينة أك�� من 

  ا��ل:

  من صيغة متباينة ش�ب�شيف لدينا:
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  :نحسب قيمة  

 

  أي أن:                                                         

  نظر�ة (قانون) الأعداد الكب��ة:  - 5

�� نظر�ة �ستخدم �� قياس التقارب الاحتما�� وتنص ع�� أنھ إذا قمنا بتجر�ة عشوائية   الكب��ة  نظر�ة الأعداد

�ش�ل مستقل عدد كب�� من المرات فإن الاحتمال الواق�� لوقوع حدث مع�ن يق��ب أو ي�اد ينطبق ع�� الاحتمال  

 المتحصل  الن�يجة  المتوسط ا��قيقي لعدد مرات تكرار التجر�ة العشوائية فإن  بحساب  أي أنھ إذا قمنا   المتوقع   

 القانون "  و�ما   الكب��ة،  الأعداد  قانون   من   رئ�سيان   نوعان  و�ناك.  المتوقعة  القيمة  من  قر�بة   ت�ون   أن   يجب  عل��ا

القانون الضعيف  "الكب��ة  للأعداد  القوي   القانون "  و"  الكب��ة  للأعداد  الضعيف وسوف نقتصر �نا فقط ع�� 

  للأعداد الكب��ة. 

  القانون الضعيف للأعداد الكب��ة:  1- 5

  حيث : إذا�انت لدينا متتالية من المتغ��ات العشوائية المستقلة 

المتغ��ات العشوائية تخضع    لأي عدد حقيقي موجب    فإنھ     المتتالية من  فإن �ذه 

  لقانون الأعداد الكب��ة الضعيف إذا حققت الشرط التا��:

  

  صيغة �ش�ب�شيف لقانون الأعداد الكب��ة الضعيف: 2- 5

لدينا   �ان  نفس    اذا  ول�ا  مث��  مث��  مستقلة  عشوائية  متغ��ات  متتالية 

  المتوسط ا��سا�ي والتباين فإنھ: 

  

  �ذه الصيغة يمكن كتاب��ا أيضا ع�� الش�ل التا��:
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  حيث أن:

  

 

  :نحسب التوقع الر�ا��� للمتوسط ا��سا�ي   ال���ان: 

 

  بما أن المتغ��ات العشوائية ل�ا نفس المتوسط ا��سا�ي أي أن: 

   

 

  :نحسب التباين للمتوسط ا��سا�ي  

 

  بالتعو�ض �� م��ا��ة �ش�ب�شيف نجد: 

 

  ومنھ ي�ون لدينا:   نلاحظ أن: 

 

الأعداد  قانون  ا��  �ش��  ال��  المطلو�ة  العلاقة  ع��  نحصل  فإننا  الواحد،  يتجاوز  أن  يمكن  لا  الاحتمال  أن  بما 

  الكب��ة الضعيف.

ما �و عدد المتغ��ات العشوائية المستقلة ال�� يمكن أخذ�ا إذا أردنا أن ي�ون لدينا ع�� الأقل احتمال مثال:    

  عن وسطھ ا��سا�ي ا��قيقي.  بأن الوسط ا��سا�ي ل�ذه المتغ��ات لن يختلف بأك�� من   0.95قدره

  �علم أن:  ا��ل: 
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  فإن:  بأخذ : 

 

  ومنھ: 

 

  فإن: �0.95و ع�� الأقل  وحيث أن الاحتمال

 

  تمار�ن محلولة 

  التمر�ن الأول: 

الواحدة تلوى الأخرى، و�مثل المتغ��    الإناء، ���ب كر�ت�ن من  05ا��    01كر�ات مرقمة من    05يحتوي اناء ع��  

  أك�� رقم ��ب من الاناء.  العشوا�ي 

  المطلوب:

 اذا �ان ال��ب بدون ارجاع. ع�ن التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي   - 1

 اذا �ان ال��ب مع ارجاع.  ع�ن التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي   - 2

  التمر�ن الثا�ي: 

الذي يمثل مجموع الرقم�ن   نرمي ز�ر�ي نرد متماثلت�ن مرة واحدة و�صفة عشوائية، و�عرف المتغ�� العشوا�ي   - أ

  الظا�ر�ن.

  المطلوب: 

 وطبيعتھ.                          حدد مجال �عر�ف   - 1

 ؟ تأكد أنھ دالة كثافة احتمالية.أحسب التوز�ع الاحتما�� لــ  - 2

 مثل بيانيا �ذا التوز�ع. - 3

 أحسب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري.  - 4

 ،  ، ،  أحسب الاحتمالات التالية:   - 5
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  الذي يمثل أك�� الن�يجت�ن الظا�رت�ن.  �عرف ع�� نفس التجر�ة العشوائية المتغ�� العشوا�ي  - ب

  المطلوب: 

 .) الموجود �� ا��زء أ والمتعلقة بالمتغ�� العشوا�ي 4،3،2،1أجب ع�� نفس الأسئلة( - 1

 ؟ ثم مثل�ا بيانيا. أوجد دالة التوز�ع الاحتمالية  - 2

 : ودالة التوز�ع الاحتمالية   )( أحسب الاحتمالية التالية باستعمال التوز�ع الاحتما��  - 3

     ، ،  ،.  

  التمر�ن الثالث: 

محفظة    م��ا    ��07  ا��فظة    04كتب  من  كتاب�ن  ���ب  بالر�اضيات،  خاصة  والبا��  بالإحصاء  خاصة  كتب 

  الذي يمثل عدد كتب الاحصاء الم��و�ة. و�طر�قة عشوائية و�عرف المتغ�� العشوا�ي  

  المطلوب: 

 ما�� طبيعة ونوع �ذا المتغ��؟ - 1

 ع�ن التوز�ع الاحتما�� ل�ذا المتغ��؟ تأكد أنھ دالة كثافة احتمالية. - 2

 ما �و احتمال أن ضمن الكتاب�ن الم��و��ن كتاب واحد ع�� الأقل خاص بالإحصاء.  - 3

 . ثم است�تج   ،، أحسب كلا من:   - 4

 .أوجد دالة التوز�ع الاحتمالية  - 5

  التمر�ن الرا�ع: 

  100متغ�� عشوا�ي مستمر يمثل أحد مبيعات المؤسسة �� اليوم الواحد، أق��� طاقة انتاجية ل�ا ��    ليكن  

  وحدة يوميا، ودالة الكثافة الاحتمالية معرفة كما ي��: 

 .  

  المطلوب: 

 �� فعلا دالة كثافة احتمالية.  تأكد أن   - 1

  40وحدة، ما ب�ن   50وحدة، يقل عن   95ما �و احتمال أن تحقق المؤسسة ��ما من المبيعات: يفوق  - 2

 وحدة؟  80و

 أحسب ا���م المتوسط اليومي للمبيعات والانحراف المعياري؟  - 3

 ثم أحسب الاحتمالات السابقة باستعمال �ذه الدالة؟  ،أوجد دالة التوز�ع   - 4

  ليكن لديك التوز�ع الاحتما�� التا��: ا��امس:   التمر�ن  
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  المطلوب:

 دالة كثافة احتمالية.  ح�� ت�ون  حدد قيمة الثابت   - 1

 . أحسب الاحتمال:   - 2

  أوجد دالة التوز�ع الاحتمالية  - 3

ــــــــول  ـــ ـــ   ا��لــ

  حل التمر�ن الأول:

  �� حالة ال��ب بدون ارجاع: التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي  - 1

  فضاء التجر�ة :

  

  

 

  

  

  كما ي��: ومنھ ي�ون التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي  

5  4  3  2  
  

    
 

  �� حالة ال��ب مع الارجاع: العشوا�ي التوز�ع الاحتما�� للمتغ��   - 3

  فضاء التجر�ة:  
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  كما ي��: ومنھ ي�ون التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي  

5  4  3  2  1  
  

     
 

  حل التمر�ن الثا�ي: 

  متغ�� عشوا�ي يمثل مجموع الرقم�ن الظا�ر�ن.  نرمي ز�ر�ي نرد،  - أ

  فضاء التجر�ة: 

  

 

  وطبيعتھ:  تحديد مجال المتغ�� العشوا�ي  - 1

 

  وطبيعتھ: متغ�� ك�� متقطع 

  :حساب التوز�ع الاحتما�� لــ  - 2

  نضع ا��دول التا�� ل�س�يل حساب الاحتمال: 

6  5  4  3  2  1    

7  6  5  4  3  2  1  

8  7  6  5  4  3  2  

9  8  7  6  5  4  3  
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10  9  8  7  6  5  4  

11  10  9  8  7  6  5  

12  11  10  9  8  7  6  

  كما ي��: ومنھ ي�ون التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي  

  

  

12  11  10  9  8  7  6  5  4  3  2  
  

           
 

 التأكد أن �ذا التوز�ع دالة كثافة احتمالية:  -

  ل�ي ت�ون �ذه التوز�ع دالة كثافة احتمالية يجب أن تحقق الشرط�ن: 

   

  

  لدينا:      

                  

  ومنھ فالشرط الأول محقق. 

 لدينا:  

  ومنھ فالشرط الثا�ي محقق، وعليھ ف�ذا التوز�ع �و دالة كثافة احتمالية. 

  حساب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري:  - 4

  الامل الر�ا���:

 

  التباين: 
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  حساب: 

 

  ومنھ:  

  

  حساب الاحتمالات: - 5

  

  الرقم�ن الظا�ر�ن. أك��متغ�� عشوا�ي يمثل  نرمي ز�ر�ي نرد،   - ب

  وطبيعتھ:  تحديد مجال المتغ�� العشوا�ي  - 1

 

  وطبيعتھ: متغ�� ك�� متقطع 

  :حساب التوز�ع الاحتما�� لــ  - 2

  نضع ا��دول التا�� ل�س�يل حساب الاحتمال: 

6  5  4  3  2  1    

6  5  4  3  2  1  1  

6  5  4  3  2  2  2  

6  5  4  3  3  3  3  

6  5  4  4  4  4  4  

6  5  5  5  5  5  5  

6  6  6  6  6  6  6  

  كما ي��: ومنھ ي�ون التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي  
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6  5  4  3  2  1  
  

      
 

 التأكد أن �ذا التوز�ع دالة كثافة احتمالية:  -

  ل�ي ت�ون �ذه التوز�ع دالة كثافة احتمالية يجب أن تحقق الشرط�ن: 

   

  

  لدينا:    

                                                  

  ومنھ فالشرط الأول محقق. 

  لدينا:

  

  ومنھ فالشرط الثا�ي محقق، وعليھ ف�ذا التوز�ع �و دالة كثافة احتمالية. 

  حساب الأمل الر�ا��� والانحراف المعياري: 

  الامل الر�ا���:

 

  التباين: 

 

  

  حساب: 

 

  ومنھ:  
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  :حساب دالة التوز�ع   - 2

 

  يمكن ادراج�ا كما ي��: و�التا�� فان دالة التوز�ع  

 

  حساب الاحتمالات: - 3

  باستعمال دالة الكثافة الاحتمالية: 

 

  باستعمال دالة التوز�ع: 

  

 

  

  حل التمر�ن الثالث: 

  طبيعة ونوع المتغ��: ك�� متقطع.  - 1

   التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي  - 2

  ��: قيم المتغ�� العشوا�ي  
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  كما ي��: ومنھ ي�ون التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي  

2  1  0  
 

   
 

  : بالإحصاءحساب احتمال أن ي�ون ضمن الكتاب�ن كتاب واحد ع�� الأقل خاص  - 3

 

  :حساب:   - 4

 

 

  است�تاج  

 

  ايجاد دالة التوز�ع:  - 5

 

  حل التمر�ن الرا�ع: 

  و   تحقق:   إذادالة كثافة احتمالية  ت�ون الدالة  
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  لدينا مجال التعر�ف �و:  

  و    ومنھ:  

  . دالة كثافة احتمالية ومنھ  

 حساب الاحتمالات:       - 

 

 

 

 حساب ا���م المتوسط اليومي للمبيعات والانحراف المعياري:  - 1

 
  

  

 

  

  ومنھ لدينا:    

                                                     

  ايجاد دالة التوز�ع:  - 2

 لدينا:  

 

 فان :  �ان اذا            : 

 فان :  �ان اذا  : 

 فان :  �ان اذا  : 
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  ومنھ:

  

  حساب الاحتمالات السابقة باستعمال دالة التوز�ع: 

 

  

  

  حل التمر�ن ا��امس: 

 دالة كثافة احتمالية:  ح�� ت�ون  تحديد قيمة الثابت  

  و   دالة كثافة احتمالية يجب تحقق:   ل�ي ت�ون الدالة  

 

  ومنھ:   

  ومنھ ل�ي ت�ون �ذه الدالة دالة كثافة احتمالية يجب أن ت�ون  

 حساب الاحتمال:   - 1

 
 ايجاد دالة التوز�ع:  - 2

 

 فان :  �ان اذا            : 

 فان :  �ان اذا  : 

 فان :  �ان اذا  : 
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  ومنھ:

  

  تمار�ن مق��حة

  التمر�ن الأول:  

  معطاة با��دول التا��:  للمتغ�� العشوا�ي   الاحتمالية الكثافةإذا �انت دالة 

1  0   -1  
  

      

  .أوجد قيمة   - المطلوب: 

 أوجد دالة الكثافة للمتغ��   -

  التمر�ن الثا�ي:  

كرات و�دون ارجاع.    3كرات سوداء. نختار عينة من الصندوق م�ونة من    9كرات حمراء،    4يحتوي صندوق ع��  

  . متغ�� عشوا�ي يمثل عدد الكرات ا��مراء إذا �ان  

  .أوجد دالة الكثافة الاحتمالية للمتغ�� العشوا�ي     المطلوب:

  التمر�ن الثالث: 

�� أحد الامتحانات الشفو�ة الم�ون من خمسة أسئلة، إذا �ان احتمال أن يجيب أحد الممتحن�ن ع�� أي سؤال  

متغ�� عشوا�ي يمثل عدد الأسئلة ال�� يجيب عل��ا الممتحن إجابات ��يحة    ، و�ان  .750اجابة ��يحة �و  

  قبل أول فشل لھ �� الإجابة.

  أوجد التوز�ع الاحتما�� للمتغ�� العشوا�ي   المطلوب:

  لتكن لديك دالة الكثافة التالية: التمر�ن الرا�ع: 
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 المطلوب 

  دالة كثافة احتمالية، ثم مثل�ا بيانيا.  بر�ن أن   . 1

  أوجد دالة التوز�ع للمتغ�� العشوا�ي.  . 2

 أحسب الاحتمالات التالية:   . 3

  لتكن لديك دالة الكثافة التالية: التمر�ن ا��امس: 

 

 المطلوب 

  دالة كثافة احتمالية، ثم مثل�ا بيانيا.  ح�� ت�ون     أوجد قيمة الثابت . 4

  أوجد دالة التوز�ع للمتغ�� العشوا�ي.  . 5

 أحسب الاحتمال:   . 6

  التمر�ن السادس:  

  متغ��ا عشوائيا مستمرا دالة توز�عھ يأخذ الش�ل التا��:  ليكن   

 

  المطلوب:

  مع حساب قيمة الثابت  أوجد دالة الكثافة الاحتمالية ،. 

  الاحتمال: أحسب 
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  الإحصائية ا��داول 

xnxx:   جدول التوز�ع ثنا�ي ا��دين
n qPCxXP  )(                 
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    جدول توز�ع بواسون:
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  جدول التوز�ع الطبي�� المعياري: 

  

  

  

  

 

  


