N°d'ordre
N° de série

A République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministere de I'Enseignement Superieur et de la
Recherche Scientifique

Université Echahid Harma Lakhdar -E-Oued

UNIVERSITE ECHAHID HAMMA LAKHDAR
EL OUED

FACULTE DESSCIENCES ET DE TECHNOLOGIE

Mémoire de fin d'étude

LICENCE ACADEMIQUE

Domaine: Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques
Spécialitié: Modélisation Mathématiques & simulation
Numérique
Theme

Méthodes directes pour la résolution des systemes

d'équations linéaires

Présenté par : HACHIA Kenza
GEUDDA Fathia
ZITOUNA ATTALLAH Fatima

Sous la supervision de :

Mr:BEGGAS Mohammed

Année universities:2014-2015



section

5/



MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA RECHERCHE
SCIENTIFIQUE
UNIVERSITE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE
HOUARI BOUMEDIENNE
FACULTE DES MATHEMATIQUES
Mémoire présenté pour ’obtention du diplome de Magister

mathématiques

Spécialité : Algébre et théorie des nombres

Par

CHARI

THEME

Jij

Soutenu publiquement, le devant le jury composé de
Mr. D. E. TENIOU Professeur

Mr. A. HEMINNA Maitre de Conférences
. Mr. K. LEMRABET Professeur
Mr. Maitre de Conférences LLL



Remerciements

Nous remercions tout d’abord notre Dieu clément qui nous a donné la puissance pour que
nous puissions terminer ce travail.

Qu’il nous soit permis de présenter ici nos remerciements a tout ce petit monde de
personnes qui ont rendu possible la présente étude et qui ont contribué a son élaboration
sous quelque forme que ce soit.

Nous tenons a dire notre reconnaissance envers le professeur:

BEGGAS MOHAMMED.

L’encadreur de ce mémoire, pour sa disponibilité, ses conseils avisés et ses relectures
attentives de ce travail.

Plus généralement, tout le personnel enseignant, du département de sciences et de tech-
nique

Tous les parents, connaissances et amies qui nous ont été un soutien moral tout au long
de notre formation.

Que tous ceux qui nous ont aidé de prés ou de loin, trouvent ici I'expression de notre
gratitude.

Tout ’ensemble des membres du département de mathématique de I’ université ECHAHID

HAMMA LAKHDAR EL OUED.



Notations générales

X vecteur .

A matrice .

AT matrice transposée .
At matrice inverse .

det(A) déterminant de la matrice A .

A* matrice hermitienne .
AP matrice adjoint .
I matrice unité .

M, (k) ensemble de matrices carrées .
Sij Cofacteur

E; ligne de la matrice

i
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Introduction générale

Introduction générale

L’analyse matricielle étudie deux problémes fondamentaux : ires ; L’inversion de matrice
ou la résolution de systéme linéaires.
Dans la pratique, pour trouver la solution a un probleme d’étude donné, on est souvent
amené a résoudre un systéme d’équations linéaires, selon le type du probléme, on aura le
choix entre plusieurs méthode.

Celles ci sont classées en deux cotégories :
1. Les méthode dites exactes
2. Les méthode itératives

Les méthodes de la premiére cotégorie qui fait 'objet de notre mémoire permettent de
calculer la solution aprés un nombre fini d’opérations de calcul.
Dans ce travail, nous présenterons certaines méthodes classiques les plus utilisées en

pratique :

1. la méthode de Cramer

2. la méthode de Gauss

3. la méthode de Gauss-Jordon
4. la méthode de cholesky

Ce mémoire est composé d’ une introduction et trois chapitres .

On introduit au premiére chapitre quelques notions et définitions de base concernant
I’analyse matricielle.

Quand au deuxiéme chapitre, il est consacré au descriptions des méthodes étudiées avec
la mise en évidence le nombre d’opérations effectuées par chaque méthode.

Dans le dernier chapitre, on va aborder des applications ot, en utilisant les méthodes
directes précédentes, en précisant les étapes qui nous meéne a la solution du systéme linéaire
proposé .

Finalement, ce mémoire se termine par conclusion et un résumé de notre travail.



Chapitre 1
Préliminaires

Introduction :

Ce chapitre est consacré a I'introduction de quelques notions fondamentales d’analyses
matriciels.

nous faisons également, un rappel du certains résultats que nous utiliserons dans le
les chapitre 2 et 3.

RAPPELS

1.1 Vecteur

on appelle vecteur x un élément de ’espace vectoriel R" surR C’est un ensemble d’éléments

de R souvent note des maniérs suivants :
X1

Tn
voir [5]

1.2 La Matrice

Définition 1.2.1 on se donne un corps k (en générale R ou C) on note par



1.2. La Matrice

aiy . . . Qip

am1 - - - Qmnp
la matrice a élément dans k ayant m lignes et n colonnes on note plus

simplement A=(a;;) .
On note M,,,, I’ensemble des matrices a m lignes et n colonnes.

voir [5]

1.2.1 Les divers matrices
la matrice rectangulaire

On appelle matrice rectangulaire de type mxn toute matrice formant un tableau rectan-

gulaire de m lignes et n colonnes.

Exemple 1.2.1

1 2
2 1 -1
A=] 0 1 B=
-2 3 1
-1 0

la matrice carrée

on appelle matrice carrée d’ordre n toute matrice formant un tableau carrée de n lignes

et n colonnes.

L3 1 2 0

Exemple 1.2.2 C= D=13 1 -1
2 4

2 2 3



1.2. La Matrice

La Matrice unité

La matrice unité d’ordre n est une matrice carrée d’ordre n dont les termes de la diagonale
principale sont a;; = 1, 1<i<n
Et tous les autres a;; = 01 #j. ie :
1 si i=]j

aij:
0 si i#j

Le matrice triangulaire

Une matrice carrée dont tous les termes au-dessous de la diagonale sont nuls est appelée

matrice triangulaire supérieure si (a;;) est une matrice triangulaire supérieure d’ordre n on

a donc :
11 A2 . Qip
0 929
0 .0 aum
0 st 1>
Aij = L )
#0 si 1<

De méme, les matrices triangulaires inférieures sont telles que :

a1 0 . 0
21 A22
[07%%} . . Apn

0 si i<

aij:
£0 si i>j

Matrice diagonale

c’est une matrice carrée telle que :
=0si Vi#]
#0siVi=]

aij =



1.2. La Matrice

Matrice par blocs

Une matrice par blocs A = (Aij) , 1<i<m , 1< 7 < n est une matrice dont
les entrées (a;;) sont des matrices au lieu d’étre des scalaires.

On doit toutefois respecter les deux regles suivantes :

1. Toutes les matrices d’'une méme ligne ( A;; avec 1< j < n ) ont

méme nombre de ligne.

2. Toutes les matrices d'une méme colonne ( A;; avec 1< i < m ) ont

méme nombre de colonnes . Ainsi, il existe des nombres entiers m; et n; tel que

A;; € Cmixmi
B C 15 8 1
Exemple 1.2.3 A= , telle que : B= ,C' = ,
C FE 3 2 5 1
1 -1 6
D — E=
4 2 3 1

Matrice bande

On dit qu’ une matrice A€ R™*" (ou C™*™ ) est une matrice bande si elle n’admet des
éléments non nuls que sur un "certain nombre" de diagonales autour de la diagonale prin-
cipale.

Plus précisément, on dit que A est une matrice bande-p inférieure si a;; = 0 quand

i < j +P et bande-q supérieure si a;; =0 quand j >~ 1+ q .

On appelle simplement matrice bande-p une matrice qu’ est bonde-p inférieure

et supérieure .

voir [5]
1 -1 0 O
2 3 =20
Exemple 1.2.4 A=
0 -3 1 4
0 0 3 2



1.2. La Matrice

1.2.2 opérations sur les matrices

soit A = (a;; ) et B = (' b;; ) deux matrices mxn sur k.

Matrices égales

On dit que A est égal a B, si a;; = b;; pouri =1,....... ;m, j = 1,......,n, on définit de plus les
opérations suivantes :

Somme de deux matrices

On appelle somme de matrices A et B la matrice C (mx n) sont coefficients

cij:aij—i—bij,i:l, ...... ,m,jzl, ...... ,H.[5]

1 -1 0 1 2 1

Exemple 1.2.5 A =2 3 2 , B=10 1 3
3 4 =2 -2 -2 1

1+1 —-14+2 0+1 21 1

A+B = 2+0 3+1 243 =12 4 5
3+(-2) 44+(-2) —-2+1 1 2 -1

Produit matriciel

Le produit d’une matrice A de taille (m, p) par une matrice B de taille (p, n) est la matrice

C(m, n) dont les coefficients sont donnés par :

p
Cy = ayby i=1l.m,j=l.n[5.
k=1

1 2 —1 1 20
Exemple 1.2.6 A=[3 0 0 , B=|3 6 8
1 4 1 4 2 1



1.2. La Matrice

Ix142x34+(-1)x4 1x2+2x6+(-1)x2 1x04+2x8+(—-1)x1
AxB=| 3x14+40x3+0x4 3Xx24+0%x6+0x2 3x0+0x8+0x1
1x1+3x4+1x4 1x2+4x6+1x%x2 1x0+4x8+1x1

3 12 15
= 3 6 0

17 28 33
voir [5]

Remarque 1.2.1 La multiplication de A par A\ € k est la matrice C(m X n) donc les

coefficients sont donnés par ¢;; = Aa;; , 1 = 1....... m,j=1... n.
1 -1 0 2 -2 0
Exemple 1.2.7 A=2 , A=12 3 2 |, M =4 6 4
3 4 =2 6 8 —4

1.2.3 les déterminants

Pour toute une matrice carrée A, on peut associer une quantité scalaire appelée déterminant

et noté det(A) ou |A| calculée par :
det(A):Z(—l)taUl A2y even pjn OU j1, J2,.....Jn T€présente une des n!

t=1
Permutations possibles des entiers 1,2, ...... N

La somme étant faite sur toutes les (a = n!) permutations possibles.

Pour une permutation de ji, jo, ...., J, on définit pour chaque produit a;7; , ....,a,j, le
nombre de transpositions requises pour arranger la séquence j; ja, ...... ,jn dans I'ordre naturel
1,2,......,n ce nombre de transpositions est noté t .

Mineur

Soit une matrice carrée A d’ordre n, si 'on supprime la i“"¢ ligne etla j*"¢ colonne le
déterminant de la matrice d’ordre (n — 1) obtenu est appelé mineur associé a 1’élément a;;
de la matrice A, on le note m;; un mineur de A dont les éléments diagonaux sont aussi des

éléments diagonaux de A est appelé “mineur principal” de A .



1.2. La Matrice

Cofacteur

Dans une matrice carrée A d’ordre n, on appelle cofacteur de I’élément a;; le terme
Sij=(=1)""mj;.

Calcul d’un déterminant

Le déterminant peut s’obtenir par I'intermédiaire des cofacteurs.
n

dét(A):ZaijSij (suivante la colonne j)

i=1
n

Ou dét(A):ZaijSij (suivant la ligne i), S;; étant le cofacteur de I’élément a;;.
j=1
voir [5]
ann a1z 413
Méthode(1) : A= ay a9 azs |

a31 daszz2 as3

aix Q12 Qi3 11 a2 @13 Al Q12
det(A) = | G21 Q22 Q23 [—| G21 G22 G23 Q21 a22
az1 asz 33 a31 dazz 33 aAz1 32

= (11022033 + G12G23031 + Q13021032 — A310A22013 — A32023011 — A330210A12

1 39
Exemple 1.2.8 A= 2 6 3
8 7 4
1 39 13913
det(A)=12 6 3[=126 3 2 6|=(10x6x4)+(3x3x8) +(9x2x7)
8§ 7 4 8§ 7 4 8 7

—(8x6x9)—(Tx3x1)—(4x3x2)= 244724126 —432—21 —24 = —225
Méthode(2) :
a1 Gr2 043
dét(A) = | ao1 Go2 G223 | = a11(a22a33 - a32a23) - Cl12(6L216L33 - a31a23)

az1 azz Ga33
+ay3(agiasey — asias)



1.2. La Matrice

1 2 =2
Exemple 1.2.9 A= 3 -1 0 ;
2 1 1
1 2 =2
dét(A)=| 3 -1 0 |=1x((-1)x1—-1x0)—2(3x1—-2x0)
2 1 1

+(-2)3x1-2x(-1))=-17
Proposition 1.2.1 soit A € M, (k) une matrice carrée d’ordre :

1. On ne modifie pas le déterminant de A en ajoutant & une colonne de A une combinaison

linéaire des autres colonnes.

2. Si A a deux colonnes identiques alors dét(A)=0 si on échange deux colonnes de A,

alors son déterminant est échangé en son apposé.

A B
3. Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs soit M= une matrice

0 C
triangulaire par blocs ot A et C sont des matrices carrées d’ordre respectif p et q on

. dét(M) = dét(A) x dét(O).

1.2.4 Transposée d’une matrice

On appelle transposée d’une matrice A = (a;; ) de type px q.La matrice B = (b;;)
de type gxp.Obtenue en échangeant lignes et colonnes de A : b;; = a;; .
voir [5]
t

4 1
Exemple 1.2.10 =
5 3 13

Corollaire 1.2.1 La transposition des matrice vérifie les formules :
1. (A+B)! = Al + B!

2. pour A € k.alors (AA)" = \(AY)



1.2. La Matrice

4. (AN = A

1.2.5 Matrice particuliers
La matrice adjointe

La matrice des cofacteurs C;; des éléments a;; d'un matrice A carrée, Ac R™" lorsqu’ elle
est transposée est appelé la matrice adjointe de A on note généralement cette matrice A”ou
encore adj (A) .

C11 - Cin

AP=adj (A)= [C;;]" = , adj (A) =CT  avec C =(Cy)

Proposition 1.2.2 APA = AAP =|A|I ou |A| est le déterminant de la matrice A

adj (AB) = adj (A) adj (B)

Matrice symétrique

C’est une matrice A carrée telle que : A = Al .

Matrice hermitienne

C’est une matrice A carrée telle que :
A=A"etk=C

Matrice définie positive (forme quadratique )

On appelle horme quadratique associée & la matrice A la forme :
Q(z) = 2'Ax
Une forme quadratique est dite définie positive si :

rtAz >0 Va # 0

10



1.2. La Matrice

Une matrice carrée est définie positive si la forme quadratique qui lui est associée est
définie positive.

voir [5]

1.2.6 Inverse d’une matrice:

Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible s’il existe une matrice carrée B d’ordre n
telle que BA = AB = I on dit que B est la matrice inverse de A et on note une matrice
qui n’est pas inversible est dit singuliére

-Si A est inversible sont inverse aussi inversible et(A~')™! = A de plus.

-Si A et B sont deux matrices inversibles d’ordre n leur produit AB est aussi inversible

tell que : (AB)™* = A~'B~1.

-Si A est une matrice inversible d’ordre n alors : A~! = detl( A)C’

ou C : transposée la matrice adjointe
- Une matrice carrée est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

- Une matrice carrée est inversible si et seulement si ses vecteur colonne sont linéairement

indépendant.
-Si A est inversible alors : déet(A™1) = m.
voir [1]
Exemple 1.2.11
1 2 -1
A=|01 2
1 2 3
1 2 0 2 0 1
dét(A) =1 —2 —1 —(3-4)—2(=2)—1(-1)=—-1+4+1
2 3 1 3 1 2

— 440

donc la matrice A est inversible car dét (A) # 0

11



1.2. La Matrice

12 0 2 0 1
2 3 13 12
3-4) —(-2) -1
, 2 —1| |1 -1 1 -1 @-4 -2
adi(A) = | - - = —6+2 G+ -2
2 3 13 0 2
(4+1) -2 1
2 —1 1 -1 12
12 0 2 0 1
1 2 -1 ~1 -8 5
| s o4 2|, gy = 2 o4 2|
5 -2 1 1 -2 1
1 -8 5 S -
A7V = (adj (A)) Jdét(A)=| 2 4 —2 [MA=| L1 1 =
-1 -2 1 T2

12



Chapitre 2

Les méthodes directes de résolution

de systémes linéaires

Introduction :

L’analyse matricielle étudie deux problémes fondamentaux :

L’inresion de matrices ou la résolution de systéme linéaires qui fait I’'objet des présent
chapitre.

Dans ce chapitre en va proposer quelques méthode directes qui nous conduit a une
solution en nombre fini d’étapes, et sous les erreurs d’arrondi, cette solution serait celle du

systeme.

2.1 systémes linéaires

On appelle systéme de p équations lineaires & n inconnues xi, Xg, X3, .cceeeeeennnn. Tn-

Une famille d’équations qui peut s’écrire sous la forme :

/

a11T1 + a12Ts + a13T3 + coveeennn. AT = b1
2171 + A922L2 + A23T3 + «eeuennenen. Aom Ly, — bg
Ap1T1 + ApoXo + 33 4+ coovnenn.l. AT = by,

\

13



2.1. systémes linéaires

ai; a1 ... QA1n bl T

a921 a9 ...... Aoy, bg )
A= B = X =

Al G2 oo U | by, | T |

Une solution de ce systéme_ est un vecteurX = (j)mx1 dont les composantes vérifient
simultanément toutes les équations du systeme.

On distingue divers type de systémes :

-systéme carré si m = n.

-systéme de Cramer si le systéme est carré et A est une matrice inversible.

-systeme homogeéne si B = 0.

-systéme impossible s’il n’admet aucune solution (équation incompation ).

-systéme compatible s’il admet au moins une solution.

-systéme indéterminé s’il admet plusieurs solution.

Théoréme 2.1.1 [}/ On va citer quelques résultats concernant lexister et l'unicité solution

du systéme (Q)

Si b appartient a l’espace engendré par les colonnes de A, alors le systéme (Q) admet au

moins une solution.

Théoréme 2.1.2 [}/ Une condition suffisante pour que le systéme (Q)) admet au moins
une solution est que les colonnes de A soient génératrices de RP, autrement dit, doit étre

surjective ou rang A =p [4].

Corollaire 2.1.1 [}/ soit A € M,,(R) une matrice carrée, une condition récessaire et
suffisante pour que le systéme (Q) admet une seul solution, est que dét (A) # 0(ce qui est
équivalent a A inversible, ou A bijectif, ou rang A = n ). On parle alors d’un systéme de

Ceamer et la solution s’obtient par v = A™1b .

14



2.2. systéme linéaire a matrice A particuliére

2.2 systéme linéaire a matrice A particuliére

2.2.1 systéme linéaire matrice A triangulaire inférieure

Soit le systéme cramérien d’ordre n :

Ax =10

Ot A est une matrice triangulaire inférieure.

Développons ce systéme :
n

Zaijxj = b1 1=1.......... n

Jj=1
ou a;; = 0 quant j > i.

Il équivaut donc a :

7 i—1
bl' = E Q35 = E Q35T 5 + a;x; 1=1..... n
J=1 Jj=1

Si on connait les (i — 1) premiére éléments de x , le i-iéme s’écrit :

i—1
1
i=— |b — i T =1 F).
v aii[ ;a]le Z ! ()

voir [1]

2.2.2 systéme linéaire matrice A triangulaire supérieure

Si dans le systéme cramérien :

Ax=b

A est une matrice triangulaire supérieure on a :

n
E Q5 = bl i=1.... n
j=1

ou a;; = 0 quant j < 1.

Il équivaut donc a :

n n
by = Zaijxj = § : @i T + Qi T; i=1..... n
j=i

j=i+1
x; s’obtient donc aisément par la calcul & rebours suivants :

15



2.3. Méthode de Cramer

1 n
Ti=— [bi - al.jxj] i=n,n-1,......,1 (G)

voir [1]
2.2.3 Systéme matrice diagonale

Soit le systéme :
AX =b
ou A est une matrice diagonale.
La solution X s’obtient immeédiatement par :

Aiq

i=1,n.

2.3 Méthode de Cramer

C’est certainement la méthode la plus connue de résolution des systéme linéaires .
Toutefois, nous allons voir que c¢’est la moins recommandable.
On lécrit :
x=A"1b

expression de la soulotion de la méthode Cramer par :

tell que x; calculer selon la forme suivant :

by ax . A1n
by az . ag,
det
bn Ap2 . Qpp
T, =
! det A

Elle consiste a calculer A~ 'et & lui post-multiplier le vecteur b .

16



2.4. Méthode de Gauss

2.3.1 Nombre d’opération

On calcule successivement :

- Le déterninant de A avec n! additions et multiplications.

- Les n? termes de A~! avec (n-1)! additionvs et multiplications chacun.

- Le produit A='b avec n? multiplications.

Soit environ: n ! 4n?(n+1) ! 4+ n? opérations.

Pour un petit systéme moyen (exemple : n = 10), le nombre d’ opérations = 3-10°.

Pour un systéme moyen (exemple : n = 50), le nombre d’opérations = 7-1057.

Or, certaines méthodes de résolution comme celles des éléments finis peuvent générer
des systémes ol n est trés grand, par exemple n = 10 équations.

La méthode de Cramer est donc impraticable au sens du temps de calcul.De plus, I’erreur
cumulée d’arrondi croissant avec le nombre d’opérations, la précision des résultats restraient
extrémement douteuse pour les systémes moyens et grands .

voir [1]

Remarque 2.3.1 On peut appliquer la méthode d’inversion d’une matrice de que la déter-

minant est non nul, définit de la maniére suivant :

AX =D
d'ou A"'AX =A"'b
on obtient alors X = A~'b.
L’inconvénient de cette méthode est de fois la difficulté du calcul de I'inverse de A.

Nous allons voir des méthodes demandant mois d’opérations :

2.4 Méthode de Gauss

théoréme de Gauss [1|]
Etant donnée une matrice carrée A quelconque, il existe des matrices inversibles S telles

! NN . . . s .
que SA = A’ ou a est une matrice triangulaire supérieure .
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2.4. Méthode de Gauss

2.4.1 Principe

La méthode de Gauss consiste a transformer le systéme AX = b & matrice quelconque en
N , . ’ ’ . ’ . . . , . 4 .
un systéme équivalent A’ X = b ou A est une matrice triangulaire supérieure la résolution

de ce dernier systéme étant immédiate avec ’algorithme :

1 - |
T = a_n- [bi — Z aijxj] i=nn-1,....... .1

La triangularisation est effectuée par le jeu de transformations élémentaires introduites

par prémultiplication de [A, b] par des matrices de perlis.

2.4.2 Description de la méthode

soit le systéme suivant :

aj; a2 A1z .. .. .. .. Q1pn T bl
21 Q992 A23 .. .. .. .. Q9pn ) bg
| Gn1 Qp2 Q3 .. . o Gpp | | T | by, |

sachant que les mémes transformations seront opérées sur A et sur b afin de ne pas
modifier le systéme, on simplifie I’algorithme en formant la matrice augmentée [A, b] ou le
vecteur b devient la (n+1) iéme colonne de la matrice A.

Le systéme s’écrit donc :

ai;; a2 Aaiz .. .. .. .. Qip T1 a1 n+1
21 Q29 dA23 .. .. .. .. Q9pn ) a2 n+1
Ap1 Ap2 Ap3z .. .. .. .. ann_ _an_ _an7n+1_

La méthode comporte n-1 étapes.

premiére étape

On transformer [A,b] en une matrice dont les terme sous diagonaux de la premiére
colonne sont nuls

1 1 1
N O B O

ay, = as (I'indice (1) au -dessus des a notant ’étape 1).

Prémultiplions [A, b] par Eai(—agi/a11).
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2.4. Méthode de Gauss

Seule la seconde ligne est modifiée et ses terme deviennent :

a%) = ag; — (ag1/ai).a11 =0

a%) = g9 — (A21/a11).012

L ag,)m = G2n4+1 — (a21/a11)-al,n+1

Ou sous forme générale :

a%.) = Gy, — (a21/a11).a1; I =2, n+1

Prémultiplions [A,b] par Eg;(—as;/a11), nous modifions la troisiéme ligne ou les nou-

veaux terme sont :

a:%) = az; — (as1/ai1).a11 =0
a%) = asy — (asz1/a11).a12

L a;(;h)lﬂ = a3 n+1 — (a31/a11)~a1,n+1

Soit sous forme condensée :

ag? — a3; — (as1/a11).a1; J=2:3 i, n+1

D’une maniére générale pour annuler les termes a;1, on utilise la transformations E;; (—a;1/a11)

ce qui donne les nouveaux termes de la iéme ligne :

agi) =ay — (@i1/ann).a;1 =0
az%) = a2 — (a;1/a11).a12

L GE,I73+1 = Qjnt+1 — (ail/all)-al,n—i-l

Donc la premiére étape s’écrit sous forme générale :

(1) 1 =23, n
Q" = Q45 — (an/a11).a1;

Apres la premiere étape , le systéme [A, b](l) s’écrit :

aij; Aai2 a1z .. .. .. .. Qip T a1 n+1
1 1) (1) (1)
0 a22 CZ23 . .. . . a2n 1‘2 o 0,27,”_,'_1
(1)
| 0 ane anz . . o Gpn [T xany
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2.4. Méthode de Gauss

Deuxiéme étape
Au cours de cette phase, nous devons annules les terme sous -diagonaux de la seconde
colonne a:(,;) = afé) = = a%) = 0 prémultiplions [A, b] par Ega(—aga/ag). La troisiéme

ligne devient alors :

2
@é; = a:(n) - (a32 /%2) aéz) =0

2 (1)
§,3)—a33 ( /22)

a:(1,27)1+1 = @:(ah)ﬂ (a32 /a2 )- ély)hq

Soit :aéj) ag) (a%)/aél)) ag) J=3 e n+1

De méme prémultiplions [A, 5] par Ej (—ag) /a$y)) pour modifier la i-iéme ligne
comme suit :

r 1 1 1 1
a§2) = a£2) (a 2(2)/agz)) (1&2) =0

1 1
a(3) = a£3) (a §2)/a§2 )- a’gS)

2 1 1, 1
L al(',errl = az(n)+1 - (a§2)/a§2))-ag,7)z+1

La deuxiéme étape s’écrit donc :

2 1
o = al}) — (a3 /a$y).al

A la fin de cette 2éme étape, la systéme [A, 0] @ gecrit :

a1 a2 aiz . . Qin T a1,n+1
(1) (1) (1) (1)
0 ayy asyy . . ay, L2 a2 n+1
(2) (2) — (2)
(2) (2) (2)
| 0 0 aps - - @ [T ey

k-iéme étape
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2.4. Méthode de Gauss

Au cours de cette étape on veut annuler les termes sous-diagonaux de la k-éme colonn:afc le p =

a,(fgm = ... i}( 0 prémultiplions [A, 5]* ™" par la matrice de transformations Ert1k
(k=1) , (k—=1)
(_ak+1,k A )

la (k + 1) iéme ligne de [A,5]* " devient :

[ (k) (k-1) (k—1) (k 1)
A1k = ak+1k ( Apyq, k/a ) =0
(k) (k—1) (k=1) ; (k— 1) (k—1)
1 k11 = P11 — (a g, k:/a ) Ak k11

(k1) _ (k1) ~(a (k— 1)/ak 1) (k—1)

Aipnt1 = Aing1 Qpg1,k Ak nt1
: k) (k1) (k=1) ; (k=1)\ (k—1) . . )
soit : aply; = apyy; — (A i/ )y 0 pour j=k+1,....... ,n+1 puis nous pré-

multiplion [A, b](kfl) par

(k—1) (k71)>

k—1)
Erqok (_ak+2,k Ak ( )

Ersr (= ak+3 k:/a
Nous pouvons donc condense ces transformations a la k-iéme étape par :

(k—1) Z:k’—{—l, .............. ,n

(k) _ a(k 1) ( (k 1)/ (k—1) ) ) pour

1,7 1,7

2.4.3 Nombre d’opérations

pour passer de [4, 6] a [4,8]*) il faut :
(n-k)(n-k+1) multiplication :nm
(n-k)(n-k+1) additions :na

(n-k) divisions : nd
Donc , pour passer de [A,b] & [A, b]("_l), le nombre d’opérations sera :
n—1
nm:nazz (nk)(n—k+1) = "(n;_l)
k=1
n—1
n(n—1
nd=> " (n—k) = "4
k=1
Pour résoudre le systéme triangularesé, on doit effectuer :
n—1
nm:nazz (n-k)= "(n;l)
k=1
nd =n
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2.5. Probléme des pivots

Donc la résolution d’un systéme linéaire par ’algorithme de Gauss demande :

nm — w multiplications
na = nm additions
nd = 2@ divisions

2

Pour n> 20, le nombre d’additions et de multipcations est de I'ordre de n?/3 .

voir [1]

2.5 Probléme des pivots

Lorsqu’ un pivot est nul , la méthode de Causs ou de Jordan n’est plus applicable.Si le pivot
est trés petit, I’algorithme conduit & des erreurs d’arrondi importantes.C’est pourquoi des
algorithmes qui échangent les éléments de facon a voir 1l pivot le plus grand possible ont
été développés.Les programmes optimisés intervetissent les lignes & chaque étape de fagon
a place en pivot le terme de coefficient le plus élevé de la ligne : c’est la méthode du pivot
partiel, & la K-iéme étape le pivot est 1’élément

(k) _ (k)

a;" = Imax |a
ik p=k,....,n Pk

D’autres programmes intervertissent les lignes et les colonnes de fagon a placer en pivot
le terme de coefficient le plus élevé de la matrice : c’est la méthode du pivot total.A la

k-iéme étape, le pivot est ’élément

(K) _
ij

)|

a max |Qpq

pvq:kv--~7n

Exemple 2.5.1 Considérons le systéme :
1074 +y=1
T+y=2
La solution de ce systéme est x = 1, 0001 et y = 0,99990.Supposons que notre calculateur
travaille avec une mantisse de trois chiffres significatifs.

Comme a;; = 10 est trés petit, I’élimination conduit au systéme suivant obtenu en

multipliant la premiére équation par (107%) et en ajoutant la seconde :

107 % +y=1
—9990y = —9990
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2.6. Méthode de JORDAN

Si les chiffres (-10% +1 =-9999) et (-10* +2 = -9998) sont approchés par le méme nombre
-9990 . La solution devient alors x = 1 et y = 0.L’érreur est importante pour le nombre y.

En revanche,si on échange les équations:

T+y=2
0% +y=1

et on prend pour pivot I’élément a;;= 1, on obtient:

T+y=2
0,999y = 0,999
car les chiffres (=107 + 1 = 0,999) et (-2.107*+1=0,9998) sont arrondis au méme

nombre 0,999.Dans ce cas, la solution est correcte (x =y = 1) .

voir (3]

2.6 Meéthode de JORDAN

Théoréme de Jordan [1]
Soit une matrice carrée A quelconque,il existe des matrices S telles que SA=D, ot D est

une matrice diagonale d’ordre n .

2.6.1 Principe

La méthode de Jordan consiste & transformer le systéme cramerien AX=b en un systéme
’ ’ N ’ . . .
A’ X =b,ou A estla matrice indentite d’ordre n.
cette diagonalisation est opérée en n étapes qui se composent d’une opération de nor-

malisation suivie d’ une opération de réduction.

2.6.2 Description de la méthode

Soit le systéme de cramer:
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2.6. Méthode de JORDAN

apx a2 ... ... Qip Xy a1,n+1
Qg1 Q22 ... ... Qap X a2 n+1
L Ap1 Ap2 ... ... Qpp 1L Xn ] L Ap n+1 ]

Premiére étape

Normalisation cette opération consiste & remplacer a;; par 1 en prémultipliant [A, b] par

E4 (L) , la premiére ligne de [A, b] devient :

ail

a%) B alj/all J = L ,H+1

Réduction Les coefficients extradiagonaux de A sont remplacés par :
1 1 1
agl) — Cl:(ﬂ) R — CLng) — 0
Ceci s’obtient en multipliant [A, b] par :
E21 (-CL21> .E31 (—8,31) ....... En1<—an1>

Soit, sous forme compacte :

all) = a;; — apaly i =2, R e n+1
Le systéme [A, 6] s'écrit :
i 1 1 DT 7 e
1 a§2) a§3) agn) X1 a’gﬂ)z—&-l
1 1 1 1
0 @gz) ag?,) . aén) Xo ag,r)ﬁ-l
| O aff?) afj?,) aﬁ}ﬁ 1L X, ] i czgzlﬂ ]

Deuxiéme étape
(1)

Normalsation Le terme pivot ay, est remplacé par 1 la prémultiplication Ey %) [A, b](l) .

La seconde ligne de [4,5]") devient : ag») :a%)/ ag? J= 2 ,n+1

Réduction pour annuler les termes extradiagonaux de [A, b)Y par Eq, (—a%)) , les termes

de la 1ére rangée deviennent alors :

24



2.6. Méthode de JORDAN

i 2 1 1
agz) = a§2) - agz) =0

2 1 2
a§3) = ag3) - agz)aé;

1
| agn)—&—l agn)—i-l - ag;aén)ﬂ

Soit en général :

o — al)) — o (=3t
De méme, en prémultipliant [A, b](l) par Eqo (—a%) les termes de la iéme rangée devi-

ennent :
i 2 _ @ 1 _ 0

A1y = Q19 — Q19 =

2 1 2
a§3) = a§3) - agQ)@é?))

2 1 1) (2
| agn)+1 agn)Jrl - ag2)agn)+1

Soit :

2 1 1 . _
ag]) = agj) 52)005]) j= 3. n-+1 i42
Aprés cette étape, le systeme dev1ent

1 0 df .. d? X, aﬁ@ﬂ
0 1 a .. o X GQLH
0 0 af .. a2 || x| =]al,
0 0 a . a2 ]| x| [d%

K-iéme étape

Normalisation

Le terme pivot a([flg D est remplacé par 1 par prémultiplication [A, b] par Ej ( (Kl 1))
aKK

La k-iéme ligne du systéme [A, b](K 1) gécrit alors :

aie; = aj; [ agn j=kyornt1

Réduction Les termes extradiagonaux de la k-iéme colonne sont annulés par prémultipli-

cation de [A, 0] par B (—aﬁ?”) , donc la i-éme ligne devient :
all) = a§f‘”— a§§§ D afl) i = k1t i i —12..n

Nous pouvons dans développer I'algorithme de Jordan pour un systéme d’ordre n.
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2.7. Méthode de Choleski

2.6.3 Nombre d’opérations

Le nombre d’opérations nécessaires au passage de [A, )] a [A, b)) est :
na=nm=(n—1)(n— K+1)
nd=(n—-K+1)
Donc le passage de [A,b] a [A,b]"™ nécessite :
na:nm:i(n—l)(n—K—l—l) =n(n?—1)/2

o K=l
nd :Z (n—K+1)=nn+1)/2

En régljrlné, la résolution d’un systéme linéaire par la méthde de Jordan demande :
na = nm = n(n? — 1) /2  additions et multiplications

nd =n(n+1) divisions

pour n >20 le nombre d’opérations est de I'ordre de n3/2 .

voir [1]
2.7 Méthode de Choleski

2.7.1 Principe

Théoréme de choleski [1]
Si A est une matrice symétrique définie positive, alors elle peut étre décomposée en :
A =LL

ou L est une matrice réelle triangulaire inférieure.

2.7.2 Décomposition de la matrice A

Développons 'équation A= L L?
a;; = ZLz’K-LjK
K=1
Lixk =0 si k >i.
Lix =0 si k>i.

On a donc :
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2.7. Méthode de Choleski

min(%,5)
aj = Y LixLix i=1n j=1n
k=1
Pour la partie triangulaire supérieure de A, r-iéme ligne s’écrit :
T
arj = ) _LeicLsi j=rn
K=1
r—1
Soit : an = Y LixLjk + LrLix j=r1n
K=1

ce qui donne 'algorithme suivant :

r r—1 1/2
_ E 2
er = | Qppr — LTK
K=1

r=1,n

r—1
LjT = |Grj — ZLTKLJK] /LTT J - I'-'—l, n
K=1

2.7.3 Reésolution des systémes linéaires : AX = b par la méthode

de choleski.

Aprés décomposition, la résolution de LL! X =b s’écrit :

LY =0
L'X =Y
et la résolution est immédiate par les algorithmes (F) et (G). voir [1]

2.7.4 Nombre d’opérations

Nombre d’opération

Dans le procédé de calcul de L exposé ci-dessus, le nombre d’oprations pour calculer la
premieére colonne est n.

Calculons, pour p = 0,....,n-1, le nombre d’opérations pour calculer la (p+1) -iéme
colonne : pour la colonne (p+1), le nombre d’opérations par ligne est 2p+1, car le calcul

de? 1,41 ,+1par la formule nécessite p multiplications , p soustractions et une extraction de
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2.7. Méthode de Choleski

racine, soit 2p+1 opérations : le calcul de 1; ,1; par la formule nécessite p multiplications,

p soustractions et une division, soit encore 2p+1 opérations.
Comme les calcul se font des lignes p+1 a n (car 1,11 = 0 pour i < p), le nombre
d’opérations pour calculer la (p+1)-iéme colonne est donc (2p+1)(n - p).

On en déduit que le nombre d’opérations N, nécessaires au calcul de L est :

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
Np=Y (p+1)m-p)=20> p-2Y p*+ny 1-> p
p=0 p=0 p=0 p=0

p=0
= (2n 1)M + n? 25:1 2
= - 2 - p
p=0
n—1 n
On rappelle que 22 p =n(n - 1) il reste a calculer Cy = Z p?, en remanquant par
p=0 p=0

exemple

S (+p?=> 1+p"+3p7+3p=> 1+ p*+3> p’+3) p
p=0 p=0 p=0 p=0 p=0

p=0
n+1 n
DD N
p=1 p=0

On donc 3Cy + 3™ 4+ n 4+ 1 = (n + 1)3, dou déduit que

n(n-1)(2n + 1)

Cy = 6
On a donc :
-1
N, =(2n - I)M -2Cy_ 1 + 1
2n? + 3n +1 n® n? n n? 9
n( 6 )=3 3 5= 3 T

En générale pour une matrice comme définie positive nxn la méthode de cholesky né-

cessite nombre d’opérations égaleau :
N=(n?/3) + 0(n?) .

voir [1]
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2.8. Comparaison :

2.8 Comparaison :

La tableau suivant résume une comparaison entre les quatres méthode étudieés:

Méthode | Nombre d’opérations | n=10

Cramer | n! 4n?*(n+1)! +n? | 3.10°

Gauss (2n%/3) 4 0(n?) 6666,66
Jordan | n®/2 5000
choleski | (n®/3) + 0(n?) 3333,33

On remarque que, la méthode de cholesky est le plus adaquate parmi les autres méthodes
étudieér, et la méthode de Gauss et Gauss Jordan, parcequ’ elles sont trés proches dans
le nombre d’opérations, et enfin la méthode de Cramer parcequ’elle a un grand nombre

opérations.
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Chapitre 3

Applications

3.1 Résolution du systémes linéaires:

Dans ce chapitre on va appliquer les méthodes précédantes pour la résolution du systémes
linéaires comme suit :
1¢" application la méthode de Gauss.
2¢mé application la méthode de Gauss Jardan.

3émé

application la méthode de cholesky.

3.1.1 Premiére application

On va présenter dans ’application la méthode de Gauss pour la résolution de ce systéme :
21 + 3x9 + 8x3 =1
201 + X9 + 4x3 =1
621 +4x9 + 2x3 =1

sa forme matricielles est comme suit :

AX=Db ou
2 3 8 1 1
A= 12 1 4 X = |z, b= |1
6 4 2 I3 1
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3.1. Résolution du systémes linéaires:

1¢7¢ étape:
triangularisation de la matrice [a;;]

Faisons apparaitre un 1 a la place de a;; , ensuite des 0 dans la 17 colonne sous a;;

1 3/2 4| |x 1/2
—B2 00 1 4] x| =] 0
6 4 2 xI3 1
1 3/2 X1 1/2
_)E2—2E1 5U2 — 0
T3 —2
1 3/2 1 1/2
_)E3—6E1 x2 — 0
I3 —2
Faisons apparaitre un 1 a la place de ags, ensuite des 0 dans la 1°7¢ colonne sous ags :
1 3/2 4 1 1/2
—P72 00 1 2 |z =0
0 —5 —22| |x3 -2
1 3/2 4 1 1/2
—BE g 1 2 | |z =] 0
0 0 —12| |=x3 -2

Faisons apparaitre un 1 a la place de azs :

1 3/2 4| |= 1/2
—B/=12 g 1 2| {m| =10
0 0 0| |xs 1/6

2¢m¢ étape
Reésolution par substitution arriére :

0X1+0X2+X3:1/6 —>X3:1/6

31



3.1. Résolution du systémes linéaires:

0X1+X2+2X3: 0 —>X2:—1/3
X1+ 3/2x9 +4x3 = 1/2 — x3 =1/3.
voir [6]

3.1.2 Deuxiéme application

On va résoudre le méme systéme en application la méthode de Gauss-Jordan.[6]

Faisons apparaitre un 1 a la place de a;; , ensuite des 0 dans la 1" colonne sous ay; :

1 3/2 4| |z 1/2
—P2 21 4 (a| = | 1
6 4 2 XT3 1
1 3/2 4| |2 1/2
—B2E g o 4| || = 0
6 4 2 XT3 —2
1 3/2 4 | |a 1/2
BT —2 4| |ap| =] 0
0 —5 —22| |3 —2

age -
1 3/2 4 | |n 1/2
—B/=2 00 1 2 | |m|l =10
0 —5 —22| |3 )
1 0 1 T 1/2
S (VIS B I P B
0 —5 —22| |3 )

32



3.1. Résolution du systémes linéaires:

10 1 ||z 1/2
— PR g 1 2 | al =10
00 —12| |3 —2

10 1| |z 1/2

—B/712 00 1 2] |z = 0
00 1| |3 1/6

10 0| |z 1/2

—PE g 1 2| |zp| =] 0
00 1| |3 1/6

10 0| |z 1/2

— 2728 10 1 0 |xy| = [-1/3
00 1| |3 1/6

Par identification directe , Nous obtenons:

T ]_/2
To| — —1/3
I3 1/6

3.1.3 Troisiéme application

enfin on va aboutir & une méthode de décomposition dite méthode de choleski

qui concerne une matrice symétrique définit positive dans le but [6].

de la résolution du systéme suivant:
1 1
LE1+§SL’2+§$3:1
1 1
§[L'1—|—132+§l'3 =1

1 1
§$1+§ZL‘2+QZ3 =1
Sa forme matricielle est comme suivant:

AX =D ou
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3.1. Résolution du systémes linéaires:

1 121 T 1
A=l1 11 X =1z b=11
%%1 T3 1

La matrice A est symétrique définit positive:

1 1
1 3 3 T
t _
XAX—[:cl T xg] %1% T2
1 1
5 3 1 ] xT3
1 1
T+ 5L2 + 53 1
_ 1 1
- §LE1 + 29 + 5373 )
1 1
51’1 + §l’2 + T3 I3

1 1 1 1 1 1
= X% -+ §$2$1 —+ 5%31’1 -+ 5331%2 + JJ% -+ 5(133%2 + §LU1(133 -+ 5]72363 + .13?))
=X%+X§+X§+X1X2+X1X3+X2X3

:% [(331 + 1‘2)2 + (371 + 1‘3)2 + (ZBQ + 1’3)2] 2 0

Comme A est symétrique définit positive,elle admet décomposition de choleski LL?

Décomposition:
Iy 0 0 lin ha i3 1 % %
lig lea O 0 Iy I3 | = % 1 %
liz a3 33 0 0 Is3 % % 1

Calcul des 1;; :
Bi=an=ln=ar=v1=1

lig = @12/511 = lip =

N= D=

lig = CL13/511 = li13 =
Calcul des 1y; :
122: \/a22_l%2:>l22: \/1—1—11:?

by = fazs — (2 x )] e = I = [3 = (x 3)] /B = (3= 3) /8

Calcul des l3; :
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Nous obtenons le systéme suivant:

1 0 0 1 3 3 1 1
1 V3 V3 1 —
1 1 2 2

Reésolution

le systéme devient: LL'X = b
Posons: LX =Y

et résolvons L' X = b et calculons Y par substitution avant.

30 | w =1
11 2
2 2 Vi |® L
1 1
nous trouvons | y, | = \/Lg
i Y3 \/Lg |
ensuite résolvons: LX = Y et calculons X
1 0 0 T 1
1 V3 _ 1
3 2 0 2| = |75
1 1 2 1
2 23 V3 | | *8 NG
T %
nous trouvons Ty | = | 3 voir [6].
I3 %

Remarque 3.1.1 Les resultats d applications obtenus confirme notre résumé de comporai-

son au chapitre2
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Conclusion Générale

Dans ce travail, une stratégie d’analyse matricielle étudie deux problémes fondamentaux
sont l'inresion de matrice et la résolution de systémes linéaires.

Dans ce cadre de cette thése , deux aspects principeaux ont été étudié, le premier aspect
Concérne I'introduction de quelques notions fondamentales d’analyses matriciels, et le deux-
iéme aspect concerne les méthodes exactes dites méthodes directes de résolution de systéeme
linéaire qui nous a permis d’exposer les méthodes : Cramer, Gauss, Jordan et choleski .

Cette exposition nous a permis de conclus que :

la méthode de Cramer est impraticable au sens du temps de calcul et 'erreur canulée
d’arrondir croissant avec le nombre d’opérations , la méthode de Gauss est plus facile dans
leur différentes étapes de calcul.

Aussi, le méme procédure pour la méthode de Jordan c-a-d

Gauss-Jordan sont idendiques dans les nombres d’opérations .

D’autre part , la méthode de Choleski nous pérmis de voir la résolution des systémes
linéaires avec nombres d’opérations diminués par rapport les autres méthodes précédentes,
cette méthode est plus facile et efficace nous permis de calculer la solution aprés un nombre

finis d’opérations de calculs.
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4 )

Résumeé

Dans ce travail, nous avons étudies la résolutions d'une systéme équations
linéaires, en utilisant les méthodes directs avec la mise en évidence le nombre
d'opérations effectués. Finalement, on a étudié quelques application
concernant la résolution d'une systeme d'équations linéaires.

QS mots clés :Matrice ,Systéme linéaire, méthodes directes. J

Abstract

In this work, we studied the resolutions of a system of linear equations
with directs methods.
Finally, we studied some applications concerning the resolution of a linear
system.

KKey words : Matrices, linear system, direct methods. /
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