N° d’ordre :
N° de série :

République Algérienne Démocratique et Populaire

Ministére de ’Enseignement Supérieur et de

$ol1pdl - il a0 S| Gl

i ot . e la Recherche Scientifique

UNIVERSITE HAMMA LAKHDAR EL OUED
FACULTE DES SCIENCES EXACTES

Mémoire de fin d’étude

MASTER ACADEMIQUE

Domaine: Mathématiques et Informatique
Filiere: Mathématiques
Speécialite: Mathematigues fondamentales

Théeme

Reésolution numérique de

L'équation de Poisson

Presenté par: Abdellaoui Marwa
Hachia Kenza

Soutenu publiguement devant le jury composé de

Aissaoui Adel MCA Président Univ. El Oued
Beggas Mohammed MCB Rapporteur Univ. El Oued
Moumen Bekkouche MAA Examinateur Univ. El Oued
Mohammd

Année universitaire 2017 — 2018



Remerciements

Avant toute chose, nous tenons a remercier « Allah » le tous puisant, pour nous avoir
donné la force et la patience.
Nous exprimons notre profonde gratitude et nos remerciements :
A notre encadreur de mémoire Dr. Beggas Mohammed Maitre de Conférence
I'université Echahid Hamma Lakhder d’El Oued, pour avoir accepté de nous encadrer,
pour son enseignement, son support, ses encouragements, sa patience qu’il n’a cessé de

nous apporter tout au long de ce travail.

Nous tenons également a remercier messieurs les membres de jury pour I’honneur
qu’ils nous on fait en acceptant de siéger a notre soutenance.
Cette page n’aurait probablement pas pu s’écrire sans 'appui moral des membres de

nos familles.

Nos sentiments de reconnaissance et nos remerciements chaleureux vont également au
nos camarades de la promotion 2018 de Mathématiques et nos amis surtout Fatima,
Farida, Safa, Samira, Tofaha, Nacira,Oum El Fadel, Hadda, Hana pour leur
compagnie, leur aide, leur humour, et leur soutien moral aux moments ou tout allait

mal.

Finalement, Nous réservons une mention particuliére & toutes les personnes qui nous

ont apporté le soutien et 1'aide attendu.



Notations

LP(2)  espaces des Lebesgue.

A matrice.

At matrice transposée.

At matrice inverse.

1 matrice unité.

A valeur propre.

o(A) rayon spectrale de la matrice A.

M,,(K) ensemble de matrices carrées.

b, probléme discrét.

P. probléme continu.

Ap matrice de probléme discrét.

up, solution de probléme discrét.
U solution de probléme continu.
Ry, I’erreur de consistance de P,.
Ax le pas dans la direction de x.
Ay le pas dans la direction de y.

E.D.P  des équations aux dérivées partielles.
C.I condition initiale.
C.L condition aux limite.

D.F différence finies.
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Introduction

Notre compréhension des phénomeénes du monde réel et notre technologie sont aujour-
d’hui en grande partie basées sur les équation aux dérivées partielles, qui seront notées en
abrégé E.D.P dans la suite . C’est en effet grace a la modélisation de ces phénomeénes au
travers d’E.D.P que 'on a pu comprendre le role de tel paramétre, et surtout obtenir des
prévisions parfois extrémement précises.

Quand sont apparues les E.D.P? Elles ont été probablement formulées pour la premiére
fois lors de la naissance de la mécanique rationnelle au cours du 17 éme siécle (Newton,
Leibniz - --). Ensuite le "catalogue" des E.D.P s’est enrichi au fur et & mesure du déve-
loppement des sciences et en particulier de la physique . S’il ne faut retenir que quelque
noms,on se doit de citer celui d’Euler,puis ceux de Navier et Stokes, pour les équation de la
mécanique des fluides,ceux de Fourier pour I'equation de la chaleur, de Maxwell pour celles
de I'électromagnétisme, de Schro dinger et Heisenberg pour les équation de la théorie de la
relativité.

L’une des choses qu’il faut avoir a I'esprit & propos des E.D.P, c’est qu’il n’est en général
pas question d’obtenir leurs solutions explicitement ! Ce que les mathématique peuvent faire
par contre, c¢’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire parfois trés précisément
certaines propriétés de ces solutions.

L’apparition d’ordinateurs extrémement puissants permet néanmoins aujourd’hui d’obte-
nir des solutions approchées pour des équations aux dérivées partielles,méme trés compli-
quées.C’est ce qui s’est passé par exemple lorsque vous regardez les prévisions météoroqiques,
ou bien lorsque vous voyez les images animés d’une simulation d’écoulement d’air sur l’aile

d’un avion. Le role des mathématiciens est alors de construire des schémas d’approximation,



et de démontre la pertinence des simulations en établissant des estimations a priori sur les
erreurs commises.

En vue de passage d’un probléme exacte (continu)au probléme approche (discrét)on dispose
plusieurs techniques : les différences finies, les élément finie et les volumes finie.

Nous nous limiterons ici a ’exposé des technique des différences finies.

La méthode de différences finies consiste & remplacer les dérivées apparaissant dans les pro-
bléme continu par des différences divisées ou un nombre finie de points discrets ou nceuds
du maillage

Avantage :grande simplicité d’écriture et faible cott de calcul.

Inconvénient : limitation de la géométrie des domaines de calcules(Simple, non complexe),
difficultés de prise en compte des conditions aux limites et en général absence de résultats
de majoration d’erreurs.

Dans de nombreux au domaines de la physique et en particulier dans le cas de la méca-
nique de fluides, on rencontre une équation aux dérivées partielles trés simple modélisant
le déplacement d’une grandeur, déplacement d’une quantité de matiére, d’'une quantité de
mouvement ou d’'une onde. Ce qui nous permettra d’en déduire des schémas numériques
adéquats. C’est I’équation de Poisson.

Le travail présent se décompose en 5 chapitres. Dans le premier chapitre, nous rappelons
quelques résultats généraux sur les équations aux derivées partielles et les classiffication des
E.D.P du deuxiéme ordre avec des exemples tirés de la physique.

Quand deuxiéme chapitre, il est consacré a la méthode de différences finies. Nous expo-
sons le principe de ce méthode, Finalement, nous citons quelques méthodes de résolution du
systéme linéaire (Cholesky, Jacobi et Gauss-Seidel) da a la discrétisation du probléme par
D.F.

L’objectif du troisieme chapitre est la résolution de 1’équation de poisson par la méthode
de D.F qui transforme le probléme d’E.D.P & une systéme d’équation linéaire, sa forme

matricielle est le suivant :
Apup, = f

en tenant compte de I’analogie de résolution entre le probléme continu et le probléme discrét.

En finissons par des applications numériques au quatriéme chapitre ou les résultats obtenues



valident le contenues du chapitre 3.



Chapitre 1
Préliminaire

Ce chapitre est consacré essentiellement & 'introduction de quelques notions fondamen-

tales d’analyse et un rappel sur les matrices que nous utiliserons pas la suite.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces des Lebesgue LP(1)

Définition 1.1.1.
Soient  un ouvert de R™, 1 < p < 400

LP(QY) lespace des classes de fonctions mesurables de puissance p-éme intégrable, i.e :

LP(Q)) = {f : Q — R mesurable tel que / | f(z) |P dz < —i—oo} :
Q

Iflerer = ( | \f(x)\?dx)’l’

munt de la norme :

e Pourp=1

L’espace L'(Q) est un espace de toute le fonction intégrable sur

e Pour p=+o0

L>*(Q) = {f : Q — R mesurable tel que : 3C >0 |f(z)| < C p.p sur Q} - muni de la norme :

| £l oo (@) = inf {C, tell que |f(x)] < C p.p sur Q} =sup essf



1.1.2 Espace C*([a,b])

Définition 1.1.2.
(f € C¥a, b]) & ( f est dérivable jusqu’a l'ordre k et la dérivée d’ordre k est continue).

1.2 Formules de Taylor et développements limités

Nous avons vu précédemment que la dérivation est essentielle dans I’étude des fonctions.
On va voir que les développements limités fournissent encore plus de précision dans l’allure
et le comportement d’une fonction au voisinage d’un point donné. Une autre application
importante de cette notion est le calcul approché de la valeur d’une fonction en un point,

en particulier pour celles qui ne sont pas de type polynomial.

1.2.1 Dérivation d’une fonction

Définition 1.2.1.
Une fonction f: 1 — R (I est un intervalle ouvert) est dérivable en un point xo € I si le
taux

f(z) = flzo)

T — T

défini sur I\xo, admet une limite finie lorsque x — xq. Ainsi, cette limite est dite la dérivée
de f au zy et notée f'(xq) ou @(xo).
De méme ici, on peut définir une dérivée a gauche et une dérivée a droite au point xy :par

exemple la dérivée a gauche est, quand elle existe,

:cimo T — o
et la dérivée a droite est, quand elle existe,
=10 T —Zo

St f est dérivable en zy alors

’

F (o) = f,(x0) = flwo)



1.2.2 Dérivées successives

Définition 1.2.2.
Soit f: I — R dérivable sur I. Si la fonction f  est dérivale, on dira que f est deux fois

dérivable et on note

En réitérant, on définit de méme la dérivée  Uordre n de f notée f™ par

FO ) = (FO9) ()

On peut montrer par récurrence la formule dite de Leibnitz :
f « g (n Z Ckf(k: (n—k)

n!

N ko
I e P ST

1.2.3 Diverses formules de Taylor

Dans toute cette section, on se donne une fonction f: R — R (n + 1) fois dérivable.
Formule de Mac-Laurin
On se place dans le cas ou U'intervale [a, b] est de la forme [0, 2], = étant une variable positive

réelle quelconque. Alors la formule de Taylor-Lagrange a ’ordre n devient :

I.n—i—lf(n—i—l) (C)

/ 1 2 gl 1 n n
f@) = FO0) = 2f (0) + g2 f1(0) 44 32" FO0) + gy

Formule de Taylor-Young

Considérons maintenant le cas ot f est une application d’un intervalle I vers R, et soit a



et x deux points de I. Alors on montre qu’il existe une fonction £ définie au voisinage de a

telle que

avec

g(r) — 0 pour =z — a.

Le terme (z — a)"e(z) est appelé reste d’ordre n pour x — a.
Noter qu’a 'opposé des autres formules données précédemment, cette derniére précise le
comportement du reste d’ordre n pour x tendant vers a.

Dans le cas particulier o1 @ = 0, on obtient

f@)=Z;%}¢@WM+QW%@>=fmwﬂﬁﬂ»+%wvﬁm+~~+%fvmmn+uwdm

On peut noter, en utilisant les notations de Landau

et

F() = F0) +2f (0) + a ' (0) & -+ " f9(0) + Oa")

On dira que

FO) 427 O) + 2 (O) + -+ —a" {00,

est le développement limité (en abrégé D.L.) d’ordre n de f au voisinage de 0.
Les D.L. sont trés utiles pour 1’étude locale des fonctions puisqu’ils permettent :
e une expression plus simple de f, (au voisinage du point)
e une recherche facile de limites

e un tracé plus précis de la courbe (recherche d’asymptotes, position de la courbe par

rapport a celles-ci,...).



Généralisation

FIQCR" SR feCP(Q)

Pour p=1:
Do) = 3 5 (e
Pour p =2
2 2
D f(x[))(h ) e axhaxlz (hua h; 2)
si on pose :

p=n=2, Ty =X, Ty =Y, h:(hl,h2)€R2

0? 0? 0?
D?f(w0)(h?) = or J;(x07yo)h2 By J;(xo Yo)h3 + QWgy(l’oﬂJo)hlhz

Formule de Taylor

£(0) = Flao) + 3 DA fGao)t + O(hlP)

Sin=p=2:

) = Fo o) + G o, sy + 5, )l

176? 0? 0?
+ f(350>y0)h2 oy {(ﬂfo,yo)hQ +24 éfy (o, yo)hlhz]

ox2
Sipzl,n:?),h:(hl,hg,hg)eR?’

0 0 0
f(z,y,2) = f(@o,y0, 20) + —f(ﬂfoa Yo, 20)h1 + —f@o’yoa 20)ho + —f(xoa Yo, 20)hs + O([|h]]),

ox dy 0z



1.3 Espace vectoriel

Définition 1.3.1.
On définie sur un ensemble non vide E deux opérations, 'addition lintérieur (+)

et le multiplication Uextérieur (+) et soit les conditions suivante :
1. (E,+) est un groupe abelian
2. ¥(x,y) e EXE, Yo, €K ona :
* afr+y)=ar+ay
x (a+ p)r = azr + px
x a(f.o) = (af).x
* le=u

Si les conditions sont vérifier on dit que E est un espace vectoriel sur le corps K,

K = (R ou C) et noté par (E,+,-).

1.4 Espace vectoriel normé

Définition 1.4.1.
Soit E un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E dans R habituelle-

ment notée ||.|| vérifiant pour tout x,y dans E et tout o dans K :
1 ||z]| =0z =0,
2. |lax|| = |a| ||z]| (homogénéité),
3.l +yll < =l + ||yl (inégalité triangulaire).

Définition 1.4.2.

Un espace vectoriel normé est un couple (E,||.||) ot E est un espace vectoriel sur K et ||.||

est une norme sur F.



1.5 Définition et quelques exemples

Définition 1.5.1.
ou

D

ou

grad(u) = Vu o

ou
0z/ (ij,k)

1.5.1 Divergence de vecteur V

Soit V une fonction vectorielle de 3 variables (z,y, 2) définie sur un domine € de R? et
a valeurs Vi, Vo, V3 dans R. On appelle divergence du vecteur V' et on note div(V') ou V.V,

le scalaire :
ovy, 0Vy 0Va
+

div(V)=V.V = o T oy T 0s

1.5.2 Laplacien

On appelle Laplacien de u, et on note Au ou V2u, le scalaire :

d*u N 0*u N 0*u
ox?  Oy? 022

Au = div(gradu) = V.V (u) =

1.5.3 La fonction harmonique

Soit 2 un ouvert de C et soit f une fonction f : 2 — C. On dit que f est harmonique

sur Q) si f est de classe C? sur Q et si Af = 0 sur €, oit Af est le Laplacien de f défini par
0?f  O*f
Af=— 4+ —.
/ 0x? + oy?

1.6 Rappel sur les matrices

1.6.1 Norme matricielle

Définition 1.6.1.
On appelle norme matricielle || . || sur M,(K) (K = R ou C) vérifiant de plus propriété

10



sutvante :

L||A]=0& A=0.

2. [eA|=lall Al, VvAe M,(K)

S.NNA+B|<L|| A+ B, Y(A,B)e M,(K)?* (inégalité triangulaire)
A TAB <[ AN B, V(A B) € Mn((K)*

Par exemple :

n
I 1= max > laigl.
j=1-n
i=1
n
|- Moo= max Z | aij |-
i=1--n
j=1

1.6.2 Valeur propre

Définition 1.6.2.

e Soit A une matrice carrée d’ordre n. Un vectur propre de A est un vecteur non nul X

tel que AX = A)?, pour un certain scalaire \.

e Un scalaire \ est appelé une valeur propre de A si l’équation AX = AX admet une

solution non triviale X ; X est appelé le vecteur propre associé a A.

Remarque 1.6.1.

e )\ est une valeur propre de A si et seulement si [’équation
(A=ADX =0 (%)

e L’espace solution de (%) n’est pas autre que ker(A— \I). Cet espace est appelé ’espace

propre de A associé a valeur propre \.

1.6.3 Rayon spectrale

Spectre
Le spectre A € M,(K), n > 1, est I’ensemble des valeurs propres de A :

11



og(A)={reK, A-\ singuliére }.
Le rayon spectrale de A est le plus grand des modules des valeurs propres de A :

p(A) =max{|A], A€ o(A)}

1.6.4 Matrices particuliers

e Transposée d’une matrice
On appelle transposée d’'une matrice A = (a;;) de type p X ¢. La matrice B = (b;;) de

type ¢ x p. Obtenue en échangeant lignes et colonnes de A : b;; = a;;.

e Matrice symétrique

C’est une matrice A carrée telle que : A = A’

e Matrice définie positive (forme quadratique )

On appelle forme quadratique associée a la matrice A la forme :
Qz) = X'AX
Une forme quadratique est dite définie positive si :
X'AX >0 VX #0

Remarque 1.6.2.

Si X'AX >0 VX #0

La matrice est positive mais non définie.

Une matrice carrée est définie positive si la forme quadratique qui lui est associée est

définie positive.

e Matrice unité

La matrice unité noté I est définie par :

1sii=j

Osii+#j

aij =

12



e Matrice diagonale

C’est une matrice carrée telle que :

0sii;j

£0sii=j

aij =

e Matrice par blocs
Une matrice par blocs A = (4;;), 1 <i < m, 1 < j < n est une matrice dont les
entrées (a;; sont des mtrices au lieu d’étre des scalaire.

On doit toutefois respecter les deux regles suivants :

1. Toutes les matrices d'un méme ligne (A4;; avec 1 < j < n) ont méme nombre de
ligne.

2. Toutes les matrices d'un méme colonne (A4;; avec 1 < i < n) ont méme nombre

de colonnes. Ainsi, il existe des nombre entiers m; et n; tel que A;; € C™*".

e Matrice bande (tridiagonale)
On dit qu'une matrice A € R™*™ (. ou C™*™ ) est une matrice bande si elle n’admet des
éléments non nuls que sur un "certain nombre" de diagonales autour de la diagonale
principale.
Plus précisément, on dit que A est une matrice bande-p inférieure si a;; = 0 quand
t < j + p et bande-q supérieure si a;; = 0 quand j > ¢ + g.
On appelle simplement matrice bande-p une matrice qu’est bande-p inférieure et su-

périeure.

13



e Matrice tridiagonale par blocs

Soit la matrice A tridiagonale tel que :

ai; @12 T 0
as1
A —
anfl,n
0 e Qpon—1 Ann

On définie la matrice tridiagonale par blocs tel que :

Ay Ais e 0
Ao
A=
An-1n
0 R An,n—l An,n

ot les A;; sont de sous-matrices de A

e Matrices monotones

Définition 1.6.3.
Une matrice A € RN*N est dite monotone si A est inversible et si A~1 > 0 i.e. tous

les coeficients de A~' sont positifs ou nuls.

Proposition 1.6.1.

Soit une matrice A € RV*N telle que
e a;; <0 pour tous i # j
° ZlSjSNCLij >0pouri=1---,N

Alors A est une M-matrice.

14



Chapitre 2

(Généralité Sur les équations aux

dérivées partielles

Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions qui concerne les équations aux dérivées
partielles, ainsi des phénomeénes physiques modéliser par des équations aux dérivées partielles

(en abrégé E.D.P ).

2.1 Généralités

Une équation aux dérivées partielles est une relation entre une fonction de plusieurs

variables u et ses dérivées partielles et une fonction f donnée :

o ouow o
u, Or,’ Oxy’ ' Ox, 0x? ' Oxm

Q) est une ouvert de R™, F' est une fonction de plusieurs variable réelles. L’ordre de dérivation

F( =f (2.1)

le plus éléve est appelé 'ordre de I’'E.D.P.

Remarque 2.1.1.

1. Notons que sin =1, alors I’E.D.P est une équation différentielle ordinaire (E.D.O).

2. Si dans (1.1) f est nulle, on dit que ’équation est homogéne.

Définition 2.1.1.

St u est ses dérivées apparaissent séparément dans I’E.D.P, celle ci est dit linéaire.
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Exemple 2.1.1.
ou  Ou

oz oy

1" ordre linéaire et homogéne.

Définition 2.1.2.

St u n’est pas linéaire en au moins une dérivée dans I’E.D.P, alors I’E.D.P est non linéaire.

Exemple 2.1.2.

2™ ordre non linéaire, alors ’EDP est non lineaire.

Exemple 2.1.3.
Pu  Pu
—_—t — = f
0x?  OJx0y?

3¢ ordre linéaire

La forme la plus générale pour une E.D.P linéaire du 1°" ordre est :

ou

ou
Ry > -
5 T (z,y)

Az, y) 3y

+ C(x,y)u = D(z,y)

2.1.1 E.D.P linéaire d’ordre deux a coefficients constants en dimen-

sion 2

Elles sont de la forme :

9*u 0*u 0%u ou ou
A—+ B —tD—+FEF—+F = 2.2
502+ Bagay + Oy + Dgy + B, + Fut G =0 (2.2)

les trois premier temes A, B, C' sont des constantes.

2.1.2 Classification

Le type de I'E.D.P (1.2) dépend de signe de B? — 4AC
e Si B2 —4AC > 0, alors 'E.D.P est dit hyperbolique .

e Si B2 —4AC =0, alors 'E.D.P est dit parabolique.
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e Si B2 —4AC <0, alors 'E.D.P est dit elliptique.

Exemple 2.1.4.

1) L’équation des ondes hyperbolique est :
— —(C"=— =0; C>0
B? — 4AC = 4C*?

2) L’équation de la diffusion parabolique :

ou  0%u
i b d
ot ox? 0 >0
B®>—4AC =0
3) L’équation de Laplace elliptique :
o
ox2  Oy?

2.1.3 Le probléme aux limite

Soient u et une E.D.P valide sur un ouvert €2 , les trois principaux types de conditions

aux frontiéres sont :

1. On impose la valeur de u sur 0f2 , c’est la condition de Dirichlet .
0 0

2. On impose la valeur de —u; a—u

n

on

3. On impose ces deux condition sur 02 c’est la condition de mixte .

= (gradu).@@ c’est la condition de Neumann .

Remarque 2.1.2.
St I'E.D.P est valide dans tout l’espace, il n’y a pas de frontiere, on impose souvent des

conditions a l'infini .

2.1.4 Condition initiale

Si ’E.D.P modélise un probléme d’évolution, on ajoute la condition initiale qui dépende

du temps .

Remarque 2.1.3.

(E.D.P + condition aux limite ) = probléme auz limite
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2.1.5 Probléme bien posé

Soit (P) un probléme aux limite.

Proposition 2.1.1.
On dit que (P) bien posé si :

1. 1l existe une solution de (P) satisfaisant les conditions aux frontiéres .
2. la solution doit-étre unique.

3. la solution doit-étre stable par rapport auzr conditions auz frontiéres imposées

2.1.6 Probléme mal posé
Un probléme qui n’est pas bien posé est dit mal posé .

Exemple 2.1.5.

u'(z) =0
(P) Qv (a) = uo
u' (b) = vy

W=0=u=C=u=Cuz+ Cy

u'(a) = ug,u (b) = vy

cas 1 :

Si ug # vo le probléme (P) n’admet aucune solution.

cas 2 :

Si ug = vo le probléme (P) admet une infini de solution : u(x) = upx + C.

Donc le probleme (P) est mal posé.
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2.2  Quelques modéles tirés de la physique

2.2.1 Probléme parabolique
L’équation de la chaleur

On considére une barre de longueur L dont la température est fixée a zéro aux extrémi-
tés.
L’équation de la température au cours du temps s’écrit :
ou 0%u

o @) =5 (@) + f(a,t)  Veel0,L]ette0T]

u(z,0) = ug(x) C.I
u(0,t) =u(L,t) =0 C.L

2.2.2 Probléme hyperbolique
L’équation des ondes

Proposition 2.2.1.
Considérons une membrane élastique de surface §2, plan au repos et fizée sur son bord I'.
Lors de petites vibration transversales, le déplacement normal au plan d’équilibre en tout
point x,y de Q et a chaque instant t est une fonction u : (x,y,t) — u(z,y,t) qui vérifie
I’équation :

0%u )

W:C’Aujtf V(z,y) € Q et Vte|0,T]
ou C désigne la vitesse des ondes.
Ce probléme du second ordre en temps est un modeéle de probleme hyperbolique. La détermi-
nation de la solution nécessite de fizer deux conditions initiales en temps.

En fizant les valeurs du déplacement transversal u et de sa dérivée partielle en temps, au

temps

u(z,y, z) = u’(z,y)
ou

E(‘Tayao) = ’UO([E,y)
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on obtient un probléme a valeur initiale ou probleme de Cauchy.
Les conditions aux limites choisies, pour la membrane fixée sur son bord I' , sont des condi-
tions de Dirichlet homogénes mais on pourrait choisir d’autres types de conditions aux limites

comme dans les cas stationnaires ou paraboliques.

Remarque 2.2.1. (Solution stationnaire)
Lorsque la solution ne dépend plus du temps (régime permanent ou stationnaire) on retrouve

une équation déja étudiée de forme :

—Au=f V(z,y) € Q

+ Conditions auz limites sur I’

L’équation des ondes et ’équation de la chaleur ont les mémes expression dans le cas
stationnaire. C’est pourquoi les solutions du probléme de Poisson ci-dessus peuvent s’inter-
préter physiquement, @ la fois comme des déplacements d’une membrane élastique ou des

températures.( voir [11]).

2.2.3 Probléme elliptique

L’équation de poisson

f(x.y)

u(x,y)

FIGURE 2.1 — Membrane élastique
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On considére une membrane élastique plane 2 fixée sur son pour tout I'.On suppose la
membrane soumise en tout point (z.y) & une densité de forces f s’exergant perpendiculai-
rement au plan de la membrane.

Sous l'action de f chaque point de la membrane subit un petit déplacement le déplace-
ment transversal, perpendiculaire au plan de €2 est I'inconnue u de ce probléme et vérifie
d’équation :

—Au(z,y) = f(z,y) Vr,y € Q

u(z,y) =0 sur r
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Chapitre 3

Principe de discrétisation et résolution

numeérique

Un probléme elliptique linéaire posé sur un domaine continu n’est pas résolubale tel que
par un ordinateur, qui ne peut traiter qu'un nombre fini d’inconnues.
Pour se ramener notre probléme en dimension finie, on va utiliser la méthode de différences
finie (en abrégé D.F ) pour discrétiser I’espace, on obtient un systéme linéaire.
Dans ce chapitre, on va aborder le principe de la méthode de différences finies, et faire appel

a des techniques de résolution du systéme linéaire.

3.1 Principe de la méthode de différence finies

La méthode consiste a remplacer les dérivées partielles par des différences divisées ou
combinaisons de valeurs ponctuelles de la fonction en un nombre fni de points discréts ou
noeuds du maillage.

Avantages : grande simplicité d’écriture et faible cotit de calcul.
Inconvénient : limitation de la géométrie des domaines des calculs (simple, non complexe),
difficultés de prise en compte des conditions aux limites et en général absence de résultats

de majoration d’erreurs.
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3.1.1 Maillage :

Considérons un cas monodimensionnel ot 'on souhaite déterminer une grandeur u(x)
sur U'intervalle [0, 1]. La recherche d’une solution discréte de la grandeur u raméne
a constituer un maillage de l'intervalle de définition.
On considére un maillage (ou grille de calcul) composé de N + 1 points x; pour i =0, ..., N
réguliérement espaces avec un pas Ax. Les points x; = 1Ax sont appelés les noeuds du
maillage. Le probléme continu de départ de détermination d’une grandeur sur un ensemble
de dimension infinie se raméne ainsi a la recherche de N valeurs discrétes de cette grandeur

aux différents noeuds du maillage.

3.2 Cas D1 :

3.2.1 Dérivée d’order 1 :

Développement de Taylor :

Pour u € C? la formule de Tylor a Porder 2 aux point u(z + h), et u(x — h) nous donne :

Ui = u(x; + Ax) = u; + Az(%) 4+ +0(Az?)

w1 = u(x; — Azr) = u; — Ax(%) ++O(ALY)

3.2.2 L’erreur de Trancature

Définition 3.2.1.
La puissance de Ax avec lequelle [’erreure de trancature tend vers 0 est appellée : d’ordre de

la méthode

Notation :

On note u; la valeur discréte de u(x) u point x;, soit u; = u(x;). De méme pour la dérivée

de u(z) au noeud z;, on note (%)mm = (%)Z = ul.

Cette notation s’utilise de facon équivalente pour toutes les dérivées d’ordre successif de la

grandeur u.
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Le schéma aux différences finies d’ordre 1 présenté au-dessus s’écrit, en notation indicielle :

(50). =5 ot

Ce schéma est dit "avant" ou "décentré avant" ou upwind.

Il est possible de construire un autre schéma d’ordre 1, appelé "arriére" :

()~ s

3.2.3 Schéma d’ordre supérieur

Des schémas aux différences finies d’ordre supérieur peuvent étre construits en

manipulant des développement de Taylor au voisinage de x;. On écrit :

Uiy1 = u(r; + Ax) = u; + A:c(%)l + Az_x'Q (%)l + O(Az?)
wi— = u(x; — Ax) = u; — Ax(%)l + AQ—ITQ <%>Z + O(Ax?)

La soustraction de ces deux relations donne :
ou
Ujp1 — Uj—1 = QAZ'(—) + O(Al’3)
ox/i
Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la dérivée
premiére de u :

ou Ui — U 9
<%>z N 20z +O(Az%)

Pour obtenir des ordres supérieurs, il faut utiliser plusieurs noeuds voisins de x; . Le nombre
de points nécessaire a I’écriture du schéma s’appelle le stencil. Par exemple, un schéma aux

différences finies d’ordre 3 pour la dérivée premiére s’écrit :

+ O(Az?)

(@) _ —Uigo + Oup — 3uy — 2u
ox/li 6Ax

3.2.4 Dérivée d’ordre supérieur :

Le principe est identique et repose sur les développements de Taylor au voisinage de z;.

Par exemple pour construire un schéma d’approximation de la dérivée seconde de u, on écrit :
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Uiy = u(z; + Ax) = u; + Aa:<@>l n Az? (82u)i N Az3 <(‘33u) 1oAY

ox 21 \Ox? 31 \ox3/:
ou Ax? 10%u Az? 0% .
uimy = u(®; — Ar) = u; — Ax(%l + 21 <al‘2>z Y (8x3)i +O(ATT)

En faisant la somme de ces deux égalités, on aboutit & :

0%u
; i1 —2u; = A 2<_>
Uip1 + Uj—1 U x 2

Ce qui permet d’obtenir le schéma d’ordre deux dit "centré" pour approximer la dérivée

4+ O(Az?)

(2

seconde de w :

<82u) _ Uit — 2u; + u;q n O(A[L‘Q)

0x? Ax?

Il existe aussi une formulation "avant" et "arriére" pour la dérivée seconde, toute deux

d’ordre 1 :

= A2 + O(Ax)

(azu) Uire — 2Uip + 4

= A2 + O(Ax)

<82u> U; — 2161',1 + U;_9

Il est également possible de construire, par le méme procédé, des schémas aux différences

finies d’ordre supérieur pour les dérivées deuxiéme, troisiéme, etc...

3.3 CasD2:

Dans le cas D2, considérons une grandeur u(z,y) défnie sur un certain domaine. Ce
dernier est décomposé en N x P noeuds (z;,y;) répartis réguliérement avec un pas d’espace
Az dans la direction x et Ay dans l'autre direction. On notera w;; la valeur discréte de la

grandeur u(z,y) au noeud (z;,y;).
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Notation :

w;j = u(iAz, jAy) i,j €7

u(x,y) : est décomposé en N x P noeuds (z;, ;)
Az : un pas dans la direction de x

Ay : un pas dans la direction de y

3.3.1 Dérivée premiére

De la méme maniére que dans le cas en dimension un, on obtient pour D2 les approxi-

mations suivants :

= % + O(Ax?)  différences finies (D.F) centre
i T

= UHIJA—;U” + O(Ax) D.F avant

= % +O(A) D arriére

A, + O(Ay*)  D.F centre

= u”%;uu + O(Ay) D.F avant

= UJ_A—ZJ_I +0(Ay)  D.F arriére

()
()
()
<@) Uij+1 = Uij—1
(5)
()

Remarque 3.3.1.

Pour optinir de ordres superieurs il faut utiliser plusieur noeuds au voisinage de (x;,y;)

Exemple 3.3.1.

Un schémas aux D.F d’ordre 3 par la dérivée premiére est

(0u> T U2 + 6U7;+17j — 3ui,j — 3’&1’_17]‘
%

e 3
oz 6 Az +0(a77)
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3.3.2 Dérivée d’ordre supérieur

Développement de Taylor

u(zi+ A, J) = u;+ A x<@)z + b o7 <82u> + b’ (83u>i + O(A %)

w(w;— D, J) = uij— A x(— .

Par sommation on obtient

2

0“u
’LLZ‘_:,_L]‘ + ui—l,j = 2ui7j—|— A 1'2 (@) ) + O(A ZE4)

= +O(A %) D.F. centre d’ordre 2 par rapport a x

2
(3 U) i1, — 2Uij + Uiy,
i A x?

= +O(A y?) D.F.centre d’ordre 2 par rapport a y

<32u> Uiji1 — 2Uij + Uij
i A ’y2

La méthode de différence finie répose sur les trois principes suivants :

1) Consistance :
Poson L : uw — —u” opirateur de (P,)
L, — Dy(Dpu) opirateur de (FPy)

L’erreur de consistance de (P),) par rapport a (P,.) est défini par :

Ry(u) = Lu(x)) — Ln(u(x))

La probléme (Py) est dit consistance par rapport a (P.) si
R,—0 quand h—0
2) Stabilité :
On dit que le probléme (P}) est stable si pour toute fonction f.la solution correspen-
dente uy, de (Py,) avec f est bornée par la donnée f.

La notion de stabilité dépend de la norme utilisées.
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3) Convergence :
En générale :(Consistance + Stabilité) = Convergence
Le théoréme de Lax :
Dans un probléme bien posé. et avec un schéma numérique consistance ,la stabilité

est une condition nécessaire et suffisante pour la convergence.

3.4 Résolution des systémes linéaires

3.4.1 Systémes linéaires

Considérons un systéme d’équations linéaires de la forme AX = b, avec A une matrice

inversible de dimension n x n, b un vecteur connu et X le vecteur des inconnus.

ailz Qaiz - Qip X1 by
ag1 A2z -+ Q2p X2 by
ap1 Ap2 - Ann Ty, bn

Si b =0, on dit que le systéme est homogeéne

3.4.2 Systéme linéaire a matrice A particuliére

e A triangulaire inférieure

Soit le systéme matricielle d’order n :

AX =D

ol A est un matrice triangulaire inférieure.

Développons ce systéme :
n
E ;T = bi, 1=1..n
j=1
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ot a;; = 0 quand 7 > ¢.

Il est equivaut donc a :

i 1—1
bi = E &ijx]’ = E Clijl'j + Q;;T; 9, = 1n
Jj=1 Jj=1

si on connait les (i — 1) premiére éléments de X, le i-iéme s’écrit :

i—1
1

A triangulaire supérieure

Soit le systéme matricielle :
AX =10

Ou A est une matrice triangulaire supérieure on a :

n
E A5 = bz 1= ]_TL,
Jj=1

ou a;; = 0 quand j<i.

Il est équivaut donc a :

n n
bz‘ = E Q5 = E Qi 4 + a7 1 = 1n,
j=1 j=i+1

x; s’obtient donc aisément par la calcul a rebours suivant :

1 n
xi:_[bi_ E aijxj] i=n,n—1..1
(0773 =
J=i+1

A matrice diagonale

soit le systéme :

AX =10

ou A est une matrice diagonale. la solution X s’obtient immeédiatement par :
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3.4.3 Les méthodes directes

Ces méthodes permettent de résoudre le systéme soit par triangularisation ou par facto-
risation de la matrice A, ces méthodes sont utilisées pour les matrices pleines et les petits
systémes (n peu elevé). Pour nous, on s’interesse a la méthode de Choleski car note matrice

de discritisation est une matrice tridiagonale.

e Méthode de Choleski Principe :
Théréme de Choleski

Si A est matrice symétrique et définie positive, alors elle peut étre décomposée en :
A=LL
ol L est une matrice réelle triangulaire.

Décomposition de la matrice A

Développons I’équation :

A=LL!
Q5 = Z Liijk
k=1
Liy=0 st k>1
ij =0 st k>
on obtient :
min(i,j)
a,-j: Z szL]k: Zzl,n jzl,n
k=1

pour la partie triangulaire supérieure de A r-iéme ligne s’écrit :

r
Qrj = E erij j: rn
k=1

soit :
r—1

a‘?"j = Z LT‘ijk + erLjr ] — ’/’, n
k=1
Ce qui donne ’algorithme suivant :
r—1
Ly =lam =D LZ]'? r=1n
k=1
r—1

Ljr = [arj = Y LokLixl/Ler  j=r+1,n

k=1
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Résolution des systéme linéaire AX = b par la méthode de Choleski
Aprés décomposition, on passe a la résolution du systéme LL'X =b :
Poson L'X =Y

on obtient le systéme suivant :

LY =b
L'X =Y

et la résolution est immédiate par les algorithmes (2.1) et (2.2).

3.4.4 Les méthode iteratives

Ces méthodes induisent un processus itératif par construction d’une suite de vecteurs

qui convergent vers la solution du systéme. A chaque itération (k 4 1), un vecteur X (<+1)

est évalué a partir du vecteur de I'itération précédente X ) ce qui peut s’écrire sous forme

matricielle :
MX*D = NX®) 4 B
ol les matrices M et N vérifent
M-N=A

De notre part, en s’interesse aux deux méthodes suivants :
-la méthode de Jacobi
-la méthode de Gauss-Seidel

Ces méthodes sont utilisées pour les matrices creuses et les grandes systéme.

e Meéthode de Jacobi

Prencipe

1. Initialisation avec un vecteur X© arbitraire.

2. A litération (k + 1), le vecteur X **1) est calculé par la relation :
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D al|:bz_ Z aiijk)}
AL

n—1
) — i |:bn — Z CLanE;k)]
j=1

\

Forme matricielle
Sous forme matricielle,en décomposant la matrice A en trois matrices D,E et F

respectivement diagonale,triangulaire inférieure et triangulaire supérieure :

XD — DY+ F)X® 4 DB

3. Critére d’arrét

Nous donne le nombre d’itération a effectuer pour avoir la solution approchée :

| XEHD) — X®) < ¢

e : donne

o Méthode de Gauss-Seidel

Principe
1. Initialisation avec un X arbitraire.

2. A litération (k + 1), le vecteur X #**1) est calculé par la relation :
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i—1
(k+1) _ 1 Z (k+1)
Z; = a_ii bz — aijxj — E aijx-
j=1

n—1
.T’gzk+1) - ﬁ |:bn - Z anjx§k+1):|
j=1

\

sous forme matricielle :

X*D = (D-E)'FX® +(D-E)'B

3. Critére d’arrét

Nous donne le nombre d’itération a effectuer pour avoir la solution approchée :

| XD - x ™) < ¢

€ : donne

3.4.5 Critére de convergence

Théoréme 3.4.1. [13/

St l'un des conditions suivantes est verifiée, alors les méthodes de Jacobi et Gauss-

Seidel convergent :

— A est un matrice a diagonale dominante :

n

laa |> > Jay |
i=1li#j
— ||IT] <1 norme matricielle

OuT;=DYE+F)etTg=(D—E)'F
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— p(Ty) <1, p(Tc) <1

Remarque 3.4.1.
- Le choiz du vecteur X est arbitiaire c-a-d si la méthode converge, quelque soit X, on

obtient la solution approchée
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Chapitre 4

Résolution par D.F de I’équation de

Poisson

Les équations elliptiques régissent les problémes stationnaires, d’équilibre, généralement
définis sur un domaine spatial borné €2 de frontiére I' sur laquelle I'inconnue est soumise a
des conditions aux limites, le plus souvent de type Dirichlet ou Neumann.

Le probléme elliptique type est celui fourni par I’équation de Laplace (ou de Poisson) soumise
a des conditions aux limites, par exemple de Dirichlet :

—Au=f dans €2

U = g sur 0,

Cas particulier : I’équation de Laplace

Si f = 0, on obtient une équation de Laplace :

—Au=0 dans €

U = Ug sur OS2
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4.1 Introduction du modéle

Le probléme modéle est le suivant :

L’équation de Poisson avec le condition de Dirichlet non homogéne

n
0*u
_ =
i=1 0]

—Au(z) = flx) z€QeR”

u=gq sur 0f)

4.2 Probléme continu en D1

—u'(x) = f(z) a<xz<b

u(a) =u(b) =g
4.2.1 L’existence et ’unicité de la solution continue

Pour f € C°([0,1]), 3lu e C*(]0,1]) (solution classique ) de (P.) (voir [2]).

4.2.2 Principe de maximun continu
Proposition 4.2.1. [2/

Soit f € C°([0,1]), et u € C*([0,1]) la solution de (P.), Alors :
> 0= u=>0 surodf

0= u<0 surodf2

=0 alors : infpgu < u < supyq u

[
e
N

>0 etinfgqu =0 Alors u > 0 dans €

4.3 Probléme discrét en D1

On discrétive U'intervale continue |[a, b], en un nombre finie des points x; :
Déscrétisation uniforme

x;— w1 =h=uz,1—x; (h:]lepasde déscrétisation)
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Ar

rg=0 1 Tiq T; TN_2 Tny_1 Iy=1

FIGURE 4.1 — Maillage uniforme de ]0,1|

En utilisant le différence finie centrée, le probléme approché (P,) s’écrit dans ce cas de la
facon suivant :

Trouver les u; tel que :

Ui 1—2ui+ui—q .
e T .
(Pn) h

Uyp = UNy+1 = G

th{xi:ih; 1§i§N}
on peut écrire le systéme précédent sous forme matricielle, o les inconnues sont regroupes

dans le vecteur uy, = (uy, us...uy)t € RY qui vérifie :

AU, =0

Ay, matrice de taille N x N est donnée par :

2 -1 0 N
-1 2 -1 fo
1 -1 2 -1
Ay = 7 b=
-1
0 -1 2 In

Ay, @ matrice carrée tridiagonale.
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Proposition 4.3.1. [//

Pour que le probleme (Py,) admet une solution discrét unique il faut et il suffitique la matrice

Ay, soit symétrique et définie positive.

L’existence et ’unicité de la solution discrét du probléme (F;)

1- La matrice A; est symétrique :

Ay, est symétrique car AL = A, (clair)

2- La matrice A,est définie positive :

VX eRY X'AX >0

On pose N=5
2 -1 0 0 0 x
-1 2 -1 0 O T
<a:1 Ty T3 X4 x5> o -1 2 -1 0 T3
0o 0 -1 2 -1 x4
0o o0 0 -1 2 x5

x1
T2
= (21’1 — T2, —X1 + 21’2 — T3, — X9 + 2.733 — T4, — T3 + 2ZL’4 — Ty, —T4 + .1‘5) T3

Tyg

Ts
= (21 —x2)x1+(—21 200 —23) Xo+(—2o+203— 24 ) w3+ (—23+204—25) Ty +H(—24+T5) 25

= 222 — 1119 — T T + 203 — Loz — ToT3 + 203 — T3y — T3Ty + 207 — T4T5 — T4T5 + 272
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= 222 — 23119 + 203 — 2wox3 + 275 — 27314 + 227 — 2w475 + 202
= (11 — 29)* + (19 — 23)% + (w3 — 14)% + (14 — 25)> + 22 + 22 > 0
donc Aj, est définie positive.

Généralisation :

pour A, € RVN . X ¢ RV

2 -1 0 T
1 2 -1 2y
XEAY — ( > -1 2 -1
— xl x2 PP xN ) ] ]
—1
0 —1 2 N
T
)
= (201 — 29, —21 + 220 — X3, -+, —Ti_1 + 2% — Tip1, -, —TN_1 T 22N)
TN

= (221 —22) 21+ (=21 + 229 —23) o+ -+ (=21 +22 — 21T+ o+ (—TN H228) TN
N N-1

=1 =1
N N-1 N
_ 2 _ 9 - + 2

N-1

=27 + Zx —2Zxxl+1+xN+ZSCZH

=1

N—-1
(27 = 2@xip1 + 27,,)

M

=1
N—-1
= Z(l‘z — $i+1)2 + ZE% + l’?v >0

Alors X'A,X > 0 donc Ay, défini positive

39



A, est symétrique et défini positive, alors d’aprés la proposition (3.3.1) le probléme (Fy)

admet le solution discrét unique.

4.3.1 Consistance :

Proposition 4.3.2. [2/
(Py) est consistance par rapport a (P.) et on a : si u € C*[0,1]) :

1
1RAU oo < 510 |

w(wir) — 2u(z;) + u(zimy)| A 4 4
(s = ) + w0,

h
IR, U||hoco < 21 % 2 max(u™®(6;),u™(6,))

—u' (z) +

h2
< 5l

Poson : ¢ = L |lu|
Alors : ||RyU||noo < Ch?

Consistance d’ordre 2.

4.3.2 Principe de maximun discrét

Proposition 4.3.3. [2/

Une matrice A est monotone si et seulement si :

(AX>20= X >0)

Proposition 4.3.4. [2/

Si f >0, alors la solution Uy, du probléme (Py,) vérifie :

U,>20
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Le monotone de la matrice Ay, nous assure le principe du maximun discrét :
AU, =0

4.3.3 Stabilité

Soient u solution de (P.) : LU = f dans 2 et Uy, solution de (P) :LpUy, = f dans
ona: LU — LyU, =0 dans €,
Donc : LU — LU 4+ LU — LU, =0
d'ot : RyU + Lp(U —Up) =0

ol R,U est l'erreur de consistance on obtient :

RhU = Lh(Uh — U) dans Qh

Ona: |[Rullne < Ch?

Si U est suffisamment réguliére on veut savoir si U — U, est petite quad Rj, est petite
(h — 0) c’est la notion de stabilité.

On va montrer que le probléme (P,) est stable pour la norme discéte du maximun

(la norme de convergence uniforme ).

Proposition 4.3.5. [2/

Si la matrice Ay, est monotone, alors la solution Uy, du probleme (Py) vérifie :
AU, = b par conséquent on a :

1Unllnco = 1Uhlloo = 147 blloe < 1AL 1111l

on a: |4 < &

Done : |Up|lhoo < %“f”oo

4.3.4 Convergence

Théoréme 4.3.1. [2/
Soit f € C*([0,1])
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on note U la solution de (P.) et Uy la solution de (Py) Alors il exist une constante C' > 0

mdépendant de h telle que :
|U = Upllnoo < Ol fP]och?

Remarque 4.3.1.
En particulier, la matrice de discrétisation de (—u") avec conditions aux limites de Newman

homogeénes :

donne une matrice Ay, qui est symétrique et positive, mais non définie, d’ou ['unicité n’est

pas vérifiée.

4.4 Probléme continu en D2

Pour un ouvert 0 C R? on considére le probléme continu suivant :

Trouver u(z,y) qui vérifie :

—Au=f dans
(Fe)

u=gq sur OS2

ou f est une fonction donnée réguliere dans €.
Le probléme (P.) admet une solution exacte unique.

On considere :
- un domaine borné Q C R? (rectangulaire)

- une fonction f € C'(Q) et une fonction g € (99).

4.4.1 L’existence et ’unicité de la solution continue

Théoréme 4.4.1. /8]

Pour f € CY(Q) le probleme (P.). Admet une solution unique u régulicre .
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4.4.2 Principe de maximun continu

Proposition 4.4.1. [6/
Soit f € C°([0,1]), et u € C?([0,1]) la solution de (P.), Alors :

o [>0=u=>0 surdf2

o f<0=u<0 surodf

o [ =0 alors : infypgu < u < supy u

o >0 etinfygqu >0 Alors u > 0 dans )

4.5 Probléme discrét en D2

Un schéma a 5 points pour le Laplacien :

choisissant : Q =]0, a[x]0, b]
b

M+1

pas discrétisation : Az = Ay =

a .
N+1’
tel que : z; =iAx, 1=0..N+1
y; =JjAy, j=0.M+1

on défini €2, le maillage intérieur a {2 par :

th:{PM:(QZi,yj) , avec izOouN—i—l,j:OouM—i-l}

Le probléme approché (discrét)

S’écrit alors : trouve uy, = up(z;,y;) tell que :

—Apup, = f(25,y;5) dans ()
(Pr) ’
up, =0 sur 0f)
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Ay, est le schéma de différence finie pour A :

0%u — Uiyt + 2 — U1
—@(ﬂfmyj) = Ax; L4 O(Ax?)
82’& — Ui 11 T+ 2ul i — U; i1
—a—yQ(%yy‘) = —t Ayz’] 1+ O(Ay?)
N
by,
r h: h_r .
W e 5 s E
hy

FIGURE 4.2 — Schéma & 5 points pour le Laplacien

b

aN b1

FIGURE 4.3 — Numérotation des noeuds dans 'ordre "naturel"

de gauche vers la droite et de bas en haut
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Note probléme divient :

Ty 2y T Uity g 20— Ui

sz Ay2 = f(xlv yj)

pour 1 <:<N;1 <5< M

avec le conditions aux limites :
u; =unt1; =0;0< < M+1
UL():UZ"M_H:O;OSZ'SN—Fl

Le systéme linéaire correspondant au probléme (Fy,) s’écrit :

Ahuh =b

ol u, € RVXM.p ¢ RVxM

Up = (U1,17 U215+, UNL, UN2, """ 7UN,M)t

b= (f(xi, ), [N, ym))’

ot u; j = up(wi, yy)

La matrice Ay est une matrice de taille NM x NM tridiagonale par blocs.
Donnons défini la forme de la matrice ce Ay, (pour simplifier) dans le cas
d’un maillage uniforme :

ot Ar =Ay=~hona:

%(4%,3‘ — Uiy — Uis1j — Uil — Wij1) = fij

j=1, i=1---N

=1 #(4101,1 — U271 — Up,1 — Ur2 — Ul,o) = f1,1

=2 h—12(4u2,1 —U3] — Uy — U2 — U2g) = faq

=N %(4UN,1 —UN+1,1 — UN-1,1 — UN32 — UN,o) = fN,1

\
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—Iy 0
1
h2

0 —Iy

—Iy Dy

Iy : la matrice identité de taille N x N

Dy : matrice carrée (N x N) donnée par :

Dy = - Iy =
0 -1 0
~1 4 1

Ay, est une matrice tridiagonale par blocs,puisque la matrice Dy est une matrice symétrique
définie positive donc inversible.alors la matrice A; est inversible donc le systéme Aju;, = b

admet une solution unique.

4.5.1 Consistence

Pour u € C*(2) on obtient au point P, ; = (z;,y;) € Qp

Uit1,j — 2’1111"]' -+ Ui—1,5 . (92u A.CL’Q 84u 84U
A2 = o2 (i, y5) + o4 [W(elvyj) + 9 4(92>yg)}
Ay? - Oy? (z95) + 54 [8 (73, 6) + 6y4(%04)}

2 <O <@g, im0 <0 <,y <03 <y, Yo <00 <Ly
on a : Ryu = Au(x;, y;) — Apu(xi, y;)
h2
donc || Rpu ||p,00< EMAL(U)
*u )
8y4 00

0*u
L’erreur de consistence est donc d’ordre 2.

ou My(u) = mam(

8x4 ooj‘
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4.5.2 Stabilité

Proposition 4.5.1. [6/
Ay est un matrice symétrique définie positive et de plus monotone alors :

1
At 20 et 47 < (0 + 1)

donc

Apup =b = uy = A;lb
lunlloo < 145 lloo1Bllc

1
< (22
< (@ + 1)

4.5.3 Convergence

On note u la solution de (P,) (u € C*(€2)) et uy, la solution de (F,).11 existe une constante

C' > 0 indépendante de la tellque :

lu — un|lpoo < C’M4(u)h2

a’® + b?
96

avec My(u) = maz (|||, ||-||oc) et C =

Remarque 4.5.1.
Maillage non unforme Ax # Ay

Note probléme (P,) divient :

Ty 2~ Uiy g 20— Ui

Ax? Ay?

= f(xivyj)

pour 1 <:<N;1 <5< M

avec le conditions aux limites :

U =un+1,; =0; 0<j7<M+1
uio=upmr1=0; 0<i<N+1

Le systéme linéaire correspondant au probléme (Py,) s’écrit :

Ahuh =b
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ol uj, € RV*M.p ¢ RNxM

Up = (U1,17 U2,15 "+ s UN,1, UN2, " " 7UN,M)t

B=(f(zi,y1), -, flan,ym))

ol u; ; = up(x;, y;)

La matrice Aj, est une matrice de taille NM x N M tridiagonale par blocs.
Donnons dénfini la forme de la matrice ce A, (pour simplifier) dans le cas
d’un maillage non uniforme :

ou Az # Ay

on pose Ax =het Ay=Fkona:

e (2 — i1y — i g) + g (2uig — i — 1) = fi

j=1,i=1---N

1=1 %(27«01,1 — Uy — Upg) + k—12(2U1,1 — U —ug) = fi1

1=2 %(2162,1 — Uzl — Ul,l) + k—12(2U2,1 —Ug2 — Uz,o) = f2,1

1=N #(QUNJ —UN+11 — UN—11) + ,%2(2711\/,1 —un2 —Uunp) = fn1

- 2 2 1 1 1 1
=1 (ﬁ + k—z)um — jzl2,1 — 33U01 — 3zU12 — U0 = J1,1

L 1 L

< 2 2 1 _
=2 (ﬁ + k—z)um — p2U3,1 T Rzl — U222 — pU20 = f2,1

: 2 | 2 1 1 1 1
i=N (55 +@2)uni — 7EUN+1L — j2UN-1,1 — ZUN2 — 72UN0 = N1

Dy —Iy
—Iy 0
1
k2
0 —Iy

—In Dy
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Iy : la matrice identité de taille N x N

Dy : matrice carrée (N x N) donnée par :

& 42 -k 1
o 0 1 0

0 ~B 0
b 249 1

Ay, est une matrice tridiagonale par blocs,puisque la matrice Dy est une matrice symétrique

définie positive donc inversible. alors la matrice Ay est inversible donc le systéme Aju, = b

admet une solution unique.
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Chapitre 5

Applications

Pour montrer 'analogie entre le probléme continue et son analogie discrét, on va donner
deux applications, la premiére application concerne un probléme mal posé au cas continue
ou on va avoire la méme résultat au cas discrét.

La deuxieme concerne la résolution numérique de I’équation de Poisson en dimension deux,

en appliquant le schéma a 5 points.

5.1 Premiére application

Soit le probléme (P) :

1) (P) est mal poseé.
' =1l=tv"=-1—=uv=—-a+¢ :>u:%+clw—l—02
W(0)=0=0c¢;=0
W(1l)=0=-14+=0=0c¢=1
donc le probléme (P) dmet une infini de solution.

donc le probléme (P) mal posé.

On va montre que le probléme (P;) est aussi mal posé numériquement.
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R Y .
_<u1+1 Ui T 1) =1 dans 0, 1

h2
W(0) = /(N +1) =0

(Pn)

pour 1 <17 <4
avec le condition aux limites :

Nous utilisons :

U; — U; Uy —u
y Wil i ;W1 0 o o
.Ui—T Uy = i —0:><U1—U0)4—0:>U0—U1
Ui — Ui—1 UN — UN-1
.u;:T:>U’/]V+1:T:<U’N_UN*1)4:O:>U3:U’4

le systéme linéaire correspondant au probléme (P,) s’écrit :
Ahuh =b

ol uy € R¥>3 b € R3*3
_ t
Up = (Ul,u2,u3)

b= (f($1)7 f<x2)7 f(‘r3))

ou u; = u(x;)

1
° —(ui+1—|—ui_1—2ui) = h? :>—(ui+1+ui_1—2ui) = E
la forme matricielle :
1<i<N
(
1=1 —UQ—UO—FQUI:% 1=1 —UQ—U1+2U1
1=2 —U3—U1+2U2:11—6 —= qi=2 — Uz — Uy + 2u9
1=3 —u4—u2+2u3:% \223 — U3 — Uy + 2us
(
Z:1 Ul—UQZ%
== 31=2 —us—u + 2uy
. _ 1
(1=3 —utus=q5

ol



le systéme linéaire :

AU, =b
1 -1 0 Uy i
0 -1 1 us =

Existence et unicité

Pour que le probléme P, admet une solution

o A;, symétrique :

donc Aj, symétrique

e A, n’est pas définie car :

X'AX = (1 — 29)* + (23 — 23)* > 0

pour 1y =29 =3 #0: X'AX =0

Donc : la matrice Ay est symétrique et positive mais non définie.

Alors : d’aprés la proposition (3.3.1) le probléme P, n’admet pas une solution discréte

unique d’ou : le probléme (F},) est aussi mal posé.
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5.2 Deuxiéme application

Soit I’équation de Laplace en D2 avec les conditions de Dirichlet
( /0%u  O%u
(55 +53) =9
ox?  Oy?
u(z, 1) =z;u(l,y) =y

u(0,y) =u(y,0) =0

Choisissant n =m =3 et Ax = Ay = %

e La matrice de discrétisation :

Note probléme divient :

Uiprj + Wicrj — 2Uij  Uigen + Uij1 — 2

=9
Ax? Ay?
U1 =1, Unr1j=J 0<e<n
uO,j:uj,OZO 0§j§m
onan:Ay:%etm:n:3oqu:hetAy:k
v, =ih  0<i<3
Qh’k - . .
yi=jk 0<75<3
= Uiyt — Uim1y — Uige — Uig-1 + 4 = 9Ax?
= Uil — i1y~ Uil — Uigo1 T 4u; =1
La forme matricielle :
1=1,7=1 —wup1 —ugy —uip—upg+4du, =1
< 1=1,7=2 —uss—up2—uiz—u, +4uo=1
1= 2, ] =1 — U371 — uLl — u2,2 — UQ’O + 4UJ2’1 = 1
\Z' =2,J=2 —wuzp—Up— U3 —Up1 +4uzp =1
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Avec les conditions aux limites :

(
—Ugy — U2 +4u =1

—Ugo — U1 +4up =1

—U1 — Uz +4usy =1

—Upo — U +4uzs =1

Le systéme linéaire :

Apup, =

Ou

0 -1 -1 4 U2.2

L’existence et unicité de la solution discrét du (P :

1) La matrice A, est symétrique :

4 -1 -1 0
-1 4 0 -1
Ap =
-1 0 -4 -1
0 -1 -1 4

Donc A, symétrique car : AL = A,

2) La matrice Aj est définie positive :

VX e RY X'A,X >0
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1 4 0 —1||m
1 0 —4 —1|[as
0 -1 -1 4 Ty

(961 To X3 il?4>

= (21— 22)? + (¥1 — 23)? + (v2 — 4)? + (x3 — T4)? + 227 + 223 + 223 + 2273

Donc Ay, est défini positive, alors (P,) admet la solution unique.

e Méthode de Choleski

On a
4 -1 -1 0 U1 1
-1 4 0 -1 U192 2
Ah = Up = ' b=
-1 0 —4 -1 Uz,1 2
0 -1 -1 4 U2.2 )
Décomposition : LL! = A,
111 0 0 0 111 112 113 l14 4 -1 -1 0
l12 l22 0 0 0 l22 123 l24 B —1 4 0 —1
113 123 133 0 0 0 133 l34 —1 0 —4 -1
114 124 l34 l44 0 0 0 l44 0 -1 -1 4

Calcul des [;; :

=ai = \/W \/4_1 =2
ll2 = CL12/Z11 = -
hs = a3/l = —
ly = awa/liy =0
Calcul des Iy; :

1 V15
lae = \/a22_l% = 4——27

1. v1 1
log = [azs - 112113}/122 = [——]/ 5 —2\/1—5

4
log = [agq — lialya]/l2e = PH/@ - _\/%

N= N
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Calcul des I3; :

lss = \/(133 - Zi:l iy = \/a33 — (s +15) = \/4 - ((_%>2 * (2\}@)2> N %
l34 = [CL34 - (l13l14 + l23l24)]/l33 = [_1 B ((_%)(O) + (_2\/11_5)(_\/21_5)]/2\\//—11? N
16 2V1d _ 8VI5

5V vl
Calcul des ly; :

la = \/a44 — ki b = Vs — (G + B, +13) = \/4 — (04 (=—=)*+(
6v6  2v6

WT VT

2 —% —% 0 2 0 0 0
0 Y5 _ 1 _ 2 D VAT 0 0
L = 2 2v15 V15 It — 2 2
0 0 214 _ 8/15 1 1 214 0
V15 1514 2 24/15 15
0 0 0 216 0 _-2 _8/I5 2/6
VT V15 1514 7

Résolution : Le systéme divient LL'uy, = b

Posons Lfuy, = y et resolvons Ly = b et calculons y par substitution avant.

2 0 0 0 Y1 1
_% @ 0 0 Yo | 2
1 1 2V14 -
2 Tawm v O || 2
2 _8/15 2v6
0 - V15 1514 7 Y4 5
Y1 %
Yo _9
Nous trouvons — | 2V15
6v15
Ys 5vVid
44V7
Y4 1476
Ensuite resolvons : Luy = y et calculons uy,
2 _% _% 0 U11 %
V15 1 2 9
0 T2 T 215 _\/_1*5 U12 _ m
O O ﬂ _ 8\/ﬁ u 6\/ﬁ
V15 15/14 21 5v14
000 8 e/ AR
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U11 0.833

U12 1.166
Nous trouvons =

U921 1.166

U922 1.833

Jacobi :
%function [xsol]=MethJacobi(A,b,maxl,tol)

cle

clear

A=[ 4 -1 -1 0

-1 4 0 -1

-1 0 4 -1

0 -1 -1 4];
b=[ 1

2

2

51;
max1=20;
tol=1e-3;

[n, m| =size(A);
D=diag(diag(A));

Aoff=A-D;

x=zeros(n,1);

i=1; dx=tol4+rand;

while dx > tol ¢ <= maxl

x( 5,i+1)=inv(D)*(B-Aoff*x( :,i));
dx=max(abs(x( :,i)-x( :,i+1)));
disp(['itérations :",num2str(i), mat2str(x( :,i+1))])
x( 5i)=x( :i+1);

1=1+1;
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end
xsol=x( :,i);

disp(|'fin de 1 itérations :’ num2str(i-1), mat2str(xsol)|)

:1[0.
:2[0.
:3[0.
:4[0.
:5[0.
:6[0.
:7[0.
:8[0.828125;1.162109375;1.162109375;1.828125]
:9[0.8310546875;1.1640625;1.1640625;1.8310546875]
:10[0.83203125;1.16552734375;1.16552734375;1.83203125]
:11[0.832763671875;1.166015625;1.166015625;1.832763671875]

25;0.5;0.5;1.25]

5;0.875;0.875;1.5]

6875;1;1;1.6875]
75;1.09375;1.09375;1.75]
796875;1.125;1.125;1.796875]
8125;1.1484375;1.1484375;1.8125]
82421875;1.15625;1.15625;1.82421875]

iterations
itérations
itérations
itérations
itérations
itérations
itérations
itérations
itérations
itérations
itérations

fin de 1 iterations :11[0.832763671875;1.166015625;1.166015625;1.832763671875]

o8

0.250000000000000 0.500000000000000 0.500000000000000 1.250000000000000
0.500000000000000 0.875000000000000 0.875000000000000 1.500000000000000
0.687500000000000 1.000000000000000 1.000000000000000 1.687500000000000
0.750000000000000 1.093750000000000 1.093750000000000 1.750000000000000
0.796875000000000 1.125000000000000 1.125000000000000 1.796875000000000
0.812500000000000 1.148437500000000 1.148437500000000 1.812500000000000
0.824218750000000 1.156250000000000 1.156250000000000 1.824218750000000
0.828125000000000 1.162109375000000 1.162109375000000 1.828125000000000
0.831054687500000 1.164062500000000 1.164062500000000 1.831054687500000
0.832031250000000 1.165527343750000 1.165527343750000 1.832031250000000
0.832763671875000 1.166015625000000 1.166015625000000 1.832763671875000
0.832763671875000 1.166015625000000 1.166015625000000 1.832763671875000



2 ®1 -
x2
1-6 e :.:3
= /_/’/
1.6
14} -

1.2

S A |
d
0.4 f//

iterations

Les graphes représentent la convergence de la solution par la méthode de Jacobi on a

bien la solution approchée aprés 12 étapes avec une erreur de 1072
e Gauss-Seidel :
clear;clc

format compact

A=[ 4 -1 -1 0

-1 4 0 -1
-1 0 4 -1
0 -1 -1 4];
C = [1;2;2;5];
n = length(C);
X = zeros(n,1);

Error_eval = ones(n,1);

%% Check if the matrix A is diagonally dominant
for i = 1:n

j = 1l:n;
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j@) = [1;

B = abs(A(i,j));

Check(i) = abs(A(i,i)) - sum(B); % Is the diagonal value greater than the remain
if Check(i) < 0

fprintf (’The matrix is not strictly diagonally dominant at row %2i\n\n’,i)

end

end

%% Start the Iterative method

iteration = O;

while max(Error_eval) > 0.001

iteration = iteration + 1;

Z = X; Y% save current values to calculate error later

for i = 1:n

j = 1:n; % define an array of the coefficients’ elements

j@) = [ 1; % eliminate the unknow’s coefficient from the remaining coefficients
Xtemp = X; ’% copy the unknows to a new variable

Xtemp(i) = [ ]; % eliminate the unknown under question from the set of values
X(1) = (C(1) - sum(A(i,j) * Xtemp)) / A(i,i);

end

Xsolution(:,iteration) = X;

Error_eval = sqrt((X - Z).72);

end

%% Display Results
GaussSeidelTable

[1:iteration;Xsolution]

GaussSeidelTable

0.250000000000000 0.562500000000000 0.562500000000000 1.531250000000000
0.814453125000000 1.157226562500000 1.157226562500000 1.828613281250000
0.828613281250000 1.164306640625000 1.164306640625000 1.832153320312500
0.832153320312500 1.166076660156250 1.166076660156250 1.833038330078125
0.833038330078125 1.166519165039063 1.166519165039063 1.833259582519531
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Les graphes représentent la convergence de la solution par la méthode de Gauss-Seidel
on a bien la solution approchée aprés 7 étapes avec une erreur de 1072, ot nous notons

qu’il est plus rapide que Jacobi.
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Résumé
Dans cette theése, les problemes aux limites Uelliptiques (L’équation de

Poisson), avec differents types de conditions aux limites seront résolus numériquement,
en utilisant la méthode des différences finies.
La procédure de dscrétisation transforme le problemeaux limite en un systéme
linéaire de n équations algébriques.
Certaines techniques, a savoir : Cholesky, Jacobi et la méthode de Gauss-
Seidel seront utilisées pour resoudre un tel systeme linéaire.
Mots clés :
équation de Poisson - méthode différences finies - systeme linéaire - méthodes
itératives.

Abstract

In this thesis, boundary value problems involing Poisson is equations with
differents types of boundary conditions will be solved numerecally using the
finite differences method.

The discretizing procedure transforms the boundary value problem into a
linear system of n algebraic equations.

Some techniques, namely : the Cholesky, the Jacobi, and the Guass-Seidel
method will be used to solve such linear system.

Keys words :

Poisson equation - finite differences method - linear system - iterative
methods.
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