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RESUME
Soit {L,} le systéme de polynomes orthogonaux sur le segment [a  b] et par rapport le

point w(x) i.e. L, (z) vérifie les relations d’orthogonalité suivantes:

b
/ Ly () 2*w(z)dr =0, k=0,1,...,n— 1.

Soit [a b = [-1 1],w(x) = \/1;_7 que nous appelerons polynémes orthogonaux de
Tchebychev, On étudie dans cette mémoire les propriétés des polyndémes orthogonaux de

Tchebychev.
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ABSTRACT
Let p be a finite positive measure defined on the Borelian o—algebra of C, u is absolutely
continuous with respect to the Lebesgue measure dz on [a, b]. Let us consider {L,(2)},cx

the system of monic orthogonal polynomial with respect to w(x)dx. Such that

b
/ Ly (v) 2*w(z)de =0, k=0,1,..n—1

We choose [a 0] =[-1 1],w(z) = ﬁwhich called Tchebychev orthogonal polynomials.

We study algebraic and asymptotic properties of the Tchebychev orthogonal polynomials.
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Introduction générale

La théorie des polyndmes orthogonaux constitue un lieu de rencontre privilegié pour
diverses disciplines des mathématiques.Les polyndémes orthogonaux par rapport & une fonc-
tion poids p(x) continue et sur un segment [a ,b| vérifient les conditions d’orthogonalité
suivant:

Ly (2) = 2" + knn12" " + ko (0.1)

et
b

/ L (&) L (2) p () dt = koGnm: kn 20, mym €N, 0.2)

a

Les polyndémes orthogonaux de Tchebychev forment une classe assez particuliére de
polynoémes orthogonaux sur un segment. Ils doivent cette particularité au fait que Les
polynomes orthogonaux de Tchebychev unitaires ( moniques ) soient solutions de certains
problémes extrémaux posés dans L? ([—1,1], p (z)).Les polynoémes orthogonaux de Tcheby-

chev vérifient les conditions d’orthogonalité suivant:
T (2) = 2" + kpp12™ '+ kg (0.3)

et

dx
T, ()T, (v) ——— = kn0nm; kn #0, n,m € N. 0.4
@) T ) s = b b # (0.4
“1

En explicitant la mesure p (x) dz et son support [a , b, on retrouve beaucoup de systémes
de polynomes orthogonaux ( polynoémes orthogonaux sur le segment, polynémes orthogo-

naux de Hermite, polyndémes orthogonaux de Jacobi ,....).
Un des probléemes fondamentaux de la théorie des polynémes orthogonaux est celui qui

étudie comportement asymptotique lorsque n — oo. Ce probléme dépend essentiellement

de la mesure p (z) dx et de son support .

L’é¢tude des polynémes orthogonaux ou L, extrémaux intervient de fagon significative
dans la résolution de problémes mathématiques suivants:
1. Analyse de la distribution des zéros des polynomes orthogonaux .
2. Etude de la convergence des approximants de Padé .

3. Théorie spéctrale .
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Ce travail est composé de 3 chapitres :

e Le premier chapitre est consacré au rappel sur les espaces de Hilbert des fonctions ,
orthogonalité,décompositions orthogonales d'un espace de Hilbert.

e Le deuxiéme chapitre est la suite du premier car il examine 1'utilisation Des polynomes
orthogonaux sur un segment et par rapport & une fonction poids continue.

ele troisiéme chapitre est la suite du premier car il examine 1'utilisation Des poly-
nomes orthogonaux de Tchebychev et s’occupe aussi de la transformation des polynoémes

orthogonaux de Tchebychev associés d’Aérodynamique.



Chapitre 1

Espaces de Hilbert

Résumé : Ce chapitre un est consacré au rappel sur les espaces de Hilbert , I'espace
de Hibert des fonctions continues sur le segment,orthogonalité,décompositions orthogonales

d’un espace de Hilbert,théoréme de la projection orthogonale et analyse de Fourier.

1.1 Définition d’un espace de Hilbert

Définition 1.1.1 ([3])Soit X un espace linéaire sur le corps k. un produit scalaire sur X est

une application p:X N X — k telle que pour tout x ,xv1 29y € X, et A € k, on a:

1 o(z,x) > 0 et p(x,z) =0 si seulement si z =0
2 p(,y) = oy, o)

3. P + T2, y) = (1Y) + p(22,Y)

4 Az, y) = Ap(x, y).

Définition 1.1.2 un espace de Hilbert est un espace complet par rapport a la norme induite
par un produit scalaire. En d’autres mots Un espace de Banach dont la norme est induite par

un produit scalaire.

Exzemple 1.1.1 L’espaces des fonctions continues sur le segment [a ,b| constituent un espace

de Hlibert par rapport ou produit scalaire suivant :

b

a



1.1. Définition d’un espace de Hilbert

pour toutes fonctions f,g définient et continuent sur le segment |a ,b].

Théoréme 1.1.1 [1](Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit X un espace préhilbertien. Alors
pour tout x,y € X

[ (@) 1< (2,2)" (y,9) "2 (1.1)

Remarque 1.1.1 Dans un espace préhelbertien X, " appliction ||.| : X — R,donnée par
1

2] = (z,y)* (1.2)

pour tout x € X , est norme pour X.

Définition 1.1.3 Soit X un espace de Banach .X est un espace de Hilbert (i.e. sa norme

est induite par un produit scalaire ) si et seulement si pour tout x,y € X,on a
2+ yll? + llz =yl * = 2([l«] >+ [yl ). (1.3)
le produit scalaire est unique ,et on a

(z,y) = /4 (llz +yll* = o — yll* +ille + iyl — i [l — iyl *) (1.4)

1.1.1  Orthogonalisation de Gram—Schmidt

Soit E désigne un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (z,y).
Pour tout xe E,on pose

2]l = v/ {z, z).

On reppelle que ||.||est une norme.

On dit que les deux vecteurs x,y € E sont orthogonaux lorsque

(z,y) =0
Une famille F' = (vy, ....,v,) de vecteurs de E est dite orthonormée si et seulement si :
<UZ',Uj> = 5i,j ,1 S Z,j S n. (15)



1.1. Définition d’un espace de Hilbert

Rappelons enfin que la relation (x,y) > 0 peut s’interpréter géométriquement en disant

que les vecteurs = et y forment un angle aigu.En effet

(=)
cos (z,y) = ) (o) (1.6)
et
~det (z,y)
cos (x,y) = —<$?$> ) (1.7)

1.1.2 L’existence de 'orthogonalisation de Gram—Schmidt

Quand on énonce le théoréeme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, on ne connait pas
toujours la notion de projection orthogonale. Pourtant, cette notion rend la démonstration
du théoréme de Grahm-Schmidt beaucoup plus facile & comprendre. Aussi, on va commencer
par une lemme qui présente de facon minimaliste la notion de projection orthogonale. Ce
lemme se comprend et se mémorise grace au dessin fourni.

Soit F'=(vy, ..., v,) une famille orthonormée de vecteurs de E. Soit u € E.On pose:

Pr (u) = Z(u, Vi) V; (1.8)
et

Qr (u) =u — Pp(u) (1.9)

Théoréme 1.1.2 [1/Soit F' = (uy, ....,u,) € E™ une famille libre . Alors il existe une famille

G = (v, ...,v,) € E™ telle que:

1.G' est orthonormée .
2. Vk € [1,n],Vect (vy,...,v5) = Vect (uy, ..., u) .
3. Vk € [1,n], (vg, ux) > 0.

1.1.3 L’unicité de 'orthogonalisation de Gram—Schmidt

Théoréme 1.1.3 [1/La famille G du théoréme(1) est unique.



1.1. Définition d’un espace de Hilbert

On raisonne par récurrence sur n. L’énoncé est évident lorsque n = 0 Supposons
I’énoncé vrai pour un certain entier naturel n,et soit F' = (uy, .., u,11) € E™ une famille
libre. Soient G; = (vy,..,Vn41) €t Go = (21, .., 2n1+1) deux familles de vecteurs vérifiant les
trois conditions du théoreme(1) vis a vis de F' .Alors 'hypothése de récurrence s’applique
aux sous-familles (uy, .., u,),(v1, .., vn)et (21,..,2n): v; = 2; 41, = 1,2,3...n.il ne reste plus

qu’a montrer que v,1 = z,+1. Comme Vect (G7) = Vect(G3),on peut écrire:
Upa1 = AN121 + - + A2 + Api1 201 (avec Aq,...,A\pp1 € R) (1.10)

Théoréme 1.1.4 [1] Soit {fi,.., fn} un systéme ,fini ou non ,d’éléments linéairement in-
dépendants dans un préhilbertien. On peut alors définir un systéme orthonormal, {g1, ..., gn } ,tel

que pour chaque k, g soit une combinaison linéaire de {f1, ..., fr} .

n—1

i=1

Alors pour k=1,...n—1.0n a

n—1

(gk’u) = (gk§ fn) - Z (fn,gi) 0 =0

i=1
u # 0 sinon f, serait une combison linéare de g1, .., 9,1 ce qui contredit que f1,.., [
sont linéaiement indépendants. Pour définir on pose
n—1

Jn — Z (f?’“gi) Gi

=1

n=0,1,2..

n—1

fn - Z (fnagz) Gi

n =
‘ =1

ce qui fait du systéme gqi,..,g, un sytéme orthonrmal.

1)Si f € Vect{g,...,g,} ,alors

n

fF=> (fi9)

=1

ou Vect{g, ..., gn yest espace vectoriel, sur R, engendré par le systéme considéré.D’ou le

point (1.10).



1.2. Propriétés d’extrema

1.2 Propriétés d’extrema

1.2.1 Théoréme de la projection orthognale
Soit V un espace normé sur R ou C. On rappelle les définitions suivantes

Définition 1.2.1 1) On appelle segment d’extrémités a,b € V, le sous ensemble de V' défini

par :

[a,b] = {a+ (1—\beV;0< A< 1} (1.11)

2) un sous ensemble A C Vest conveze si pour tous a,b € Ajon a : [a,b] C A.

Théoréme 1.2.1 [1/Soit A un sous ensemble conveze fermé (et non vide) de H. Alors pour
tout y € H, il existe un unique ro € A
tel que

ot e — ull = [l —
Inf f|zo —y[ = flz0 —y]

Démonstration. Autrement dit il existe un unique point y € A qui est & une distance
de x la plus petite possible. Ce point y s’appelle la projection de x sur A.

a)Montrons d’abord 'existence de y,.Soit

d = inf ||zo —y|| >0
Inf f|zo —y]

1
Choisissons une suite {yn; lzo — ynl| <d+ —;n € N} C A.D’aprés la loi du parallogrmme
n

,hous obtenons

Ym + Yn
2

ym = yall * = I Wm — 70) = (g — 20) | * = 2 [y — @0l *+2 [l — 70| *—4 ‘

4 2 4 2
<2d+1/m?+2(d+1/n)? —4d*> = —d+ — + ~d+ —
<2(d4+1/m)*+2(d+1/n) m+m2+n +n2<5

si m,n >ng(c). Puisque A est ensemble convexe, 2 € A et || Lt — ]| 2 > d?,donc

{yn;n € N} C A est une suite de cauchy et il existe un yo € H tel que



1.2. Propriétés d’extrema

Yn — Yo. parce que A est ferme, alors que 1y, € A.
b) Montrons que ||zo — yo|| = d.
nous avons d < ||zg — yol|| < ||zo — Ynll + [|[yn — w0l <d+1/n+¢c sin > n(e),
d’ou

lzo = yoll = d

c) Il nous reste & montrer 1" unicite de yo. soit zg € A, tel que ||zg — zo|| = d. En
utilisant la loi du parallelogramme (1.4)

on a

120 — yoll 2 = || (20 — o) — (Yo — @o)|| > = 2|20 — @ol| * + 2 ||yo — Tol| > — ||20 + yo — 20| ®
:4d2—4Hz“%—x0H < 4d® — 4d2 = 0

d’ott zg—1.Ce qui achéve la démonstration.

Théoréme 1.2.2 [1] A est un sous-espace linéaire fermé de H. AL s’appelle le complément
orthogonal de A.Soient H un espace de hilbert ,A C H un ensemble non vide convexe et

ferme et xo € H \ A.Alors il existe un et seulement un yo € A, tel que
[0 — yoll = inf [lzo — y|| (1.12)

a)  Montrons d’abord Uezistence de yo. soit d = infyeca|zo —y|| > 0. choisissons
une suite {yn; ||xo — ynl| < d+1/n;n € N} C A.D’aprés la loi du parallélogramme, nous

obtenons

ym n
1ym = Yall* = 1% — 20) = (4 — 20)|I* = 2 |y — @ol|* +2 [lyn — wol|* —4 H—Sy ~ %o

1l vient alors

5m — ynll® < 2(d +1/m)? +2(d + 1/n)? — 4d°

st m,n >ng(e), puisque A est ensemble convexe,ym;ry" € A et H% — :EOH 2>
d?,donc {y,;n € N} C A est une suite de cauchy et il existe un yo € H tel que y, —

Yo. parce que A est ferme, Yo € A.

10



1.3. Projection sur un sous espace fermé

b) Montrons que

Nous avons d < [|xg — yo|| < ||To — ynll + |lyn —wol| < d+1/n+e  sin > n(e),doule
point (1.13).
c) Il nous reste & montrer I’ unicité de yo. soit zog € A, tel que ||zo — xo|| =d..En

utilisant la loi du parallelogramme (1.4) on a
Iz0 = %ol * = [l(z0 — o) — (30 — o) *

=220 — wol| > + 2 [lyo — ol * — ||20 + Yo — 20|

=4d®> — 4

'ZOQﬂ—ongzLdQ—zld?:O

RN
d’ou 20=Y0-

1.3 Projection sur un sous espace fermé

Le cas particulier le plus important du théoréme précédent est la projection

sur un sous epace vectoriel fermé F de H . Soit alors z € H .

Corollaire 1.3.1 [1]1) soit y € F tel que ||z — y|| = inf,ep|x— z||. Alors z — yest

orthogonal a F (i.e. orthogonal & tous les vecteursz € F).

2) Réciproquement si y € F est tel que x —y L F | alors ||z — y|| =
inf,cp = ||z — z||i.e. y est la projection de x sur F .
) La projection orthogonale Pr : H — F' est une contraction linéaire (i.e. une
application linéaire telle que :

pour tout x € H,
||Pe(@)|] < []x]] (1.14)

1.3.1 Supplémentaires orthogonaux

Soit H un espace de Hilbert et A C H , A # @ un sous ensemble quelconque.

11



1.4. Bases orthonormales d’un espace de Hilbert.Analyse de Fourier

Définition 1.3.1 [1]/On appelle orthogonal de A, ’ensemble

At ={rc HVy € A, < 2,y >=0}
Proposition 1.3.1 Alest toujours un sous espace vectoriel fermé de H.

Théoréme 1.3.1 Soit F' un sous espace vectoriel fermé de H. Alors

H=FagF+ (somme directe orthogonale) (1.15)
Autrement dit :

Vee HIAye F,A2e Fr : za=y+2

(ou le quantificateur Jlsignifie «il existe un unique).

1.4 Bases orthonormales d’un espace de Hilbert.Analyse
de Fourier

Définition 1.4.1 un ensemble E = {e;;i € I}d’un espace de Hilbert H est un systéme
orthonormal si

(eiej) = di 4,7 =0,1.....
Définition 1.4.2 ou
Sy=1 sii=j
et

Remarque 1.4.1 un systéme orthonormal d’un espace de Hilbert est linéairement indépen-

n
dant.En effet,si E = {e;;i € I} est un systéme orthonormal dansH et si Z Akej, =0,
k=1

12



1.4. Bases orthonormales d’un espace de Hilbert.Analyse de Fourier

alors,nous avons, pour tout p =1, ..., n,

0= (o) = (S hess) = oh ) =
k=1 k=1

Soit (€,)nep est un systéme orthonormal dans H qu’on suppose fixé pour les définitions

et les résultats qui suivant.

Définition 1.4.3 [1]/Pour tout x € H, on appelle le coefficient de Fourier d’ordre n € D

(0w n-iéme coefficient de Fourier) le nombre
Cy (x) =< z,€, >
[1] la série de Fourier de x la série :

Z < T, e, > ey (1.16)

neD

Théoréme 1.4.1 [1/Pour tout x € H, la série de Fourier de x est convergente dans H et

sa somme est telle que :

=> Iz, en)ll” (1.17)

neD

Z (x,en)en

neD

les énoncée suivants sont equivalents :

i)E est une base orthonormale.
ii) [E] i.e.l’ensemble des conbinaisons lineaires finies sur E,est dense dane H,c-a-d,[E]| =

H

iii)chaque = € H posséde une représentation unique x = g Ci(x)e;,qui converge en
iele
norme ,c-a-d. H = H, et

lz]* =) |C(2)P” (1.18)

i€l
a) 1)==ii). Soit [F] # H. Montrons qu’il existe un e L [E],e # 0,tel que E ne serait
pas une base orthonormale.En effet ,il existe xz € H\ [E],tel que (I — P)x # 0 est prenons

_ U=p)a
e = T =Pzl (1.19)

13



1.4. Bases orthonormales d’un espace de Hilbert.Analyse de Fourier

ou P est la projection orthogonale de H sur [E].
b) ii)==-iii). Soit = € H.Alors il existe {x, € [E];n € N}qui converje vers x. Mais
x, € He; donc d’aprés( Théo ) z € H,. L unicite de la representation vient du fait que si
T = Z &€
iel
alors
¢ = Ci(z)
pour tout i € I.(voir demonstration du Théoreme [1] ).
¢) iii)==-i). Soit x € H = H,. Alors

[e.9]

r = ZC’i(m)ei = Z Ci,(w)ei,

el q=1
dont les sommes partielles convergent en normes.
Soit {g,} un systéme orthonormal donné , fini ou non .Pour une fonction a valeurs réeles

, arbitraire il correspond le développement formel de Fourier:

f~aig+ ...+ a9,

Ou les coefficients a,,, appelés coefficients de Fourier pour f respectivement au systéme

donné ;sont définis par :

an:(fagn)a n:172""

Remarque 1.4.2 On a l'inégalité de Bessel
Jar |+ e+ | < I

Théoréme 1.4.2 [1]Etant donnés un systéme orthonormal {gi,...,gn} et un élément f

dans un préhilbertien.L’expression

i=1

S e - f“ (1.20)

14



1.4. Bases orthonormales d’un espace de Hilbert.Analyse de Fourier

est minimum pour

ci = (f,9:) ol i=1,..,n. (1.21)

n

posons g = » ., c¢;gjouc; = (f,g9;),7=1,...,n.9g— f est orthogonale a chaque g, car :

Jj=1

n n

(9 - f, gz’) = (gugi) - f (gugi) = ch (gjagi) — ¢ = ch5ji —¢ =0

J=1 J=1

Soit h une autre quelconque combinaison linéaire des g; ,alors g — f est orthgonal a

h — g.(h — g est une c.l.des g;),
b= flI*=lI(h=g) + (g = DI*=1h=gll*+llg = FI* = llg = fII*

Cette derniére inégalité étant stricte a moins que h = g ce qui prouve l'unicité des

coeflicients ¢; et établit la valeur du minimum.

15



Chapitre 2

Polynémes orthogonaux sur le
segment et relativement a une

fonction poids

2.1 Construction d’un systéme des polynémes orthog-
onaux sur le segment et relativement a une fonc-
tion poids

Résumé : Ce chapitre un est consacré au rappel sur les polyndémes orthogonaux sur le
segment [a , blet relativement & une fonction poids w (x).On ennonce la construction des
polyndmes orthogonaux sur le segment [a ,blet relativement a une fonction poids w (z) et
leur propriété extrema. la relation de recurrence a 3 termes des polyndémes orthogonaux est

une bonne connaissance qui spécicfie ces polynémes orthogonaux sur le segment.

Définition 2.1.1 :0n suppose f: |z|" w (z) dz existent pour tout n € N.Soit E = C° (Ja, b])

Uespace des fonctions continues sur le segment [a ,b] muni du produit scalaire

b

(fig), = / f (@) g (@) w(z)de (2.1)

a
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2.2. Relation de recurrence a 3 termes

et ||.||,, 1a norme associée .
On dit que les deux fonctions f etg sont orthogonaux relativement a la fonction de

poide w (x) sur [a b] si

/f () g (z)w (z)dz =0 (2.2)

Etant donné un systéme d’éléments linéairement indépendants {fi, ..., fn, ...} on sait,a
'aide du procédé de Gram-Schmit , construire un systéme {g¢i, ..., gn, ...} orthonormal.

Dans cette partie on va s’intéresser au systéme {1, z, 2%, ...} . on va commencer par donner
un critére simple pour déterminer I'indépendance linéaire d’un systéme de polyndémes.

Dans toute la suite on va supposer que:

b

v, / 2" w(x)dr = ¢, (w) < oo.
Notation 2.1.1 Le systéme { Py, P;..., P,,...}de polynémes orthogonauz sur le segment et
relativement a une fonction poids dont lequel P, est de degré exact n posséde les relations
d’orthogonalités :

b
/ P, (z) 2% w(z)dz = 0, k=0,1,2..n— 1.

a

et
b

/ Py (2)a" w@)dz = |B? n=012. (2.3)

a

2.2 Relation de recurrence a 3 termes

Théoréme 2.2.1 .[3] Le systéme de polynéomes orthogonaux { Py, Py..., P, ...} satisfient la

relation de recurrence a 3 termes :

P, = P,.1+a,P, +b,P,_1 , n>2 (2.4)
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2.2. Relation de recurrence a 3 termes

et
Py(x)=1,P(x)=x—a

Dans ce cas

/b
ay, = /b , n>1 (2.5)

et

/ P2 (2) w(z)da

a

On voit, par les formules, que pour tout n € IN, @), est unitaire donc de degré exact.n,
donc (P,_1, P,_1) et(P,_2, P,_2) sont non nuls (n > 1, le produit scalaire étant non

dégénéré) ainsi a,, et b, sont définis. On va montrer, par récurrence surn, que
(Pn, P) =0,

pouri < n..Pourn = 0 le systéme se réduit L{1}.Pourn = 0 , (Py, Py) = (2Py — a1 Py, Py) =
(xFo, Po) — a1 (P, Fo),

mais
(ZEP(),P())
“ (Po, Py) onc (A, F) =0

Supposons que cela soit vrai pour Py, k < n — 1.
(Pn, Poo1) = (xPy1, Ph1) — an(Py1, Po1) =0,
en explicitant a,,. De méme
(P, Po2) = (xPy_1,Py—2) — by(Py—2,P,2) =0
en explicitant b,. Supposons que i <n — 2, on a :

(Pna P’L) = (xPnflv R) - an(Pnfla P’L) - bn(Pnf27 PZ)?
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2.3. Propriété d’extrema des polynoémes orthogonaux

mais
(Poo1,2P) = (Poo1, Piyr + aip1 P+ b1 Piy) = 0
d’ou la relation de recurrence & 3 termes de polynomes orthogonaux (F,), .Ce qui termine
la démonstration.
Dans ce paragraphe on va étudier les propriétés des polyndmes orthogonaux, lesquelles
sont vérifiées pour des distributions du type Stieltjes,dA (z), cependant, on se contentera

quelquefois du cas particulier d’une distribution du type w(x)dzx.

2.3 Propriété d’extrema des polynémes orthogonaux

Soit f € L?([a b],w (x)) donnée et supposons z" € L? ([a b],w (z)) Vn € IN.Alors il est

évident que les intégrales :

b b
/|f(x)|2w(:v)dx et /f(x)m”w(a:)d:z: n=0,1,2.. (2.7)

existent, dans le sens de la mesure Lebesgue.Ensuite, en notant {P,(x)} le systéme ortho-
normal de polynomes associé a la mesure w(z)dx sur [a,b], on a le théoréme suivant, qui

n’est qu’un cas particulier du théoréeme 2.1 :
Théoréme 2.3.1 ./3/L’intégrale

b
/ (@) — p(e)Pula)da (2.8)

eme

ot p(z) est un polynéme de degré n est minimun si et seulemet si p(z) est la n'*™ somme

partielle du développement, formel, de Fourier :

F@) ~ faPala) 4+ fuPula) 4 29)
fo= / F(@) P (2)w(x)da (2.10)

e minimun vaut :
b

/ F@Pw@)de— 3 |fil? (2.11)

a
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2.3. Propriété d’extrema des polynoémes orthogonaux

La valeur du minimun étant positive, on a l'inégalité de Bessel,

b
2+ 5P 4 Pt < 1) Pu)ds .12

Théoréme 2.3.2 .[3/Le systéme { Py, P ..., P,, ...} de polynémes orthogonaux moniques dont

lequel P, est de degré exact n posséde la propriété d’extréma suivante :L’intégrale :

/b!p(w)IQw(x)dx

ot p(x) est un un polynome de degré n unitaire , est minimun si et seulemet si

p(x) = const.P, () (2.13)
On a
b b
min / |p (z)]?w(z)dr = min / |k, ' Py () — q (a:)|2 w(z)dx (2.14)
plx)=z"+...... q(z)=zm 1+.....
On obtient cela en écrivant :
p(x) =k, P,(7) — agP_1(7) — -+ - — an_1 Po(x). (2.15)

Notation 2.3.1 [3/Le systéme {Py, Py..., P,,...}de polynémes orthogonaux moniques dont

lequel P, est de degré exact n posséde la propriété d’extréma suivante :

gﬂlgéHx”—i—alxnfl +...an||w = ||P.ll, (2.16)

www:¢/%m>wwm

ou
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Chapitre 3

Polynémes orthogonaux de

Tchebychev et leurs applications

Resumé L’objectif de ce chapitre est de mettre la lumiére sur quelques informations
basiques au- tour des théorémes des polynomes orthogonaux de Tchebychev. La pro-
priété extrémale des polyndémes orthogonaux de Tchebychev est parmi les points pro-
grammés.Les relations de récurrence des polynomes orthogonaux de Tchebychev est une
bonne description de ces polynémes orthogonaux nous exposons dans ce cadre ce type
des relations de recurrences.Dans ce chapitre.L’utilisation du développement en séries de
Fourier des polynémes orthogonaux de Tchebychev et de résoudre les problémes minimi-
sation associés a ce développement contribue aussi dense 1’étude des polynémes orthogonaux
de Tchebychev de premier et de seconde espéce.Polynémes orthogonaux de Tchebychev

associés d’Aérodynamique seront ’application choisie dans notre travail.

3.1 Expressions des Polyndémes orthogonaux de Tcheby-

chev

3.1.1 Polyndmes orthogonaux de Tchebychev de 1““espéce

Soit n un entier naturel .Il existe un et un seul polynéme noté 7T, tel que VO € R,
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3.1. Expressions des Polynémes orthogonaux de Tchebychev

T, (cosf) = cos (nd) (3.1)

T, s’appelle polynéme de Tchebychev.

Unicité : T,, est déterminé sur [—1, 1] qui est infini et donc uniquement déterminé.

Proposition 3.1.1 [3¥n € N,

E(n/2)
T,(X)= Y (-1PCrxm—(1-x°)" (3.2)

p=0

Preuve. Existence Soient n un entier naturel et 6 un réel.

cos (nf) = Re (¢™”) = Re ((cosf + isinf)") = Re (Z C* (cos 0)" " (isin Q)k)

k=0
E(n/2) E(n/2)
- Z (—=1)” CP (cos 0)" " (sin §)* = Z (1) C? (cos §)" (1 — cos®6)”
p=0 p=0

et le polynome S F"/2) (1P 2 Xxn-2 (1 — X2) convient.
y P 0 n

E(n/2)
VneN,T, = Y (-1 Crx"(1-Xx°)".

p=0

D’ou la formule (3.2). =

3.1.2 Polynémes orthogonaux deTchebychev de 277 espéce

Soit n un entier naturel non nul . Il existe un et un seul polynéme noté U, tel que VO € R

sin @ x U, (cos #) = sin (nf) (3.3)

Unicité : U, est déterminé sur |—1, 1[ qui est infini et donc uniquement déterminé.

Proposition 3.1.2 [3/Soient n un entier naturel et 6 un réel.Nn € N*,

E((n=1)/2)
U= Y (-)rezeixn2t(1— x?)Y (3.4)
p=0
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3.1. Expressions des Polynémes orthogonaux de Tchebychev

Preuve. Existence Soient n un entier naturel et 6 un réel.

sin (nf) = Im (") = Im ((cos § + isin)") = Im (Z C* (cos )" (isin €)k>

E((n—1)/2)
= (—1)P €27+ (cos 0)"* D (sin §)
p=0
E((n—1)/2)
= sinf Z (—=1)" C2P+1 (cos §)" 2 (1 — cos®6)”
p=0
et le polynome Zf:((o"_l)/z) (—1)P C2rrixn=2r=1(1 — X2)" convient.
E((n—1)/2)
U, = Z (_1)p CZp+1Xn72p71 (1 B Xz)p
p=0

D’ou la formule (3.4). =

3.1.3 Relation entre T, et U,

Théoréme 3.1.1 [1}vn € N*,

U, (X) = %T,; (X)  —l<x<1 (3.5)

Preuve. Soit n un entier naturel non nul . Pour tout réel 6 , on a
T, (cosf) = cos (nd)
En dérivant cette relation , pour tout réel # on obtient
—sin 07T, (cosf) = —nsin (nh)

ou encore V0 € R, /
1
sin (—Tn) (cos @) = sin (nh)
n
par unicité de U,, ,on a donc Vn € N*,

1
U,=-T)

nn

D’ou la formule (3.5). m
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3.2. Orthogonalité des polynémes de Tchebychev

3.2 Orthogonalité des polyndémes de Tchebychev

3.2.1 Orthogonalité des polynémes orthogonaux de Tchebychev
de 1“°espéce

Proposition 3.2.1 [3/Les polynomes orthogonaux de Tchebychev de 1°7¢espéce vérifient les

conditions d’orthogonalité suivant:

T, Ty = — | —Z2—="Sdt =6, n,m € N. 3.6
(1,1, = = [ D=, (36)
21
i-e simF#m on a
T, Tyn) Dar =0 3.7
( / i &1
Soient n et m deux entiers naturels. En posant ¢t = cosf pour 6 € [0,7],on a dt =
1
— sin #df ou encore df = — dt car sinf > 0 pour 6 € |0, 7| .On obtient
9 0
(T, T)n) — T, (cos0) T, (cosB) (—db
/,ﬁtﬁ == [ Tuleost) Ty (cos) (=)
2

:_A%%meﬁw:%A%m«WHmm+m“m_m®me

T
Anisi, Sin #m ,
(T, T,n) =0

Etsin=m

(T, T,n) =1

D’ou les deux formules (3.6),(3.7).

3.2.2 Orthogonalité des polynémes orthogonaux de Tchebychev
de 2°"¢ espéce

Proposition 3.2.2 [3/Les polynémes orthogonauz de Tchebychev de 2™ espéce vérifient

les conditions d’orthogonalité suivant:

1
(U, U) = 2 / Uy () U (£) VI — 22t = G n,m € N. (3.8)
m™ )

1
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3.3. Relation de récurrence des polynémes orthogonaux de Tchebychev

i-e sim#m on a

9 1
(Un, Up) = —/ Up, () Uy (t) V1 —t2dt =0 (3.9)

T J-1
Preuve. Soient n et m deux entiers naturels. En posant t = cos@ pour 0 € [0, 7] ,on a

1
dt = —sin#df ou encore df = —————=dt car sinfl > 0 pour # € [0, 7].On obtient de fait
Vi e =P 071
que :

sin OU,, (cos @) = sin (nh)

Et
U, = 117
n
alors
2 ! 2 (1, )
(Un, Upp) = = Uy () Uy () V1 — t2dt = = %Tn (t)T) (t) V1 —t2dt
L ™)

il s’ensuit diréctement si n # m on a

E/JW@ﬂ%amh—ﬁﬁ:o

T™J-1

D’ou les deux formules (3.8),(3.9). n

3.3 Relation de récurrence des polynémes orthogo-
naux de Tchebychev

3.3.1 Relation de récurrence des polyndémes orthogonaux de Tcheby-

chev de 1““espéce

Théoréme 3.3.1 [3/On a : Ty(x)=1l,etVn € N,Vz € [—1,1]
Toi1 () + Ty () = 22T, (x) (3.10)

Preuve. 1l est évident que, Ty () = 1,T4 () = cos (1 arccos x) = cos (arccosz) = = .En

plus on utilise la relation trigonométrique suivante:V0 € R Vnme N

cos ((n 4+ m)0) + cos ((n —m) @) = 2 cos (nh) cos (mb)
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3.3. Relation de récurrence des polynémes orthogonaux de Tchebychev

il vient alors:

Toi1 () = 22T, () + Ty (2)

Ainsi, les polynomes T,, 1 + T, 1et 2XT,, coincident en une infinité de valeurs et sont donc
égaux.Cette relation de reccurence de récurrence des polynoémes orthogonaux de Tchebychev

permet de calculer To, T ........ D’ou la formule (3.10). =

Exemple 3.3.1 calcul de T5: sin =1
= Ty (x) = =Ty (x) + 22T} ()
= Ty(z)=—1+2z2=22"~-1

Exemple 3.3.2 calcul de Uy :De méme, a partir de [’égalité

Uy (2) = T4 (2)

on obtient

= Vi) = {Th () =1

— Uy (z) = 3T% (z) = 2z

3.3.2 Degré de coefficient dominant des polynémes orthogonaux

de Tchebychev

Corollaire 3.3.1 [3/
T, (z) =2""12" + ...+ 2T (0) + T, (0) (3.11)

Et
Up () = 2" 2" + ... + 22U (0) + U, (0) (3.12)

T, (x)= Y (~1)FCra" (1—2)".

p=0
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3.3. Relation de récurrence des polynémes orthogonaux de Tchebychev

Puisque pour tout entier naturel p € [[0, E (n/2)]], on a n — 2p + 2p = n, T est un

polynéme de degré inférieur ou égal a n.De plus,le coefficiend x"dans T,, vaut.
Cl+Cr+Cpt .. =

((CO4+CL4+C24+C34+CH 4+ .)+ (CO=C 4+ C2 =P+ C1 = L))

DN | —

(1+1D)"+(1-1)") =21

N | —

D’ou la formule (3.11 ).

2¢me golution: Montrons par récurrence que n€ N*, deg (T,,) = n et

dom (T,)) = 2"*.

e On a déja deg(Ty) = 1,deg(Ty) = 2,dom(Ty) = 2'7! = letdom(Ty) = 227! = 2. Le
résultat est donc vrai pour n =1 et n = 2.

e Soit n > 1. Supposons que deg (T,,) = n, deg (T,.41) = n+1,

dom (T,,) = 2" et dom (T),41) = 2"

alors
deg (Thi2) =deg (2XT,41 —T,) =deg (XThi1) =14+n+1=n+2
et
dom (Ty2) = dom (2XT, 1) =2%2" =2+
Le résultat est démontré par récurrence. Ty = let n € N* deg (T,,) = n et n €
N* dom (T,)

Par dérivation , on obtient
VneN, deg(U,)=n —1let VneN dom(U,)=2""

D’ou les deux formules (3.11),(3.12). n
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3.3. Relation de récurrence des polynémes orthogonaux de Tchebychev

3.3.3 Parité des polyndémes orthogonaux de Tchebychev

Proposition 3.3.1 [3/

T, (—x)=(-1)"T, (x) (3.13)
Coefficients constants
T,(1)=1 (3.14)
et
T,(—1)=(-1)" (3.15)
et
Tont1(0) =0 et T, (0) = (—1)" (3.16)

Preuve. Pour tout naturel n, T, a la parité de n. En effet,

E(n/2)
To(—2)= > (-1)"C%(=2)" ™ (1 (=2)*)"
implique
E(n/2)
(D" D ()P (1= 2) = (=1)" T, ()

D’ou la formule (3.5).0On peut encore utiliser la relation de récurrence du 3).Tout d’abord,
To (—ZZ') = (—1)0T0 et T1 (—l’) = (—1>1T1 (ZZ') .
Ensuite, si pour n> 0 T}, (—z) = (=1)"T,, (#) etTyiy (—z) = (—=1)""Tpuq () alors

Tpis (—) = 2(~2) Ty (—2) — T (~2)

=2(=1)"" 2Ty — (—1)" T = (—=1)""* (22 Tpyy — Tp) = (—1)" P Ty

Pour tout naturel n,T,, a la parité de n.Par dérivation , on obtient encore pour tout

naturel non nul n,U,, a la parité contraire de n.

Coefficient constant (7}, (1),7}, (0),7, (—1))Soit ne N.
T, (1) =T, (cos0) =cos(n*x0) =1

et



3.3. Relation de récurrence des polynémes orthogonaux de Tchebychev

aussi
Toq est impair et donc Ta,11(0) = 0.PuisTs, (0) = Tsy, <cos g) = cos (nm) = (—-1)"

Ce qui termine la démonstration. [ ]

3.3.4 Equation différentielle vérifiée par les polynémes orthogo-

naux de Tchebychev

Théoréme 3.3.2 [7]Vn € N,
(1—2*)T) — 2T, + n°T, =0 (3.17)

Preuve. Pour trouver les coefficients de T,,, on cherche d’abord une équation différen-

tielle linéaire dont 7;, est solution.Soit n€ N, En dérivant 1’égalité
T, (cos @) = cos (nh)
on obtient V0 € R:

—sin 07, (cosf) = —nsin (nf),

Preuve. puis en redérivant V60 € R,
—cos 0T}, (cos ) + sin® T (cos §) = —n?cos (nf) = —n*T,, (cosh),
,ou encore, Vz € [—1,1],
—oT), () + (1—2*) T, (z) =-—n’T,(z).
Ainsi , puisque [—1, 1] est infini,¥n € N,
(1 -2 T, — 2T, +n*T, = 0.

Ce qui achéve la démonstration. [ ]
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3.3. Relation de récurrence des polynémes orthogonaux de Tchebychev

3.3.5 Racines de T, et factorisation des polyndmes orthogonaux

de Tchebychev

Théoréme 3.3.3 [7/Soient 6 € R et n € N*

n—1
km
T, =2 TT (X —cos [ — + = .
" H< cos(2n+ n)) (3.18)
k=0

Preuve. Soient 0 € R et n € N*.

cos(n9)20<:>n0€z+7rZ<:>9€1+zZ
2 2n n

Pour k € [[0,n — 1]], posons alors

T km
0, =—+ —
2n n
puis
T = cos by,
On a d’une part
s s
0<—=6bg<th<..<b,1=7m——<m,
2n 2n

et donc , par stricte décroissance de la fonction x— cosz sur [0, 7],
l>xg>21>...> 21 > —

En particulier, les n nombres:(z),0 < k < n—1, sont deux a deux distincts .Mais d’autre
part ,pour ke [[0,n — 1]],
T, (cos 0y) = cos (ndy) = 0.

et les n nombres x;,0 < £ < n — 1 sont n racines deux a deux distinctes du polynéme T,
qui est degré n , Ce sont donc toutes les racines de T,,,toutes réelles simples et dans |—1,1].
En tenant compte dedom (T;,) = 2"~ !,on a montré que

1)Vn € N*, T,, a n racines réelles deux a deux distinctes,toutes dans |]—1, 1].

Et

2)Vn € N,

n—1
 one1 T krm
T, =2 H(X—cos(%—F?))

k=0
Ce qui achéve la démonstration. [ ]
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3.3. Relation de récurrence des polynémes orthogonaux de Tchebychev

3.3.6 Diverses expressions des polyndmes orthogonaux de Tcheby-
chev.

Théoréme 3.3.4 [3/Pour x dans [—1,1]. Vn € N |

U, () = S0 Eq/lfr_i(m;sx) (3.19)

et
T, (chf) = ch (nh) (3.20)

aussi Vo € [—1,1],

T, (z) = ((:1: + m)” + (a: — m)”) (3.21)

1
2
Vn € N* Vz € |1, +o00[,

U, (z) = 2\/% <(x + m)” - (x - M)n) (3.22)

Preuve. Soit ne N .Soient x€ [—1,1] puis # = arccosz . On a alors 6 € [0,7] et
cos ) = x .L’égalité

T, (cos @) = cos (nh)
s’écrit encore Vn € N, Vo € [-1,1] :
T, (z) = cos(narccosz) .
.De meme , I'égalité
sin OU,, (cosf) = sin (nf)

s’écrit encore Vn € N, Vo € |-1,1[:

sin (n arccos x

Montrons par récurrence que , pour tout entier naturel n et tout réel #,on a

T, (chf) = ch (nd)

-C’est clair pour n =0 et n = 1.
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3.3. Relation de récurrence des polynémes orthogonaux de Tchebychev

-Soit n > 0.Supposons que
T, (ch®) = ch (nh)

et que

Toi1(chf) =ch((n+1)0).

On en déduit que
Tt (chl) =2 (ch®) Ty 11 (chl) — T, (chb) =

= 2(ch) (ch(n+1)0) — ch (nf) = ch ((n+2)0) — ch (nh) + ch (nb)
=ch((n+2)0)
On a montré par récurrence que Vn € N, V0 € R,
T, (chf) = ch (n)
En dérivant ,on obtient Vn € N* | V0 € R,
shf = T (chf) = nsh (nf)
et ,en tenant compte de
T, = nU,

on obtient Vn € N* , V0 € R,
shOU,, (chf) = sh (nh)
Soient alors x réel supérieur ou égal & 1puis

0 = argchx = In (w—l—\/:c2+1)

en effet

T, (z) =T, (ch®) = ch (nd)

_ % <€n1n<$+\/q;27+1) + e—nln(a:-&-\/ﬁ)) — % ((x‘i‘ /2 +—1>” X (fl?+ Va2 4+ 1>_n)

= ((r+ v+ 1)+ (s = v T1)") (cor (w4 Va2 1) (o - V2 1) =1)
Vo € [1, 400l

T @) =5 (o4 Va?+1) + (e - Va2 +1)")

1
2
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3.3. Relation de récurrence des polynémes orthogonaux de Tchebychev

.Par parité , on peut obtenir les valeurs de T,, pour x< —1.

En dérivant , on obtient pourz > 1:

1 1 T n—1
=—%x—*xnx* |14+ —— (m—i— 1:2—1—1)
2 n 241

1 1 n—1
+—*—*n*<1—L)(x— x2—1>
2 n x?—1

= 2—% ((:U-O-\/ﬁ)n— <:z:— x2—1>n>

Vn € N*,Vz € |1, +o00|

0= s (o 1) = (o= V=)

1
BN

Ce qui complete la preuve. [ ]

Proposition 3.3.2 [3/Pour z complexe non nul.¥z € C*,
1 1 1 1
T [ = Z =" = 2
(5(:42)) =3 (=4 %) (3.23)

T, (cos ) = cos (nd) ,

Preuve. L’égalité

valable pour tout réel #,s’écrit encore

1 6 —1i6 _1 inb —inf
Tn(z(e e )>—2(e I

ou encore ,pour tout nombre complexe z de module 1 ,

B (L)) b h)

n 1 n L _1 2n
XTn(2 <X +X">>_2(X +1)

coincident en une infinité de valeurs et sont donc égaux. On en déduit que

e n(3(-+2))-1(+1)
2 z 2 Z"

D’ou la propriété voulue (3.23). u

Par suite,les polynémes
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3.4 Polynémes orthogonaux de Tchebychev associés
d’Aérodynamique. Applicalions

3.4.1 Polynoémes orthogonaux de Tchebychev associés d’Aérodynamique
de 1““espéce

Définition 3.4.1 [7]Soit n un entier naturel .1l existe un et un seul polynoéme noté t, (x)

tel que :

_cos [(n + %) arccos x}

tn () = : (3.24)
oS (5 arccos :1:)
t, (z) s’appelle polynome de Tchebychev associés d’Aérodynamique de 1¢ “espéce.
sin [(n + 1) arccos x
up (x) = [.( : l } (3.25)
sin (5 arccos x)
u, (z) s’appelle polynome de Tchebychev associés d’Aérodynamique de 2°™¢ espéce.

Relations des polynémes orthogonaux d’Aérodynamique avec les polynémes or-

thogonaux de Tchebychev

Théoréme 3.4.1 [7/Polynémes orthogonaux de Tchebychev associés d’Aérodynamique de

2 14+
tn (2) 1+mT2n+1( 5 > (3.26)

1" espéce vérifient :

Polynémes orthogonaux de Tchebychev associés d’Aérodynamique de 2™ espéce vérifient :

tn () = Uy < ! ; I) (3.27)

Aussi

b (@) 4] — T ( 1;”3) (3.28)

Et
wn (2) = Uny ( ! ! “’) (3.30)
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3.4.2 Transformations logarithmiques entre les polynémes orthog-

onaux d’ Aérodynamique

Théoréme 3.4.2 [7]Transformation logarithmique entre les polynomes orthogonauz d’Aérodynamique

/ \/T_TU z)In |z — |dﬂf—/un (y) dy (3.31)

Transformation logarithmique entre les polynomes orthogonaux d’Aérodynamique de 2°m¢

%/_11 \/3% (#)Infr —y|de = /tn (y) dy (3.32)

Preuve. On a [7]l'identité de la transformation logarithmique entre les polynomes

de 1°7¢espéce

espéce

orthogonaux d’Aérodynamique de 17

/ \/ x)Injr —y|de =

U1 (Y) = ua ( (3/) — Un+1 (¥)
- on e 2(n+1) (n#0)

si n = 0,vaut —In2 —y.Il s’ensuit,

/ F 2o |z — y|do =

— n+1 (y) . Tn (y) _ /un (y) dy

n+1 n

Dans le méme contexte,la transformation logarithmique entre les polynémes orthogonaux

d’Aérodynamique de 2°¢ espéce

1—
/ \/ xun YIn |z — y| de =
1+x

1 (y) +ta (v) L (y) + o1 (y)
2n 2(n+1)

si n = 0,vaut —In2 —y.Il s’ensuit,

/ \/14_ Uy (z) In |z — y|dx

_ 2—5——1(19) . anfy) _ /tn (y) dy

D’ot les deux propriétés voulues de la transformation logarithmique entre les polynémes

orthogonaux d’Aérodynamique: (3.31),(3.32). n
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3.4.3 Diverses expressions des intégrales indéfinies des polyndmes

orthogonaux d’Aérodynamique.

Corollaire 3.4.1 [7/Pour n >0

/ \/Etn (1) dz = —v1—a? {Znﬁ) - @)} .
Pourn=0
[t e = — asecon (o V=)
Pourn =0

1—=
/ _ N
/ Tl (x) dx = arccos <x+ 1 x)

Preuve. Observons,[7

_ [Un @) , Uu <x>]

n+1 n

Dans le méme contexte,

—V1—22 {Un (r)  Una (95)]

n+1 n

Sin=

1
/ 1 +$tn (x) dx = — arccos (a: —V1- :1:2>
-

1 —
/\/—xun (a:)dx:—a,rccos(x—l—\/l—:c?)
1+

D’ot les deux propriétés entre les polynomes orthogonaux d’Aérodnamique: (3.34),(3.35).

et
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Corollaire 3.4.2 [7]Intégrales indéfinies des polyndémes orthogonauz de Tchebychev asso-

ciés d’Aérodynamique de 1°¢espéce vérifient :

/ b () do = — @) | Toin (2) (3.36)

n n+1

Intégrales indéfinies des polynomes orthogonaux de Tchebychev associés d’Aérodynamique

de de 2™¢ espéce

/ wy () da = —2n ) (3.37)

Preuve. [7],

et

n _n+1

/1 1
/ e dr =
l—z2z—y
14y 1—=z 1—y \/1—:[: 1—y
arccost — 4/ —— | In — 4\ — +
1—y 1+ 1+y 1+x 1+y

D’ou les deux propriétés entre les polynomes orthogonaux d’Aérodynamique: (3.36),(3.37).

enfin

—1In

3.4.4 Relations des polynémes orthogonaux d’Aérodynamique et

polynémes orthogonaux de Tchebychev de 1““espéce

Théoréme 3.4.3 [7]Les polynomes orthogonaux de Tchebychev associés d’Aérodynamique

de 1°7¢espéce vérifient :

b (z) = 12 (m)ljf};“ (z) (n # 0) (3.38)
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Les polynémes orthogonauzx de Tchebychev associés d’Aérodnamique de 2™° espéce véri-

fient :
T, (x)—1T,
w, () = 1208) = Toia (2) (n #0) (3.39)
11—z
il vient alors que,
tn () =T, (x) — (1 — ) Up—y (2) (n #0) (3.40)
et
up () =T, (z) + (1 + 2) Up—1 (2) (n #0) (3.41)
Preuve. On a
tn (@) + tn1 (¥) = Un (2) — un-1 () = 2T, (2) (n #0)
implique
T, T,
tn (ZL’) _In (l‘) + n+1 (:E)
1+
et
U, (.CL‘) _ Tn (LC) B Tn+1 (LC)
11—z
et
tn (2) Un () — tr1 (T) up—1 (7) = 2T, () (n #0)
alors
2 14+
tn (z) =1/ H—$T2n+1 ( 5 )
ce qui termine la preuve .D’ou les quatre propriétés entre les polynomes orthogonauz
d’Aérodynamique: (3.38)-(3.41). u

3.4.5 Relations des polyndémes orthogonaux d’Aérodynamique et

polynémes orthogonaux de Tchebychev de 2¢¢ espéce

Corollaire 3.4.3 [7]Les polynémes orthogonaux de Tchebychev associés d’Aérodynamique

de 1°"“espéce vérifient :

tn(x) = Un () = Un—1 (2) (n #0) (3.42)
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Théoréme 3.4.4 Les polynémes orthogonauzx de Tchebychev associés d’Aérodynamique de

de ™ espéce vérifient :
up(x) = U, () + Up—1 () (n #0) (3.43)
il vient alors que,

tn () =T, (z) — (1 —2)U,_1 () (n #0) (3.44)

ty (%) = Unn ( Lt ”“") (n £ 0) (3.45)

Preuve. On a

et
tn (2)un (2) = Uy ()
et
to(2) =T, () — (1 — 2) Up_y ()
() = T, () + (1 + 2) Up_y (2)
enfin
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Conclusion générale

Dans ce travail nous avons apporté une contribution & un probléme n’est pas facile
dans le domaine de la théorie constructive des polyndémes orthogonaux et leur propriété des
relations de récurrences, la propriété des relations de récurrences des polyndémes orthogonaux
de Tchebychev joue un role important.

Il est trés possible que les formules des propriétés des relations de récurrences des
polynomes orthogonaux de Tchebychev obtenues trouveront leurs applications dans plusieurs
domaines des physiques- mathématiques. Et autre problémes des relations de récurrences

des polynomes orthogonaux associés aux polyndémes orthogonaux de Tchebychev.
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RESUME

/ Soit {L,} le systéme de polyndmes orthogonaux sur le segment [a, b] et par rapport A

point w(x)i. e. L, (z) vérifie les relations d’orthogonalité suivantes:
b
f L, (xX)x*w(x) =0, k=012,..,n—1..
a

Soit [a,b] = [-1,1], w(x) = ﬁ que nous appellerons polynémes orthogonaux de

Tchebychev, On étudie dans cette mémoire les propriétés des polynomes orthogonaux de

Qchebychev. /

ABSTRACT

/ Let u be a finite positive measure defined on the Borelian o —algebra of C, uis\

absolutely continuous with respect to the Lebesgue measured(x) on [a,b]. Let us consider

{L,,(2)},.en , the system of monic orthogonal polynomial with respect to w(x)dx. Such that:
b
j L, ()x*w(x) =0, k=012,...n—1..
a

We choose [a,b] = [-1,1], w(x) = which called Tchebychev orthogonal

1
V1-x2
polynomials. We study algebraic and asymptotic properties of the Tchebychev orthogonal

/

polynomials.

(aila

cu:m Gl 33835 w(x) @l L, (2) 4k ge S| [a, ] dakadl) e Cilipnds asaa <l 88 U5 {1} us.d\

Al
b
J L, x)x*w(x) =0, k=012 ...n—1..
a
sailad A0y o2 L She 3 Liad ¢ Gilidi agaa i€ G pai i [a, b] = [-1,1], w(x) = 1ix20ﬂ
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