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Introduction
L’analyse fonctionnelle est définie aux début du X Xe siècle Malgré sa naissance ré-
cent, elle occupe aujourd’hui une place privilégiée entre les sciences mathématiques
actuelles . Le concept de l’opérateur occupe la première place dans l’analyse fonc-
tionnelle et il est une généralisation du concept de fonction dans l’analyse fonction-
nelle . L’étude de la théorie générale des opérateurs se trouve au centre de l’analyse
fonctionnelle et parmi ces opérateurs.

La théorie des opérateurs linéaires trouve ses origines d’une part dans l’étude des
systèmes finis d’équations linéaires à un nombre fini d’inconnues et d’autres part dans
des équations linéaires différentielles et intégrales. En effet, c’est l’analogie entre les
systèmes d’équations linéaires en dimension finie et les équations intégrales, qui a
permis à quelques mathématiciens du début du siècle tels que I. Fredholm ou J.
Volterra de dégager les éléments essentiels de la théorie qui porte aujourd’hui le
nom de la théorie des équations de Fredholm.

Dans un effort pour compléter les travaux de I. Fredholm, Hilbert parvient à des
conceptions plus générales. En particulier il découvre que le succès de la méthode
de I.Fredholm repose sur la notion de « complète continuité » qu’il dégage en la
formulant pour les formes bilinéaires et qu’il étudie de façon approfondie. Puis juste
après, E. Schmidt et M. Frechet introduisent délibérément le langage de la géométrie
éuclidienne dans l’espace de Hilbert.

La notion d’application linéaire complètement continue se trouve pour la première
fois définie de façon générale dans le célébré mémoire de F. Riesz 1918 sur la théorie
de I. Fredholm. Vers les années vingt de ce ciècle, S. Banach ajoute une étude poussée
des relations entre une application linéaire continue et sa transposée, étendue aux
espaces normés. Cette période verra naitre de grands théorèmes tels que le théorème
du graphe fermé ou le théorème de Banach-Steinhaus.

Il y a l’opérateur normal qui sera l’objet de notre étude qui s’intéresse à la somme des
deux opérateur normaux, cette étude utilisera une théorie de Fuglede[6] . Pour faire
cette étude , nous avons divisé notre mémoire en trois chapitres auxquels s’ajoutent
une introduction et une conclusion.

Le premier chapitre contient un rappel sur certaines notions utilisées tout au long de
ce mémoire, comme le espace de Hilbert, l’opérateur linéaire, le spectre d’opérateur
.

Le deuxième chapitre contient deux sections dont nous avons discuté dans la pre-
mière section à certains types d’opérateurs normaux tels que l’opérateur auto-adjoint
, l’opérateur positif, l’opérateur unitaire. Dans la deuxième section, nous avons traité
des propriétés d’un opérateur normal .

Le troisième chapitre contient deux sections, où la premiére section parle d’opérateur
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non borné, par aillieurs dans la deuxième section on étudie la normalité d’une somme
de deux opérateurs normaux .
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0.1 Terminologie

1. On désigne par H un espace de Hilbert (complexe), L(H) désigne l’ensemble
des opérateurs linéaire sur H. L (H) désigne l’ensemble des opérateurs linéaire
bornés sur H.

2. Si T ∈ L (H), R(T) (resp. Ker(T) ) désigne limage (resp. le noyau) de T .
3. Le spectre d’un opérateur T ∈ L (H), noté σ(A) est un sous-ensemble de C

défini par :
σ (T) = {λ ∈ C : (T − λI) non inversible }.

4. Si T ∈ L (H), le spectre ponctuel de T noté σp(T) est défini par :

σp(T) = {λ ∈ C : ker(T − λI) , {0}}.

5. Le spectre résiduel de T , on note par σr(T) est défini par :

σr(T) = {λ ∈ σ(T)/σP(T) : R(T − λI) , H}.

6. Si T ∈ L (H), le spectre continu de T noté σc(T) est défini par :

σc(T) = {λ ∈ σ(T)/σP(T) : R(T − λI) , R(T − λI) = H.

7. On a toujours
σ(T) = σP(T) ∪ σc(T) ∪ σr(T).

8. Si T ∈ L (H), Le rayon spectral de T noté r(T) défini par :

r(T) = sup{| λ |, λ ∈ σ(T)}.

9. On va rappeler quelques classes des opérateurs, soit T ∈ L (H) est dit notions :

a) Auto-adjoint ou hermitien si T∗ = T , où T∗ est l’adjoint de T .
b) Positif si < T x, x >≥ 0 ; pour tout x ∈ H, ce qui est noté T ≥ 0.
c) Normal si TT∗ = T∗T .
d) Unitaire si TT∗ = T∗T = I .
e) Isométrie si TT∗ = I .
f) Idempotent ou projection si T2 = T .
g) Projection orthogonale si T2 = T et T = T∗.



Chapitre 1

Généralités sur les opérateurs bornés

1.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Dans tout ce qui suit, on travaillera sur un corps K(K = R ou K = C).

Définition 1.1.1. Un produit scalaire sur un espace vectoriel H est une applica-
tion < ·, · > variant.

< ·, · >: H → H
(g; h) 7→ < g, h >

1. Pour tout h ∈ H, l’application g →< g, h > est linéaire.
2. Pour tous g; h ∈ H , < g, h >= < h, g > .
3. Pour tout g ∈ H − {0} , ≺ g, g �> 0.

On note alors ‖g‖ =
√
< g, g > et on vérifie que c’est une norme sur H . Un espace

de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, qui est de plus
complet pour la norme‖ · ‖. Tous les espaces de Hilbert que nous considèrerons
seront supposés séparables, c’est-à-dire admettant un sous-ensemble dénombrable
dense.

Une inégalité fondamentale, c’est l’inégalité de Cauchy Schwarz

|< g, h > |≤ ‖g‖‖h‖;∀g, h ∈ H.

On en déduit immédiatement la formule suivante :

7
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‖g‖ = sup
h∈H,‖h‖≤1

|< g, h > |

Définition 1.1.2. Si g; h ∈ H, on dit que g et h sont orthogonaux, et on écrit
g⊥h si < g, h >= 0. Si M est une partie de H, l’orthogonal de M est défini par

M⊥ = {h ∈ H tq ∀g ∈ M, g⊥h}

La remarque suivante est souvent utile : un sous-espace M ⊂ H est dense si et
seulement si M⊥ = {0}. De plus, si M est un sous-espace fermé, alors H se décompose
en somme directe H = M ⊕ M⊥. On peut énoncer le théorème de Pythagore, si
f1, . . . , fn ∈ H sont deux à deux orthogonaux, alors

‖ f1 + · · · + fn‖2 = ‖ f1‖2 + · · · + ‖ fn‖2.

Une identité à retenir est l’identité du parallélogramme : si f ; g ∈ H,

‖ f + g‖2 + ‖ f − g‖2 = 2
(
‖ f ‖2 + ‖g‖2

)
.

Si M ⊂ H est un sous-espace fermé, on peut définir la projection orthogonale
sur M, notée PM , de la manière suivante : pour h ∈ H, PM h est l’unique élément
de M tel que h − PM h ∈ M. Alors PM est une application linéaire telle que P2

M =

PM ,‖PM ‖ ≤ ‖h‖ pour tout h ∈ H, kerPM = M⊥ et ImPM = M.

Définition 1.1.3. Une famille (ei)i∈I est une base orthonormale d’un espace de
Hilbert H si

1. ‖ei‖ = 1.
2. L’espace engendré Vect {ei} est dense dans H .
3. ei⊥e j, ∀i , j.

Tout espace de Hilbert admet une base orthonormale, qui est finie si et seulement
si l’espace est de dimension finie.

Les formes linéaires continues sur un espace de Hilbert sont particulièrement simples
à décrire

Théorème 1.1.4. Soit H un espace de Hilbert et BH sa boule-unité fermé. Alors
BH est compacte si et seulement si H est de dimension finie.
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Exemple 1.1.5. L’espace

l2 (N) =

{
(un)n∈N tq

∑
| un |

2< ∞
n∈N

}
muni du produit scalaire

< u, v >=
∑

unvn
n∈N

Pour k ∈ N, on note ek la suite dont tous les termes sont nuls, à l’exception du k−ème
qui vaut 1. Alors (ek)k∈N est une base orthonormale de l2 (N). On peut définir de
manière identique l’espace l2 (Z) des suites de carré sommables indexées par Z.

1.2 Les opérateurs linéaires

Dans l’analyse fonctionnelle,la notion d’opérateur linéaire est une notion fondamen-
tale,puisque en grande partie il étudie des opérateurs linéaires donner par certaines
équations intégrales.

Nous donnons ici les définitions et propriétés de base des opérateurs linéaires.

Définition 1.2.1. Soient E et F deux espaces vectoriels, on appelle opérateur li-
néaire de D (T) ⊂ E dans F, toute application T :D (T) ⊂ E → F qui vérifie :

T (λx + µy) = λT (x) + µT (y) ;∀λ, µ ∈ K (
R ou C

)
;∀x, y ∈ D (T)

Remarque 1.2.2. 1- Le vecteur T (x) noté en général T x.

2- On suppose que D (T) (DT ) est une variété linéaire :

∀λ, µ ∈ K (
R ou C

)
;∀x, y ∈ DT : λx + µy ∈ DT .

Exemple 1.2.3. Soit E et F deux espaces vectoriels :

1. On considéré l’opérateur I x = x, ∀x ∈ E l’opérateur I s’appelle opérateur
identique.

2. L’opérateur Ox = 0, ∀x ∈ E s’appelle opérateur nul.

1.2.1 Noyau et image d’opérateur

Définition 1.2.4. L’ensemble d’un

KerT = {x ∈ DT : T x = 0}

est appelé noyau de l’opérateur T , et aussi noté parfois N (T) .
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Définition 1.2.5. Image d’un opérateur T définie par

ImT = {T x; x ∈ DT }

et aussi noté parfois R (T).

Remarque 1.2.6. On note par L (E, F) l’ensemble des opérateurs linéaires de E vers
F.

1.2.2 Somme d’opérateurs

Définition 1.2.7. ([1]) Soient T et S deux opérateurs linéaires de E dans F on
définit l’opérateur S + T par :

(S + T) x = Sx + T x; x ∈ DA+B; DA+B = DA ∩ DB.

1.2.3 Produit des opérateurs

Définition 1.2.8. ([1]) Soient Tet S deux opérateurs, tels que T ∈ L (E, E1)et S ∈
L (E1, E2) on définit l’opérateur ST comme l’opérateur linéaire de E dans E2 par
l’algébre :

(ST) x = S (T x) , ∀x ∈ D (ST)

tel que :
D (ST) = {x ∈ D (T) ; T x ∈ D (S)}

.

Définition 1.2.9. ([1])On dit que Tet S commutent et on écrit TS = ST si

(TS) x = (ST) x;∀x ∈ DTS ∩ DST .

1.3 Les opérateurs entre espace normés

Définition 1.3.1. Soient Eet F deux espace normés, T ∈ L (E, F)est dit continu si :

∀ (xn) ⊂ E ; xn
‖.‖E
−−−→ x ⇒ T xn

‖.‖F
−−−→ T x.

Exemple 1.3.2. Considérons l’opérateur de dérivation
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T : C [a, b] → C [a, b]
f (t) 7→ f ′ (t)

L’opérateur T est linéaire, mais pas continu cela résulte par exemple, du fait que la
suite xn =

sin(nt)
n converge vers 0 par ‖.‖∞. Tendis que la suite

T xn 9 0 (T xn (t) = cos (nt)). Mais il est clair que la dérivation est un opérateur
linéaire dans l’espace des distributions et continue.

Définition 1.3.3. Un opérateur T ∈ L (E, F) est dit borné, s’il existe une constante
positive C > 0 telle que :

‖T x‖F ≤ C‖x‖E, ∀x ∈ E .

Exemple 1.3.4. Soit l’opérateur

T : C [a, b] → R

f (t) 7→
∫ ζ

a f (t) dt .

T est borné,

car : |
∫ ζ

a f (t) dt |� (ζ − a) ‖ f ‖∞.

1.3.1 Norme d’un opérateur

Définition 1.3.5. Le plus petit des nombres C vérifiant (1.3.3) s’appelle norme de
l’opérateur T et se noté ‖T ‖.

Théorème 1.3.6. ([5])Pour tout opérateur borné T ∈ L (E, F), on a

‖T ‖ = sup
x,0

‖T x‖F
‖x‖E

= sup
‖x‖≤1
‖T x‖F .

Démonstration. Posons

α = sup
‖x‖≤1
‖T x‖F .

En vertu de la linéarité de T , on a l’égalité

α = sup
‖x‖≤1
‖T x‖F = sup

x,0

‖T x‖F
‖x‖E

.
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Donc, ∀x ∈ E − {0}, on a :
‖T x‖F
‖x‖E

≤ α,

ou
‖Tx ‖F ≤ α‖x‖E .

D’autre part, ∀ε > 0, ∃xε , 0 tel que :

α − ε ≤
‖T xε‖F
‖xε‖E

,

ou
(α − ε) ‖xε‖E ≤ ‖T xε‖F ≤ C‖xε‖E

α − ε ≤ infC = ‖T ‖

et , comme ε est arbitraire, on a
α ≤ ‖T ‖.

Par conséquent
‖T ‖ = α.

�

Exemple 1.3.7. Soit
T : C [a, b] → R

f (t) 7→ f (1) + f (2)

On a 1

‖T f ‖R =| f (1) + f (2) |≤ 2‖ f ‖∞

donc
‖T ‖ ≤ 2.

Montrons que
‖T ‖ ≥ 2

On
g (x) = 1;∀x ∈ [a; b] ,

1. ‖ f ‖∞ = sup
x∈[a,b]

| f (x) |
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Alors
Tg = g (1) + g (2) = 2,

d’où
‖Tg‖ = 2

et
‖Tg‖ ≤ sup

‖ f ‖=1
‖T f ‖ ⇒ ‖T ‖ ≥ 2

Donc
‖T ‖ = 2.

Corollaire 1.3.8. On déduit du théorème précédent

∀x ∈ E, ‖T x‖ ≤ ‖T ‖‖x‖.

Remarque 1.3.9. On note par L (E,F) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés de
E dans F.

Définition 1.3.10. ([5]) Soient E et F deux espaces normés, l’ensemble L (E,F)
muni de la norme ‖T ‖est un espace normé.

Démonstration. 1- Soient T ∈ L (E,F) avec ‖T ‖ = 0. On a

∀x ∈ E, ‖T x‖ ≤ ‖T ‖‖x‖,

d’où ‖T x‖ = 0, donc T x = 0, ∀x ∈ E c’est à dire T = 0.

2- Soit λ ∈ K, on a
‖λT x‖ =| λ | ‖T x‖

≤| λ | ‖T ‖‖x‖.

D’où
‖λT ‖ ≤| λ | ‖T ‖.

D’autre part, on a
‖T x‖ = 1

|λ | ‖λT x‖; λ , 0

≤ 1
|λ | ‖λT ‖‖x‖.

D’où
‖T ‖ ≤

1

| λ |
‖λT ‖ ⇒| λ | ‖T ‖ ≤ ‖λT ‖

donc
‖λT ‖ =| λ | ‖T ‖.

3- Soient T, S ∈ L (E,F) on a :

‖ (T + S) x‖ ≤ ‖T x‖ + ‖Sx‖ ≤ (‖T ‖ + ‖S‖) ‖x‖.
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D’où
‖T + S‖ ≤ ‖T ‖ + ‖S‖.

�

Théorème 1.3.11. ([1]) Soient T, S ∈ L (E,F)et λ ∈ K, alors

λT,T + S,TS ∈ L (E,F)

et on a

1. ‖λT ‖ =| λ | ‖T ‖.

2. ‖T + S‖ ≤ ‖T ‖ + ‖S‖.

3. ‖TS‖ ≤ ‖T ‖‖S‖.

Théorème 1.3.12. ([13])Soient E un espace normé et F un espace de Banach,
alors L (E,F) est un espace de Banach.

Définition 1.3.13. Le graphe G (A) d’un opérateur T ∈ L (E,F) est un sous-espace
de E × F définie par :

G (T) = {(x,T x) ; x ∈ DT } ⊂ E × F .

Théorème 1.3.14. ([13]) Soient E et F deux espace de Banach et Tun opérateur
linéaire, si F compacte, alors

G (T) est f erme dans E × F ⇔ T ∈ L (E,F)

Théorème 1.3.15. ([2]) Soient E, F deux espace normés et T ∈ L (E, F).les asser-
tions suivantes équivalence

a) L’opérateur T est continu.
b) L’opérateur T est continu en 0.
c) L’opérateur T est continu en un point.
d) L’opérateur T est borné.

Théorème 1.3.16. ([12]) Soit T ∈ L (H).H est espace de Hilbert complexe .

Si < T x, x >= 0;∀x ∈ H . Alors T = 0

Démonstration. Pour touts x, y ∈ H on a

< T (x + y) , x + y >= 0,

d’où
< T x, y > + < T y, x >= 0. (1.3.1)
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D’outre part, on remplace y par iy dans (1.3.1) on trouve :

− i < T x, y > +i < T y, x >= 0, (1.3.2)

par multipliant (1.3.2) avec i et recueillies avec (1.3.1), alors

< T x, y >= 0;∀x, y ∈ H.

On pose y = T x ;
< T x,T x >= 0 =⇒ ‖T x‖2 = 0 =⇒ T = 0.

�

Remarque 1.3.17. Si H est un espace de Hilbert sur R, le théorème précédent n’a
pas été vérifie.

Exemple 1.3.18. E = R2, T =
(

0 1
−1 0

)
, on a < T x, x >= 0;∀x ∈ R2, mais T , 0.

Corollaire 1.3.19. Soit H un espace de Hilbert complexe et T, S ∈ L (H)

{< T x, x >=< Sx, x >;∀x ∈ H} ⇒ S = T

Démonstration. En appliquant le théorème précédent pour S − T . �

1.3.2 Inverse d’un opérateur

Définition 1.3.20. Soient E, F deux espace normé, et T ∈ L (E, F). L’opérateur T
est dit inversible si pour tout y ∈ F, l’équation T x = y a une solution et une seule .

Définition 1.3.21. On dit que T ∈ L (E, F) est inversible s’il existe S ∈ L (F, E) tel
que ST = IE et TS = IF .

On appelle l’opérateur S l’inverse de T et noté par T−1.

Remarque 1.3.22. ([13])Soient E, F deux espaces normés, et T, S ∈ L (E, F).

a) Si ST = IE alors S = T−1g .
b) Si TS = IF alors S = T−1d .

Théorème 1.3.23. ([5]) L’opérateur inverse T−1 d’un opérateur linéaire T est aussi
linéaire.
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que le domaine des valeurs RT de l’opé-
rateur T , c’est-à-dire DT−1 , est une vérité linéaire.

1-

∀x, y ∈ RT

x ∈ RT ⇒ ∃x′ ∈ DT : x = T x′

y ∈ RT ⇒ ∃y′ ∈ DT : y = T y′.

On a :
T−1 (x + y) = T−1 (T x′ + T y′)

= T−1T (x′ + y′)

= x′ + y′

= T−1x + T−1y.

2-
T−1 (λx) = T−1 (λT x′) = T−1T (λx′) = λx′ = λT−1x.

�

Exemple 1.3.24. On a

1. L’opérateur I est inversible et I−1 = I.

2. L’exemple suivant montre que l’inverse d’un opérateur borné n’est pas forcement
borné , soit E = l2 l’opérateur T défini par :

T(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (x1,
x2
2
, . . . ,

xn

n
, . . .)

On pose x = (x1, x2, . . . , xn, . . .) ∈ l2.

On a :
‖T x‖2 = ‖(x1,

x2
2 , . . . ,

xn
n , . . .)‖

2

=
∑
i≥1
|

xi
i |

2

≤
∑
i≥1
| xi |

2= ‖x‖2l2 .

D’où ‖T x‖l2 ≤ ‖x‖l2 . Donc T est borné et son inverse est donné par

T−1(x1, x2, . . . , xn, . . .) = (x1, 2x2, . . . , nxn, . . .).
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cependant, T−1 est non borné .

En effet si en = (0, 0, . . . , 1, 0, . . .)on a ‖en‖ = 1et ‖T−1en‖ = n, alors n’est pas borné .

Donc l’opérateur T n’est pas inversible.

Théorème 1.3.25 (D’isomorphisme de Banach). ([4]) Soient E, F deux espaces de
Banach et T ∈ L (E,F) est inversible s’il est bijectif et T−1est borné.

Théorème 1.3.26 (Série de Neumann). ([1]) Soit E un espace de Banach et

T ∈ L (E) tel que : ‖T ‖ < 1 ; l’opérateur I − T(I l’opérateur identique dans E) est

inversible et borné et on a (I − T)−1 =
∞∑

n=0
Tn de plus ‖(I − T)−1‖ ≤ 1

1−‖T ‖ .

Démonstration. Soit Sn =
n∑

k=0
T k la suite (Sn) est une suite de Cauchy, L (E) est un

espace de Banach alors la suite (Sn) converge vers un élément de l’espace qui est
donc borné.

Enfin

(I − T)(
∞∑

n=0

Tn) = (

∞∑
n=0

Tn)(I − T) = lim
n→+∞

n∑
n=0

Tn(I − T) = I .

�

1.4 L’adjoint d’un opérateur

Théorème 1.4.1 (Riesz). ([3]) Soit H un espace de Hilbert et f ∈ H′alors

∃!a ∈ H : f (x) =< x, a >;∀x ∈ H.

Théorème 1.4.2. ([1]) Soient H,K deux espaces de Hilbert,T ∈ L (H,K),alors il
existe un unique opérateur continu de K dans H note T∗tel que :

< T x, y >=< x,T∗y >, ∀x ∈ H, ∀y ∈ K .

Démonstration. Soit y ∈ K et

f : H → C
x 7→ f (x) =< T x, y > .

Alors f est linéaire et borné , car

| f (x) | =|< T x, y > |
≤ ‖T x‖‖y‖
≤ ‖T ‖‖x‖‖y‖.
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D’après le théorème de Riesz il existe un unique z ∈ H tel que :

f (x) =< T x, y >=< x, z > .

Posons z = T∗y, donc T∗est une application de K vers H.

C’est simple de voir que T∗est linéaire et aussi bornée car :

‖T∗y‖2 =< T∗y,T∗y >
=< TT∗y, y >
≤ ‖TT∗y‖‖y‖
≤ ‖T ‖‖T∗‖‖y‖.

Alors, T∗est bornée et ‖T∗‖ ≤ ‖T ‖ �

Définition 1.4.3. L’unique application linéaire T∗ ∈ L (K,H) tel que :

< T x, y >=< x,T∗y >;∀x ∈ H, ∀y ∈ K,

est appelé adjoint de T .

Exemple 1.4.4. On a

1. I∗ = I et O∗ = O.

2. Soit la matrice : T = (
a b
c d ) tel que a, b, c, d ∈ C son adjoint T∗ =

(
a c
b d

)
.

1.4.1 Propriétés de l’adjoint

Soient H,K deux espaces de Hilbert.

Proposition 1.4.5. ([2]) Soit T ∈ L (H,K), alors

1. (T∗)∗ = T .
2. ‖T∗‖ = ‖T ‖.
3. ‖T∗T ‖ = ‖T ‖2.

Démonstration. Pour tout y dans K, l’application qui à x associe < T x, y > est
une forme linéaire continue sur H, dont la norme n’excède pas‖T ‖‖y‖ ; en vertu du
théorème de représentation de Riesz, il existe un unique z ∈ H, tel que pour tout x
dans H

< T x, y >=< x, z > et‖z‖ ≤ ‖T ‖‖y‖.
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Posons z = T∗y, on montre aussitôt, en fixant x, que y → T∗y est une application
linéaire et

‖T∗y‖ ≤ ‖T ‖‖y‖,

donc ‖T∗‖ ≤ ‖T ‖ l’opérateur (T∗)∗ est caractérisé par la propriété :

< T∗x, y >=< x, (T∗)∗y >,

pour x ∈ H, y ∈ K on,

< T∗x, y >= < y,T∗x > = < T y, x > =< x,T y > .

On en déduit immédiatement que (T∗)∗ = T et par suite ‖T∗‖ = ‖T ‖. De plus,
l’inégalité

‖T x‖2 ≤ ‖T∗T ‖‖x‖;∀x ∈ H,

montre que
‖T ‖2 ≤ ‖T∗T ‖ ≤ ‖T∗‖‖T ‖,

comme ‖T∗‖ = ‖T ‖ , on a l’égalité ‖T∗T ‖ = ‖T ‖2. �

Proposition 1.4.6. Soient T, S ∈ L (H,K) on a

1. (αT + βS)∗ = αT∗ + βS∗pour tous α, β ∈ C.
2. (TS)∗ = S∗T∗.

Démonstration. 1.On a

< (αT + βS)∗x, y > =< x, (αT + βS)y >
=< x, (αT)y > + < x, (βS)y >
= α < T∗x, y > +β < S∗x, y >
=< (αT∗ + βS∗)x, y > .

D’où (αT + βS)∗ = αT∗ + βS∗.

2.On a
< (TS)∗x, y > =< x, (TS)y >

=< T∗x, Sy >
=< S∗T∗x, y > .

D’où (TS)∗ = S∗T∗. �

Proposition 1.4.7. ([2]) Soient T, S ∈ L (H,K)on a

Si T est inversible, T∗ l’est aussi et on a(T∗)−1 = (T−1)∗.
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Démonstration. On a

I = I∗ = (TT−1)∗ = (T−1)∗T∗,

ce implique que T∗est inversible, de plus (T∗)−1 = (T−1)∗. �

Lemme 1.4.8. ([5]) Soient H,K deux espaces de Hilbert,T ∈ L (H,K)on a

a) KerT = (ImT∗)⊥.
b) KerT∗ = (ImT)⊥.
c) KerT∗ = {0} si et seulement si ImT = K.

Corollaire 1.4.9. Soit T ∈ L (H,K)

T est inversible⇐⇒ {∃α < 0, ‖T x‖ ≥ α‖x‖; KerT∗ = {0} , ∀x ∈ H} .

Exemple 1.4.10. L’opérateur « Shift » S définiront de l2 vers l2 n’est pas inversible
, puisque S∗ (y1, y2, . . .) = (y2, y3, . . .) alors , KerS∗ , {0} car

S∗ (1, 0, 0, . . .) = (0, 0, . . .).

.

1.5 Spectre d’un opérateur

Définition 1.5.1 (Valeur propre et vecteur propre ). Soit E un espace normé et
T ∈ L (E), un nombre λ ∈ C s’appelle valeur propre de l’opérateur T , si l’équation
(T − λI)x = 0 a une solution x , 0 dans E .

Une telle solution x est appelée vecteur propre associée à la valeur propre λ.

Exemple 1.5.2. L’opérateur « Shift » S définiront de l2 vers l2 n’est pas de valeur
propre, en effet soit λ une valeur propre alors existe (xn)n tel que Sxn = λxn

d’où (0, x1, x2, . . .) = (λx1, λx2, λx3, . . .).

a) Si λ = 0 alors x = 0 impossible car il faut x , 0.
b) Si λ , 0 , aussi impossible .

Définition 1.5.3 (Point régulier). Soit T ∈ L (E) le nombre λ ∈ C s’appelle un
point régulier de l’opérateur T ; si (T − λI)−1est inversible.

Définition 1.5.4 (Ensemble résolvante). On appelle ensemble résolvant de T l’en-
semble des point réguliers de l’opérateur T et noté par ρ(T)

ρ(T) = {λ ∈ C; T − λI inversible}.
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Exemple 1.5.5. L’ensemble résolvant d’opérateur identique I

ρ(I) = {λ ∈ C; I − λI inversible} = C − {1} .

Définition 1.5.6 (La résolvant). On définit la résolvant de T l’opérateur comme
Rλ(T) = (T − λI)−1.

Théorème 1.5.7. ([5]) Si T ∈ L (E) et | λ |> ‖T ‖alors, λ est un point régulier de
T .

Démonstration. T − λI = −λ(I − 1
λT) , λ , 0

Rλ = (T − λI)−1

= −1
λ (I −

1
λT)−1

= −1
λ

∞∑
k=0

Tk

λk
.

Pour ‖T ‖ < | λ |cette série est convergente et fournit un opérateur borné. �

Proposition 1.5.8. ([2]) Soit H un espace de Hilbert et.T ∈ L (H)

a) La résolvante est une application holomorphe de ρ(T) dans L (H) et vérifie
l’équation de la résolvante

∀λ, µ ∈ ρ(T); Rλ−Rµ = (λ−µ)RλRµ.

b)
∀λ, µ ∈ ρ(T); RλRµ = RµRλ. (1.5.1)

Démonstration. On a

Rλ−Rµ = Rλ(T − µI)Rµ−Rµ(T − λI)Rλ
= Rλ(T Rµ − µRµ)−Rµ(T Rλ − λRλ)
= (λ−µ)RλRµ

De plus, par symétrie on a Rµ−Rλ = (µ−λ)RµRλ au vu de l’équation de la résolvante,
on en déduit que Rλ et Rµ commutent, ce qui démontre(1.4.1) �

Définition 1.5.9 (Spectre d’un opérateur). On appelle spectre de T et on noté
σ (T) le complémentaire de ρ(T) dans C c’est-à-dire

σ (T) = {λ ∈ C : (T − λI) non inversible},

1. σ (T) ∪ ρ(T) = C.
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2. σ (T) ∩ ρ(T) = /O.
3. Si λ ∈ σ (T) alors | λ |≤ ‖T ‖ c-à-d σ (T) ⊂ B (0, ‖T ‖).

Exemple 1.5.10. Soit I : E → E ,on cherche σ (I) on a :

σ (I) = {λ ∈ C : I − λI non inversible},

I − λI = (1 − λ)I non inversible ssi λ = 1 alors σ (I) = {1} .

Proposition 1.5.11. ([2]) Soit T ∈ L (E), E espace de Banach le spectre de T n’est
pas vide et fermé.

Proposition 1.5.12. Soit T ∈ L (H)(H espace de Hilbert sur C) . Alors

σ (T∗) = {λ; λ ∈ σ (T)}.

Démonstration. Si λ < σ(T) D’où T − λI est inversible et (T − λI)∗ = T∗ − λI est
inversible , donc λ < σ(T∗), on remplace T∗par T ,on obtient , si λ < σ(T∗) alors
λ < σ(T) .

Donc
σ (T∗) = {λ; λ ∈ σ (T)}

. �

Proposition 1.5.13. [2] Soit T ∈ L (H) et soit P un polynôme de degré n à coeffi-

cient complexes, P(x) =
n∑

k=0
αk xk , alors

a) Le spectre de P(T) est :σ(P(T)) = P(σ(T)).
b) Si T est inversible σ(T−1) = (σ(T))−1 = {λ−1; λ ∈ σ (T)}.

1.5.1 Classification de spectre

Définition 1.5.14 (spectre ponctuel). On appelle spectre ponctuel de T l’ensemble
des valeurs propres de T noté σP(T), tel que

σP(T) = {λ ∈ C : T − λI non in jecti f }
= {λ ∈ C : ker(T − λI) , {0}}.

Remarque 1.5.15. On a toujours, σP(T) ⊂ σ(T) mais si E est dimension finie, on en
déduit σP(T) = σ(T).
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Exemple 1.5.16. Sur l’espace de Hilbert L2 ([0, 1]), on considéré l’opérateur T de
multiplication T f (x) = x f (x), on a ‖T ‖ = 1, donc σP(T) = Ø et σ(T) = [0, 1].

Définition 1.5.17 (spectre continu). On appelle spectre continu de T et noté σc(T)
l’ensemble

σc(T) = {λ ∈ C,T − λI in jecti f et R(T − λI) , R(T − λI) = E}
= {λ ∈ σ(T)/σP(T) : R(T − λI) , R(T − λI) = E}.

Définition 1.5.18 (spectre résiduel). On appelle spectre résiduel de T et noté σr(T)
l’ensemble

σr(T) = {λ ∈ C,T − λI in jecti f et R(T − λI) , E}
= {λ ∈ σ(T)/σP(T) : R(T − λI) , E}.

Remarque 1.5.19.
σ(T) = σP(T) ∪ σc(T) ∪ σr(T).

Définition 1.5.20 (Rayon spectrale). Soit T ∈ L (E), on définit le rayon spectral
de T comme suit

r(T) = sup{| λ |, λ ∈ σ(T)}.

Théorème 1.5.21. ([12]) Soit T ∈ L (E), alors on a

1. La limite lim‖Tn‖
1
n

n→+∞
existe et elle est égale a in f

n≥1
‖Tn‖

1
n .

2. r(T) = lim‖Tn‖
1
n

n→+∞
= in f

n≥1
‖Tn‖

1
n .

Corollaire 1.5.22. On a r(T) ≤ ‖T ‖.



Chapitre 2

Les opérateurs normaux

Dans ce chapitre, nous allons apprendre des concepts importants dans la théorie des
opérateurs, tels que l’opérateur auto-adjoint, normal, positif et isométrie ..., et nous
allons examiner certaines de ses caractéristiques.

2.1 Quelques classes d’opérateurs

Définition 2.1.1 (l’opérateur auto-adjoint). Un opérateur T ∈ L (H) est dit auto-
adjoint (ou parfois hermitien) s’il est égal à son adjoint, c’est-à-dire si, quels que
soient x et y dans H

< T x, y >=< x,T y > .

Exemple 2.1.2. Soit T =
(

0 2
2 0

)
, d’où :T∗ =

(
0 2
2 0

)
.

On remarque T = T∗donc T est auto-adjoint.

Remarque 2.1.3. Soit H un espace de Hilbert complexe, et soit T ∈ L (H). Les
opérateurs U = 1

2 (T + T∗) et V = 1
2i (T − T∗) sont auto-adjoints et on a T = U + iV ,

L’opérateur U est appelé la partie réelle de T et l’opérateurV est sa partie imaginaire.

Remarque 2.1.4. On remarque que si T est auto-adjoint, alors V = 0.

Théorème 2.1.5. ([2]) Si T est un opérateur auto-adjoint, alors

‖T ‖ = sup
‖x‖=1

|< T x, x > | .

Proposition 2.1.6. ([13]) Si T et S deux opérateurs auto-adjoint, alors

24
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1. αT + βS est auto-adjoint pour tous α, β ∈ R.
2. TS est auto-adjoint si et seulement si TS = ST .
3. Si T est un opérateur quelconque : alors T∗T,TT∗ et T +T∗sont auto-adjoint .

Démonstration. On a : �

1. pour tous α, β ∈ R.

< (αT + βS)x, y > =< αT x, y > + < βSx, y >
= α < x,T y > +β < x, Sy >
=< x, (αT + βS)y > .

2. < TSx, y >=< Sx,T∗y >=< x, S∗T∗y >=< x, (TS)∗y > .

3. clair.

Proposition 2.1.7. ([2]) Soit H un espace de Hilbert sur C. Un élément T de L (H)
est auto-adjoint si, et seulement si, pour tout x dans H, < T x, x > est un nombre
réel.

Démonstration. En effet

< T x, x > =< x,T x >
= < T x, x >.

Donc < T x, x >∈ R. �

2.1.1 Théorie spectrale d’opérateur auto-adjoint

Proposition 2.1.8. [13] Soit T ∈ L (H) un opérateur auto-adjoint , alors : σP(T) ⊂
R et les vecteurs propres correspondant à des valeurs propres différentes sont ortho-
gonaux .

Démonstration. Soit λ une valeur propre de T , alors

< T x, x > = < λx, x >
= λ < x, x >
= λ‖x‖2,

pour x , 0, on a λ = <T x,x>
‖x‖2 ∈ R c’est-à-dire σP(T) ⊂ R.

D’autre part
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Soit λ′ une autre valeur propre de T et y une valeur propre associé, on a T est
auto-adjoint, et pour tout x, y ∈ H,

< T x, y > = < x,T y >

< T x, y >=< x,T y >⇒ < λx, y > = < x, λ
′

y >

< λx, y >=< x, λ
′

y >⇒ λ < x, y > = λ
′

< x, y >
λ < x, y >= λ

′

< x, y >⇒
(
λ − λ

′)
< x, y > = 0,

λ , λ
′d’où < x, y >= 0. �

Lemme 2.1.9. ([15]) Soit T ∈ L (H), alors λ ∈ σr(T) ⇒ λ ∈ σP(T∗).

Théorème 2.1.10. Soit T ∈ L (H) est auto-adjoint, alors :

1)σP(T) ⊂ R 2)σr(T) = Ø
3)σ(T) ⊂ R 4)σc(T) ⊂ R

.

Démonstration. On a �

1. voir le preuve de proposition précédente .
2. Si λ est complexe, l’équation

T x − λx = y.

A pour solution x = Rλ(T)y.

< x,T x > étant réel, la relation < x,T x > −λ‖x‖2 =< x, y >(Obtenue en multipliant
par x les deux membres de l’équation ) implique

| Imλ | ‖x‖2 = | Im < x, y > |
≤ |< x, y > |
≤ ≤ ‖x‖‖y‖.

Ou encore

‖x‖ = ‖Rλ(T)y‖ ≤
‖y‖

| Imλ |
.

Ce qui montre que Rλ(T) est borné si donc Imλ , 0 , λ appartient à ρ(T) ou σr(T) .

λ appartient en réalité à ρ(T) car la relation
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DRλ(T) = RT−λI = (Ker(T − λI))⊥.

Puisque RT = (KerT∗)⊥.

Montre que le domaine de l’opérateur Rλ(T) est dense dans H, λ n’étant pas, par
hypothèse, valeur propre de T , Ker(T − λI) = {0}.

3 et 4. La démonstration précédente a permis d’établir que si Imλ , 0 alors λ ∈ ρ(T)
, On en déduit donc que le spectre de T est nécessairement réel .

2.1.2 L’opérateur positive

Définition 2.1.11. Soit T ∈ L (H) on dit que T est un opérateur positif et que l’on
note T ≥ 0, si T auto-adjoint et < T x, x >≥ 0, ∀x ∈ H .

Corollaire 2.1.12. T ∈ L (H) est positif si et seulement si : < T x, x >≥ 0, ∀x ∈ H.

Exemple 2.1.13. Soit T l’opérateur défini par

T : L2([0, 1]) → L2([0, 1])
f 7→ T f (x) = x f (x) ,

T est positif, car ∀ f ∈ L2([0, 1]) on a

< T f , f > =
1∫
0

x f (x) f (x)dx

=
1∫
0

x | f (x) |2 dx ≥ 0

.

Définition 2.1.14 (Comparaison des opérateurs ). Soient T, S ∈ L (H) on dit que
T ≤ S si S − T est un opérateur positif . Autrement dit :

< (S − T)x, x >≥ 0, ∀x ∈ H.

Théorème 2.1.15 (Théorème de Cauchy Schwarz générale). ([2]) Soit T ∈ L (H)
est positif . alors

|< T x, y > |2≤< T x, x >< T y, y >;∀x, y ∈ H.

Démonstration. On a

< T(x + λy), x + λy >≥ 0;∀x, y ∈ H;∀λ ∈ C
< T x, x > +λ < T x, y > +λ< T x, y > + λλ < T y, y >≥ 0
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prenons λ = −<T x,y>
<T y,y> , on obtient. D’où

< T x, x > − |<T x,y> |2

<T y,y> −
|<T x,y> |2

<T y,y> +
|<T x,y> |2

<T y,y> ≥ 0

< T x, x > − |<T x,y> |2

<T y,y> ≥ 0.

D’où le résultat. �

Définition 2.1.16 (Racine carrée d’un opérateur positif). Soit T ∈ L (H) est positif.

On dit que l’opérateur S est racine carrée de l’opérateur T . Si S2 = T ou encore
S = T

1
2 (ou S =

√
T).

Définition 2.1.17 (Opérateur isométrie). ([5]) On dit T ∈ L (H) est un opérateur
isométrie ( ou isométrique ) si T∗T = I ou bien ;

‖T x‖ = ‖x‖, ∀x ∈ H.

Exemple 2.1.18. L’opérateur de Shift

S : l2 → l2
(x1, x2, . . .) 7→ (0, x1, x2, . . .)

est une isométrie .

Définition 2.1.19 (Opérateur unitaire ). On dit l’opérateur isométrique T ∈ L (H)
est unitaire si T−1 = T∗.

Exemple 2.1.20. Soit

T : L2 ([0, 1]) → L2 ([0, 1])
f 7→ T f (x) = f (1 − x) ,

T est unitaire, puisque :

toute d’abord, on détermine T∗, pour tout f , g ∈ L2 ([0, 1]), on a

< T f , g >=

1∫
0

f (1 − x) g (x)dx.

On pose y = 1 − x d’où dy = −dx alors, on a trouve .

< T f , g > =
1∫
0

f (y) g (1 − y)dy

= < f , g (1 − y) >
= < f ,Tg > .
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D’où T∗ f = f (1 − x) = T f .

On a
T∗T f (x) = T∗ f (1 − x)

= f (1 − (1 − x))
= f (x) .

Et
TT∗ f (x) = T f (1 − x)

= f (1 − (1 − x))
= f (x) .

Donc
T∗T = TT∗ = I .

Exemple 2.1.21. L’opérateur Shift

S : l2 → l2
(x1, x2, . . .) 7→ (0, x1, x2, . . .)

est isométrique mais n’est pas unitaire car il n’est pas surjectif .

Définition 2.1.22 (Opérateur projection ). Soit P ∈ L (H), on dit P est projection
si

P2 = P.

Corollaire 2.1.23. Si P un opérateur de projection sur H, alors I −P un opérateur
de projection sur H.

Démonstration. On a
(I − P)2 = I − 2P + P2

= I − 2P + P
= I − P.

�

Définition 2.1.24 (Opérateur projection orthogonale). Soit P ∈ L (H) ,on dit P
est projection orthogonale si

P2 = P = P∗.

.

Exemple 2.1.25. Soit l’opérateur T définit par

T : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (x, y, 0).

On a
T2(x, y, z) = T(T(x, y, z))

= T(x, y, 0)
= (x, y, 0)
= T(x, y, z).
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D’où T2 = T on vérifie T∗ = T .

On pose X = (x1, y1, z1),Y = (x2, y2, z2).

< T X,Y > = < T(x1, y1, z1), (x2, y2, z2) >
= < (x1, y1, 0), (x2, y2, z2) >
= x1x2 + y1y2
= < (x1, y1, z1), (x2, y2, 0) >
= < X,T∗Y > .

T∗Y = (x2, y2, 0), c-à-d T∗ = T donc P2 = P = P∗, alors T est projection orthogonale.

Définition 2.1.26 (Opérateur anti hermitien ). Un opérateur T sur un espace de
Hilbert est dit anti-hermitien si T∗ = −T .

Exemple 2.1.27. Soit T = iI d’où T∗ = −iI donc T∗ = −T alors T est anti-hermitien.

2.2 Propriétés des opérateurs normaux

Définition 2.2.1. On dit T ∈ L (H) est un opérateur normal si T commute avec
son adjoint T∗T = TT∗.

Remarque 2.2.2. On remarque que tous les classes des opérateurs que nous étudions
précédemment sont opérateurs normaux sauf l’opérateur isométrie et projection .

Exemple 2.2.3. Soit T =
(

1 −1
1 1

)
On a T∗ =

(
1 1
−1 1

)
et T∗T = TT∗ =

(
2 0
0 2

)
donc T est normal .

Proposition 2.2.4. ([3]) Soit T ∈ L (H), les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est normal.
2. ‖T x‖ = ‖T∗x‖, ∀x ∈ H.
3. Dans le cas complexe, les parties réelles et imaginaires de T commutent .

Démonstration. 1.(1⇐⇒ 2) pour tout x ∈ H on a :

‖T x‖ = ‖T∗x‖et ‖T x‖2 = ‖T∗x‖2 alors

‖T x‖2 − ‖T∗x‖2 = < T x,T x > − < T∗x,T∗x >
= < x, (T∗T − TT∗) x >,
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car T∗T − TT∗est hermitien et théorème (1.3.16), T∗T − TT∗ = 0 enfin T∗T = TT∗

c’est-à-dire T est normal.

2.(1⇐⇒ 3) On pose T = A + iB talque A = Re (T) et B = Im (T)

T∗ = A − iB , on a

TT∗ = A2 − iAB + iBA + B2

T∗T = A2 + iAB − iBA + B2,

et
TT∗ − T∗T = 2i (BA − AB) .

On remarque que T est normal si et seulement si AB = BA. �

Corollaire 2.2.5. Si T ∈ L (H) est normal , alors KerT = KerT∗.

Proposition 2.2.6. ([6]) Soit T est normal, on a

1. L’opérateur αT est aussi normal pour tout α ∈ C.
2. L’opérateur Tn est normal pour tout n ∈ N.

Démonstration. On a :

1-Nous avons (aT)(aT)∗ = aaTT et (aT)∗(aT) = aaTT . PuisqueT est normal, d’où ils
sont égaux.

2-T est normal, d’où TT∗ = T∗T

⇒ (TT∗)n = (T∗T)n

⇒ Tn (T∗)n = (T∗)n Tn

⇒ Tn (Tn)∗ = (Tn)∗ Tn.

C’est - à-dire Tn est normal, pour tout n ∈ N . �

Corollaire 2.2.7. Soit P est polynôme et T est un opérateur normal. Alors P(T)
est aussi normal.

Remarque 2.2.8. Tnnormal ; T normal.

Exemple 2.2.9. En effet, soit T =
(

i 2
0 −i

)
On a T2 =

(
−1 0
0 −1

)
est normal, mais

T n’est pas normal.
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Proposition 2.2.10. Soit T ∈ L (H) est normal, on a

Ker(T) ⊕ Im(T) = H

Démonstration. On sait que :Ker(T∗) = (ImT)⊥

d’où (Ker(T)∗)⊥ =
(
(ImT)⊥

)⊥
= (ImT).

Donc
H = KerT∗ ⊕ (KerT∗)⊥

= KerT ⊕ (ImT)

�

Proposition 2.2.11 (Inverse d’un opérateur normal). Soit T ∈ L (H) est normal
et inversible d’inverse T−1. Alors T−1 est aussi normal.

Démonstration. On a

(TT∗)−1 = (T∗T)−1

⇒ (T∗)−1 T−1 = T−1 (T∗)−1

⇒
(
T−1

)∗ T−1 = T−1
(
T−1

)∗
.

Donc T−1 est un opérateur normal. �

Proposition 2.2.12. ([6]) Pour tout U unitaire. L’opérateur U∗TU est normal si
et seulement si T est normal.

Démonstration. On a

(U∗TU)∗(U∗TU) = U∗T∗TU,

et

(U∗TU)(U∗TU)∗ = U∗TT∗U.

On remarque que T∗T = TT∗ si et seulement si U∗TU est normal. �

Proposition 2.2.13. ([6]) SoitT ∈ L (H), les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Test normal.
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2. T−1T∗( ou T∗T−1) est unitaire.
3. Il existe un opérateur unitaireU tel que :T∗ = UT .

Démonstration. Montrons que :

a -(1⇒ 2) On a (
T−1T∗

) (
T−1T∗

)∗
= T−1T∗T(T−1)∗

= T−1TT∗(T∗)−1

= I × I
= I

,

et
(
T−1T∗

)∗ (T−1T∗) = I .

b -(2⇒ 3) On pose U = T−1T∗ d’où T∗ = TU = UT .

c - 3⇒ 1 Il existe U tel que T∗ = UT , pour tout x ∈ H,on a

‖T∗x‖2 = ‖UT x‖2

= < UT x,UT x >
= < T x,U∗UT x >
= < T x,T x >
= ‖T x‖2.

Donc ‖T∗x‖ = ‖T x‖, ∀x ∈ H ; alors T est normal . �

2.2.1 Théorie spectrale des opérateurs normaux

Proposition 2.2.14. Soit T ∈ L (H) est normal, alors

1. Si T x = λx, tel que λ ∈ C et x ∈ H. Alors, T*x = λx .
2. Deux vecteurs propres de T associé à des valeurs propres distincts sont or-

thogonaux.

Démonstration. On a :

1- T x = λx , (T − λI)x = 0 , alors x ∈ Ker (T − λI) d’où x ∈ Ker
(
T∗ − λI

)
C-à-d

T*x = λx



CHAPITRE 2. LES OPÉRATEURS NORMAUX 34

2- Soit λ′ autre valeur propre de T et y vecteur propre associé, on a

< T x, y > = < x,T∗y >
< T x, y >=< x,T∗y >⇒ < λx, y > = < x, λ′y >
< λx, y >=< x, λ′y >⇒ λ < x, y > = λ

′

< x, y >
λ < x, y >= λ

′

< x, y >⇒
(
λ − λ

′)
< x, y > = 0

,

λ , λ, d’où
< x, y >= 0⇒ x⊥y.

�

Proposition 2.2.15. Le rayon spectral d’un opérateur normal T ∈ L (H) vérifie

r (T) = ‖T ‖.

Démonstration. On suppose d’abord que T est auto-adjoint.

On a ‖T2‖ = ‖T ‖2 et par récurrence sur n l’on obtient pour tout n ∈ N la relation

‖T2n ‖ = ‖T ‖2
n

.

Il vient
r (T) = lim

n→+∞
‖T2n ‖2

−n

= ‖T ‖.

On revient au cas normal, l’élément T∗T est auto-adjoint et il s’ensuit que l’on a

r (T) = lim
n→+∞

‖Tn‖
1
n

= lim
n→+∞

√
‖Tn (Tn)∗ ‖

1
n

= lim
n→+∞

√
‖ (TT∗)n ‖

1
n

=
√

r (TT∗)
=

√
‖TT∗‖

= ‖T ‖.

�

Proposition 2.2.16. ([5])Le spectre résiduel d’un opérateur normal est vide.

Dans le résultat suivant, nous présentons certaines caractérisation du spectre continu
d’un opérateur normal borné.

Théorème 2.2.17. ([6]) Soit T ∈ L (H) est normal, les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. λ ∈ σc (T).
2. λ ∈ σ (T) /σp (T).
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3. T − λI est injectif, et l’image de (T − λI) (H) n’est pas fermée.

Démonstration. 1-(2⇒ 1)On a λ ∈ σ (T) /σp (T) et on a σr (T) = ∅

Alors σ (T) = σp (T) ∪ σc (T) donc λ ∈ σc (T).

2-(1⇒ 3) est évidente à partir de la définition du spectre continu.

3- (3⇒ 2) on a (T − λI) est injectif, alors λ < σp (T).

Supposons que λ ∈ σp (T), alors il existe un opérateur ( inversible )S ∈ L (H) tel
que

S (T − λI) x = x;∀x ∈ H.

En particulier nous avons,

1

‖S‖
‖x‖ ≤ ‖(T − λI)x‖;∀x ∈ H.

D’où (T − λI)(H) est complet et fermée dans H, qui est une contradiction. Nous
concluons que λ ∈ σ (T) /σp (T) . �



Chapitre 3

La somme des deux opérateurs
normaux

3.1 Les opérateurs non bornés

Définition 3.1.1 (L’opérateur linéaire non borné). Un opérateur non borné sur un
espace Hilbert H est couple (T,D(T)) où D(T) est un sous espace vectoriel de H et T
est un opérateur linéaire défini de D(T) dans H, on dit que T est un opérateur non
borné de domaine D(T).

Exemple 3.1.2. Considérons l’opérateur T : L2(R) → L2(R), défini par

T f (x) = x f (x),

l’opérateur T a pour domaine

D(T) = { f ∈ L2(R); x f ∈ L2(R)},

est un opérateur non borné, appelé opérateur de multiplication par x.

Définition 3.1.3 (L’opérateur fermé). On dit que l’opérateur T est fermé si pour
toutes les suites (xn)n de D(T) convergente vers x et la suite des images (T xn)n
convergente vers y dans H. Alors, x ∈ D(T) et y = T x.

Exemple 3.1.4. Soit T est un opérateur défini comme

D (T) =
{

f ∈ L2([0 ;1]),
df
dx
∈ L2([0 ;1]), f (0) = 0

}
,

et

36
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T f (x) =
df
dx
.

L’opérateur T est non borné, soit fn = tn, n ∈ N est on D (T), et

‖ fn‖ =

1∫
0

t2ndt =
1

2n + 1
≤ 1.

Mais

‖T fn‖ =

1∫
0

n2 t2n−2dt =
n2

2n − 1
→ +∞.

On a kerT = {0}et ImT = L2([0 ;1]), soient g ∈ L2([0 ;1]) et f (t) =
t∫
0

g (s) ds

(Remarque que L2([0 ;1]) ⊂ L1([0 ;1])) , alors f ∈ D (T) et T f = g , on défini
T−1g = f , g ∈ L2([0 ;1])

l’opérateur T−1est borné sur L2([0 ;1]) et ImT−1 = D (T) , et par l’inégalité de
Cauchy-Schwarz

|

(
T−1g

)
(t) |≤

1∫
0

| g (s) | ds ≤ ©­«
1∫
0

| g (s) |2 dsª®¬
1
2

= ‖g‖,

et

‖T−1g‖2 =

1∫
0

| (T−1 g) (t) |2 dt ≤

1∫
0

‖g‖2dt = ‖g‖2.

Par conséquent ‖T−1‖ ≤ 1 , nous supposons

fn → f , fn ∈ D (T) et T fn → h ∈ L2([0 ;1]).

Alors fn = T−1T fn → T−1h, Par conséquent f = T−1h ∈ D (T)et T f = h.

Alors T est fermé.

Définition 3.1.5 (Adjoint d’un opérateur non borné). Soit (T,D(T)) un opérateur
non borné de domaine D(T) dense dans H . On défini l’adjoint T∗ de T par :

< T x, y >=< x,T∗y >;∀x ∈ D (T) , ∀y ∈ D (T∗) .



CHAPITRE 3. LA SOMME DES DEUX OPÉRATEURS NORMAUX 38

Définition 3.1.6 (Domaine de l’adjoint). Soient H1,H2 deux espaces de Hilbert et
soit (T,D(T)) un opérateur non borné de H1 dans H2 tel que D(T) est un sous-espace
dense dans H2. On définit D(T∗) comme suit

D(T∗) =
{
y ∈ H2 tel que x 7→< T x, y >H2 est borné de

(
D(T); ‖‖H1

)
dans C

}
.

3.2 Les opérateurs normaux non bornés

Définition 3.2.1 (Opérateur normal non borné). Soit T un opérateur non borné
de domaine D(T) dense dans H.

On dit que T est un opérateur normal si, T est fermé et TT∗ = T∗T .

Proposition 3.2.2. ([6]) Si T est un opérateur normal.

Alors

D(T) = D(T∗); ‖T x‖ = ‖T∗x‖.

Démonstration. Si h ∈ D(T∗T) = D(TT∗), alors T h ∈ D(T∗) et T∗h ∈ D(T).

On a
‖T h‖2 = < T∗T h, h >

= < TT∗h, h >
= ‖T∗h‖2.

Si h ∈ D(T) d’où, il existe une suite (hn) ∈ D(T∗T) tel que

< hn,T hn >→< h,T h >,

donc

‖T hn − T h‖ → 0.

On a alors,
‖T∗hn − T∗hm‖ = ‖T hn − T hm‖.

D’où, il existe g ∈ H tel que T∗hn → g.
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Alors
< hn,T∗hn >→< h, g > .

Mais T∗ est fermé. Alors h ∈ D(T∗) et g = T∗h.

Donc, D(T) ⊆ D(T∗) et ‖T h‖ = lim
n→+∞

‖T∗hn‖ = ‖T∗h‖. �

3.3 Somme de deux opérateurs normaux

Définition 3.3.1. ([10]) un opérateur S est T−borné pour certains a, b ∈ R :

∀ f ∈ D (T) ; ‖S f ‖ ≤ a‖T f ‖ + b‖ f ‖

et si D (T) ⊂ D (S) L’infiniment de tout a tel est appelé la limite relative .

Définition 3.3.2. ([11]) H est un espace de Hilbert et (T,D (T)) est un opérateur
non borné, Si D (T) = H on dit T est défini par densité .

Théorème 3.3.3. ([10]) Soit T un opérateur non borné

1. (T + S)∗ = T∗ + S∗ si S est borné.
2. T + S est fermé si T est supposé être fermé et si S est borné.
3. (ST)∗ = T∗S∗ si S est borné .
4. T∗S∗ ⊂ (ST)∗ pour tout S non borné et si ST est défini par densité .

Théorème 3.3.4 (Hess-Kato). ([8]) Soient T et S deux opérateurs définis dans
espace de Banach , tels que S est T−borné et S∗est T∗−borné avec les deux limites
relative plus petites qu’un , ensuite T + S est fermé et (T + S)∗ = T∗ + S∗.

Théorème 3.3.5. ([3]) Si T est un opérateur auto-adjoint non borné et S est un
opérateur auto-adjoint borné, alors T + S est un opérateur auto-adjoint .

Démonstration. Après le théorème (3.3.3)

(T + S)∗ = T∗ + S∗ et T, S sont auto-adjoint, alors

(T + S)∗ = T + S.

�

Théorème 3.3.6 (Hess-kato résultat). ([14]) Si S est T−borné avec un limite relatif
a < 1. Si S est un opérateur symétrique et si T est un opérateur auto-adjoint, alors
T + S est un opérateur auto-adjoint dans D (T).
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3.3.1 Le cas borné

Tous les opérateurs considérés dans cette sous-section sont supposés être bornés.
Tout d’abord, nous notons que la somme de deux opérateurs normaux n’est pas
toujours normale comme indiqué dans.

Exemple 3.3.7. Soient T et S deux matrices

T =
(

1 −1
1 1

)
, S =

(
−1 2
2 1

)
.

Tel que

T · T∗ =
(

1 −1
1 1

)
·

(
1 1
−1 1

)
=

(
2 0
0 2

)
=

(
1 1
−1 1

)
·

(
1 −1
1 1

)
= T∗T .

Alors T est normal .

Et S∗ =
(
−1 2
2 1

)
alors S est auto-adjoint En conséquence normal .

Mais T + S =
(

0 1
3 2

)
n’est pas normal.

Proposition 3.3.8. ([11]) Soient T, S deux opérateur normaux, si T commute avec
S∗, alors T + S est normal.

Démonstration. On a

(T + S)∗ (T + S) = (T∗ + S∗) (T + S) = T∗T + T∗S + S∗T + S∗S,

et

(T + S) (T + S)∗ = TT∗ + TS∗ + ST∗ + SS∗.

Puisque TS∗ = S∗T, ST∗ = T∗S et la normalité de T, S, alors

(T + S)∗ (T + S) = (T + S) (T + S)∗ ,

en conséquence T + S est normal . �

Théorème 3.3.9 (Fuglede - 1950). ([6]) Soient T et S deux opérateurs bornés sur
un espace de Hilbert H, tels que TS = ST où S est normal. Alors

TS∗ = S∗T .
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Remarque 3.3.10. En utilisant le théorème de Fuglede on peut remplacer la commu-
tativité de T et S∗ (dans la proposition précédente) par celle de T et S.

Remarque 3.3.11. L’inverse de la proposition précédente n’est pas toujours vrai .

Corollaire 3.3.12. Si T, S sont deux opérateurs auto-adjoints commutant, alors
T + iS

(
i2 = −1

)
est normal .

Démonstration. depuis S est auto-adjoint

(iS)∗ (iS) = S∗ (−i) iS = S2 = (iS) (iS)∗ .

Alors iS est normal et d’où la proposition précédente s’applique. �

Proposition 3.3.13. ([6]) Soient T et S deux opérateurs normaux bornés. Si TS∗et
S∗T sont auto-adjoints.

Alors, la normalité de T + S implique que la commutativité de T et S.

Démonstration. Puisque T , S et T + S sont normaux, on trouve

T∗S + S∗T = ST∗ + TS∗. (3.3.1)

Comme TS∗ et S∗T sont auto-adjoints.

Alors, (TS∗)∗ = ST∗ = TS∗ et (S∗T)∗ = T∗S = S∗T par (3.3.1) on obtient

S∗T = TS∗.

D’après le théorème de Fuglede.

Alors, on a

TS = ST .

�

3.3.2 Le cas non borné

En général, la somme de deux opérateurs normaux non bornés n’est pas necessur-
ment d’être normale. Considérer l’exemple suivant
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Exemple 3.3.14. Considérons T et S définis comme

T f (x) = f
′

(x) et S f (x) = − f
′

(x) etD (T) = D (S) = H1 (R) .

où H1 (R) =
{

f ∈ L2 (R) : f
′

∈ L2 (R)
}
est l’espace Sobolev. Alors évidemment T et

S sont tous deux normaux. Cependant T + S = 0 n’est pas normal car il est défini
sur H1(R) .

Remarque 3.3.15. Observez que TS = ST dans l’exemple précédent, mais la validité
de cette la condition de commutativité n’est pas suffisante pour la normalité de T+S.

Remarque 3.3.16. La multiplication de T (et donc S) par i(i2 = −1) montre que

T, S auto − adjoint ; T + S normal .

Lemme 3.3.17. ([11])Soit T un opérateur normal non borné avec le domaine D(T).
Soit S un opérateur borné défini sur un espace de Hilbert H . Si

S∗T ⊂ TS∗.

Alors

1. D (T∗ (T + S)) = D (T∗T) ∩ D (T∗S).
2. D (T (T∗ + S∗)) = D (TT∗) ∩ D (TS∗).

Démonstration. On a

1-Nous avons S∗T ⊂ TS∗. Cela nous donne D(T) ⊂ D(TS∗). Cela implique également
Suivant

ST∗ ⊂ (TS∗)∗ ⊂ (S∗T)∗ = T∗S.

Alors D (T∗) ⊂ D (T∗S) par la normalité deT, nous savons que

D (T) = D (T∗) .

Et
D (TT∗) = D (T∗T) .

On a
D (T∗ (T + S)) = { f ∈ D (T) : T f + S f ∈ D (T∗)} = D (T∗T) .
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Et
D (T∗T) ⊂ D (T) = D (T∗) ⊂ D (T∗S) .

Alors D (T∗ (T + S)) = D (T∗T) ∩ D (T∗S).

2-Nous avons

D
(
T

(
T* + S∗

))
= { f ∈ D (T∗) : T∗ f + S∗ f ∈ D (T)} = D (TT∗) .

Et
D (TT∗) ⊂ D (T∗) = D (T) ⊂ D (TS∗) .

Alors D (T (T∗ + S∗)) = D (TT∗) ∩ D (TS∗). �

Théorème 3.3.18. ([11])Soit T un opérateur normal non borné avec le domaine
D(T). Soit S un opérateur normal borné. Supposons en outre que S∗T ⊂ TS∗. Alors
T + S est normal sur D(T).

Démonstration. Montrons que T + S est normal. Notons d’abord que la fermeture
de T + S suit du théorème 3.3.3

Maintenant que S est borné (T + S)∗ = T∗ + S∗ et donc

(T + S)∗ (T + S) = (T∗ + S∗) (T + S) = T∗ (T + S) + S∗ (T + S) .

Lemme(3.3.17) implique T∗ (T + S) = T∗T + T∗S.

Aussi puisque S est borné S∗ (T + S) = S∗T + S∗S , Ainsi

(T + S)∗ (T + S) = T∗T + T∗S + S∗T + S∗S.

De même
(T + S) (T + S)∗ = TT∗ + TS∗ + ST∗ + SS∗.

Maintenant, soit f ∈ D(T∗T) = D(TT∗). Nous avons ensuite

‖ (T + S) f ‖2 = < (T + S) f , (T + S) f > = < f , (T + S)∗ (T + S) f >
= < f , (T∗T + T∗S + S∗T + S∗S) f >
= < f , (TT∗ + TS∗ + ST∗ + SS∗) f >
= < f , (T + S) (T + S)∗ f >
= < (T + S)∗ f , (T + S)∗ f >
= ‖ (T + S)∗ f ‖2

.
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Mais D(T∗T) est un noyau pour T ([8]) et pour T∗et donc il est aussi un noyau pour
T + S et pour (T + S)∗. Ainsi T + Sest normal. �

Théorème 3.3.19 (Fuglede - le cas non borné ). ([6]) Soient T, S deux opérateurs
normaux non bornés, et soit A un opérateur borné sur un espace de Hilbert H .

Si
AS ⊆ T A.

Alors

AS∗ ⊆ T∗A.

Remarque 3.3.20. Ayant supposé ST ⊂ TS (au lieu de S∗T ⊂ TS∗) a donné la même
conclusion. Ceci est une simple application de la version non bornée du théorème de
Fuglede.

Remarque 3.3.21. L’inverse du théorème précédent n’est pas toujours vrai. Prenez
Tet S pour être deux opérateurs auto-adjoints (S bornés). Alors T+S est auto-adjoint
donc normal et nous pouvons facilement choisir une paire de T et S tel que ST��⊂TS.

L’exemple suivant montre que la condition S∗T ⊂ TS∗ ne peut pas être complètement
éliminé.

Exemple 3.3.22. Considérons les deux opérateurs T et S définis comme

T f (x) = x f
′

(x) et S f (x) = eix f (x) .

Sur
D (T) =

{
f ∈ L2 (R) : x f

′

∈ L2 (R)
}

et D (S) = L2 (R) .

Il est connu que T est normal. Aussi S est un opérateur normal borné sur L2(R).
Nous pouvons facilement vérifier que S∗T��⊂TS∗. Considérons N = T + S qui est défini
par

N f (x) = x f
′

(x) + eix f (x) ,

pour tout f ∈ D(T). Maintenant, les calculs directs montrent que NN∗ , N∗N et
donc N est ne pas normal. Ceci montre la nécessité de l’hypothèse S∗T ⊂ TS∗.

Corollaire 3.3.23. Soit T un opérateur auto-adjoint non borné avec le domaine
D(T). Laissez S est un opérateur auto-adjoint borné. Si ST ⊂ TS, alors N = T + iS
est normal .
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Lemme 3.3.24. ([11]) Soient T, S deux opérateurs normaux non bornés tels que
D (T) ⊂ D (S) , ST∗ ⊂ T∗S et S∗T ⊂ TS∗ , Si D (T) ⊂ D (ST∗) et D (T) ⊂ D (S∗T)
alors

1. T∗ (T + S) = T∗T + T∗S et S∗ (T + S) = S∗T + S∗S .
2. T (T∗ + S∗) = TT∗ + TS∗ et S (T∗ + S∗) = ST∗ + SS∗.

Démonstration. par D (T) ⊂ D (ST∗) ⊂ D (T∗S) nous avons :

1-a
D (T∗ (T + S)) = { f ∈ D (T) : T f + S f ∈ D (T∗)} = D (T∗T) .

Et
D (T∗T) ⊂ D (T) ⊂ D (ST∗) ⊂ D (T∗S) .

Alors
T∗ (T + S) = T∗T + T∗S.

1-b
D (S∗ (T + S)) = { f ∈ D (T) : T f + S f ∈ D (S∗)} = D (S∗T) .

Et
D (S∗T) ⊂ D (T) ⊂ D (ST∗) ⊂ D (T∗S) ⊂ D (S∗S) .

Alors
S∗ (T + S) = S∗T + S∗S.

- La deuxième assertion est prouvée dans de la même manière. �

Théorème 3.3.25. ([11]) Soient T et S deux opérateurs normaux non bornés tels
que S est T−borné avec une limite relative inférieure à un. Supposons que ST∗ ⊂ T∗S
et S∗T ⊂ TS∗. Supposons en outre que D(T) ⊂ D(ST∗) et que D(T) ⊂ D(S∗T), alors
T + S est normal sur D(T).

Démonstration. puisque T et S sont normaux, S étant T−borné est équivalent à
S∗ étant T∗−borné avec la même limite relative. Le théorème de Hess-Kato nous
dit alors que T + S est fermé et que (T + S)∗ = T∗ + S∗. Depuis D(T) ⊂ D(ST∗) et
D(T) ⊂ D(S∗T) , procédant comme dans la preuve du théorème (3.3.18)(ou comme
dans la remarque juste en dessous la preuve du théorème (3.3.18) et en utilisant le
lemme (3.3.24à nous permettent d’établir la normalité de T + S . �

Théorème 3.3.26 (Kato–Rellich). ([8]) Soit T un opérateur auto-adjoint. Si S est
symétrique et T−borné avec une limite relative inférieure à un , alors T + S est aussi
auto-adjoint .
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Remarque 3.3.27. l’inverse du théorème précédent n’est pas vrai. Prendre deux opé-
rateurs auto-adjoints T et S non bornés tel que S est T−borné avec une limite relative
inférieure à un . Alors le théorème de Kato-Rellich établit le auto-adjointes (et donc
la normalité) de T + S et il peut facilement arriver que ST��⊂TS.

Remarque 3.3.28. Inutile de dire que la limite relative ne peut pas être prise pour
être un (la forme ”T = −S” nous dit pourquoi).

Remarque 3.3.29. Il y a un nombre infini de paires d’opérateurs normaux non bornés
satisfaisant les hypothèses du théorème(3.3.25) (pas de façon inattendue cependant).
Un exemple facile de cela consiste à prendre S comme opérateur auto-adjoint non
borné avec le domaine D(S) et prenez T = 2S, disons. Alors S est T−borné avec la
limite relative 1

2 et il est clair que TS = ST .

Nous donnons maintenant un exemple montrant que les conditions ST∗ ⊂ T∗S et
S∗T ⊂ TS∗ ne pevent pas être simplement abandonnées. Nous avons d’abord be-
soin d’un opérateur relativement borné. Il y a beaucoup de des exemples de tels
opérateurs.

Voici l’exemple.

Exemple 3.3.30. Considérez les opérateurs.

T = −
d2

dx2
et S = iV

où V est une valeur réelle et appartient à L2(R) (on peut aussi supposer que Vest
C2), on l’espace de Sobolev

D (T) = H2 =
{

f ∈ L2 (R) : f
′′

∈ L2 (R)
}

D (S) =
{

f ∈ L2 (R) : V f ∈ L2 (R)
}

respectivement. Évidemment T est normal (c’est auto-adjoint) et il en est de même
S. Il est également bien connu (voir par exemple [[14]]) que S est lié à T avec un
arbitraire lié relatif.

Définir N = T + S. Nous avons pour tout f ∈ D(N) = D(T)

N f (x) = − f
′′

(x) + iV (x) f (x)

Et en appliquant le théorème de Hess-Kato, alors

N∗ f (x) = − f
′′

(x) − iV (x) f (x)
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Maintenant, les calculs simples montrent que ST��⊂TS et S∗T��⊂TS∗ . Faire plus calculs
faciles nous donne

NN∗ f (x) = f (4) (x) + iV
′′

(x) f (x) + 2iV
′

(x) f
′

(x) + V2 (x) f (x)

Et
N∗N f (x) = f (4) (x) − iV

′′

(x) f (x) − 2iV
′

(x) f
′

(x) + V2 (x) f (x)

Pour tout f ∈ D(A2). Donc N n’est pas normal sur D(T) .

Corollaire 3.3.31. Soient T et S deux opérateurs auto-adjoints non bornés avec des
domaines D(T) et D(S) respectivement et tel que D(T) ⊂ D(ST). Supposons aussi que
ST ⊂ TS . Si S estT−borné avec une borne relative inférieure à un, alors T + iS est
normal .
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                                                                     Résumé  
     Ce mémoire contient une etude la somme  des opérateurs normaux. Cette étude se 

compose en trois chapitres. Le premier chapitre contient des concepts et des théories 

spécifiques aux opérateurs linéaires qui seront utilisés dans le mimoire. Le deuxième 

chapitre est divisé en deux sections. Dans la première section à certains types 

d'opérateurs normaux tels que l'opérateur auto-adjoint , l'opérateur positif, l'opérateur 

unitaire. le deuxième section nous avons traité les propriétés de l'opérateur normal . Le 

troisième chapitre contient deux sections, où le premier section parle de l'opérateur 

non borné . Enfin, dans la deuxième section on étudie la normalité de somme deux 

opérateurs normaux .  

Mots-Clés : L'opérateur non borné, L'opérateur normal, La somme des opérateur, 

Théorème de Fuglede, Théorème de Hess-kato . 

 

   . 

                                                              Abstract 
      This memory contains a study of the sum of normal operators. This study is divided 
into three chapters, The first chapter contains concepts and theories specific to linear 
operators that used in the mimicry, The second chapter is divided into two sections, In 
the first section to some types of normal operators such as the self-adjoint operator, the 
positive operator, the unitary operator, the second section we treated the properties of 
the normal operator, The third chapter contains two sections, in  the first section we 
presented the unbounded operator, Finally, we study the normality of sum two normal 
operators. 
keywords : The unbounded operator, The normal operator, The sum of the operators, 
Fuglede's theorem, The Hess-kato theorem. 
 

 ــخصلـــم                                      

ثلاثة فصول الفصل  تتضمن المذكرة, ناظمييندراسة مجموع مؤثرين  تناولنا في هذه المذكرة    

أما الفصل , الأول يحتوي على أهم المفاهيم والخصائص التي سوف نستخدمها في كامل المذكرة 

, هر القرين لنفسمثل مؤث اتالثاني فقد قسمناه الى قسمين حيث يتناول القسم الأول بعض أنواع المؤثر

أما الفصل  ,ناظميخصائص المؤثر ال بينما القسم الثاني يتضمن .المؤثر الوحدوي, المؤثر الموجب

ناظمية  نادرسوفي الختام   ,المحدودةالمؤثرات غير  قدمناالقسم الأول , الثالث يحتوي على قسمين

 . مجموع مؤثرين ناظميين

,  Fugledeنظرية , مجموع مؤثرين , ظمي المؤثر النا, محدودالغير  المؤثر: الكلمات المفتاحية 

 .                                                                                              Hess-kato نظرية
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