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Notations générales

R . ensemble des nombres réels,

R, . ensemble des nombres réels positifs ou nuls,
R* . ensemble des nombres réels Sauf pour zéro,

N : ensemble des nombres naturels.

7 : ensemble des nombres entiers.

la,b) : intervalle semi-ouvert de R d’extrémité a et b.

AC([a,b]) : Despace des fonctions absoltiment continues sur [a, b].

C(X) : lespace des fonctions continues .
co(ZN)  : Despace des suites tendant vers 0 & l'infini .
[°(ZN) : Tespace des suites multiples bornées.

|- | : valeur absolue d'un nombre réel ou module d’'un nombre complexe.

I'(.) : fonction Gamma d’Euler.
B(.,.) : fonction Beta d’Euler.
(., : le produit scalaire.

ker(.) . le noyau.

I*f(x) : intégration d’ordre a.

¢D*f(x) : dérivation d’ordre « selon la définition de Caputo.
e.v.n . espace vectoriel normé.
s.ev . sous-espace vectoriel .

v



diam(A) : diameétre dune partie bornée A .
conv(A) : lenveloppe convexe de I'ensemble A.

conv(A) : Penveloppe convexe fermé de ’ensemble A.

P : Un pavé est un produit d’intervalles bornés.

Il x : la norme sur I'espace X.

mes(.) : la mesure de Lebesgue.

[ : partie entiére de .

Re(z) : la partie réelle d'un nombre complexe z .

) . dérivée de f d’ordre n .

c : une constante générique strictement positive .

A . la famille de tous les sous-ensembles bornés de E .
R : une constante générique strictement positive .

N : une constante naturel strictement positive .

M : ensemble borné non vide.

N : sous famille qui consiste les ensemble relativement compact.
i.e . C’est a dire.

D.p . presque partout .

MNC' : la mesure de non compacité
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Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque ancien que le calcul classique
tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent a la fin du 17°™¢ siécle, ’époque

ou Newton et Leibniz ont développé les fondements de calcul différentiel et intégral. En

particulier, Leibniz a présenté le symbole T pour désigne la n°™® dérivée d’une fonction f.
Quand il a annoncé dans une lettre & ’'Hopital (apparemment avec I’hypothése implicite que
n € N), I'Hopital a répondu :

= B
Guillaume de L'Hospital Gottfried Wilhelm von Leibniz

1661-02/02/1704 (01/07/ 1646-14 /11/1716)

" 1
Que signifie —= sin = 3 ?

dtm
Cette lettre de I’'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident
de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’'Hopital a demandé spécifi-
quement pour n = 3 c’est & dire une fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom

de cette partie des mathématiques.

Une liste de mathématiciens qui ont fournit des contributions importantes au calcul frac-
tionnaire jusqu’au milieu du 20°™° siecle, inclut :
P.S. Laplace (1812), J.B.J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823-1826), J. Liouville (1832- 1873),
B. Riemann (1847), H. Holmgren (1865-67), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov (1868-
1872), H. Laurent (1884), P.A. Nekrassov (1888), A. Krug (1890), J. Hadamard (1892), O.
Heaviside (1892-1912) S. Pincherle (1902), G.H. Hardy et J.E. Littlewood (1917-1928), H. Weyl
(1917), P. Ltevy (1923), A. Marchaud (1927), H.T. Davis (1924-1936), A. Zygmund (1935-1945)
E.R. Amour (1938-1996), A. Erdélyi (1939- 1965), H. Kober (1940), D.V. Widder (1941), M.
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Riesz (1949).

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis seule-
ment un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées. Pour la premiere
conférence, le mérite est attribué a B. Ross qui a organisé la premiere conférence sur les calculs
fractionnaires et ses applications a I'université de New Haven en juin 1974, et il a édité les
débats. Pour la premiere monographie le mérite est attribué a K.B.Oldham et J. Spanier, qui
ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 apres une collaboration commune,

commenté en 1968.

Une autre théorie se développe en parallele de la dérivation fractionnaire telle est la
théorie des équations différentielles fractionnaires qui a de nombreuses applications

dans la description de nombreux éveénements dans le monde réel.

D’autre part,au cours des dernieres années, de nombreux articles ont été consacrés a la
notion de mesure de non-compacité. Les articles les plus explicatifs sur ce sujet. La notion de
mesure de non-compacité a été définie de plusieurs fagons. Ou les mesures de non-compacité se
sont également avérées tres utiles en théorie des points fixes métriques, donnant des résultats
d’existence ou de stabilité pour des applications non expansives et uniformément lipschitziennes

basées sur certains coeflicients définis en termes de telles mesures.

Dans la théorie du point fixe, un role important est joué par le concept de mesure de non-
compacité. Ce concept a été initié par 'article fondamental de Kuratowski [12]. En 1955,G.
Darbo, en utilisant le concept d’'une mesure de non-compacité, a prouvé un théoreme garan-
tissant 'existence de points fixes des opérateurs condensantes [[3]. Ce théoréme a trouvé une
abondance d’applications pour prouver l'existence des solutions pour une large classe d’équa-

tions différentielles et intégrales.
Le manuscrit se compose de trois chapitres que nous décrivons brievement.

Dans le premier chapitre intitulé "Préliminaires", on commence par définir espaces
fonctionnels ( espaces métriques, espaces de Banach, espace des fonctions continues, fonctions
absoltiment continues, espaces LP, mesure de non compacité, mesure de Lebesgue sur R et
théoreme de la convergence dominée), quelques les théoremes du point fixe ( Banach, Ménch,
Brouwer, Schauder, Schaefer et Arzela-Ascoli) et calcul fractionnaire (quelque fonctions impor-

tantes dans le calcul fractionnaire et dérivation fractionnaire de Caputo).
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Le deuxiéme chapitre a pour but I’étude des problemes fractionnaires suivants :

;

Doy(t) = f(t,y(t)),t € [0,T], 1<a<2,
y(()) = Yo,

y(T) = Yr-

\

ou f est une fonction donnée et “D“ est 'opérateur de dérivation fractionnaire au sens de Ca-

puto d’ordre « €]1, 2]

On s’intéresse particulierement a 1’étude de l'existence de solutions a la base du théoreme de

point fixe de Monch avec la mesure de non compacité de Kuratowski.

Nous avons fait des quelques applications " cos, sin,cosh,sinh ".

Le troisieme chapitre ou on va traiter le probleme fractionnaire avec conditions intégrales

suivant :

y(T) +y'(T)= [ h(s,y(s))ds,

cDy(t) = f(t,y(t)), te0,T], 1<a<?2,
y(0) — y/(0) = / 9(s,y(s))ds,

\ 0

On étudie 'existence de solutions en utilisant I’approche de point fixe via le théoréeme de Monch

et la mesure de non compacité de Kuratowski.

Et quelques applications' cos, sin ".

Enfin, le mémoire sera cléturé par une Bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces métriques

Distance

On dispose sur R de la distance usuelle

dRxR >R,

On I'utilise pour définir la convergence des suites et la continuité des fonctions. Le but ici

est de généraliser cette notion.

Définition 1.1.1 Une distance sur un ensemble X est une application
d: X x X —R,,

telle que
(a) Ve e X,Vye X, d(z,y)=0x=y;
(b) Ve e X,Vy € X, d(z,y) =d(y,x) (symétrie);
(c) Ve e X,Vye X,Vze€ X, d(z,z)<d(x,y)+d(y,=z) (inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.1 Claire que la distance usuelle sur R ou C : d(x,y) = |z — y|.

Exemple 1.1.2 FEtant donné un espace métrique (X, d) :
distance produit sur X x X ,définie par

o((z,y), («',y)) = max(d(z, 2), d(y, ).

Exemple 1.1.3 La distance induite sur un sous-ensemble.
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Exemple 1.1.4 La distance triviale (ou discréte) :

Vo #y,d(z,y) =1

Proposition 1.1.1 (seconde inégalité triangulaire).

Ve e X,Vy € X,Vz € X, |d(z,y) — d(y, 2)| < d(z,2)

Proposition 1.1.2 Dans un espace métrique (X,d), on appelle boule ouverte (resp. boule

fermée) de centre a € X et de rayon r > 0 , le sous-ensemble :
B(a,r) ={z € X,d(a,z) <r}, (resp. Bf(a,7) ={z € X,d(a,z) <r})

Définition 1.1.2 Un sous-ensemble A d’un espace métrique (X, d) est borné si et seulement

s’il est contenu dans une boule :
doe X ,3r>0,/AC B(a,r).

Une application a valeur dans un espace métrique est bornée si et seulement si son image

est bornée.

Définition 1.1.3 On appelle diamétre d’une partie bornée A d’un espace métrique (X,d) ,
le nombre

diam(A)= sup d(z,y)
(z,y)EAXA

Exemple 1.1.5 Distance associée a une norme sur un espace vectoriel réel ou complexe.

Limite et continuité

Définition 1.1.4 Soient (X,d) un espace métrique et u = (uy)n>o une suite dans X. La

suite u converge vers | € X si et seulement si :

Ve > 0,3dN € N,Vn > N, d(u,,l) < e.

Définition 1.1.5 Soient (X,d) un espace métrique et u = (up)n>o une suite dans X. La

suite u est de Cauchy si et seulement si :
Ve > 0,3dN € N,Vn,m > N, d(up, up) < €.

Toute suite convergente est de Cauchy.

Définition 1.1.6 Un espace métrique est complet si et seulement si toute suite de Cauchy

converge.
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Définition 1.1.7 Soit f : X — Y une application entre deux espaces métriques (X,d) et

(Y,0). L’application f est continue en a € X si et seulement si :

Ve > 0,3a > 0,Vz € X,d(z,a) < a=(f(x), f(a)) <€

L’application f est continue si et seulement si elle est continue en tout point a de X.

L’application f est uniformément continue si et seulement si :

Ve > 0,3a > 0,Ve € X,Vy € X, d(z,y) < a=0(f(x), f(y)) <e.

Proposition 1.1.3 Soit f : X — Y wune application entre deux espaces métriques (X,d) et
(Y,9). L’application f est continue en a € X si et seulement si pour toute suite u = (Un)n>0

de X convergent vers a, la suite (f(uy,))n>0 converge vers f(a).

Définition 1.1.8 Soit f : X — Y une application entre deux espaces métriques (X,d) et

(Y,0). Lapplication f est lipschitzienne si et seulement si, il existe k > 0 tel que :
Vo e X, vy € X, 0(f(x), f(y)) < kd(z,y).

(Eventuellement on précise : k-lipschitzienne.)
Proposition 1.1.4 Une application lipschitzienne est uniformément continue.
Théoreme 1.1.1 La composée de deux applications continues est continue.

Théoreme 1.1.2 La somme et le produit sont des applications continues de R x R vers R, et
de C x C dans C.

L’application inverse : v — % est continue de R* dans R, et de C* dans C.

1.1.2 Espaces de Banach

Tous les espaces vectoriels considérés ici ont pour corps de base K = R ou K = C, sauf

mention du contraire.

Définition 1.1.9 [74] Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (evn) complet.

Corollaire 1.1.1 Tout sous-espace vectoriel (sev) fermé d’un espace de Banach est lui-méme

un espace de Banach pour la norme induite.

On rappelle le résultat suivant

Théoreme 1.1.3 Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équiva-

lentes.

Corollaire 1.1.2 Tout evn de dimension finie est un espace de Banach .
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Définition 1.1.10 Soit E evn de dimension finie et {ey,...,e,} base de E , notons, pour

tout x € E , (x1,...,x,) les coordonnées de x dans cette base, et

121, oy )]0 = sUp [a;].
1<j<n

La norme x — ||(x1, ..., x,)|| étant équivalente a la norme de E, on obtient un isomorphisme
bi-continu E > x — (z1,...,x,) € K" ; comme K™ muni de la norme ||.| est complet, E est

complet.

Les exemples :

Voici quelques exemples d’espaces de Banach, qui sont des espaces de fonctions, importants

en Analyse.

Soit F' un espace de Banach, dont on note |.|r la norme (par exemple, F' est un evn de
dimension finie, KV ou méme K).
— B(A, F), I'espace des applications bornées de A — F ou A est un ensemble, muni de la

norme du sup :

1f1l5 = sup | f(2)]F.
€A

— Cy(X, F), lespace des applications continues bornées de (X, d), espace métrique, a va-

leurs dans F', muni de la norme du sup ||.| 5.

— Cy(E, F) , l'espace des applications continues tendant vers 0 a l'infini de £, evn de
dimension finie, & valeurs dans F' , muni de la norme du sup ||| 5.

— C(K, F), 'espace des applications continues de (K, d), espace métrique compact, a va-
leurs dans F', muni de la norme du sup ||| 5.
La norme du sup ||.||p définit sur chacun de ces espaces la topologie de la convergence

uniforme des applications a valeurs dans F’

Proposition 1.1.5 L’espace B(A, F') muni de la norme du sup ||.|s est un Banach. L’espace
Cy(X, F) est fermé dans B(X, F) , l'espace Co(E, F) est fermé dans B(E, F'). Enfin C(K, F) =
Cy(K, F).

Voici d’autres exemples d’espaces de Banach, cette fois des espaces de suites :

— on note 'espace des suites multiples bornées

1°(zN) = {a: Z" — K/ sup |z(h)| < oo}
hezZN
et, pour tout z € [®(ZN),

[z]loe = sup [z(h)] < o0
heZN
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Alors [*(Z") muni de la norme [|.||o est un Banach. (En fait, (*°(Z") = B(Z",K) et
||-||oo coincide avec ||.||B)-
— on note 'espace des suites tendant vers 0 a 'infini
co(ZN) = {x : Z" — K/xz(h) — Opour|h| — oo}.

L’espace co(ZY) muni de la norme |.|| est un sous-espace fermé de [*°(Z") : c’est donc

également un espace de Banach.

1.1.3 Espace des fonctions continues
Soit X un espace métrique compact et K = R ou C. Notons
C(X)={f:X — K; continue } et ||f||c = sup |f(x)|.
zeX

Alors (C(X), ||-|loc) est un espace de Banach.

Si on définit le produit

(f.9)(x) = f(z).9(x),
frge C(X)etpour A€ K et feC(X),(\f)(x) =Af(z),
alors || fglleo < |Iflloollglloe €t (C(X), ||-|loo) est une algebre de Banach.

Remarque 1.1.1 Soit (f,), C C(X) et f : X — R ou C telle que ||f,, — flloc — 0 alors
f € C(X). Convergence uniforme, i.e
Ve > 0,IN e NNVn > N || fo — flleo < e.

Notons que

1 fn = flloo < € |fulz) — f(z)] < e,Vz € X.

D’otu la convergence uniforme implique la convergence simple.

La réciproque n’est pas vraie en général

Exemple 1.1.6 X = [0,1] et f,(z) = 2™, € [0,1]. Pour chaque x € [0,1] la suite (f,(x))n
converge et f, — f simplement ot f(x) =1siz=1cet f(x)=0six#1. Alors f & C([0,1]).

Donc pas de convergence uniforme.

Exemple 1.1.7 Soit X =1[0,1] et

(
, 1
ntly 510 <o < 5,
fa(®) = —9ntly 4 24 2n1+1 <z< 2%,
0 st 2% <zr<l1
\
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0.3 +

0.6 -

0.4

FIGURE 1.1 — figure de f,

Alors f, — f = 0 simplement, par contre ||f, — flloo = ||fulle = 1 = 0. Donc pas de

convergence uniforme.

Théoréme 1.1.4 (Lemme de Dini)
Soit X un espace métrique compact et (f,), C C(x,R) une suite monotone. Supposons que

fn converge simplement vers f € C(x,R). Alors la convergence est uniforme.

Théoréme d 'Ascoli

Définition 1.1.11 (Equicontinuité)
Soit (E,dy) et (F,dy) deuz espaces métriques et H une partie de C(E, F).

On dira que H est (Equicontinuité) en xy si
Ve > 0,36 > 0, tel que dy(x,z0) < 0 = da(f(x), f(z0)) <e,Vf € H.
Le point important, § ne dépend pas de f.

On dira que H est équicontinue si elle est équicontinue en tout point de E.

Exemple 1.1.8 Supposons dc > 0, > 0 tel que

dy(f (), f(y)) < cldu(w,y))"Va,y € EVf e H

, alors H est équicontinue.

Exemple 1.1.9 Soit E = C([0,1]) muni de la norme ||.||o et H = {f € C*([0,1]), | loc <

1},alors H est équicontinue.

Remarque 1.1.2 Tout ensemble fini de fonctions continues en un point xq (resp. dans E) est

équicontinu en o (resp. équicontinu,).
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1.1.4 Fonctions absoliiment continues

Soit maintenant [a, b](—o00 < a < b < +00) un intervalle fini.

Définition 1.1.12 [7d]
On note par AC([a,b]) Uespace des fonctions absoliment continues sur [a,b] constitué des fonc-

tions f qui sont des primitives de fonctions Lebesque-sommables i .e :

f e AC([a,b]) & Fp € L' ([a,b]) telle que f = c+ /f’f o(t)dt.

Ainsi, toute fonction f absoliment continue possede une dérivée sommable

f' = ¢ presque partout sur [a,b], et donc c = f(a).

Définition 1.1.13 On note par AC™(|a,b]),n € N* = {1,2,3...} , l'espace des fonctions f
définies sur |a,b] a valeurs dans C qui ont des dérivées continues sur [a,b] jusqu’a l'ordre n — 1
et telles que f1 € AC([a,b]) i .e.

AC™([a, b)) ={f: Q= C: f® e C([a,b),k=0..n— 1, f"V € AC([a,])}.

Remarque 1.1.3 On a AC'([a,b]) = AC([a, b])

Une caratérisation des fonctions de cet espace est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1.1.1 Une fonction f € AC™([a,b]),n € N*, si et seulement si elle est représentée

sous la forme

fx) =

ﬁ /am(x — )" L () dt + o (z —a)k.

1.1.5 Espaces L?

Soit [a, b](—oco < a < b < 00) un intervalle fini ou infini de R

Définition 1.1.14 [7d] Soit p € R avec 1 < p < 0o. On note par LP[a,b] l'espace des classes

d’équivalence de fonctions de puissance p-intégrables sur |a,b] a valeurs dans C :

LP([a,b]) = {f : [a,b] = C; fmesurable, et| f||L» < oo}

b :
1f 1o (fa,b)) = (/ !f(w)!”da¢>

L’espace LP[a,b] muni de la norme ||.||» est un espace de Banach.

10
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Sip = 2, alors L*([a,b]) est l'espace des classes d’équivalence de fonctions mesurables de

carré intégrable sur [a,b].

Le produit scalaire sur L*[a,b] est défini pour toutes f,g € L*([a,b]) par

(. 9) L2(jap)) :/a f(@)g(x)da

L’espace L*([a, b)), muni par la norme

b 3
I fll2(ae)) = (/ |f(m)|2dx)

est un espace de Hilbert.

1.1.6 Mesure de non compacité

Soient (X, |.||) un espace de Banach, M sous-ensemble borné non vide dans X, N sous
famille qui consiste les ensembles relativement compact ,et I’enveloppement convexe de A C X

, notons conv(A).

La mesure de non compacité en générale

Définition 1.1.15 Soit l'application p: M — [0,00[ On dit que p est mesure de non com-

pacité (MNC) dans U'espace de Banach X, si elle satisfait les conditions suivantes

1. Uensemble ker(u) = {A € M telle que : p(A) = 0} est une ensemble non vide et
ker(u) c N
VA, By, By € M on a les propriétés suivantes

2. Si A C B, alors u(A) < u(B).
3. u(A) = p(A).

4. A+ (1= N)B) < Au(A) + (1 — Nu(B),¥A € [0, 1].

6. p(B1 U By) = max{u(By), u(Ba)}

7. Si (Ay)nen est un ensemble des suites de M telle que A, C A,

A, =A,(n=12..)

11
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et lim p(A,) =0, alors A, = ﬂ Ap # O et A € ker(p).
n—oo
n=1

Définition 1.1.16 On dit que la mesure de non compacité j sublinéaire,

siVA, B € M ,si elle satisfait les deur conditions suivantes

p(AA) = [Au(A), YA € R,
2. n(A+ B) < u(A) + u(B).
La mesure de kuratowski

Définition 1.1.17 Soit (X,d) un espace métrique ,et Q@ un sous ensemble borné de X ,alors
la mesure de non compacité de Kuratowski de QQ noté par u(Q) ,avec u(Q) est la borne inférieure
de l’ensemble de tous les nombres € > 0, tels que 'ensemble () admet un recouvrement fini par
des ensembles (S;) avec le diamétre < e

o

w@Q) =inf{e>0:Q S+ S c Xidiam(S;) <e(i=1,...,n);n € N}

i=1

la fonctions u est dit mesure de non compacité de kuratowski .

Remarque 1.1.4 1. On appelle diamétre d’un ensemble Qest le nombre

sup{d(z;y) : v € Q;y € Q}

noté par diam(Q), ou 6(Q) avec diam(®) = 0. Il est clair que

0 < u(Q) < diam(Q) < +oo.

pour chaque ensemble Q) borné et non vide dans l’espace de Banach X et diam(Q) = 0
si seulement si ) est un ensemble vide ou se compose exactement d’un point ,et on a

ausst les propriétés du diameétre suivantes :
— Si Q1 C Qy alors diam(Q1) < diam(Q)2).
— diam(Q) = diam(Q).

— diam(Q1 + Q2) < diam(Q1) + diam(Qz2).
— diam(z + Q) = diam(Q),Vz € X.

— diam(A\Q) = |N|diam(Q),V\ € R.

2. Soit X espace de Banach , ensemble finie {p1, @9, @3, ...} dans X, on dit que e— net de
lensemble B, si pour tout point 1 € B il existe p; tel que

[ —will <e

12
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Proposition 1.1.6 soient QQ, Q)1 et Q2 des sous ensembles bornés dans un espace métrique
(X,d) alors

— u(Q) = 0 si seulement si Q est compact.
— Q) = n@)-

— Q1 C Q2= pu(Q1) < p(Q2).

— (@1 U Q2) = max{u(Qr), u(Q2)}

— (@1 NQ2) < min{p(Q1), n(Q2)}

1.1.7 Mesure de Lebesgue sur R?

Mesures extérieures

Définition 1.1.18 Soit X un ensemble quelconque. On appelle mesure extérieure sur X une
application p* : P(X) — [0, +o0| telle que
i) 1 (0) = 0
it) u* est croissante
WAy <up(B) si ACB

i11) p* est sous-additive , si { A, }nen est une famille de parties de X, alors
(U An) <D0 me(An)
neN neN
Définition 1.1.19 (Rappel). Un pavé P de R est un produit d’intervalles bornés
P=1 x1I,x..x14 I; CR intervalle borné

On note mes(P) = ((11)....0(1;), ot ((1;) est la longueur du segment 14 , la mesure du pavé P.

Définition 1.1.20 Pour toute partie A de R? , on définit

A*(A) = inf {Z mes(P;)|A C U Py, P, pavé ouvert de ]Rd}

neN neN

L’infimum est pris sur tous les recouvrements dénombrables de A par des pavés ouverts (évi-

demment,il existe toujours de tels recouvrements).

Remarque 1.1.5 On obtient la méme définition si on travaille avec des pavés quelconques.
En effet, si Q; C R? est un pavé quelconque et si e > 0, il existe P; un pavé ouvert tel que

Qi C P, et mes(P;) < mes(Q;) + %,

Théoréme 1.1.5 On a les assertions suivantes

13
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i) \* est une mesure extérieure sur R?.
ii) La tribu M(X\*) contient la tribu de Borel B(R?).
iii) \*(P) = mes(P), pour tout pavé P C R

Définition 1.1.21 On appelle mesure de Lebesgue sur R la restriction, notée \, de la

mesure extérieure \* a B(RY) ou a M(\*).

1.1.8 Théoreme de la convergence dominée

Théoréme 1.1.6 ( convergence dominée). Soit (X, M, 1) un espace mesuré, et f, : X —
C une suite de fonctions mesurables . On suppose que

i) La limite f(x) = nll_I)IOlo fn(x) existe Vo € X.

i) Il existe g : X — [0, +o00| intégrable telle que |fn(x)| < g(x) Vn € N,V € X.
Alors [+ X — C est intégrable, et on a :

/fdu: lim /fnd,u et lim /\fn—f]du:()
n—oo n—oo

1.2 Théoreme du point fixe

Les théoremes de point fixe sont les outils mathématique de base qui aident a établir [’exis-
tence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point fixe consiste a transformes
un probleme donné en un probléme de point fize. Les points fixes du probleme transforme sont

ainsi les solutions du probleme donné.

Dans ce chapitre on aborde quelque théoréeme du point five qui nos aides sur existence et

unicité des solutions d’équations différentielles fractionnaires.

1.2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Définition 1.2.1 Soit Tune application d’un ensemble X dans luis méme. On appelle point
fize tout point x € X tel que T(x) = x.

Le théoréme du point fize le plus élémentaire le plus utilisé est le principe de contraction de
Banach. Pour cela nous commencgons par une présentation de ce principe ainsi qu’un certain

nombre de généralisations de ce résultat.

Théoréme 1.2.1 [i] (Principe de contraction de Banach)
Soit (M,d) un espace métrique complet et soit F': M — M une application contractante

i.e qu’il existe O < k < 1 telle que

d(f(z), f(y)) < kd(z,y) Va,y e M.
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Alors F admet un point fite w € M de plus pour tout x € M on a

() =
et "
AP u) < ——d(z, f(z)
1—k
Preuve :

D’abord, on montre l'unicité. On suppose que il existe x,y € M avec

et
d(z,y) = d(F(x), F(y)) < kd(z,y).

Puisque 0 < k < 1 alors la dernier inégalité implique que d(x,y) =0 = x =y, alors Iz € M
tel que
F(z) =x.

Maintenant, on preuve l'existence de x ot x € M. On suppose que F™(x) est une suite de
Cauchy oun € N

d(F™(z), F""(2)) < kd(F™ Y(2), F™(2)) < ... < k"d(x, F(z))

Sim>nounécN

d(F" (), F™(x))

IN

d( F*(z), F™ () + d(F"H (2), "2 (2)) + .+ d(F™ 7 (2), F™(x)

IN

Frd(x, F(x)) + k" d(z, F(2)) + ... + k™ Yd(z, F(z))

< Kd(x, F(x)1+k+k2+..]

kn

<
- 1-k

d(z, F(x)).
Pourm >n;néeNona

n

A(F" (@), F"(a)) < 1

Alors F™(x) est une suite de Cauchy dans ['espace complet X en suite alors il existe u € X

d(z, F(z)). (1.1)

avec
lim F"(z) = u.

n—-+4o0o

De plus par la continuité de F

w= lim F""(z)= lim F(F") = F(u).

n—-+00 n—-+00

Alors u est un point fize de F. Finalement,m — oo dans l'inégalité (I2), on obtient
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n

d(F"(z),u) < T %

d(x, F(x)).

Exemple 1.2.1 Considérons Uapplication A : R — R défini par A(z) = £ + %, alors A une

8

contraction avec 0 < k = % < 1, et admet comme point fire x = 2 de plus

lim{ A" (z)}72, = 1

Remarque 1.2.1 Les conditions du théoréme sont nécessaires, pour s’en convaincre considé-

rons les exemples suivants

Exemple 1.2.2 A:[0,1] = R, A(z) = §+1 ,est contractante mais n’admet pas de point fize.
Le probléme est que A(]0,1]) & [0, 1]et on ne peut pas itérer :

x9 = 0,71 = 1,29 = 1.5, mais x3 n’est pas défini!

1.2.2 Théoréme du point fixe de Monch

[8, 9] Soit D un sous-ensemble fermé, borné et convezre d’un espace de Banach tel que 0 € D

et soit N une application continue dans D sur lui-méme. Si l'implication
V =conoN(V)ouV = N(V)UO0) = u(V)=0

est valide pour chaque sous-ensemble V' de D alors N a un point fixe.

Théoréme 1.2.2 [i]

Soit K un sous-ensemble fermé, convexe d’un espace de Banach E, U un sous-ensemble re-
lativement ouvert de K et N : U — P,(K) Supposons que le graph(N) est fermé, N est un
application d’ensemble compact dans des ensembles relativement compacts, et que pour certains

xg € U ; les deux conditions suivantes sont satisfaites

M C UM C conv(xgUN(M)) _
} =M compacte
etM = C avec C C M

x & (1= N)xg+ AN(x) pour tout v € U/U, X € [0,1].

Alors il existe v € U avec x € N(z) .

1.2.3 Théoreme du point fixe de Brouwer

Définition 1.2.2 Soient N > 1,R > 0 et f € C(Bg; Bg) avec B = {z € R"; ||z|| < R} :

(on muni R™ d’une norme notée ||.||) Alors f admet un point fixe, c’est-a-dire :
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Jy € Bgtel que :f(y) =y

Le théoreme de point fize de Brouwer est un résultat de topologie algébrique, sous sa forme
la plus simple, ce théoréme exige uniquement la continuité de [’application d’un intervalle fermé

borné dans lui-méme

Théoréme 1.2.3 (Théoréme du point fize de Brouwer)

Soit B, la boule unité fermée de R™ .La boule B,, a la propriété du point fixe pour tout n € N*.

1.2.4 Théoreme du point fixe de Schauder

Ce théoreme est une généralisation du théoréeme du point fixe de Brouwer et affirme qu’une
application continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement

unique

Théoréme 1.2.4 (Théoréme du point fire de Schauder)

Soit (E,d) un espace métrique complet. Soit X et partie convexe et fermé de E, et soit
T : X — X une application telle que l’ensemble T, : x € X est relativement compacte dans E.

Alors T posséde au moins un pont fixe.

1.2.5 Théoreme du point fixe de Schaefer

Théoréme de Schaefer est en fait un cas particulier d’un théoréme de plus grande portée

découvert auparavant par Schauder et Leray. Il s’énonce ainsi :

Théoréme 1.2.5 (Théoréme du point fire de Schaefer)
Soit T une application continue et compacte d’un espace localement convere séparé E dans

lui-méme, telle que ’ensemble
{z € E/3X €)0,1],z = \T'(2)}

est borné. Alors pour tout A € [0,1], il existe x € E tel que x = NT'(z).

1.2.6 Théoréeme d’Arzela-Ascoli

Rappelons que dans espace métrique un sous-ensemble est relativement compact si son adhé-
rence est un ensemble compact

Théoréme 1.2.6 Soit (K,d) un espace métrique compact, (E,|.||) un espace de Banach et
A C C(K,E). Alors A est relativement compact dans (C(K, E), ||.||lc.x) st et seulement si les

deux conditions ci-dessous sont satisfaites :

(a) A est équicontinue, c-a-d

pour tout x € K et pour tout € > 0 il existe un voisinage V C K de x tel que

If(z) — fF(y)|| < eVy € V,Vf € A.
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(b) Pour tout x € K, lespace A(x) définie par

A(z) = {f(z); f € A},

est relativement compact dans E.

1.3 Calcul fractionnaire

1.3.1 Quelque fonctions importantes dans le calcul fractionnaire

Dans cette section, nous présentons les fonctions Gamma et Béta, qui seront utilisées dans
les autres chapitres. Ces deux fonctions jouent un réle trés important dans la théorie du calcul

fractionnaire et ces application.

La fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction complexe, considérée également comme une fonction
spéciale. Elle prolonge la fonction factorielle a l'ensemble des nombres compleze (exepté en

certains points)

Définition 1.3.1 Pour z € C tel que Re(z) > 0, la fonction Gamma I'(z) est définie par :

I(z) = /0 " gy (12)

F1GURE 1.2 — Courbe représentative de la fonction gamma

Propriétés :

1. La propriété importante de la fonction Gamma I'(2) est la relation de récurence suivante

[(z+ 1) = 2I(2) (1.3)
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qu’on peut démontre par une intégration par parties :
+o0
(z+1) = / e Mtrdt
0

—+00
= [—e|® + 2 / e 't dt
0

= zI'(2)

1
2. — soz'tzzl,z:O+,z:§alors.'

— I'(04) = 40

1
— Bt aussi F(ﬁ) =7
3. I'(z) est une fonction monotone et strictement décroissante pour 0 < z <1

2n)!
4. Sin €N alors '(n+ 1) = n! et aussi si n € N alors : T'(n + %) — —( Z) \'/E
n.n!
1
2

1 oo 1 +oo 1
(=)= / etz ldt = / e 't2dt
2 0 0

Exemple 1.3.1 Pour z = < on a par définition :

POSONS
t =2,
donc
dt = 2udu,

il s’ensuit :

1 oo 2

F(—) = —e " 2udu,
2 0o U

+oo )
= 2/ e “ du.
0

L’intégrale de Gauss est donnée par :

d’ot

Fonction Béta

Comme la fonction gamma, la fonction béta est elle aussi définie par une intégrale impropre.
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Définition 1.3.2 [6] La fonction Béta est définie par

Blx,y) = /o t" N1 —t)¥"'dt, Re(z) >0, Re(y) > 0. (1.4)

i

i i‘ﬂ#” Wit fﬂ"

FIGURE 1.3 — Variations de la fonction Béta pour les valeurs positives de x et y
Le changement de variable
u=1-—t,

permet de montrer que la fonction Béta est symétrique c’est-a-dire que :

B(z,y) = By, x).

Elle peut prendre aussi les formes intégrales suivantes

_ ]‘ “ rz—1 y—1
5(%1/)—W/0 (o — 1)V d,

1 +oo txfl
- —
6("137 y) Oé$+y_1 /0 (1 + t)m—"y )

1

_ LI 2y—1
Bx,y) = W/o sin“* 7 (0) cos™ ™ (©)dO.

Proposition 1.3.1 [G] La fonction Béta est reliée aux fonction Gamma par la relation sui-
vante :

Ve,y >0, ona

(1.5)

Preuve :
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—+o0 +o0
= / o1 (/ tgle“l“?'dtg) dt;.
0 0

En effectuant le changement de variable

ty =ty + o

On trouve

+oo +0o0 , ,
F(x)F(y):/O t"fldtl/o (ty — t1)Y " tetadt,,

too o
z/ et2dt2/ (ty — t1)V" 17 dty.
0 0

on arrive q

oo, / 1 ’o ’ o o
:/ ethtz(/ (t1t)* (2, _tltz)y_ltzdt1)7
0 0

_ /0 e, ()7 B,

. /_tl
St on pose ty = |

na
2

+0o0 / ’ ’
_ / ¢ (8 Nty B, ),
0

=I(x +y)B(z,y).

Ce qui donne le résultat désiré.

1.3.2 Dérivation fractionnaire de Caputo

L’opérateur fractionnaire de Caputo

Définition 1.3.3 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o € Ry d’une fonction f est

donnée par :

1 t
cDYf(t) = " FM(¢ :—/ t— )" (2)d 1.6
) = 1770 00) = s [ @) (1.6
avecn —1 < a<n,néeN*,
Soit a > 0, alors l’équation différentielle
°D*h(t) =0

a les solutions suivantes
h(t) =co+cit +ct> + ...+ cpat™t, g €Ei=0,1,.n—1, n=][a]+1.
Lemme 1.3.1 [i0, 1] Soit o > 0, alors

]aCDah(t) = C + Clt —|— 62t2 —f- —I— Cn_ltn_l,
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avec ¢; € E,i€0,1,...,n—1,n=[a] + 1.

Propriétés fondamentaux

Définition 1.3.4 soit x € R on dit qu’une fonction f(t) continue et intégrable sur un inter-
valle finie |0; 2| a une singularité intégrable d’ordre r < 1 au point t =0 si :

limt"f(t) = ¢ # 0. tell que ¢ est constant.

t—0

Notation 1.3.1 On note l'opérateur D";n € N différentiation de [’opérateur d’ordre entier

i.e:

dn
D" = —.
dtm
Lemme 1.3.2 Soitn—1<a<n,n€N,a R et soit f(t) telle que D[ (t) existe, alors :
DYf(t) =I""“D"f(¢t).

Lemme 1.3.3 Soitn—1<a <n,n €N, a R et soit f(t) telle que “D*f(t) existe, alors ,a
les propriétés suivantes pour 'opérateur de Caputo

lim D f(t) = f"(t),

a—n

lim “Df(t) = f"D(t) — F70(0).

a—n—1

Preuve :

On utilise 'intégration par partie

by
I p— )/O(f @) g

I'n—a« t —x)atl-n
(t _ x)n—a

1

= m<—f(n)($>

= ey (1 tnat/fwl (# = 2)"~*dz).

En prenant la limite pour &« — n et @« — n — 1, respectivement, on a

n—uo

! /t _f(n+1)(x)wdx>

Lm“Df(t) = f™(0) + f™ ()] = f7(0),

a—n

lim “D<f

a—n—1

f<)$
F
Quelques propriétés de dérivation fractionnaire de Caputo
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Propriétés de dérivation fractionnaire de Caputo
Linéarité

Lemme 1.3.4 Soitn —1 < a <n,n € Nya,\ € C et soient les deuzx fonctions f(t) et g(t)
telles que D™ f(t) et *D%g(t) existent. La dérivation fractionnaire de Caputo est un opérateur
linéaire :

DHAS() 4 g(t)) = A°Df(t) +“Dg(1)
Preuve :
On a:

“DYf(t) = I"""D"f(t),
DY) + g(8) = "D A (1) + 9(0)],
= AI"*D"[(f + 9)(t)].

Comme la dérivée n-éme et I'intégrale sont linéaires, alors

“DY(Af(t) +g(t)) = A" D" f(t) + I""*D"g(t),
— A°Df(t) 4+ *D(t).

Non-commutativité

Lemme 1.3.5 On suppose quen —1 < a <n,m,n € N a € R et soit f(t) telle que “D*f(t)
existe, alors
‘DD™f(t) = D" f(t) # DD f(t). (1.7)

Supposons que n — 1 <a<n,f=a—(n—1),(0< <1),n €N a,p R et soit f(t) telle
que “D“f(t) existe, alors
°D*f(t) =D D" f(t).

Preuve :

On remplace § par a et n — 1 par m dans (IZ7), alors
DO f(1) = DI (1),
_ cl),b’f(nfl)+nflf<t)7
=DYf(t).

Exemples des dérivations fractionnaires

i) La fonction constante
Lemme 1.3.6 La dérivée fractionnaire de Caputo pour la fonction constante est égale
a zéro i.e :

‘D% =0, c = const
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Preuve :
Soitn—1<a<n,néeN,ien>1,on applique la définition de la dérivée de Caputo
(n) 1 t (n)
e« t — Jrarn = —— t— n—a—1 g(n d >0
1) =100 = s [y @,
et puisque la n-ieme dérivée ¢™(n € N,n > 1) est égale a 0 :
Il suit

°pe ! L
‘- F(n—a)/o (t = z)orin ™ T

ii) La fonction puissance

Comme la fonction puissance est d'une grande importance alors, on examinera de plus pres

sa dérivée fractionnaire. Rappelons le développement de Taylor

e, e

(&) = F0)+ F(0)t +— 31

On sait que la dérivée fractionnaire de Caputo est linéaire. Alors si *D*t? est définie, alors la
dérivée fractionnaire de Caputo d’une fonction arbitraire peut étre représentée de la maniere

suivante :

CDaf(t> — cDaiﬁtk — i%cl)atk'
k=0 ' k=0 ’

Théoréme 1.3.1 La dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o > 0 avec n —1 < a < n d’une

fonction puissance f(t) =P pour p > 0 est définie par :

F(p+1)

T e = Dogp(p>n—1
CPDYP — F(p -+ ].) (p )

0 (p<n-—1)

Preuve
La méthode directe : Soitn —1<a<n,p>n—1,peR

t n
cpog ] / G
) Jo (

t— :E)onrlfn

- 1 b T(p+1) (g pya g
RrrErl e G A
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Et en utilisant la substitution x = At , 0 < A <1

cryamp L(p+1) ! p—n((1 _ n—a—1
D = Tl n 1) /0 (AOPT((1 = N)t) td\
L(p+1) o ! pen(y _ y\n—a—1
T a)lp—nt 1) /0 ML= AT
= Llp+1) pro —n n—ao
“Th—olp-nsD Pe-ntln-a)
F(p+1) p_aF(n —a)'(p—n+1)
F'n—a)l'(p—n+1) p—a+1
Le+1) pa
p—a-+1

Intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a, b], on considere U'intégrale

110 = [ rioy
1@ f(z) = / dt /at f(u)du.

En permutant 1'ordre d’intégration, on obtient :

195 - [ " — 0 f ().

Plus généralement le n-éme itéré de 'opérateur I peut s’écrire sous la forme :

Pour tout entier n.

(1.8)

(1.9)

Cette formule est appelée formule de Cauchy et depuis la généralisation du factoriel par la

fonction Gamma : (n — 1)! = I'(n).

Intégrales d’ordre arbitraire

Soit f : [a,b) — R une fonction continue, b pouvant étre fini ou infini. Une primitive de f

est donnée par ’expression :
10n0 = [ ey

Pour une primitive seconde on aura

(IPf)(t) = /at ([f(t)dt)ds.
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Chapitre 1. Préliminaires

Le théoreme de Fubini, nous donne

En itérant, on arrive a

10 = [ e

Définition 1.3.5 [0, 1] L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction f € L[a,b] d’ordre

r € Ry, est définie par :
L fs)
IIh(t) = / d
a h(t) L'(r) J, (t—s)t—r %

ot T est la fonction Gamma. Lorsque a = 0 nous écrivons IMh(t) = h(t) * p,(t) ot p.(t) =
tr—1

o) pourt >0, p.(t) =0 pourt <0, et v, — § quand r — 0.
,

Exemple 1.3.2 Soit h(t) = (t — a)" ou u > 1.
ERNON O
“m | T
1 P t—a) .
w7 )

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement s = a + (t — a)x, on obtient,

I"h(t)

a

I"h(t)

a

I'h(t) = % / (1—2) 'atdz,
B (t _ a)/H—r
=Ty Pretl),
(t=a) () (4 1)
() T(p+1+7)
Pt r F(/‘L + 1) +r
I'(t —a) = m(t —a)m.

Proposition 1.3.2 Nous avons les propriétés suivantes :
i) ISh(t) = I;h(t) = h(t).
ii) IeI0h(t) = 1P,

iit) lopérateur intégral I est linéaire.
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Chapitre 2

Probleme aux limites pour des

équations fractionnaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse au résultat d’existence des solutions pour le probleme aux
limites :
‘D(t) = f(t,y(t),t €[0,7T],1 < a < 2, (2.1)

y(0) = 5o, y(T) = yr. (2.2)

Ou “D® la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo,f : [0,7] x £ — E est une fonction
donnée vérifiant certaines hypotheses qui seront précisées plus tard, yo,yr € E et E est un
espace de Banach avec la norme ||.||. Le résultat de ce chapitre est basé sur le théoreme de

point fixe de Monch BT combiné avec la mesure de non compacité de Kuratowski.

2.1 Existence des solutions

Tout d’abord, nous définissons ce que nous exprimons étre une solution du probleme aux
limites () - (222).

Définition 2.1.1 Une fonction y € ACY([0,T), E) est dite une solution du probléme (21) -
(Z2) siy satisfait I’équation (2.1), et les conditions (23).

Lemme 2.1.1 Soit1l <a <2eth:[0,T] — E une fonction continue. Le probléme aux limites
linéaire
“Doy(t) = h(t), te[0,7) 2.3)

y(0) = 5o, y(T) = yr, (2.4)

a une solution unique donnée par

y(t) = g(t) +/0 G(t, s)h(s)ds, (2.5)

o

t t
g(t) = (1 - T)yo + T?JT;
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

Preuve :

Supposons que y le probleme (B)- (B22), d’apres le lemme -3, on obtient

y(t) = ISh(t) + co + aut
1

= m/0 (t —8)* 'h(s)ds + co + 1,

pour certaines constantes cg, ¢; € E, les conditions (872) donnent

€0 = Yo-
Parce que
yo—y(O):O+CQ+Cl(0)
y(0) = o,
et -
1 1 1
—yr — — T —5)* 'h(s)d
Fr = 0= 7y |, (=9
Parce que
= ! / ) h(s)ds + co + e T
Yyr =Yy F(a s) ST C T,
! / ) h(s)ds + yo + 1T
e = yr—yo - — / (T~ 5)*h(s)ds,
' I'(a) Jo
1 1 1 T
- Yy — —yy — ——— T — 5)* 'h(s)ds.
1= = = 7y |, (T = 9" hls)ds
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

Ensuite, la solution de (B8)-(B2)est

y(t) = ﬁ/o (t —8)* th(s)ds + yo + (%QT - %Z/o — %@/0 (T — s)“‘%(s)ds)t,
- ﬁ/{) (t —8)* th(s)ds + yo + %yT — %yo — %@/0 (T — 5)* 'h(s)ds,

= ey =9 s = s [ =9 s+ (1= Dt o

L t a-l . t — ) h(s 3——t ' — ) h(s)ds
= a7 | =9 hes = s [T = hiss = i [ s

t t
1= 2w+ 7

- ﬁ [/Ot [(t—s)*" = %(T —5)* " h(s)ds — %yT /tT(T — s)o‘_lh(s)ds]
.

Ainsi nous obtenons (B33).

Lemme 2.1.2 Le probléme aux limites (Z3)- (Z23) a une solution y , si et seulement si y

satisfait I’équation intégral

)=o)+ [ Gl (s(s))ds (2.6)
g(t) = (1 - %)yo + %yT,
et
1 (t—s)*'=H(T—s5)"'si 0<s<t,
G(t, S) = m
_%(T—s)‘kl st t<s<T

Il est évident que G(t, s) est continue sur [0,7] x [0, 7.

Notons
G* = sup{||G(¢, )|, (t,s) € [0,T] x [0,T]}.

La fonction ¢ est continue sur [0, 7], donc il existe g* = sup ||g(¢)|| . Pour établir notre résultat
principal concernant ’existence de solutions de (271)-(22), nous donnons des conditions appro-

priées sur les fonctions impliquées dans ce probleme.

Nous supposons que
H1 f:]0,T] x E — FE satisfait aux conditions de Carathéodory.
H2 1l existe p € L'([0,T], R, ), de telle sorte que
1/ (&Il < p)llyll , pour t € [0,T] et chaque y € E.
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

H3 Pour chaque t € [0, 7] et chaque borné B C Enous avons

u(f(t, B)) < p(t)u(B).

Théoréme 2.1.1 Supposons que les hypothéses (H1) - (H3) sont vérifiées. St

G* /Tp(s)ds <1, (2.7)

alors le probléme aux limites (Z1) -(223) a au moins une solution.

Preuve :

Transformons le probleme (270) -(Z22) en un probleme de point fixe. Considérons 'opérateur

N :C([0,T),E) — C([0,T], E) défini par

N(y)(t) = g(t) + / Gt 5) (5. y(s))ds,

d’apés le lemme T2, les points fixes de l'opérateur N sont des solutions du probleme (271)
-(22).

Soit i}

9

R > =
1—G* [, p(s)ds

(2.8)

et l’ensemble
Dr={y € C([0,T], E) : [lyllc < R}.

Dp est un sous-ensemble fermé, borné et convexe.
On va montrer que Dy est fermé, borné et convexe.
(1) Dp fermé :
Soit { fn}ns1,n € N* une suite dans C([0,T], E).
On a Vz € (0,7
falz) = f(z)  VneN,

comme f, € Dg ,alors

sup | f,.(z)] <R
= lim sup|fu(2)] <R
= sup| lim fu(z)] <R
= sup |f(z)] <R

= [ (@)ll < R
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

Donc f € Dg et puisque {f,},>1 est une suite dans Dy et converge vers f dans lui-
méme,alors Dy est fermé .
(2) Dgr borné :
On a y € Dg. Donc
1Yl < R

Alors
y € B(0,R), VyeC([0,T],E)

Et de cela , nous apprenons que Dy C B(0, R).
Donc Dpg est borné .

(3) Dg convexe :
VA € [0,1],Vx,y € Dg

Az + (1 = Nyl < [[Az]loo + [[(1 = Nyl
[#][oo + (1 = M)yl
R+(1- MR

= R.

<
<\
<\

Donc [|[Az 4+ (1 = N)y|loc < R, alors Dp est convexe .
Nous allons montrer que N satisfait les hypotheses du Théoréme BT La preuve sera donnée
en trois étapes.
Etape 1 : N est continue.
Soit y,, une suite telle que y,, — y dans C([0,T], E) alors pour chaque ¢ € [0, 7]

NGO = N@ON = | [ 660060 765w
< [ 06 I069) ~ Tt
<swllG(t. o) [ 1 Gssnls)) — s,y lds
-c | 15 Gsrns)) — (sl lds.

Comme f est de type Carathéodory, alors par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue

P-4, nous avons
IN(yn) — N(y)|| — 0 quand n — oc.

Etape 2 : N est un application de Dp dans lui-méme. Pour chaque y € Dg d’apres (H2) et
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

(238) nous avons pour chaque ¢ € [0, 7]

rwwwwﬂmwaGm@mw@mw

<o+ | [ 6t 1s, s
gmw+lﬁmwMW@mmwa
gmmw/ﬁmwﬂMMMﬂm,
<wwmm+wwawn/ 9lly(s)lds,

T
<g + RG*/ p(s)ds,
0
<R.
L’étape 3 : N(Dg) est bornée et équicontinue. D’apres 1'étape 2 nous avons N(Dg) = {N(y) :

y € Dr} C Dg. Ainsi, pour chaque y € Dg nous avons || N(y)||« < R ce qui signifie que N(Dg)
est bornée. Pour 1'équicontinuité de N(Dg). Soit t1,ty € [0,T] , t; < ty et y € Dg. Alors

IN@(H) = N)E)] = |g(t) mm+/Twwb>cwm@ﬁ@mmww
<ot~ el + | [ (6(01,9) ~ 60e0) 1656601

< lg(t1) — g(t2)|l +RH/ G(t1,s) — Gt s) (S)dSH,

comme t; — to, le second membre droit de 'inégalité ci-dessus tend ver zéro.

Maintenant soit V' un sous-ensemble de Dy tel que V' C cono(N(V)U{0}). V est bornée et

équicontinue et donc la fonction v — v(t) = u(V'(t)) est continue sur [0, 7). Puisque la fonction

g est continue sur [0,7], I'ensemble {g(t),t € [0,7]} C E est compact. En utilisant ce fait,
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

(H3) et les propriétés de la mesure p , nous avons pour chaque ¢ € [0, 7]

T
< HUHOOG*/ p(s)ds.
0

Ceci signifie que
T
Jolle < 06" [ pls)ds.
0
D’apres la condition 227 nous obtenons |[v]|o = 0, c’est a dire v(t) = 0 pour chaque t € [0, 77, et
ensuite V() est relativement compact dans E. En vue du théoreme d’ Ascoli Arzelal23, V'

est relativement compact dans Dg. En appliquant maintenant le théoreme BT, nous concluons

que N a un point fixe qui est une solution du probleme (21)-(22).

2.2 Exemples

Dans cette section, nous donnons des exemples pour illustrer I'utilité de nos principaux

résultats. Considérons le probleme aux limites fractionnaire suivant

Exemple 1
(
DOy (t) = ——2|yal, VEE[0,1], 1<a<?2, VneN*
yn - 19 + Cos(t) yn ) Y ) )
yn(0) =0, (2.9)
yn(1) =1
\
Posons

E = ll = {y = (y17y27"'7yn7 ) : Z |yn’ < OO}
n=1
avec la norme

lylle = lynl
n=1

Yy = (yl,yg, ey Yn,y ) et f = (fl,fg, ...,fn, )
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

Soit x € F, tell que x = (x1, 22, ..., Tp, ...),

on trouve 5
t = t 1| x E.
Fults ) = ey () € 0,1)
Donc 9
f(t,l‘) = rcos(t)x, V(t7$) - [O, 1] x F.

(H1) est vérifiée parce que

(1) t — f(t,x) est mesurable pour chaque = € E
t — f(t,z) continue puisque est une somme et une multiplication de fonctions conti-
nues. Donc f est mesurable Vo € E.

(2) * — f(t,x) est continue presque par tous t € [0, 1].
Soit z,y € E et t € [0,1]

2 2
B H 19+cos(t)x a 19—|—COS(t)yHE
S
- =119 +cos(t) " 19—|—cos(t)y"E

Hf(t,(lf) - f(t7y)HE

2 o0
< | = _
_‘19+Cos(t)‘;|xn nl
< 2yl
— T — .
oY

Car 0 < cos(t) < 1 pour t € [0, 1].

On trouve k = 1—29 < 1.

Donc I'application f est lipschitzienne ,alors f est uniformément continue,donc conti-
nue.

Apres (1) et (2) alors 'application f est Caratheodory

(H2) Vérifiée en prenant
2

p(t) = 5+ cos(t)

Il est clair que p € L'([0,1],Ry).
Avec pour t € [0, 1]et chaque x € E.

1 (&, 2)lle = me“’f

-l
“— 119 + cos(t)
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

(H3) D’apres (H2) , on a

t < .
£t < 5o lele
Soit B un sous ensemble borné dans F et x € B
f(t,B) Cp(t)B,
c’est a dire 5
t,B — B
ft.B) c 5 + cos(t)

Apres avoir appliqué la deuxieme propriété de la mesure de non compacité 2 et la

définition @, nous trouvons

2

u(f(t, B)) < M(WB)

2
S e~ |1M(B),
‘5—|—cos(t)"u( )

2
et comme m > 0 pour chaque t € [0, 1].

Alors
2

t,B)) < ———u(B).
M(f( ’ )) 5+ COS(t)u( )
De 1 la fonction G est donnée par

t—s) - LT —s5)*1tsi 0<s<t,
1 T

G(t,s):m
—L(T — s)>! si t<s<T.

Pour T = 1 nous trouvons

(a) —f(1—s)t i tes<t

Donc
Gt s) = F(lcv) (t —s)*t — ﬁt(l _ele 0<s<t,
et —s)! G t<s<l
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

/01 G(t,s)ds = /OtG(t, s)ds + /tl G(t, s)ds
o [l ey,

(1 —t)° -t
_P(a+1)+r(a+1) C(a+1) (1)

/tl G(t,s)ds = —/tl %ds

- (2)

Nous collectons (1) et (2) trouvons :

. t t

/0 Glt,s) = Tla+1) T(a+1)
o ¢

Ila+1)

Maintenant , nous allons chercher sur la limite supérieure de ||G(¢,s)||.

On pose

On va trouvé ¢

In(t) = _ahi(of)
o (1)
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

—In(«)

x 0 exp ( o ) 1
h'(z) — 0 +
0 0
) \ /
h(exp (—200))

3
Alors, pour o = 3

(o (380)) - oo (D - (202
h(0.44) = 0.29 — 0.44
=—-0.15 < 1.
Pour o = 1.75
(e (g ) = [0 (Fg )] e (S
h(0.47) = 0.27 — 0.47
=—-02<1.
Donc Vo € ]1, 2|
ht)=t*—t<1 Vtelo1].
Alors .
G* =sup{[|G(L, s)[|} < Tla+1)

La condition (2Z7) est satisfaite avec T'= 1. En effet

1 1
2
* d * —d
¢ /0 pls)ds < G /0 5 + cos(s) %

1
1
<6 [ s
o 1+ cos(s)

On a pour chaque t € [0, 1]

0.4 < cos(t) < 1.
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

Donc
1 10
<

1
- ~ - .~ _ < .
2 “cos(t)+1 14

! 1 1 110
G* — ds< —— —d
/0 1 + cos(s) ° F(a+1)/0 14
10

T T (a+1)
<1

Est satisfait pour chaque o € |1, 2.

Alors d’apres le Théoréme 2171, le probléme (29) a une solution sur [0, 1] .

Exemple 2
( p
CD%nt:— nis 14 717 *7
i) = el Y€1), ¥neN
0) =0 210
yn(l) =1
\
On a
Oé_§
=
posons

n=1

avec la norme

n=1

Y= (Y1,Y2, s Yn, ---) €6 = (f1, fay ey frrs --0)

Soit x € E, tell que x = (x1,x2, ..., Tp, ...),

on pose
2
= 1| x E.
fult, ) 19+ cos(t) \z,|,  V(t,z) €[0,1] x
Alors 5
f(t,l’) = ml’, V(t,x) < [0, ].] x FB.

(H1) est vérifiée parce que
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

(1) t — f(t,x) est mesurable pour chaque = € E
t — f(t,x) continue puisque est une somme et une multiplication de fonctions
continues. Donc f est mesurable Vz € F.

(2) * — f(t,x) est claire que continue presque par tous t € [0, 1].
Apres (1) et (2) alors Iapplication f est Caratheodory

(H2) Vérifiée en prenant
2

p(t) = 5+ cos(t)

Il est clair que p € L*([0, 1], Ry).
Avec pour t € [0, 1]et chaque = € E.

1.9)e = | g eamr®l

=3 |57

n=1

(H3) Il est réalisé comme dans 'exemple précédent

De (E27) la fonction G est donnée par

Pour T = 1 nous trouvons

L (t—s)2—tt(l—s)zsi 0<s<t,
_ ) e )
G(t,s) =

1

3
2

=
»
~
~
INA
»
AN
—_

Maintenant, nous calculons 'intégration fol G(t, s)ds pour trouver de la valeur
G = sup{|IG(t,5)]|, (t.5) € [0,7] x [0,T]}.

Alors ) . )
/ G(t, s)ds :/ G(t,s)ds—i—/ G(t, s)ds,
0 0 ¢
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

calculer la premiere intégrale de cote droite

o [ -t
)

(t—s)2 t(1—s)27t
-1 tEE
-ttt N
=TTE Tt T ()

calculer la deuxieme intégrale de cote droite

‘[G@@@:_[@%%?m

(1-— s)% 21
o)

~
njw

(2)

it
L)
Maintenant, nous allons chercher sur la limite supérieure de ||G(t, s)|].
On pose
ht) =t2 —t,
31
H(t) ==tz —1
(1) = 2t}
La valeur de dérivée est égale zéro
3.1
—t2—1=0
2
3.1
2ir =1
2 2
1 2
t2 = —
3
. 4
9
4
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

x 0 4 1
B (x) - 0 +
0 0
h(x)
—-0.14
donc
h(t)=t"" —t<1 Vte|0,1],
alors .
G =sup{|G(t,5) [} <~
r(3)
1
=G < ——,
r(3)
puisque
r(3)=r(+1).
2 2
1
2 \2
_ VT
=5
~ ().88.
et
5 3
r(3)=r(z+1):
2 2 +
3../3
=51(3)
3 VR
2 2
B 3T
==
~ 1.32.
Donc 1 =0.75 etL—llfi
() LT3
Alors
1 - 1
I3 TE)

La condition (PZ7) est satisfaite avec T' = 1.
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

En effet

On a pour chaque t € [0, 1].

alors

donc

0.4 < cos(t) <1,

14< (t)+1<2
0 CcoS < 2,

1 < 1 - 10
2 T cos(t)+1 14

1 1 110

ds < —d

1 + cos(s) i P(%)/O 14
10

~ 14 % 0.88
10

T 12.32
—0.811

1
/
0

< 1.

Alors d’apres le Théoréme 1T, le probléme (2710) a une solution sur [0, 1] .

Exemple 3

Posons

avec la norme

3
CDa t — t 1 *
yn( ) 10+sm(t)|yn|’ v E [07 ]a VTL E N )
yn(l) =1

E = ll = {?j = (y17y27 coey Yn, ) : Z ‘yn‘ < OO}
n=1

ylle =" lynl
n=1

Yy = (yl,yg, vy Yn,y ) et f = <f17f27 ...,fn, )
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

Soit x € E tell que = (x1, %2, ..., Tp, ...)

Donc 5
t = — t 1 E.
Alors 5
f(tz) = r,(t,0) €[0,1] x E.

10 + sin(t)
(H1) est vérifiée parce que

(1) t — f(t,x) est mesurable pour chaque z € E :
t — f(t,x) continue puisque est une somme et une multiplication de fonctions
continues. Donc f est mesurable Vz € E.

(2) x — f(t,x) est continue presque par tous t € [0, 1].
Soit z,y € E et t € [0,1]

3 3
[f(t.2) = ft ), = H 10 +sim(t)" 10+ sin(t)yHE
3

= 3
- ; ‘ 10 +sin(t)" ™ 10 + sin(f) y"‘E
3 (o.@)
< |7 _
_‘10+sin(t)‘;|xn Yl
< oy
< solle vl

On trouve k = % < 1.

Donc l'application f est lipschitzienne ,alors f est uniformément continue,donc
continue.

Apres (1) et (2) alors Iapplication f est Caratheodory

(H2) Vérifiée en prenant
3

p(t) = 4 +sin(t)

Il est clair que p € L'([0,1],Ry).
Avec pour t € [0,1] et chaque = € E.

.9z = |l

3
10 + sin(¢) ; ’xn|
A
=~ 4+sin(t)" "
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Chapitre 2. Probleme aux limites pour des équations fractionnaires

(H3) D’apres (H2) , on a

3
1f(t2)|[e < mnqu

Soit B un sous ensemble borné dans F et z € B
Alors Vo € B C E. Nous définissons f(t, B) = {f(t,z),z € B}

f(t,B) C p(t)B
¢’est a dire

S pc—° _p
10 + sin(t) 4 + sin(t)

Apres avoir appliqué la deuxiéme propriété de la mesure de non compacité B et

la définition_ T8, nous trouvons

u(f(t.B)) < M(HSLMB%

3
< | |DB),
‘4 + sin(t) ‘,u( )

et comme p(t) > 0 pour chaque ¢ € [0, 1].

Alors
3

u(f(t,B)) < mﬂ(3>'

De 71 la fonction G est donnée par

Gt.o) 1 (t—s)*'—H(T—s5)"si 0<s<t,

yS) = 77~

He) —L(T — s)>! si t<s<T
x <s<T.

Pour T = 1 nous trouvons

G(t, 5) _ I'(«) I'(a)
ﬁt(l s)o ! si t<s<l1
Un calcul simple donne
G* < !
[(a)

La condition P77 est satisfaite avec T' = 1. En effet

1 1
x . 3
G /0 p(s)ds < G /0 7 sin(s)ds

b
<6 [ s
o 1+ sin(s)
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On a pour chaque t € [0,1].

Est satisfait pour chaque « € |1, 2].

Alors d’apres le Théoréme 2171, le probléme(2I) a une solution sur [0, 1] .

Exemple 4

Soit le probleme fractionnaire aux limites suivant :

;

Doy (t) = m@(m,t cl11<a<2,
Ly =1
On pose :
E =10, +o0|

et 5

f(t,l') = ml’, (t,:v) S [O, 1] X [0, +OO[
(H1) (1) )

J2) = s ™

est mesurable par rapport a ¢ € [0, 1]
Comme t — f(t,x) continue parce que est une somme et une multiplication
de fonctions continues. Donc f est mesurable Vo € E.

(2) Iest claire que f est continue par rapport & x presque partout sur [0, +o0] .

Apres (1) et (2) alors la fonction vérifient les conditions de Carathéodory.
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(H2) est vérifiée puisque

<ol ———
|x|‘ 18 + sinh(t) ‘

2
< —"
18+ smh()

= p(®)l=]l-
(H3) D’apres (H2) , on a

2
t < ——mMm— .
O UL

Soit B un sous ensemble borné dans E = [0, +oo[ et € B

2
165 < s ”

Apres avoir appliqué la deuxieme propriété de la mesure de non compacité 2 et

la définition T8, nous trouvons

p(f(t.B)) < ”<ﬁinh()3)

‘ 18 + smh ‘,u
t 2 t positi h t e [0,1]
et comme ——————— €S OS1tlve pour cnaque .
18 + sinh(t) P P d ’
Alors 5

p(f(t.B)) < S T8 L sinn@” n(B).

Pour T = 1 nous trouvons

G(t,s) =

Un calcul simple donne

G*<m.

La condition (277) est satisfaite avec 7' = 1. En effet

1 1
* * 2
G /0 p(s)ds < G /0 18+ sinh(s) ds,

1
1
G| ———d
= /0 1 + sinh(s) °
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On a pour chaque t € [0,1].

0 < sinh(t) < 1.175,

G*/l 1 ds < 1 /1 ! ds

o 14 sinh(s) I'(a) Jy 140
1

~ T(a)

< 1.

Est satisfait pour chaque « € |1, 2].
Alors d’apres le Théoréme 2171, le probléme (212) a une solution sur [0, 1] .

Exemple 5

Soit le probleme fractionnaire aux limites suivant :

p

D) = Ty MOk € 01T <a <2
y(0) —0, (2.13)
v =1
On pose :
E =10, +00|
et 5
f(t,z) = mx, (t,x) € [0,1] x [0,400].
(H1) (1) )
ftz) = 10 + Cosh(t)x’

est mesurable par rapport a t € [0, 1]
Comme t — f(t,x) continue parce que est une somme et une multiplication
de fonctions continues. Donc f est mesurable Va € E.

(2) Ilest claire que f est continue par rapport a x presque partout sur [0, +o0] .

Apres (1) et (2) alors la fonction vérifient les conditions de Carathéodory.
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(H2) est vérifiée puisque

2
/ -
172l ‘10+COSh(t)x‘
< il ool
S 10 + cosh(t)
2
<— =
10 + cosh(t)

= p(®)|]-

]

(H3) Il est clairement réalisé.

Pour T = 1 nous trouvons

G(t,s) =
Un calcul simple donne

La condition (2Z7) est satisfaite avec T'= 1. En effet

1 1
« . 2
G /o p(s)ds < G /0 0 cosh(s)ds

1
) 1
<G /0 1+ cosh(s)ds'

On a pour chaque t € [0, 1]

1 < cosh(t) < 1.543,

alors
2 < cosh(t) + 1 < 2.543,

donc
0.393 < I < !
Socosh(t)+1 27

alors

G*/l ! ds < ! /llds
o 14 cosh(s) C(a) Jy 2

Est satisfait pour chaque o € |1,2].
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Alors d’apres le Théoréme 2171, le probleme(213) a une solution sur [0, 1] .
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Chapitre 3

Probleme aux limites avec des

conditions intégrales

Ce chapitre est consacré a 1’étude de l'existence des solutions du probléme aux

limites avec des conditions intégrales suivant :

DY (t) = f(t,y(t)),t € [0,T],1 < a < 2, (3.1)
y(0) — 4/(0) = / 9(5,y(s))ds, (3.2)

y(T) +y/(T) = / h(s, y(s))ds, (3.3)

ol “D* la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo,f , get h: [0,T]x E — E sont
des fonctions données vérifiants certaines hypotheses qui seront précisées plus tard
et E est un espace de Banach avec la norme ||.||. Nous consacrons la premiére section
a l'éxistence des solutions du probléme (BI)-(B33) qui est basé sur le théoreme du
point fixe de Monch BT et la deuxiéme section sera réservée a un exemple illustrant

I’applicabilité des conditions imposées.

3.1 Existence des Solutions

Nous commengons par donner la définition de ce que nous exprimons comme
solution du probléeme (80)-(B=3).
Définition 3.1.1 Une fonction y € AC*([0,T], E) est dite une solution de (33)-
(33) si elle satisfait I’équation B sur [0,T], et les conditions (E2)-(33).
Lemme 3.1.1 Soit 1 < a <2 et o,py,pe:[0,T] = E des fonctions continues. Le

probleme auz limites linéaire

‘D%(t) =o(t),t €[0,T],1 < a <2, (3.4)
y(0) — 4/(0) = / pr(s)ds, (3.5)
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

y(T) + o/ (T) = / pals)ds,

a une solution unique donnée par

y(t) = P(t) +/0 G(t,s)o(s)ds,

P = g | s+ 755 [ s
et
I R (i e R [V
Gt s) = () (T +2)T(«) (T+2)T(a—1)
B (t+1)(T —s)>! B (t+ 1)(T — s)>2 .
(T + 2)T(a) (T+2)C(a—1) >
Démonstration
‘D%(t) =o(t),t €[0,T]
=1D(t) = I%0(t)
=y(t) = I%0(t) + co + et
1 ¢ o1
=y(t) = m/o (t —s)* "o(s)ds + ¢y + c1t.

On a les conditions (83) et (333) Donc

y(0) = co = 4/ (0) + / pi(s)ds,

parce que
y'(t) = ﬁ% /Ot(t — 5)* o (s)ds + ¢
= i [ = oo e

= ﬁ /Ot(a —1)(t —5)* 20 (s)ds + c;

pour t = 0,on trouve

avec
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

alors

= ﬁ /0 (T = 5)"o(s)ds + c1,

a—1

En combinant y(T) et y'(T) on trouve

y(T)+y'(T) = L/0 (T — 8)* o (s)ds + co + 1T

[(a)
1 g a—2
—i—m/o (T — s)* *o(s)ds + ¢y,
=y O+ [ ps)is
et -
WD) +4/(1) = [ pmls)as
donc
T 1 T . T
/0 p2(s)ds = m/o (T —s)* o(s)ds + 1 +/0 p1ds
+caT+ I‘(al— 1 /0 (T — 5)*?0(s)ds + c;.
Alors
1 T ol 1 T
g =— m/o (T —s)* o(s)ds — ) /0 p1(s)ds
1 r oo 1 r
R /0 (T —8)* “o(s)ds + T+2) /0 pa(s)ds,
et

_ (T—1|—2)/0 pl(S)dS+ (7_,—_1’_2)/0 pg(s)d8+ ; Pl(S)dS.
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donc

Inversement On a
y(t) = P(t) +/0 G(t,s)o(s)ds,
°Dy(t) = “D*(P(t) +/0 G(t,s)o(s)ds).

Par la définition 1-3-3

cDy(t) = Iz—a<%>2< P(t)) + 12—a<%>2( /0 e $)o(s)ds ).

on a

d\2/T+1—t [T t+1 [T
() G A pls)ds + 5 | pals)ds) =0,

donc
‘DY(t) = 1> (%)2(/0T G(t, s)a(s)ds)

_ ﬁ/ot(t—3)1—a<%)2</OTG(t,T)U(T)dT)dS

S

= ﬁ/o (t—s)t— <%>2 [ﬁ i (s —7)* o(r)dr
dr

—<S+1> ) — ) o(r)dr — (s+1) S — 1) 20(1)dr

_(T+2)F(a)/0<T )" oln) (T+2)F(a—1)/O(T )*olr)d

- —(T(j;);)(a) /S (T — 1) o(r)dr — T +(;)_|1:(2_ D /S (T — 7')0‘_20(7')d7'] ds

B 1 t ol AN2T o (s+1) (s+1) 4

T T(2-a) /0 (t=s) <£> [I S v R e a1 “(T)}ds
1 ! l-aja—2

= m/o (t—s) *I"“0(s)ds

=I1*"1"?0(t)

= o(t)

donc
‘D%(t) = o(t).

D’ou I’équivalence sus-citée dans le lemme.
Lemme 3.1.2 Le probleme aux limites (31)-(33) a une solution y, si et seulement
siy € C([0,T], E) satisfait I’équation intégrale

y@Z%@+ACW@ﬂMMWa
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

PO =g [ st + 755 [ hsts)as
et
(=5 DT =9 G DT
Gls— ) T@ T+2T0@) (T+2fa-1 " 0= su@n
(DT =)t ()T =) G pecs<T
(T +2)I'(«) (T+2)'(a—1) -

T

Remarque 3.1.1 1l est clair que la fonction t — / |G(t,s)|ds est continue sur
0

[0,T7], et est donc bornée. Soit

G”z&m{ATW@ﬁwthMT@.

Nous introduisons les hypothéses suivantes :
(H1) Les fonctions f,g,h:[0,T] x E — E satisfont auz conditions de Carathéodory.
(H2) Ils existent py , pg.prn € L>([0,T],R) tel que

1fE I <ps@®lyl pptel0,ThyeE,
lg(t, )l <pg@)llyll pptel0,Thyek,
Iht N <pu®)|lyll pptel0,TyeE.

(H3) Pour p.p.t € [0,T] et chaque ensemble borné B C E nous avons

u(f(t, B)) < pr(t)u(B),
1(g(t, B)) < py(t)u(B),
p(h(t, B)) < pr(t)u(B)

Théoréme 3.1.1 Supposons que les hypothéses (H1) - (H3) sont vérifiées. St

T(T +1)
T+2

[Pl oo+ [lPall o] + G [lpsll o < 1, (3.8)

alors le probléme auz limites (33)-(33) a au moins une solution.

Preuve :

On transforme le probléme (B71)- (33) en un probléme de point fize. Considérons
Voperateur N : C([0,T), E) — C([0,T), E) défini par :

N@@Z%@+A<%@ﬂm$W&

o

T+1—t [T t+1 [T
Py(t) = T—H/O g(s,y(s))ds + T+2), h(s,y(s))ds,
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et la fonction G(t,s) est donnée par Z71. D’aprés le Lemme B12 les points fizes de
l'opérateur N sont les solutions du probleme 3. Soit R > Qet considérer [’ensemble

Dr =A{y € C([0,T], E) : [lylloc < R}

Il est clair que le sous-ensemble Dy est fermé, borné, et convexe. Nous allons montrer
que N satisfait les hypotheses du théoréeme . La preuve sera donnée en trois étapes.
Etape 1 :continuité de N Soit {yn} une suite telle que y, — y dans C([0,1], E).
Alors, pour chaque t € [0,1] :

NGO~ N0 = [ j;t [ atosn) — gts.ut)as

0

+;L+12 [ (W5, (5) = w5 s

- /OT G(t,5)(f(s,yn(s)) = f(5>y(5)))dSH

On utilise la relation trigonométrique, nous trouvons

= HTTJF—}F;/OT (9(s,9n(s)) —g(s,y(s)))dsH
+ H% /T (h(s,yn(s)) = h(s,y(s)))dsH

e[ a9 e st )

<! / o)) = (s, () s

t+1
T+ 2

n / Gt )15, () — F(59(s)) | ds.

15 (s, yn(s)) = h(s, y(s))llds

et puisque t < T ,alors

;i ; 19(s,yn(s)) — g(s,y(s))|ds
;—i; (s, yn(s)) — h(s,y(s))||ds

+/O |G<t’8)|||f(8ayn(8)) — f(37y<3))||d8

Soit m > 0 tel que
[Ynlloo <m0, [[Yllo <m
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Par (H2) nous avons

9(s,yn ()l + 1lg(s, y(s))|

mpg(s) = o1(s),

h(s,yn(5)[| + 1h(s,y(s))]

mpp(s) = oa(s),

G )L (ss g+ [1f (s, y(s)))
2m|G(., s)lps(s) = os(s).

19(s,4n(s)) — g(s,y(s))ll

= N

()l

»
<

I

1A, yn(s)) — A

|G (81 (s, un(s)) = f s, 9(s))

NN NN NN
B

Clairement, o1,09,03 € L'([0,T],R,).

Comme f, g et h sont des fonctions Carathéodory, alors f, g , h sont mesurables

par rapport a y , donc on peut appliquer le théoréeme de la convergence dominée de

Lebesque, ce qui nous donne :

T [¥5) () = NI < g [ T lo(s.0(5) = gt () s
T [ Jim s () = (s, (s) s
+ [ 6t Jim 155 0n(9) = £ (5Dl
< 0.

C’est-a-dire
IV (yn) () = N(y)(¢)|| = Oquand n — oco.
D’ot la continuité de 'opérateur N.
Etape 2 : N applique D, dans Dy
Pour chaque y € Dg par (H2) et @3 nous avons pour chaque t € [0,T]

Y

Py(t) + / G(t, 5) (5. y(s))ds

ING)OI = |

’

IR0+ | [ 6916 vlo)as

<P, + / G(t, )| £ (5, 9(s)) s,

< (T;—i;t)/o Hg(s,y(s))lldw%/o 17 (s, y(s)) | ds

n / Gt )11 (5 y(s) | ds,
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en utilisant [’hypothése (H2)

INDOI < P Il lvle [ st Tl [ as

T
+ {1z ]| o 19l / G(t, 5)|ds,

puisque ||yl < R

T(T +1) T(T +1)

INDOI < R(=55 [Pl + =55

< R.

ol + Il )

Donc N(y) € Dg, alors N(Dg) C Dg.
Etape 3 : N(Dy) est bornée et équicontinue.

Par ’étape 2 :
N(Dg) C Dg,
puisque Dy est borné dans C([0,T]; E), alors N(Dg) l'est aussi.

Pour ’équicontinuité de N(Dpg) :
Soit ti,ty € [0,T],t1 < ty et y € Dg. Alors

V) tta) = Vel = [ [ atswteDds+ 25 [ ts.ues

/ G2, (5, y(3))ds — =1 / g(s,y(s))ds

T+2 i h(sy ds—/ G(t1,s)f(s,y(s) ds”

alors

== [ st + 2 [ astona
= T2 s T 5 s,y(s))ds
+ [ (609 - G0, 9) 165,005
0
On wutilise la relation trigonométrique, nous trouvons

V(e - el < 2 gt onas + 252 [ ns e

+/0 Gta,s) — Cltr, 5)| 15, 9(5)) | ds.
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Par (H2)

to —t 4 ta—t T
V) e2) = Vel < 2ol | s+ 2Bl [ s

T
+ [|ps | e Il /0 |G(t2, 5) — G(tr, 5)|ds.

comme ||y|| < R, donc

(Vo)) = (Vo) )] < BT (22 (o]l + 1],

T
+R||pf}|Lm/0 |G(ta, s) — G(t1, s)|ds.

Puisque G(., s) est continue alors le coté droit de l'inégalité tend vers 0 quand t; — to.

Donc N(Dg) est équicontinu.

Maintenant, soit V un sous ensemble de Dy tel que :
V C eono(N(V)uU{0})
est borné et équicontinu, et donc la fonction v — v(t) = pu(V (t)) est continue.

Par (H3), et les propriétés de la mesure nous avons pour chaque t € [0,1] :

N(V)

<pu( t)u{0})
<u(N(V)

(
(

58



Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

car p(N(V)(t) U{0}) = max{p(N(V)(1)), n({0})}

0+ [ G suls))is)

T;j;t [ sts.vtons + 55 [ nts.atoas

7;
/\/‘\

T

Gt 9) 75, 0(9)ds)

(% /OTg(syy(s))d,S) + u(% /OT h(s, y(s))ds>

o / "Gt 5) s (s >>ds)

+

/N
=

T+1-t t+1 [
<[5 / e st gl | e )ds
b [ 16 Vs (urt3),
0
pourt <T ,donc
T(T+1) T(T+1) ”
< =g Ipsll e v(s) + =5 llpnll e v(s) + G|y L 0(s)
T(T + 1) "
InaX|vﬁ)|<InaXhKSH[—%:;7;-\M%HLm‘+!M%HLm +G PfHLm}-
Done T(T + 1)
HﬂwgHWWP?ZZT“WMWVHWMNJ+GMpMmJ
Alors
T(T + 1) .
[0l = el | =55 (1Pl o + I9al ) + G ool ] < 0.
Ceci signifie que
T(T + 1 "
folle[1 = 52 el + lnll) + G, < 0

Puisque :
T(T+1)

T—”[Hpgﬂoo + [Ipalloe] + G lIprllo < 1.

On a forcément :

[0]joc =0

s o(t)=0
)

s u(V(t) = 0.

Donc V(t) est relativement compact dans E.
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Et d’aprés le théoréeme d’Ascoli-Arzélddl2Z4d , V est relativement compact dans Dg.

Appliquons maintenant le théoréeme B , nous concluons que N a un point fixe qui

est une solution du probleme B1- F-3.

3.2 Exemples

Dans cette section, nous donnons un exemple pour illustrer ['utilité de nos prin-

cipaux résultats.

Exemple 1

Considérons le probléme fractionnaire auz limites suivant :

;

Day(t) = mw(m, te01],1<a<?,
WO =y 0= [ sl (39)
v+ (1) = [ sl
on pose :
E =0, +o0],
2
f(t,ﬂ?) = mx, (t,.ﬁlf) c [0, 1] X [O, +OO[,
1
g(t,x) = mx, (t,x) € 0,1] x [0, 400[,
1
h(t,SL’) = mx, (t,.fC) S [0, 1] X [O, +OO[
(H1) (1) ,
ft,z) = m%

est mesurable par rapport a t € [0,1] :
Comme t — f(t,z) continue parce que est une somme et une multiplication de
fonctions continues. Donc [ est mesurable Vo € E.
De méme pour g(t,x) et h(t,x)

(2) Il est claire que f est continue par rapport d x presque partout sur [0, +o0] .
De méme pour g(t,x) et h(t,z) .

Apreés (1) et (2) alors les trois fonctions vérifient les conditions de Carathéodory.
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(H2) est vérifiée puisque

1f(t,2)le = Hmﬁ"E;

a ‘ 18+ cos(t)x‘7
S Pl
|x|’ 18 + cos(t) ‘
2
< ol
18 + cos(t)

=pr@)lz]ls,

avec

lg(t, 2)l|e =

Y

H 5+ cos(5t) ‘ E

Y

- ‘5 + cos(5t)x
S Pl =
|x|’5—|—cos(5t)‘
1
< s el
5 + cos(5t)
=Pyl 2,

et

el = 5ol
Int, @)l = 3+ cos(3t) llE

- ‘3 + Cos(?)t)x"

< - -
b |x|’3 + cos(3t) I

1
< - -
= 3+ cos(3t) 2l

= pu(0)|] -

(H3) D’apres (H2) , on a
2

< — .
e < 18+COS(t)IIOCHE

Soit B un sous ensemble borné dans E et x € B

1f (¢, )

2

f(t,B) C mlg,

aprées avoir appliqué la deuxieme propriété de la mesure de non compacité B
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et la définition 14, nous trouvons

u(f(t,B)) < M(mB)

S lrg 0 |H(B),
‘18—1—608(15)"“( )

2
et comme m > 0 pour chaque t € [0, 1].

Alors
2

w6 B) < g omp (B

De la méme maniére avec h et g.

La fonction G(t,s) est donné par :

R M o O1¢ ) M (A O[S
() 30 (a) 30(a— 1)
t+1)(1 -8t (E+1)(1—s)2

- 3@ 3(a-1)

G(t,s) =

Donc nous avons

1 ¢ 1
/G(t,s)ds-/Gtsds—i—/ G(t, s)ds
0

/ < t—s a-l t—I—l)(l—s)O‘_l (t—i—l)(l—s)o‘_Z)dS

3(a) 30(ar — 1)
! t+1 et (4 1)(1 = s)* 2
_'_/t ( o 3F(0¢ _ 1) >d8
- (t+1)d —s)! T+ —s)?
/0 / STy /O e ¥
t“ 1—8 Lt DL —s)?
/ - /t L1
4 (t+1)<1_t) (t—|—1) (t‘f’l)(l—t)a*l
— r(a +1) 30(a+1)  30(a+1) 3T (a)
t+1) E+1)A -8 (E+1)(1 1)
- 3F(a> a 3F(Oz + 1) N 3F(a) )
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alors
' ] [(t+ 1A =) |t +1] [+ 1)1 =)
/0 Gl s)ds S 5T T BTat D Tt 3T(a)
N t+1 [+ DA =0  [E+ DA =)
3 («) 3l(a+1) 3l ()
1 2 2 2
STla+D) 3(at1) 3at+1) " 30(a)
2 2 2
3@ T3 a+ 1) | 30(a)
3 2
STla+D)  T(a)
Donc :

3 n 2
Ma+1) TI(a)
La condition (F3) est satisfaite avec T = 1. En effet

G <

T(T+1) .
g Upsll e + llonll ] + G lpe |
2 3 2
< 5ol + onllo] + (a5 + 7y I
On a
[Pl - = inf{c >0, Hpg(t)H <c}
0 H 5+ cos(5t)
PULSQUE
0<cos(ht) <1 Vtel0,1],
alors
5 < 5+ cos(bt) < 6.
Donc
ot 1
6  5+cos(5t) 5
Alors

1

|5+l <5

5 + cos(5t) 5

On conclue que .
ool <

De méme pour ||thLOO et prHLow puisque

[pn (?) H3+COS(3t) H

1
<3,
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

alors .
ol < 2.
bt
2
IO = || 55 e |
1
< o
9
donc .
Iooll < 5
T(T+1) " 21 3 2
if:;ﬂWHhm+Hmmm]+G p”V”<§%+§}+<mw»+n+9N@>
.
45 M(a+1) 9I'(«a)
<1,

est satisfaite pour chaque o €]1,2].

Alors d’aprés le Théoréme BI, le probléme (8) a une solution sur [0, 1].

Exemple 2

Considérons le probléme fractionnaire aux limites suivant :

(

DU = gl rebL
10 =y 0= [ sluto (3.10)
0= [l
On pose : :
E =10, +o0], @=7,

ft,x) = mw, (t,xz) € [0,1] x [0, +o0],
g(t,x) = 5++OS(515)$’ (t,x) € 10,1] x [0, +o0],
h(t,x) = mx, (t,x) € [0,1] x [0, 400].
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

(H1) (1)
2

ft,z) = m%

est mesurable par rapport a t € [0,1] :

Comme t — f(t,x) continue parce que est une somme et une multiplication de

fonctions continues.Donc [ est mesurable Vo € E.

De méme pour g(t,x) et h(t,x)
(2) Il est claire que f est continue par rapport d x presque partout sur [0, 400

De méme pour g(t,x) et h(t,z) .

Aprés (1) et (2) alors les trois fonctions vérifient les conditions de Carathéodory.
(H2) est vérifiée puisque

I1f (¢, )]

Y

- H 18 + cos(t)x
< ol
I ) 18 + cos(t) ‘
< —
18 + Cos( ) I
= ps(®)]l=]],

avec

lg(t, )]

Y

= me
< ”“’”\m\’
S 5 cos(5t) 5+ Cos(5t) Il

= ()]

et

It 21 = || 3 osr®l)

Y

< -
HZ‘H‘S—i—cos(St)

< —
3+ cos(St) Il

= pu(t)||2]].

(H3) Il est réalisé comme dans l'exemple précédent
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

Pour T =1 la fonction G(t,s) est donné par :

(=)' E+D0-—s)it D=8
Gty =4 L@ Y TG -
(t+ DL —s)i™  (E+1)(1—s)i s t<s<l.

Y 3U(; —1)

En le simplifiant on trouve

(t=9)t (E+DOA-9)1 @E+HA-—s5)7T
Gits) =4 L@ 30(3) e <s<t,
(DA -s)i (E+D)I-s)T P

30(%) 30 (2)

Donc nous avons

alors
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

Puisque t < 1, alors

- 1 n 2 n 2 n 2
L(F)  3U(F)  3r(f)  30(3)
+ 2 + 2 + 2
30(3)  30(F)  30(3)
9 N 6
ST(4)  30(3)
3 n 2
ICOIRNEY
Donc : q 5
G < — + —=.
INCIIRNEY
La condition B8 est satisfaite avec T = 1. En effet
T(T+1) "
LD g+l o] + G o
< ZlIpylle + lonlloe] + (s + o ) sl
X 5 e h|loco Flloo-
3o INCOIRNCY
On a
[Dg]| e = inf{c >0, [lpy(t)]| < c}
1
N Bt
I = |55 conz
puisque
0 <cos(bt) <1 Vtelo1],
alors
5 < 5+ cos(bt) < 6.
Donc
1 - 1 o 1
6  5+cos(5t) 5
Alors

1

1
H5+cos(5t)H S 5
On conclue que .
Il < 5.

De méme pom’thHLoo ethfHLoo, puisque

1
Sl Feeni
Ion (O = 1|35 costa0)
1
37

alors

1
Ioull < -
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

bt
2
IO = | 55 e |
1
g )
9
donc
1
ol < o

Nous allons calculer les deuz T'(4) et T'(%).

Nous savons que

Pour trouver une valeur du F(%).

On a

1
pour x = Z,donc

Donc

et
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

T(T+1 2,1 1 2 1
St lle ol + il < 55+ 5) + (035 75) (5)
278 3 2
B §(1_5) * (91“(% " 9r(§))
16 . < 3 L 2 )
45 9 x1.606 9 x0.918)

=0.35+0.2+40.24
=0.79

< 1.

Alors d’aprés le Théoréme BI, le probléme BID a une solution sur [0, 1].

Exemple 3

Soit le probleme fractionnaire aux limites suivant

p

cDoy(t) = m\yn(tﬂ, fe,1<a<2,
w0 =50 = [ sl ol (311
w0+ = [ sl Ol

\

On pose Vn € N*

E = ll = {y = <y17y2>"'ayn7 ) : Z |yn’ < OO} )
n=1

avec la norme

ylle =" Iyl
n=1

Y= (yhy?""?yn?”') s f = (f17f27 "'7fn7'”)7g = (917927 ooy Gn, ) et
h =

(hi,hay ooy By o)
Soitx €

flt2) = oo frl, (t2) €[0,1] x E
b T 20 +sin(t) Tnly & ’

2
() = ————<|Tn|, t 0,1 L

2

- 1| x K

hn(t,ﬂf) 4—|—Sln<4t)|xn|7 (t,fB) € [07 ] X
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

et
2 9 )
t B —
f( 7x> <20 —+ SHl(t) L1, 20 + sm(t) T2, ..., 20+ Sln(t)x )
2
= m(%l,ﬂ?g,...,ﬂjn,...)
_ 2 .
T 20 fsin(h)

La méme chose avec g(t,x),h(t, )

(H1) (1)
2

flt,z) = 20+ sin(t) "
est mesurable par rapport a t € [0, 1]
Comme t — f(t,x) continue parce que est une somme et une multiplication de
fonctions continues.Donc [ est mesurable Vo € E.
De méme pour g(t,x) et h(t,x).
(2) Il est claire que f est continue par rapport d x presque partout sur E .
De méme pour g(t,x) et h(t,x) .
Apres (1) et (2) alors les trois fonctions vérifient les conditions de Carathéodory.

(H2) est vérifiée puisque

1.2 = |zl

:;‘ZO—i—sin(t)x"‘
2 oo
= ‘20+sin ) ‘ZW\

_20—|—sm H HE

= ps(t HIHE'
Et
lg(t, @)l = H6+sm(6t) HE
- n; ’6+sin(6t)x”’
2 (o]
= )6+sin(6t)‘; 0]
<ol
=6 + sin(6t) 7l
= py(t)|| | 5-
Avec
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

ol = |l
I, z)lle 4 +sin(4t) e

- ;‘4+sin(4t)x")
2 o
= ’4—|—Sin(4t)‘; |

2
= 4—|—sin(4t)Hx”E
= pn(®)] ] -

(H3) 1l est clairement réalisé.
La fonction G(t, s) est donné par :

(=) (E+DHA—-s)*" [+ -5
I(e) 3'(a) 3l(a—1)
t+1)(1 -8t (t+1)(1—s)2 _

- 30 () T 3T (a—1) <s<

G(t,s) =

Donc nous avons

/OlG(t, s)ds = (t, s)ds+/ G(t, s)ds

e
( el ()1l (Hl)(l_s)H)dS
(

/0 30 (e) 30(a—1)
1—50‘ o+ —s)r?
+/t A(a—1) >d$
_ [ (t+ D=5t D=5
E /0 / @ /0 (a1
t+1 1—30‘1 Lt +1)(1 — s)o?
/ ds = /t 30(a — 1) ds
+(t+1)(1—t) (t+1) (t+1)(1 =t

N F(Oé +1) " 3T(a+1)  3T(a+1) 30(a)

(t+1) (+HA-* @E+HL-—p*!
- 30(a)  B(a+1) 30(a)
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Chapitre 3. Probléeme aux limites avec des conditions intégrales

alors
! ] [(t+ 1)1 —¢)"] |t +1] [+ 1A —t)*
/0 Gt s)ds < 77y 3T(a+ 1) 3T(a + 1) 30(a)
I et O (et [ Cl O [+ DA —t)*
3 («) 3l(a+1) 3l ()
1 2 2 2
STlatl) " 3a+1) 3at1)  3T(a)
2 2 2
3@ T3 a+ 1) | 30(a)
3 2
STla+D)  T(a)
Donc

3 n 2
Ma+1) TI(a)
La condition (F3) est satisfaite avec T = 1. En effet

G <

T(T+1) "
QT—H[HPQHW + thHLSOO] +G 2prL°°
< - .
< 5 palloe + nllc] + (57 + ) Il
On a
[1Pg][ o = inf{c >0, [Py ()| < c}
2
Ol = g |
O Py
puisque
0 <sin(6t) <0.104 <1 V¢ e 0,1,
alors
6 <6+ sin(6t) < 7.
Donc 5 5 5
- < — < -
7 6+sin(6) "6
Alors

2 1

ol <5

6 + sin(6t) 3
On conclue que

1
loall < 5

Nous faisons la méme chose pour trouver th”Loo et prHLOO’ puisque

o)) = || 7|
PR = 4 sin(at)
1

27
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alors
1
ol < 2
Et
Ios )1 = || 35 s |
1
g_?
10
donc
Iosll - < 15
Pl = qq-

En appliquant la condition de le théoréme B, nous trouvons

T(T + 1)

OQII\D

<Z1’> ) ( oz3+ 1) + I‘(Za)

+ <1or(2+ ' 5F1(a))
<1,

[Pl o + llpall ] + G [lpsll e <

T+ 2

@IOT

est satisfaite pour chaque o €]1,2].

Alors d’aprés le théoréme BT, le probléme (312) a une solution sur [0, 1].

73



Conclusion

Dans ce mémoire on a étudie quelques problemes aux limites pour des équation

différentielles fractionnaires.

Le premier probléeme porte sur [’existence des solutions de probléeme aux limites
pour des équations différentielles d’ordre fractionnaire et le deuxiéme probléeme est
consacré a l’étude de [’existence des solutions du probleme auz limites avec des condi-

tions intégrales .
On a montré ’existence de la solution des problémes précédents par ['utilisation
des arguments suivants : le Théoreme de point fize de Mdonch combiné avec la mesure

de non compacité de Kuratowski.

A Davenir, ces problémes fractionnaires pourront étre appliqués a l’aide de la théo-

rie de Darbo combinés avec la mesure de non compacité de Hausdorff.
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résume

Le principe du point fixe est trés important dans la résolution de nombreuses équations
différentielles non linéaires, en particulier dans 1'étude de 1'existence.

Dans cette these, nous avons étudié quelques problemes fractionnaires au sens de Caputo en
montrant l'existence des solutions a l'aide de la théorie des points fixes de Monch a l'aide de
mesures non compactes de Kuratowski.

Mots clés : Equations différentielles fractionnaires, dérivation fractionnaire de Caputo,
théoreme de point fixe de Monch , la mesure de Kuratowski.
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abstract

The fixed point principle is so important in the study of several non linear differential
equations, particularly, problems the existence of solutions.

In this memory, we consider different fractional problems in the sense of Caputo. We
prove the existence of solutions by using Monch's fixed point theorem with Kuratowski
measure of non compactness.

Keywords : fractional differential equations, Fractional derivation of Caputo, Monch's fixed
point theorem, the measure of Kuratowski .

Mathematics Subject Classification AMS(2000) : 26A33, 34A60, 34B15.
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