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Notations g�en�erales

N : ensemble des nombres entiers naturels.

Z : l�anneau des nombres rationnels.

Q : corps des nombres rationnels

R : corps des nombre réels.

C : corps des nombres complexes.

N� : ensemble des nombres entiers naturels non nuls.

K� : est l�ensemble inversible de élément K pour la lois � dans l�anneau(K;+; �) :
car (k) : le caractéristique de l�ensemble de k:

card (k) : le cardinal de l�ensemble de k.

P (X) : un polynôme.

E=K : E est une extension de K:

[E : K] : degré de l�extension E sur K:

Fp : l�anneau Z=pZ et p un nombre premier.

Fp [X] : L�anneau des polynôme à coe¢ cients dans Fp:

dimK : dimension de l�ensemble K:

ker f : noyou du morphisme '.

imf : l�image du morphisme '.

1A : l�élément neutre de l�ensemble A:

F : l�endomorphisme de Frobenius.
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Introduction générale

En mathématiques et plus précisément en algèbre nous sommes toujours besoin de connaitre

et étudier les corps �nis puisque ils sont utilisés dans plusieurs branches comme la théorie

algébrique et l�informatique et le cryptographie et la théorie des codes.

Pour le premier chapitre le sujet d�étude est l�algèbre des anneaux, les corps, les groupes

et leurs propriétés.

Deuxième chapitre est consacré a l�étude de l�extension de corps, extension algébrique et

extension transcendente.

En�n le troisième chapitre sera consacré à étudier l�introduction de corps �nis et les con-

structions des corps �nis.
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Chapitre 1

Structure Algebrique

1.1 Groupes

Dé�nition 1.1.1 Un ensemble G muni d�une la loi (�) interne noteé multiplicativement est
un groupe si :

1) 8 (x; y; z) 2 G3; on a : x (yz) = (xy) z:
2) 9!e 2 G tel que : 8x 2 G, on a : ex = xe = x:
3) 8x 2 E, 9x�1 2 E; tel que : x x�1 = x�1x = e:

Dé�nition 1.1.2 Si (G; �) est un groupe tel que la loi (�) satisfait la propriété :

8 (x; y) 2 G; on a : x � y = y � x

alors le groupe (G; �) est dit commutatif ou abélien.

Exemple 1.1.1 1) (Z;+), (Q;+) ; (R;+) ; (C;+) sont des groupes; mais, (N;+) n�est pas

un groupe, puisque l�opposé d�un entier strictement positif pour l�addition n�existe pas dans

N.

2) f�1; 1g c�est un groupe avec la multiplication.
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1.2. Anneau

1.1.1 Sous-groupe

Dé�nition 1.1.3 Soit (G; �) un groupe. On appelle sous-groupe de G, un sous-ensemble
H � G tel que :
1) H est stable par la multiplication

ie 8 (x; y) 2 H2; on a xy 2 H.
2) l�élément neutre de G est dans H.

3) H est stable par inversion c�est-à-dire pour tout x de H, l�inverse de x pour la loi (�) de
G est dans H.

Remarque 1.1.1 l) L�ensemble H étant muni de la loi de groupe induite par la loi (�) de
G. Le sous-ensemble feg et G d�un groupe G dé�nissent des sous-groupes de G.
2) H � G est un sous groupe de (G; �) ssi 8 (x; y) 2 H2; on a xy�1 2 H.

1.2 Anneau

Dé�nition 1.2.1 On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de composition

internes: l�addition (notée en général �+ �) et la multiplication (notée en général � � �)
satisfaisant les axiomes suivants :

1) (A;+) est un groupe abélien.

2) La multiplication est associative et distributive à droite et à gauche par rapport à

l�addition, c�est-à-dire satisfait :

i) 8(a; b; c) 2 A3 : (ab)c = a(bc)
ii) 8(a; b; c) 2 A3 : (a+ b)c = ac+ bc et a(b+ c) = ab+ ac:
On note l�anneau A par (A,+,�):
La multiplication admet un élément neutre (notée en général 1A, ou 1 si aucune

confusion n�en résulte, et appelé élément unité de A ):

1.2.1 Anneau commutatif

Dé�nition 1.2.2 Un anneau (A;+; �) est dit commutatif si la loi (�) de multiplication est
commutative.
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1.2. Anneau

1.2.2 Quelques types d�anneaux

Anneaux intégres

Dé�nition 1.2.3 Soit (A;+; �) un anneau commutatif: On dit que a 2 A est un diviseur de
zéro si a 6= 0 et s�il existe un élément b de A non nul tel que ab = 0.

Dé�nition 1.2.4 L�anneau (A;+; �) est dit intégre s�il est di¤érent de f0g, et sans diviseur
de 0 c�est-à-dire,

8 (a; b) 2 A2; on a ab = 0 =) a = 0 ou b = 0:

Exemple 1.2.1 1) (Z;+; �) ; (Q;+; �) ; (R;+; �)et (C;+; �) ;sont des anneaux intègres.
2) Z=6Z n�est pas un anneau intègre puisque �2� �3 = �6 = �0:

Anneau factoriel

Dé�nition 1.2.5 Un élément a d�un anneau (A;+; �) est dit irréductible si
(8 (b; c) 2 A2; a = bc) =) (b ou c est inversible mais pas les deux) :

Dé�nition 1.2.6 Un anneau commutatif A est dit factoriel s�il satisfait les trois propriétés

suivantes :

1) A est intégre.

2)Tout élément non nul a de A s�écrit comme produit

a = up1 � ::::� pr

avec u 2 A� et les pi irréductibles i = 1:::::r (A� est les éléments inversibles de A).
3) Il y a unicité de cette décomposition au sens suivant : si a = vq1� ::::� qs est une autre,
alors r = s et il existe une permutation �de f1; ::::; rg tel que pour tout i de f1; ::::; rg ; les
élements pi et q�(i) soient associés .

Anneau produit

Dé�nition 1.2.7 Soient A1 et A2 deux anneaux. On appelle anneau produit des anneaux

A1et A2, et on note A1 � A2 l�ensemble A1 � A2 muni des lois dé�nies par :
(a1; b1) + (a2; b2) = (a1 + a2; b1 + b2)

(a1; b1) � (a2; b2) = (a1a2; b1b2), avec a1; a2 2 A1 et b1; b2 2 A2:
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1.2. Anneau

1.2.3 Sous-anneau

Dé�nition 1.2.8 soient A un anneau et B une partie de A. on dit que B est un sous

anneau de A si 8 (a ; b) 2 B �B
i) a� b 2 B:
ii) ab 2 B:

1.2.4 Idéal dans un anneau

Dé�nition 1.2.9 Soit (A;+; �) un anneau. Un ideal à gauche I � A (resp:�a droite) est
un sous-groupe additif (I;+) � (A;+) ; stable par la multiplication à gauche (à droite) : AI
� I (resp:IA�I) :
I est bilatére s�il est idéal à gauche et à droite, donc x 2 I , a; b 2 A implique axb 2 I

Dé�nition 1.2.10 On dit qu�un idéal I de A est premier si : 8x; y 2 A;

(x � y 2 I =) x 2 I ou y 2 I) :

Dé�nition 1.2.11 On dit qu�un idéal I de A est maximal dans A si il n�y a pas d�ideal

J � A tel que I ( J ( A:

1.2.5 Morphisme d�anneaux

Dé�nition 1.2.12 soient (A;+; �) ; (B;+; �) deux anneaux unitaires et ' une application de
A �! B.

On dit que ' est un morphisme d�anneaux si,

8x; y 2 A� A on a :
1) ' (x+ y) = ' (x) + ' (y) :

2) ' (x � y) = ' (x) � ' (y) :
3) ' (1A) = 1B:

Le noyau et l�image du morphisme ', sont dé�nis par

ker' = fx 2 A : ' (x) = 1Bg

Im' = fy 2 B : 9 x 2 A et y = ' (x)g
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1.3. Corps

1.3 Corps

Dé�nition 1.3.1 Un ensemble k 6= f0g muni de deux lois +; � est appelé corps si et
seulement si :

i) (k;+; �) est anneau.
ii) Tout élément de k � f0g admet un inverse pour (�) dans k:
Si, de plus, (�) est commutative dans k; on dit (k;+; �) est un corps commutatif

Exemple 1.3.1 L�ensemble Q des nombres rationnels, muni de l�addition et de la multi-

plication ordinaires, est un corps commutatif. De même, l�ensemble R des nombres réels et

l�ensemble C des nombres complexes .

Théorème 1.3.1 Si (k;+; �) est un corps, alors (k�; �) est un groupe multiplicatif.
telque k� = k= f0g

Preuve. Si a 2 k�, on a aussi a�1 2 k�, car les relations :

aa�1 = a�1a = 1k

prouvent que a�1 6= 0k:
Si a 2 k�et b 2 k�, on a :

(ab) �
�
b�1 � a�1

�
= a

�
b � b�1

�
a�1 = a � 1k � a�1 = 1k

et de même, on montre que (b�1 � a�1) � (ab) = 1k, ce qui prouve que ab est inversible, et que
(ab)�1 = b�1 � a�1: En particulier, ab 2 k�: Donc k�est stable pour la multiplication .
On a : 1k 2 k�car, par hypothèse, 1k 6= 0k. Donc la multiplication dé�nit sur k� une loi

associative, d�élément neutre 1k; et si a 2 k�, l�élément a�1, qui appartient à k�, est inverse
de a pour cette loi. Ceci achève de prouver que k�, muni de la multiplication, est un groupe.

Ce groupe (que l�on note encore k�)est appelé groupe multiplicatif du corps k:

Remarque 1.3.1 Pour que le corps k soit commutatif, il faut et il su¢ t que le groupe

multiplicatif k� soit abélien .
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1.3. Corps

1.3.1 Sous-corps

Dé�nition 1.3.2 Une partie L d�un corps k est appelée un sous-corps de k si, et

seulement si :

i) L est stable pour l�addition et la multiplication de k .

ii) L Muni des deux lois internes (x ; y) 7! x+y et (x ; y) 7! x �y l�ensemble L est un corps.
Autrement dit; L est un sous corps de k si et seulement si :

1) 8 (a; b) 2 L2 : a� b 2 L.
2) 8 (a; b) 2 L� L� f0g ; ab�1 2 L:

1.3.2 Corps premier

Dé�nition 1.3.3 On dit que le corps Q, ainsi que les corps Z =PZ sont des corps pre-

miers.

Plus génaralement, on apellera corps premier, tout corps isomorphe soit à Q, soit à un

corps du type Z =PZ.

Sous-corps premier d�un corps

Dé�nition 1.3.4 k étant un corps, soit fkigi 2I la famille des sous-corps de k:Cette famille
est non vide.

Posons 4 : = \i 2Iki; 4 est alors le plus petit sous-corps de K .

Donc, 4 est appelé le sous-corps premier de k:

Propriétés des sous-corps

Si L est un sous-corps du corps k, alors :

1) L est un sous-groupe additif de k. Il en résulte que l�élément nul du corps L n�est

autre que 0K on a (0K = 0L) :

2) L�est un sous-groupe du groupe multiplicatif de k�: Il en résulte que l�élément

unité de L est 1k (1L = 1k), ceci puisque l�élément neutre du groupe k� est aussi l�élément

neutre de chacun de ses sous-groupes.
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1.3. Corps

1.3.3 Caractéristique d�un corps

Dé�nition 1.3.5 Soient k un corps et ' : Z �! k est une application dé�nit par

'(n) = n:1 = 1 + :::+ 1:Est un homomorphisme d�anneaux :

on a ker' est un idéal de Z :

1) Si ' injectif : ker' = f0g ; on dit que le corps k est de caractéristique 0 (ou par fois
in�nie ).

2) Si ' non injectif : ker' = pZ, où p est un nombre premier, on dit que k est de

caractéristique p ou d�exposant caractéristique p. Les corps de caractéristiques premier sont

dits de caractéristiques positives .

Exemple 1.3.2 Les corps Q; R et C sont de caractéristique 0.

Pour p nombre premier, le corps Z =pZ est de caractéristique p:
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Chapitre 2

Extension de corps

2.1 Extension de corps

Dé�nition 2.1.1 Soit K un corps , on appelle une extension de K, tout corps L contenant

un sous corps isomorphe à K:

Si L est un corps tel que K � L, on dit que L est une extension de K.

Dé�nition 2.1.2 (K-morphisme) Si L et L0
sont deux extensions d�un même corps K,

un K-morphisme ' : L! L
0
est un morphisme de corps ' tel que 'jK est l�identité.

i.e 8� 2 K;' (�x) = �' (x) :

Exemple 2.1.1 1) C et R sont des extensions de Q. Plus généralement, tout corps est une

extension de son sous-corps premier.

2) E = Q
�p
2
�
=
�
p+ q

p
2; (p; q) 2 Q2

	
; alors E est une extension de Q:

Exemple 2.1.2 1) Tout corps de caractéristique 0 est une extension du corps Q.

2) Tout corps K est un sous-corps du corps K (x) des fractions rationnelles à coe¢ cients

dans K, donc K (x) est une extension de K:

2.1.1 Extension intermédiaire

Dé�nition 2.1.3 On dira qu�un corps L est un corps intermédiaire pour une extension

E =K, si K � L � E, on dit alors que L =K et E =L sont des sous-extensions de E =K:

9



2.1. Extension de corps

Proposition 2.1.1 E extension d�un corps K alors E est un K�espace vectoriel.

Soit �; � 2 C tel que � = a+ ib; � = c+ id avec a; b; c et d 2 R;
1) la lois interne (+) dé�ni comme suit :

+ : C2 �! C (�; �) �! �+ � = (a+ b) + i (c+ d) :

2) la lois externe (�) dé�ni comme suit :
� : R� C! C (�; a+ ib) �! (�� a) + i (�� b) :
La famille f1; ig est une base de l�espace C sur R:

2.1.2 Extension par adjonction

Dé�nition 2.1.4 Soient L =K une extension et M partie de L. Le plus petit sous-corps

de L contenant K et M s�appelle le sous-corps de L engendré sur K par M , ou encore la

sous-extension de L =K engendrée par M . Ce corps se noté K (M), ou K (�1; :::; �n) si M

est �ni, M = f�1; :::; �ng :

Exemple 2.1.3 C = R (i) : Si M = ;; alors K (M) =M:

Proposition 2.1.2 Pour n > 1, le corps K (�1; �2; :::; �n) peut être considéré comme

l�extension de K obtenue par les adjonctions successives de �1; �2; :::; �n.

C�est -à-dire que :

K (�1; �2) = K (�1) (�2) ; K (�1; �2; �3) = K (�1; �2) (�3) ; :::; K (�1; �2; :::; �n) = K (�1; �2; :::; �n�1) (�n) :

Preuve. On démontre ce résultat par récurrence sur n:

Supposons n = 2; les éléments �1 et �2 étant, par hypothése, dans le corps L; K (�1; �2)

est le plus petit sous-corps de L contenant K; �1 et �2. Or on a K (�1) � K (�1; �2) et

�2 2 K (�1; �2),d�ou

K (�1) (�2) � K (�1; �2) � L:

Le corps K (�1) (�2) étant un sous corps de L, contenant K ;�1 et �2, on en déduit que

K (�1; �2) = K (�1) (�2) :
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2.1. Extension de corps

Supposons n > 2; si K (�1; �2; :::; �n�1) est l�extension de K obtenue par les adjonctions

successives de �1; �2; :::; �n�1; alors le raisonnement fait pour n = 2; permet de prouver que

K (�1; �2; :::; �n) = K (�1; �2; :::; �n�1) (�n) ;

d�ou le résultat énoncé.

Remarque 2.1.1 l�extension K (�1; �2; :::; �n) de K est indépandante de l�ordre dans lequel

sont faites les adjonctions des �i; 1 � i � n:
On a, en particulier

K (�1; �2) = K (�1) (�2) = K (�2) (�1) :

Cas particuliers :

1) Pour T = f�g, où � 2 L; K (T ) s�écrit K (�) est dite extension simple de K, obtenue
par l�adjonction de � à K.

On note que si � 2 K alors K (�) = K

2) Plus généralement, pour T = f�1; �2; :::; �ng, où n 2 N�et les �i, 1 � i � n, sont

des éléments de L; K (T ) est noté K (�1; �2; :::; �n) et appelé extension de K obtenue par

l�adjonction de �1; �2; :::; �n à K:

Dé�nition 2.1.5 On dit que E une extension de K simple si et seulement si, il existe

� 2 E où E = K (�) ; K (�) appellé extension simple sortie en ajoutant élément primitif.

Exemple 2.1.4 1) C = f�+ �i; (�; �) 2 R2; i2 = �1g = R (i) :
2) fp+ qi ; (p; q) 2 Q2; i2 = �1g = Q (i) :
3)
�
p+ q

p
2; (p; q) 2 Q2

	
= Q

�p
2
�
:

Exemple 2.1.5 On démontre que Q
�p
2;
p
3
�
= Q

�p
2 +

p
3
�
. On a d�une part

p
2 +

p
3 2 Q

�p
2;
p
3
�
=) Q

�p
2 +

p
3
�
� Q

�p
2;
p
3
�
:

D�autre part, véri�ons que
p
2 et

p
3 appartient à Q

�p
2 +

p
3
�
:
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2.1. Extension de corps

�p
2 +

p
3
�2
= 5 + 2

p
6)

p
6 2 Q

�p
2 +

p
3
�

p
6
�p
2 +

p
3
�
= 2

p
3 + 3

p
2 = 2

�p
2 +

p
3
�
+
p
3 d�où

p
3 2 Q

�p
2 +

p
3
�
;

on déduit que
p
2 2 Q

�p
2 +

p
3
�
et par suite Q

�p
2;
p
3
�
= Q

�p
2 +

p
3
�
donc

p
2 +

p
3 est un élément primitif pour l�extension Q

�p
2;
p
3
�
=Q:

2.1.3 Degré d�une extension de corps

Dé�nition 2.1.6 Soit E une extension d�un corps K. La dimension de E comme K espace

vectoriel est appelée degré de l�extension E sur K et notée [L : K].

L�extension E est dite de degré �ni de K si [L : K] est �ni. Une extension de degré 2 est

appelée extension quadratique.

Exemple 2.1.6 1) [C : R] = 2:

2) R est une extension in�nie de Q, puisque Q est dénombrable.

Dé�nition 2.1.7 Compte tenu des hypothéses ci-dessus, [L : K] est appelé degré de l�extension

L=K ( ou degré de L sur K ).

i) Si L est de dimension �nie sur K, on dit que L est une extension de degré �ni sur K

et [L : K] = dimk L:

ii) Si L est de dimension in�nie sur K, on dit que L est une extension de degré in�ni sur

K.

Remarque 2.1.2 L = K () [L : K] = 1:

Exemple 2.1.7 1) Si E =K est une extension telle que [E : K ] = 1, alors E = K.

2) [C : R] = 2:

3) R est une extension in�nie de Q, puisque Q est dénombrable.

Théorème 2.1.1 Quelles que soient les extensions des corps L=K et M =L, on a

[M : K] = [M : L]� [L : K] : (1)

Preuve. On suppose K � L �M:
Soit fxigi2I une base de L sur K et fyjgj2J une base de M sur L, où I et J sont des
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2.1. Extension de corps

ensembles non vides.

Montrons que fxiyjg(i ;j)2I�J est une base de M sur K:

Soit z 2M ; z =
P
j2J
�jyj, où les �j sont des éléments de L, nuls, sauf un nombre �ni d�entre

eux ( ce que l�on exprime aussi, en disant que les �j sont presque tous nuls dans L).

Pour tout j 2 J; �j =
P
i2I
�ijxi;les éléments �ij étant presque tous nuls dans K; alors

z =
P

i 2I;j 2J
�ijxlyj;les �ij étant presque tous nuls dans K.

On en déduit que la famille fxiyjg(i;j)2I�J est une partie génératrice de l�espace vectoriel M
sur K; montrons que c�est aussi une partie libre sur K.

Supposons
P

i 2I;j 2J
cijxiyj = 0;les cij étant presque tous nuls dans K.

On peut alors écrire

X
j2J

 X
i2I
cijxi

!
yj = 0:

Or fyjgj2J est une base de M sur L et pour tout j 2 J;
P
cijxi 2 L par suite

X
i2I
cijxi = 0;8j 2 J =) cij = 0;8 (i; j) 2 I � J

puisque fxigi2I est une base de L sur K:
Ainssi la famille fxiyjg(i;j)2I�J est une partie libre et génératrice du K espace vectoriel M ,

c�est donc une base de M sur K:

D�autre part, on a

card (I � J) = card (I)� card (J) ;

on en déduit la relation (1).

Remarque 2.1.3 a) On écrira souvent [L : K] < 1 pour exprimer que l�éxtension L =K

est de degré �ni .

b) Dans la relation (1),

[M : K] <1 =) [M : L] <1 et [L : K] <1:

D�une façon générale, si deux des degrés qui �gurent dans la relation (1) sont �nis, le

troisiéme est �ni et dans ce cas , les entiers [M : L]et [L : K] divisent l�entier [M : K] :

13



2.1. Extension de corps

Conclusion 2.1.1 Soit L =K une extension de corps, de degré �ni ; si fKig1� i�r ;

r � 1, est une famille �nie, totalement ordonnée, de corps intermédiaires, alors :

K � K1 � K2 � ::: � Kr � L

implique

[L : K] = [L : Kr] [Kr : Kr�1] ::: [K1 : K] :

Remarque 2.1.4 Soit L =K une extension d�un corps et B = fxigi2I une base de L sur
K; alors L peut toujours être considéré comme obtenu par l�adjonction de B à K.

En e¤et, B � L et K � L, donc l�extension K (B), obtenue par l�adjonction de B à K, est

un sous-corps de L. D�autre part, tout x 2 L s�écrit, de façon unique,
x =

P
i2I
�ixi, les �i étant presque tous nuls dans K:

Par suite, tout élément de L est dans K (B), on en conclut que L = K (B).

En particulier, si [L : K] = n 2 N� et si fxig1� i � n est une base de L sur K, alors

L = K (x1; x2; :::; xn) :

2.1.4 Isomorphismes d�extensions de corps

Rappel

1) Deux corps K et F sont dits isomorphes s�il existe un isomorphisme d�anneaux

unitaires de K sur F .

2) Etant donné un corps K, une extension L =K est dé�nie par la donné d�un couple

(L ; u) ; où u est un plongement

de K dans L:

Dé�nition 2.1.8 Soit K et F deux corps isomorphes. On dira que les extensions L =K

et M =F; respectivement dé�nies par les couples (L ; u) et (M ;�), sont isomorphes, s�il

existe un couple d�isomorphismes (� ; �), respectivement, de K sur F et L sur M , tel que

le diagramme suivant commute :

14



2.1. Extension de corps

c�est-à-dire � � u = � � �:
On dit alors, que le couple (� ; �) est un isomorphisme d�extensions de corps de L =K

sur M =F:

cas particuliers

1) Si K � L et F � M; u et � étant alors, respectivement, les injections canoniques de K
dans L et F dans M; on a

� � u = � � �() �jK = �

2) Si K = F et � = idK , le diagramme commutatif devient:
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2.2. Extensions Algébriques et extensions Transcendentes

d�où � � u = �:
Si de plus, u et � sont les injections canoniques, alors

� � u = � () �jK = idK

et dans ce cas, on dit que � est un K isomorphisme de L sur M:

Les corps L et M sont alors K isomorphes (dans certins ouvrages, on dit que les corps L

et M sont conjugués sur K ).

2.2 Extensions Algébriques et extensions Transcendentes

2.2.1 Extensions Algébriques

Nombre et extension algébrique

Dé�nition 2.2.1 Soit E =K une extension. Un élément � de E est algébrique sur K s�il

existe

P (X) 2 K [X] tel que P (�) = 0:

Dé�nition 2.2.2 Une extension E =K est algébrique si tout élément de E est algébrique

sur K.

Proposition 2.2.1 Soient E =K une extension et � un élément de E.

Les propositions suivants sont équivalentes.

i) � est algébrique sur K:

ii) Le corps K(�) est isomorphe à K [�].

iii) K [�]est un K espace vectoriel de dimension �nie.

Démonstration. cf [5] :

Proposition 2.2.2 Une extension de degré �nie est algébrique.

Démonstration. Soient E =K une extension �nie et � 2 E; puisque dimK (K (�)) �
dimK (E) ; il existe un entier n tel que 1; �; :::; �

n soient linéairement indépendants. Il existe
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2.2. Extensions Algébriques et extensions Transcendentes

donc des éléments �0; :::; �n de K tels que �0 + :::+ �n�
n = 0. Autrement dit, il existe un

polynôme P (X ) 2 K[X] telque P (�) = 0:

Proposition 2.2.3 Pour qu�une extension E =K soit algébrique, il faut et il su¢ t que tout

anneau A, tel que K � A � E, soit un corps.

Démonstration. Soient E =K une extension algébrique et A un anneau tel que K �
A � E. Tout élément non nul � 2 A étant algébrique, le sous-anneau de A engendré par
K et � est égal au corps K(�), donc � est inversible dans A: Réciproquement, supposons

que tout anneau A véri�ant K � A � E soit un corps. Pour tout élément � 2 E on

a K � K[�] � E, donc K[�] est un corps et � est inversible dans K[�], i.e. il existe

f(x) 2 K[X] tel que ��1 = f(�). On a donc �f(�)� 1 = 0, i.e. � est algébrique.

Théorème 2.2.1 Soient E =K une extension et � 2 E un élément algébrique sur K:Alors,
1) Il existe un unique polynôme irréductible unitaire M�(X) 2 K[X ] tel que M� (�) = 0:

2) Tout polynôme P (X) 2 K[X] tel que P (�) = 0 est divisible par M�(X).

3) Le corps K(�) est isomorphe à K[X] =(M�(X)) et [K(�) : K] est égale au degré du

polynôme M�(X ). En posant ce degré égal à n, les éléments 1; �; :::; �n�1 forment une base

du K espace vectoriel K(�)

Démonstration. cf [5] :

Polynôme minimal

Dé�nition 2.2.3 Le polynôme M�(X) est appelé le polynôme minimal de � sur K:

L�entier deg(M�(X)) = [K(�) : K] est appelé le degré de � sur K:

Remarque 2.2.1 1) L�extension A =Q étant algébrique, A est dénombrable.

2) On remarque que tout polynôme irréductible unitaire de K [X ]est un polynôme minimal

de ses racines dans une extension E de K (s�il admet des racines dans E). Une question,

importante dans la suite, est de savoir, lorsque ce polynôme admet des racines dans E, si

elles sont simples.
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2.2. Extensions Algébriques et extensions Transcendentes

2.2.2 Extensions Trancsendantes

Dé�nition 2.2.4 Soit E =K une extension. Un élément de E qui n�est pas algébrique sur

K est dit transcendant sur K: Si l�extension E n�est pas algébrique elle est dite transcen-

dante (sur K).

Remarque 2.2.2 Un élément � 2 E est transcendant sur K si et seulement si les éléments

�n; n 2 N; sont linéairement indépendants sur K: Dans ce cas, dimKK(�) = +1 :il en est

donc de même pour dimKE:

Extension trancsendantes pure

Dé�nition 2.2.5 Une extension E =K est dite extension transcendante pure de K s�il

existe une famille (�i)i2I d�éléments de E; algébriquement libre sur K et telle que E =

K(�i)i2I . Une telle famille est appelée base pure de E sur K:

Théorème 2.2.2 Pour qu�une extension E =K soit transcendante pure, de base pure (�i)i2I ,

il faut et il su¢ t que E soit isomorphe au corps K(Xi)i2I des fractions rationnelles sur K:

Démonstration.

i) Si I = ;; K est une extension transcendante pure de K:

ii) Si I 6= ;;alors ' : K [Xi]i2I �! K [�i]i2I dé�nie par f �! f (�i) est un isomorphisme,

car surjective par dé�nition de K [�i]i2I et injective puisque les (�i)i2I sont algébriquement

libres. La propriété universelle du corps des fractions d�un anneau intègre montre que le

corps des fractions de K [�i]i2I est E = K(�i)i2I ; d�où K(�i)i2I w K(Xi)i2I . La réciproque

est évidente.

Base de transcendance

Dé�nition 2.2.6 Soit E =K une extension. On appelle base de transcendance de E sur

K un élément maximal de l�ensemble, ordonné par inclusion, des parties de E algébrique-

ment libres sur K.
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2.2. Extensions Algébriques et extensions Transcendentes

Degré de transcendance

Dé�nition 2.2.7 Soit E =K une extension ayant une base de transcendance sur K qui

est �nie. On appelle degré de transcendance de E sur K le cardinal d�une base de

transcendance de E sur K:

Remarque 2.2.3 Il résulte de ce qui précède que si E =K est une extension de degré de

transcendance n; alors :

1) Tout système de générateurs a au moins n éléments. S�il en existe un ayant n éléments,

c�est une base pure

(et E est donc une extension pure de K).

2) Toute partie de E algébriquement libre sur K a au plus n éléments. S�il en existe une

ayant n éléments, c�est une base de transcendance de E sur K:
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Chapitre 3

Corps �nis

3.1 Introduction

Dé�nition 3.1.1 Un corps �ni K est un corps de cardinal �ni.

ie card (k) = n 2 N:

Théorème 3.1.1 L�anneau Zn = Z=nZ est un corps si et seulement si n est un nombre

premier.

Démonstration. cf [8] :

Notation 3.1.1 On note p nombre premier et Fp le corps Z=pZ.

Lemme 3.1.1 Soit K un corps �ni de caractéristique p. Alors K contient un sous corps

isomorphe à Fp (que l�on identi�e à Fp), et son cardinal est de la forme pn avec n � 1:

Démonstration. Soit ' : Z �! k est un homomorphisme d�anneaux dé�nit par

'(n) = n:1 = 1 + :::+ 1:

Par le premier théorème d�isomorphisme on obtient que l�image de ' était isomorphe à Fp.

Identi�ons Im' et Fp. Le corps K est un espace vectoriel sur Fp de dimension �nie n. Son

card (K) est donc bien pn:
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3.2. Caractéristique d�un corps �ni

3.2 Caractéristique d�un corps �ni

Lemme 3.2.1 Soit un corps K son sous corps premier est isomorphe à un corps premier

tel que

car(k) = 0 si et seulement si, si le sous corps premier de K est isomorphe à Q

car(k) = p si et seulement si, si le sous corps premier de K est isomorphe à Fp:

Théorème 3.2.1 Soit K un corps �ni à q éléments, de caractéristique p.

1) Si n est la dimension de l�espace vectoriel K sur Fp, on a q = pn.

2) Tout élément x de K� véri�e xq�1 = 1, ce qui implique x�1 = xq�2:

3) Tout élément x de K véri�e xq = x:

4) Soit � un élément primitif de K. La famille

B =
�
1; �; �2; :::; �n

	
est une base de l�espace vectoriel K sur Fp, c�est-à-dire que tout élément x de K s�écrit

d�une façon unique

x = R (�) avec R 2 Fp [X](n) :

Démonstration.

1) K est un espace vectoriel sur Fp .Cet espace vectoriel est nécessairement de dimension

�nie puisque K est �ni. Soit n cette dimension, et soit fb1; b2; :::; bngune base de K sur Fp.

Tout élément x de K s�écrit de façon unique

x = �1b1 + �2b2 + :::+ �nbn;

où chaque �i de Fp peut prendre cardFp de valeurs distincts.

(2) et (3) Le groupe K� est d�ordre (q � 1) donc tout élément x de K� véri�e

xq�1 = 1 = xxq�2;

d�où l�on déduit xq = x; relation qui est aussi véri�e par 0:

4) Le corps K étant un espace vectoriel de dimension n sur Fp, montrons que la famille

B = f1; �; �2; :::; �ng est libre.Supposons le contraire, une combinasion linéaire non iden-
tiquement nulle entre les �i équivaut à l�existence d�un polynôme non constant P de Fp [X]

(n)
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3.2. Caractéristique d�un corps �ni

tel que p (�) = 0:

Soit � le sous Fp espace vectoriel de K engendré par la famille B. D�après notre hyppothèse,

dim (�) < n donc � est strictement inclus dansK. On en deduit que (�n f0g) est strictement
inclus dans K�:

Si l�on montre que � est une anneau, l�ensemble (�n f0g), qui contient �; contiendra toutes
la puissances positives de � et cela impliquera que � n�est pas un générateur de K�, d�où

contradiction.

par de�nition �; on peut écrire � =
n
R (�) jR 2 Fp [X](n)

o
:Possons

A = fQ (�) jQ 2 Fp [X]g :

Comme A est un anneau, il su¢ t de montrer que � = A.

Or il est clair que � � A:Réciproquement, soit Q un polynôme de Fp [X], la division eucli-
dienne de Q par p s�écrit �

Q = pQ1 +R1;

R1 2 Fp [X](n) :

�

Comme p (�) = 0, on voit que Q (�) = R1 (�) appartient à � puisque R1 est dans Fp [X] ;

ce qui prouve que A � �, donc l�égalité.

Théorème 3.2.2 Soit k un corps �ni tel que cardK = q Si K est de caractéristque p, alors

1) K est une extension de Fp de degré [k : Fp] = n et q = pn:

2) Le sous corps premier de K est isomorphe à Fp:

Démonstration.

1) k est un corps de caractéristique p 6= 0, donc k est une extenstion de Fp on peut supposer
Fp � k, alors

Fp � k et card (K) <1 =) [k : Fp] <1:

Posons n = [k : Fp] ; ainsi k est un espace vectoriel de dimension �nie, n, sur Fp; d�où

k w F np ; ce qui implique card (k) = pn:
2) evident.

Remarque 3.2.1 1) Tout corps �ni (c�est-à-dire de cardinal) est nécessairement de carac-

téristique non nulle.
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2) Le corps Z=pZ est de cardinal p et de caracteristique p; pour tout nombre premier p:

3) Si V est un espace voctoriel sur un corps K alors :

dimk V = n <1() V w kn:

3.3 Construction des corps �nis

L�anneau Fp [X] est un anneau principal car Fp est un corps.

Théorème 3.3.1 Pour tout p nombre premier et tout entier n > 0, il existe un polynôme

irréductible de degré n dans l�anneau Fp [X] :

Démonstration. cf [5] :

Théorème 3.3.2 Soit n 2 N�; on pose q = pn alors il existe un corps k à q élément, c�ést
le corps de composition du polynôme xq �X
on le note Fq:

Démonstration. Si K est un corps à q éléments et si x 2 K; alors xq�1 = 1
( Lagrange), donc tout élément de K est racine de Xq � X: Or Xq � X est à coe¢ cients

dans Fp le sous corps premier de K. Donc K est bien le corps de décomposition de Xq �X
sur Fp:

Réciproquement, soit K le corps de décompisotion de Xq�X sur Fp et soit k � K l�ensemble

des racines de Xq � X: Alors k est un corps. D�autre part le polynôme dérivé de Xq � X
est toujours non nul donc Xq�X n�admet que des racines simples, donc card (k) = q: D�où

k = K.

On déduit, pour tout n > 0, l�existence d�un polynôme irréductible de degré n.

Soit P (x) 2 Fp [X] on a,
� : Fp [X]! k = Fp [X] = (P )

alors k est une extension de degré [k : Fp] = n et d�apres le théoreme (3.2.2) k corps à pn

éléments.
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3.4. L�endomorphisme de Frobenius

Théorème 3.3.3 Soit P un polynôme irréductible de degré n de Fp [X] et soit k le corps

Fp [X] = (P ) :On désigne par � la classe d�équivalence du polynôme X dans k:

Alors

1) Pour tout élément x de k, il existe un polynôme g de FP [X] et un seul, de degré au plus

égal à (n� 1) tel que
x = g (�) :

2) La famille �
1; �; �2; :::; �n�1

	
est une base, appelée base canonique, de l�espace vectoriel k sur Fp.

3) Le corps k posséde pn éléments.

Preuve. cf [8]

Exemple 3.3.1 ( Le corps F8)

Soit p(X) = X3 + X + 1:ce polynôme est irréductible sur le corps à deux éléments F2:le

quotient de l�anneau Z2 [X] des polynomes à coe¢ cent dans Z2 par l�idéal engendré par P

est un corps que nous noterons F8:

3.4 L�endomorphisme de Frobenius

Dé�nition 3.4.1 Soit K un corps commuttif de caractéristique p, alors l�application

F : K �! K

� �! �p

est un endomorphisme de K, appelé endomorphisme de Frobenius.

Remarque 3.4.1 Si le corps K est �ni, alors F est un automorphisme de K

et si K = Fp alors , F = idFp :

Proposition 3.4.1 Soit K un corps �ni de caractéristique p.

8 (x; y) 2 K2 on a

i) (x+ y)p = xp + yp:

ii) (x+ y)p
i

= xp
i
+ yp

i
pour tout i � 2:
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iii) Fp = fx 2 K = x = xpg :
iv) Soit G un polynôme de K [X] :On a l�équivalence

(G 2 Fp [X]), (G (Xp) = G (X)p):

Démonstration.

i) On développe (x+ y)p par la formule du binôme de netwton, puis le coe¢ cient binomial

Ckp est divisible par p, donc est nul dans Fp:

iii) Le groupe F �p est d�ordre (p� 1), tout élément x de F �p véri�e donc xp�1 = 1; d�où

xp = x; relation aussi veri�ée par 0, donc Fp � fx 2 K=x = xpg :
Réciproquement, le polynôme Xp �X posséde au plus p racines dans K; on a l�inégalité

card fx 2 K=x = xpg � cardFp:

iv) Soit G (X) = �0 + �1X + :::+ �nXn D�apres (i). on a

G (X)p = �p0 + �
p
1X

p + :::+ �pn(X
n)p;

le résultat découle alors de (iii).

3.5 Propriétés des corps �nis

Théorème 3.5.1 Si k est un corps �nis, alors toute extension de degré �ni sur k est une

extension simple .

Preuve. cf [5] :

Corollaire 3.5.1 Toute corps �ni de la forme Fpn est une extension simple de Fp:

Théorème 3.5.2 Si k est un corps �nis, alors le groupe multiplicatif k� est cyclique.

Démonstration. Pour chaque diviseur d de l�ordre du groupe k�, l�enssemble

Ud =
�
x 2 k�=xd = 1
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3.6. Sous corps d�un corps �ni

coïncide avec l�ensemble des racines distinctes du polynôme
�
Xd � 1

�
: On deduit que

cardUd � d:
Il en résulte que si k est un corps à q éléments, le groupe cyclique k�; qui est d�ordre (q � 1),
possède f (q � 1) générateurs.
Ces générateurs du groupe k�en termes des (q � 1) premières puissances de �, puisque

k� = f�i = i = 1; 2; :::; q � 1g :

Cela implique en particulier que si sous-corps L de k contient un élément primitif � de k;

alors L = k:

Théorème 3.5.3 Deux corps �nis qui ont méme nombre d�éléments sont isomorphes.

Preuve. Soit K et K
0
deux corps à pn éléments, soit � un élément primitif de K, et soit

p le polynôme minimal de �: On sait que p apartient à Fp [X] et est irréductible de degé n.

de plus, K est isomorphe au corps Fp [X] = (p).

que p admet n racines distinctes dans le corps K
0
; soit � l�une d�elles etant irréductible dans

Fp [X] ; p est le polynôme minimal de �. Ainsi � est de degré n sur Fp, cela signi�e que K
0

est isomorphe au corps Fp [X] = (p) :

L�isomorphisme de K sur K
0
n�a rien de canonique, il dépend du choix d�un élément primitif

� de K et d�un élément � de degré algébrique n de K
0
, mais attention, ce choix n�est pas

unique.

3.6 Sous corps d�un corps �ni

Théorème 3.6.1 Soit K un corps de caractéristique p, à q = pn éléments.

1) Le nombre d�éléments de tout sous corps de K est de la forme pr, où r divise n.

2) Réciproquement, pour chaque diviseur r de n; l�ensemble des éléments de K véri�ant

xp
r

= x

est l�unique sous corps de K à pr éléments .
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3.7. Existence et unicité de corps �nis

Démonstration.

1) Le nombre d�éléments d�un sous corps de K est de la forme pr d�après le théoréme (2)

(dans caractéristique d�un corps �ni) ,pn est une puissance de pr donc r divise n:

2) Soit r un diviseur de n. l�entier (pr � 1) divise l�ordre (pn � 1) du groupe cyclique K�.

Que les éléments de K� véri�ant Xpr = 1 constituent un sous-groupe d�ordre (pr � 1) de
K�.

L = fx 2 Kjxpr = xg

posséde pr éléments.

Comme L� est un groupe multiplucatif, il reste à montre qui L est un groupe additif.

On sait que L est stable pour l�addition et que 0 2 L. Soit x un élément de L, montrons
que �x 2 L.
i) Si p = 2, on a �x = x 2 L.
ii) Si p > 2; pr impair :

(�x)pr = �xpr = �x

c�est-à-dire �x 2 L.
Ainsi L est bien un corps . L�unicité vient du fait que si L1 est un sous-corps à pr éléments

de K, le groupe L�1 est d�ordre (p
r � 1) donc tout élément x 2 L1 véri�e xp

r
= x, ce qui fait

que L1 � L donc L1 = L:

3.7 Existence et unicité de corps �nis

3.7.1 Existence de corps �nis

Théorème 3.7.1 Pour tout entier n > 0 et tout nombre premier p; il existe e¤ectivement

un corps ayant q = pn éléments.

Démonstration. Montrons que le corps de décomposition L du polynôme p = xq � x
sur Fp répond à la question. Pour cela notons E l�ensemble des racines de p dans L: Comme

le polynôme dérivé de p est égal à �1; les racines de p sont simples, donc card (E) = q:On
va montrer que L coincide avec E: Si a et b sont deux racines de p; on a

(a+ b)q = (a+ b)p
n

= ap
n
+ bp

n
= aq + bq = a + b; ce qui prouve que a + b 2 E et d�autre
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part, (ab)q = aqbq = ab; ce qui prouve que ab 2 E:
En �n, il est clair que 0; 1 2 E et que a�1E:par conséquent; E est un corps, donc E = L:

Corollaire 3.7.1 Pour tout entier n > 0 et tout nombre premier p, il existe un polynôme

irréductible de degré n dans Fp [x] :

Démonstration. Le théoréme montre l�existence d�un corpsK à pn éléments, extension

de degré n de Fp:Soit x un générateur de K� et notons f : Fp [x] ! K l�homomorphisme

dé�ni par f (x) = x; f est surjectif; son noyau est l�idéal des pôlynomes de Fp [x] :On a donc

un isomorphisme ' : Fp[x]
(p)

! K: par conséquent, p est un polynôme irréductible de degré

n dans Fp [x] ; pour construire un corps de pn éléments, il su¢ t donc de savoir trouver un

polynôme irréductible de degré n dans Fp [x] :

3.7.2 Unicité de corps �nis

Proposition 3.7.1 Soit L un corps �ni à q = pn éléments. Alors il est isomorphe au corps

Fq .

Démonstration. Comme card (L) = q = pn, le corps L est de caractéristique p. Il

contient donc le corps Fp. Soit a 2 Fq un élément primitif, qa 2 Fp[X] son polynôme

minimal. Le polynôme qa est de degré n, et

Fq = f�0 + �1a+ ���+ �n�1an�1; �i 2 Fpg;

puisque Fq ' Fp[x]

(qa(x))
:

Comme card (L) = q, les éléments de L véri�ent aussi l�équation xq � x = 0; et L s�identi�e
aussi à l�ensemble des solutions de l�équation xq � x = 0. Comme qa est un diviseur irré-

ductible sur Fp de xq � x, il existe b 2 L tel que qa soit le polynôme minimal de b (b est une
racine dans L du polynôme qa). Considérons l�application f : Fq �! L :

�0 + �1a+ :::+ �n�1a
n�1 �! �0 + �1b+ :::+ �n�1b

n�1:

Il est immédiat de véri�er que f est un isomorphisme de corps.
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Résumé 

        Dans ce mémoire on a fait une étude superficielle sur le corps fini et 

ses caractéristique en donnant des définitions, des théorèmes, des 

démonstrations et des exemples. 

         Le corps fini est utilisé dans plusieurs domaines comme par 

exemple : les polynômes et les théorèmes de l’arithmétique numérique. 

Mots clés : corps finis, nombre premier , extension de corps, 

isomorphisme de Frobenius. 

Abstract 

          In our project, we have studied; briefly, the finite field and its 

characteristics by giving definitions, theories,  proofs and examples. 

The finite field is used in many domain a such as: the study of 

polynomial; theories of informatics the theories of algebraic numerical 

Keywords: finite field, prime number, expansion of the field,  the 

isomorphism Frobenius. 

 الملخص

لقد تطرقنا في هذه المذكرة إلى دراسة سطحية حول الحقل المنتهي وخصائصه بإعطاء         

 تعاريف ، نظريات ، براهين وأمثلة .

يستعمل الحقل المنتهي في كثير من المجالات نذكر منها : دراسة كثيرات الحدود،          

 نظريات الإعلام الآلي، النظريات الجبرية العددية . 

  الحقل المنتهي، الأعداد الأولية، توسعة الحقل ، تشاكل فروبينيس . الكلمات المفتاحية :
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