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Notations

H espace de Hilbert

< ., . > produit scalaire

‖ . ‖ la norme

L (H) l’espace des opérateurs linéaires bornés sur espace de Hilbert H

L (E,F) l’espace des opérateurs linéaires bornés sur E dans F

T ∗ l’opérateur adjoint de l’opérateur T

T −1 l’inverse d’un opérateur T

Ker(T ) le noyau de T

Im(T ) l’image de T

| T | la valeur absolue de T

σ (T ) le spectre de T

σp(T ) le spectre ponctuel de T

σap(T ) le spectre approché de T

ρ(T ) le rayon spectral de T

W (T ) l’image numérique de T

w(T ) le rayon numérique de T

Un groupe unitaire

Mn,p ensemble de matrices de n lignes et p colonnes

Cn×n ensemble de n×n matrices complexes

tr(A) trace de la matrice A

WC(A) C-image numérique de A

rC(A) C-rayon numérique de A

cond(A) le conditionnement de A
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3.4.3 Opérateur de Hilbert-Schmidt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4 Applications 44
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Introduction

Ce travail s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs linéaires sur un es-
pace de Hilbert. La théorie des opérateurs linéaires trouve ses origines d’une part
dans l’étude des systèmes d’équations linéaires et d’autres part dans des équations
différentielles et intégrales. Dans ce mémoire, nous avons étudié particulièrement les
normes des opérateurs et les normes matricielles qui jouent un rôle essentiel dans
l’étude de plusieurs problèmes dans la pratique.

Depuis quelques dizaines d’années, plusieurs travaux de recherche ont été faites dans
ce domaine :
En 1979, dans [14] M.Golderberg et E.G.Straus ont étudié les propriétés qui font le
C-rayon numérique représente une norme matricielle.
En 1987, dans [8] C. k. Fong, H. Radjavi et P. Rosenthal ont identifié et comparé un
certain nombre de normes particulières.
En 2001, dans [11] T.Furuta a étudié toutes les classes d’opérateurs et leurs propriétés.
En 2002, dans [5] J. F. Durand a traité les définitions et toutes les propriétés de ma-
trices.

Notre but dans ce mémoire est d’étudier les propriétés des différents types des normes
des opérateurs et le rôle de la norme dans l’estimation de l’erreur dans la solution d’un
système linéaire comme application.

Ce mémoire est composé d’une introduction et quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux espaces de Hilbert : définitions et propriétés.
Nous donnons également la définition de la continuité, la norme, l’adjoint et l’inverse
d’un opérateur, le spectre et l’image numérique des opérateurs linéaires sur l’espace
de Hilbert et la matrice associé à un opérateur.

Dans le deuxième chapitre, nous avons donné des définitions équivalentes à la définition
de la norme, les classes de opérateurs et la relation entre le rayon numérique, le rayon
spectrale et la norme.

Dans le troisième chapitre, nous définissons la norme matricielle et le C-rayon numérique
qui présente une norme matricielle, ainsi que quelques normes particulières.

Dans le dernier chapitre on définit la conditionnement, calcul de l’erreur et quelques
exemples.

1



Chapitre 1

Préliminaires

Cette partie de ce mémoire est consacrée pour rappeler quelques définitions et
résultats d’analyse fonctionnelle. Ces rappels concernent les espaces de Hilbert, les
opérateurs sur les espaces de Hilbert et leurs propriétés , on donne également les no-
tion du spectre, valeur propre et l’image numérique.

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Produit scalaire

Définition 1.1.1 Soit X un C- espace vectoriel, s’il existe un nombre complexe z =< x,y >
pour tout couple des vecteurs x et y dans X qui vérifient les conditions suivantes :

1. ∀x ∈ X < x,x >> 0 et < x,x >= 0⇔ x = 0

2. < x,y > =< y,x > ∀x,y ∈ X
3. < x+ y,z >=< x,z > + < y,z > ∀x,y et z ∈ X
4. < λx,y >= λ < x,y > ∀x,y ∈ X et ∀λ ∈C

alors < x,y > est dit produit scalaire de x et y

Définition 1.1.2 Une norme dans un espace vectoriel E est une application ‖ . ‖ de E dans
R+qui vérifie les propriétés suivantes :

i) ∀x ∈ E, ‖ x ‖> 0 et ‖ x ‖= 0⇔ x = 0
ii) ∀λ ∈R et x ∈ E ‖ λx ‖=| λ |‖ x ‖ .
iii) ∀x,y ∈ E, ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ .

Définition 1.1.3 On appelle espace prèhilbertien tout espace vectoriel muni d’un produit
scalaire et on pose ‖ x ‖=

√
< x,x >

Définition 1.1.4 Un espace prèhilbertien complet muni de la norme induit par le produit
scalaire est dit espace de Hilbert.

Exemple 1.1.5 l’espace l2 = {x = (xj)j xj ∈C,
∑∞
j=1 | xj |2<∞}

muni du produit scalaire < x,y >=
∑k
i=1xjyi est un espace de Hilbert.
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1.1.2 Quelques propriétés

Inégalité de Cauchy Schwarz :

Si x et y sont deux éléments d’un espace préhilbertien alors,

|< x,y >|6‖ x ‖‖ y ‖

Preuve.

Si y = ~0 on a alors, < x,y >=< x,~0 >= 0< x,x > et la conclusion est claire, soit y , ~0 et
x , ~0 alors pour tout scalaire λ nous avons :

0 6‖ λx+ y ‖2=< λx+ y,λx+ y >

= λλ < x,x > +λ < x,y > +λ < y,x > + < y,y >

=| λ |2< x,x > +λ < x,y > +λ < y,x > + < y,y > ∀λ (1)

On pose

λ =
− < y,x >
< x,x >

alors l’inégalité (1) réduit à :

< y,y > −
|< x,y >|2

< x,x >
> 0

D’où |< x,y >|6‖ x ‖‖ y ‖

Loi du parallélogramme

La loi du parallélogramme affirme que la norme induite par le produit scalaire satisfait

‖ x+ y ‖2 + ‖ x − y ‖2= 2(‖ x ‖2 + ‖ y ‖2)

où x et y sont deux éléments quelconque préhilbertien
Preuve.

‖ x+ y ‖2=< x+ y,x+ y >=< x,x > + < x,y > + < y,x > + < y,y >
‖ x − y ‖2=< x − y,x − y >=< x,x > − < x,y > − < y,x > + < y,y >
donc ‖ x+ y ‖2 + ‖ x − y ‖2= 2(‖ x ‖2 + ‖ y ‖2)

Identité de polarisation

Soient x, y ∈K(RouC) on peut montrer que

< x,y >=
{

1
4(‖ x+ y ‖2 − ‖ x − y ‖2) + i(‖ x+ iy ‖2 − ‖ x − iy ‖2) dans C

1
4(‖ x+ y ‖2 − ‖ x − y ‖2) dans R

3



Preuve.

Dans C :
1
4 [(‖ x+ y ‖2 − ‖ x − y ‖2) + i(‖ x+ iy ‖2 − ‖ x − iy ‖2)] =
= 1

4 [(< x,x > + < y,y > + < x,y > + < y,x > − < x,x > − < y,y > + < y,x > + < x,y >) +
i(< x,x > + < x, iy > + < iy,x > +ii < y,y > − < x,x > −ii < y,y > + < x, iy > + < iy,x >)]
= 1

4 [2 < x,y > +2< x,y >+ 2 < x,y > −2< x,y >] =< x,y >.
Dans R :

1
4

(‖ x+ y ‖2 − ‖ x − y ‖2) =
1
4

[< x+ y,x+ y > − < x − y,x − y >]

=
1
4

[< x,x > + < y,y > + < y,x > + < x,y > − < x,x >

− < y,y > + < x,y > + < y,x >]
= < x,y >

Dans R : < x,y >=< y,x >

1.2 Opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert

Définition 1.2.1 Soit H un espace de Hilbert. Une application T :H →H est dit opérateur
linéaire si seulement si T satisfait les deux conditions suivantes :

i) Additivité : T (x+ y) = T x+ T y ∀x,y ∈H
ii) Homogénéité : T (λx) = λ.T x,∀x ∈H,λ ∈C

Définition 1.2.2 Soit T ∈ L (H), l’image de T est définie par Im(T ) = {T x : x ∈ H} et le
noyau est définie par Ker(T ) = {x ∈H : T x = 0}

1.2.1 Continuité d’un opérateur linéaire

La convergence dans un espace linéaire normé est présenté par la convergence dans
l’espace métrique induite.

Définition 1.2.3 Nous définissons la continuité d’un opérateur A sur espace linéaire normé
E dans un espace linéaire normé F.
‖ xn − x ‖E→ 0,n→∞⇒ ‖ Axn −Ax ‖F → 0,n→∞

Exemple 1.2.4 Soit K(t, s) une fonction continue en t et s, a ≤ t,s ≤ b on a :

y(t) =
∫ b
a
k(t, s)x(s)ds si x ∈ C([a b]) alors, y(t) ∈ C([a b]).

l’équation ci dessus peut être écrite comme y = T x et Tx =
∫ b
a
k(t, s)x(s)ds

Démontrons la continuité de T Soit xn,x ∈ C([a b]) et ‖ xn − x ‖→ 0,n→∞ oú

‖ x ‖= maxt∈[a b] | x(t) |

4



Maintenant,

‖ yn(t)− y(t) ‖ = max
t∈[a b]

| yn(t)− y(t) |

≤ max
a≤t≤b

∫ b

a
| k(s, t)(xn(s)− x(s))ds |

≤ (b − a)max | k(t, s) |‖ xn(s)− x(s) ‖→ 0,n→∞

donc ‖ T xn − T x ‖→ 0 si ‖ xn − x ‖→ 0, ce qui montre que T est continu .

1.2.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.2.5 Soit A un opérateur linéaire de E dans F, A est dit borné s’il existe un
constante c ≥ 0 tel que :

‖ Ax ‖F6 c‖ x ‖E ∀x ∈ E

Théorème 1.2.6 Un opérateur linéaire A est continu si et seulement s’il est borné

Preuve.

Soit A un opérateur continu, on suppose que A n’est pas borné,alors il existe une suite
{xn} ⊂ E telle que :

‖ Axn ‖> n ‖ xn ‖

On construit suite{ξ} :

ξn =
xn

n ‖ xn ‖
i.e. ‖ ξn ‖=

‖ xn ‖
n ‖ xn ‖

→ 0quandn→∞

par conséquent ξn→ 0quandn→∞

Dans l’autre part

‖ Aξn ‖=
1

n ‖ xn ‖
‖ Axn ‖> 1

Maintenant, comme A est continu et ξn→ 0,n→∞alorsAξn→ A0 = 0 ce qui contredit
le fait que A n’est pas borné, donc A est borné .

Dans l’autre sens, soit A un opérateur linéaire borné ‖ Ax ‖6 c ‖ x ‖ ,demontrons que A
est continue soit la suite xn→ x,n→∞, et ‖ xn − x ‖→ 0,n→∞

Maintenant ‖ Axn −Ax ‖6‖ A(xn − x) ‖6 c ‖ xn − x ‖→ 0,n→∞ donc A est continu

Exemple 1.2.7 L’opérateur de multiplication

T : C([0 1]) −→ C([0 1])

f (x) −→ xf (x)

est borné car :

5



on a ‖ T f ‖∞= supx∈[0 1] | T f (x) | , alors pour tout x ∈ [0 1]

| T f (x) |=| xf (x) |≤| f (x) |

d’où supx∈[0 1] | T f (x) |≤| f (x) |≤ supx∈[0 1] | f (x) |=‖ f ‖∞

alors,
‖ T f ‖∞≤‖ f ‖∞

donc T est borné

Exemple 1.2.8 L’opérateur de dérivation

T : C1([0 1]) −→ C([0 1])

f (t) −→ f ′(t)

on a
‖ T f ‖∞= sup

t∈[a b]
| f ′(t) |≤ sup | f ′(t) | +sup | f (t) |

d’où
‖ T f ‖∞≤‖ f ‖C1([a b])

donc T borné

Définition 1.2.9 On définit la norme de l’opérateur T ∈L (H) par :

‖ T ‖= inf{c > 0 :‖ T x ‖≤ c ‖ x ‖,∀x ∈H}

Exemple 1.2.10 Soit
T : C([0 1]) −→ C([0 1])

f (x) −→ f (0)

on a
| T f (x) |=| f (0) |≤ sup

x∈[0 1]
| f (x) |=‖ f ‖∞

donc
‖ T f ‖
‖ f ‖∞

≤ 1⇒‖ T ‖≤ 1

montrons que ‖ T ‖> 1
on pose f0(x) = 1 ∀x ∈ [0 1]
alors | T f0(x) |=| f0(0) |= 1
d’où

‖ T ‖≥
| T f0(x) |
‖ f ‖∞

= 1 donc ‖ T ‖= 1

Définition 1.2.11 (Invariant) Soit T un opérateur sur l’espace de Hilbert H, un sous espace
fermé M ⊂H est dit invariant par T si TM ⊂M i.e (Pour tout x ∈M Tx ∈M )

6



1.2.3 Définitions sur les matrices

Définition 1.2.12 ( Trace d’une matrice) La trace de A = [aij] ∈ C
n×n est définie par la

somme des éléments diagonaux

tr(A) =
n∑
i=1

aii

Définition 1.2.13 (matrice scalaire) Une matrice scalaire est une matrice diagonale dont
tout les coefficients diagonaux sont égaux c’est à dire de la forme λIn où λ est un scalaire et
In la matrice identité d’ordre n.
Autrement dit D = (aij) est une matrice scalaire si D est carrée et si

aij =
{
λ si i = j
0 si i , j

C’est à dire que tous les éléments situés sur la diagonale principale sont égaux et que tous les
autres éléments sont nuls.

Matrice associée à un opérateur linéaire

Définition 1.2.14 Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et soit T ∈
L (E,F).

soit B = (−→e1 ....
−→ep ) une base de E et soit B′ = (−→u1 ....

−→un ) une base de F .

La matrice de l’opérateur T relativement aux bases B et B′ est la matrice dont les colonnes
représentent les vecteursT −→e1 ,T

−→e2 , ......,T
−→ep exprimés dans la base B′

matB,B′ (T ) =


T −→e1 T −→e2 . . . T −→ep
...

...
...

...
...

...
...

...
...


−→u1
...
−→un

Remarque 1.2.15 R 1- Avec les notations précédentes, on a donc :

∀j ∈ [1,p],T −→ej =
n∑
i=1

aijuj

R 2- matB,B′ (T ) est unique.
Autrement dit, deux opérateurs T et S de L (E,F) sont égaux si et seulement s’il existe
une base B de E et une base B′ de F telle que :

matB,B′ (T ) =matB,B′ (S)

R 3- La matrice d’un endomorphisme est une matrice carrée.

Remarque 1.2.16 Si T ∈L (E) et B est une base de E, alors la matrice de T dans les bases
B et B (même base de départ et d’arrivée) est notée tout simplement :

matB(T )
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C’est la matrice de l’endomorphisme T dans la base B :

matB(T ) =


T −→e1 T −→e2 . . . T −→ep
...

...
...

...
...

...
...

...
...


−→e1
...
−→ep

Définition 1.2.17 Soit A ∈ Mn,p(R) une matrice de n lignes et p colonnes alors il existe
un unique opérateur T de R

p dans R
n qui est représenté par la matrice A dans les bases

canoniques de Rn et Rp C’est l’opérateur canoniquement associé à A

1.2.4 Opérateur adjoint

Pour tout y ∈ F l’application x −→< T (x), y > est linéaire et continue (de norme
inférieure à ‖ T ‖‖ y ‖ et après l’inégalité de Cauchy-Schwarz). D’après le théorème de
représentation de Riesz, il existe un unique élément noté T ∗(y) tel que

< T (x), y >=< x,T ∗(y) >

on vérifie facilement que pour tous y,z ∈ F′ et un scalaire λ , T ∗(y) + λT ∗(z) vérifie la
propriété qui définit T ∗(y +λz). Par unicité, T ∗(y) +λT ∗(z) = T ∗(y +λz) ce qui prouve
que T ∗ est linéaire

Définition 1.2.18 Soient E et F deux espaces de Hilbert, E’ et F’ les duals de E et F et
T ∈L (E,F) l’unique application linéaire T ∗ ∈L (F′,E′) telle que pour tout x ∈ E, y ∈ F on
a

< T x,y >=< x,T ∗y >

est appelée l’adjoint de T

Proposition 1.2.19 Soit T ∈L (E,F) on a :

1) ‖ T ‖=‖ T ∗ ‖

2) ‖ T ∗T ‖=‖ T ‖2

Preuve.

1)Par définition de la norme d’un opérateur,

‖ T ∗ ‖L (E,F)= sup
y∈F,‖y‖≤1

‖ T ∗y ‖

D’après le corollaire de Hahn-Banach on a ‖ T ∗y ‖= supx∈E,‖x‖≤1y∈F,‖y‖≤1 |< x,T ∗y >| . De
plus, comme < x,T ∗y >=< T x,y >, on obtient

‖ T ∗ ‖= sup
x∈E,‖x‖≤1y∈F,‖y‖≤1

|< T x,y >| .

En appliquant de nouveau un corollaire de Hahn-Banach et la définition de la norme
d’un opérateur T on obtient :

sup
x∈E,‖x‖≤1y∈F,‖y‖≤1

|< T x,y >|= sup
x∈E,‖x‖≤1

‖ T x ‖=‖ T ‖
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Ainsi T ∗ est continue et ‖ T ‖=‖ T ∗ ‖

2)Montrons que ‖ T ∗T ‖L (E,F)=‖ T ‖2 . Tout d’abord on rappelle que la norme d’opérateur
est une norme d’algèbre et donc, en particulier, ‖ T ∗T ‖≤‖ T ‖‖ T ∗ ‖=‖ T ‖2.
d’autre part, en utilisant encore une fois le corollaire de Hahn-Banach et la définition
de la norme d’opérateur, on obtient :

‖ T ∗T ‖ = sup
‖x‖≤1

‖ T ∗T x ‖

= sup
‖x‖≤1,‖y‖≤1

|< T ∗T (x), y >|

> sup
‖x‖≤1

|< T ∗T (x),x >|

= sup
‖x‖≤1

|< T (x),T (x) >|

=‖ T ‖2

on a donc l’égalité ‖ T ∗T ‖=‖ T ‖2

Exemple 1.2.20 1)Soit

A : R2 −→R
2

(x,y) −→ (x,0)

on pose X = (x1,x2) Y = (y1, y2)

on a < AX,Y >=< A(x1,x2), (y1, y2) >=< (x1,0), (y1, y2) >

= x1y1 =< (x1,x2), (y1,0) >=< x,A∗y >

d’où A∗Y = A∗(y1, y2) = (y1,0)

i.e. A∗(x,y) = (x,0)

2)On considère l’opérateur shift définit par :

S : l2 −→ l2

(x1,x2, · · · ) −→ (0,x1,x2, · · · )

on pose X = (x1,x2, · · · ) Y = (y1, y2, y3, · · · )

nous avons :

< SX,Y >=< S(x1,x2,x3, · · · ), (y1, y2, · · · ) >=< (0,x1,x2, · · · ), (y1, y2, · · · ) >

= x1y2 + x2y3 + · · · =< (x1,x2, · · · ), (y2, y3, · · · ) >

d’où S∗(y1, y2, · · · ) = (y2, y3, · · · )
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1.2.5 Inverse d’un opérateur

Définition 1.2.21 Soient E et F deux espaces vectoriels normés et A ∈L (E,F). L’opérateur
A est dit inversible si pour tout y ∈ F l’équation Ax = y a une seule solution .

Définition 1.2.22 on dit que A ∈ L (E,F) est inversible s’il existe B ∈ L (F,E) tel que
AB = IF et BA = IE . L’opérateur l’inverse s’il existe est unique.

On appelle l’opérateur B l’inverse de A et notée par A−1

Remarque 1.2.23 1) Si AB = IF alors B = A−1
d

2)Si BA = IE alors B = A−1
g

Remarque 1.2.24 A ∈L (E,F) est inversible s’il est bijectif et A−1 borné .

Exemple 1.2.25 1) l’opérateur I est inversible et I−1 = I .

2) l’opérateur ”Shift” S défini de l2 vers l2

S : l2 −→ l2

(x1,x2, · · · ) −→ (0,x1,x2, · · · )
n’est pas inversible .

1.2.6 Spectre d’un opérateur

Définition 1.2.26 (valeurs propres et vecteurs propres) le nombre complexe λ est un valeur
propre de T s’il existe u ∈ E , u , 0 tel que T u = λu. u est un vecteur propre associé à la
valeur λ.

Définition 1.2.27 (Spectre d’un opérateur ) Soit H un espace de Hilbert complexe et soit
T ∈L (H), on définit le spectre de T par :

σ (T ) = {λ ∈C : T −λI n′est pas inversible }

Exemple 1.2.28 Soit l’opérateur T = I alors

σ (T ) = {λ ∈C : I −λI n′est pas inversible}
= {λ ∈C : (1−λ)I n′est pas inversible}.

(1−λ)I est non inversible si et seulement si λ = 1 alors, σ (T ) = {1}.

Exemple 1.2.29 S ( le shift ) n’a pas de valeur propre. En effet soit λ valeur propre de S alors

∃(xn) telle que S(xn) = λ(xn) alors (0,x1,x2, · · · ) = (λx1,λx2, · · · )

Si λ = 0 alors x = 0 impossible car il faut x , 0.

Si λ , 0 alors x = 0 impossible aussi.
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Définition 1.2.30 Soit T ∈L (H) on définit le rayon spectrale de T comme suit :

ρ(T ) = sup{| λ |, λ ∈ σ (T )}

Définition 1.2.31 On appelle spectre ponctuel du T l’ensemble des valeurs propres de T
noté σp(T ) tel que

σp(T ) = {λ ∈C : T −λI n′est pas injectif }

Définition 1.2.32 On appelle spectre approché (ou d’approximation) du T l’ensemble

σap(T ) = {λ ∈C : ∃(xn) ⊂H :‖ xn ‖= 1 et lim
n−→∞

(T −λI)xn = 0}

Théorème 1.2.33 Si T est un opérateur de L (H) alors σ (T ) est un sous ensemble compact
du plan complexe. Si λ ∈ σ (T ) alors | λ |≤‖ T ‖

Preuve.
Si λ0 < σ (T ) alors T −λ0I est inversible donc
‖ I − (T −λ0I)−1(T −λI) ‖=‖ (T −λ0I)−1{(T −λ0I)− (T −λI)} ‖=‖ (T −λ0I)−1 ‖| λ−λ0 |
et donc ‖ I − (T −λ0I)−1(T −λI) ‖< 1 chaque fois que | λ−λ0 | est suffisemment petite.
Il en suit que (T −λ0I)−1(T −λI) est inversible et par conséquent T −λI aussi inversible.
Il en résulte la complement de σ (T ) est un sous ensemble ouvert du plan complexe
alors σ (T ) est un sous ensemble fermé du plan complexe.
Ensuite, nous allons montrer la deuxième assertion de la théorème si | λ |>‖ T ‖ alors
‖ Tλ ‖< 1 et donc I − Tλ est inversible, il s’ensuit que λ < σ (T ) et par conséquent contra-
position affirme que si λ ∈ σ (T ) alors | λ |≤‖ T ‖

Définition 1.2.34 (Valeurs singulières) Soit T ∈L (H) on définit les valeurs singulières de
T par

sn(T ) := λn(| T |) =
√
λn(T ∗T ), n ∈N∗

i.e. les valeurs singulières de T sont les valeurs propres de l’opérateur | T |= (T ∗T )
1
2 .

En particulier,
s1(T ) =‖ T ‖ .

1.2.7 Image numérique

Définition 1.2.35 Soit H un espace de Hilbert. L’image numérique de l’opérateur T est un
sous ensemble de C donnée par :

W (T ) = {< T x,x >,x ∈H,‖ x ‖= 1}

Les propriétés suivantes de W sont immédiates :

i) W (αI + βT ) = α + βW (T ), ∀α,β ∈C
ii) W (T ∗) = {λ,λ ∈W (T )} , T ∗ est l’ adjoint de l’ opérateur T

iii) W (U ∗TU ) =W (T ), U opérateur unitaire

Définition 1.2.36 Le rayon numérique w(T ) de l’opérateur T ∈L (H) est définit par :

w(T ) = sup{| λ |: λ ∈W (T )}
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Exemple 1.2.37 Soit T =
(
0 1
0 0

)
puis, σ (T ) = {0} ‖ T ‖= 1.

Nous calculons l’image numérique :

W (T ) = {<
(
0 1
0 0

)(
α
β

)
,

(
α
β

)
>∈C :| α |2 + | β |2= 1}

= {βα ∈C :| α |2 + | β |2= 1}

Le rayon numérique est : w(T ) = 1
2 .

Définition 1.2.38 Soit Cn×n l’algèbre n×nmatrices complexes et soit Un un groupe unitaire
donné A,C ∈Cn×n. C-image numérique de A est

WC(A) = {tr(CU ∗AU ),U ∈ Un}

WC(A) est invariant par similitude unitaire de A ou C par conséquent, si C est une
normale avec des valeurs propres γj nous trouvons facilement que

WC(A) =Wdiag(γ1...γn)(A) = {
n∑
j=1

γjx
∗
jAxj : {xj} ∈Λn}

Λn est un ensemble des bases orthonormal pour Cn

Nous définissons la C-rayon numérique par :

rC(A) = max{| z |: z ∈WC(A)}
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Chapitre 2

Normes et Classes des opérateurs

Dans ce chapitre, on donne quelques lemmes et définitions sur la norme d’un
opérateur, nous rappelons les classes d’opérateurs et ces propriétés, la relation entre la
norme, le rayon spectrale et le rayon numérique.

2.1 Norme d’un opérateur

Par définition de la norme usuelle on évoque certains lemmes qui donnent des
définitions équivalentes

Lemme 2.1.1 Pour un opérateur A ∈L (H), on a les propriétés suivantes :

i) ‖ Ax ‖≤‖ A ‖‖ x ‖ pour tout x ∈H

ii) Pour tout ε > 0 il existe un élément xε tel que :

‖ Axε ‖> (‖ A ‖ −ε) ‖ xε ‖

Preuve .

Par définition de la norme de A nous pouvons écrire

‖ A ‖= inf {c, c > 0 et ‖ Ax ‖≤ c ‖ x ‖ ∀x ∈H} (2.1)

Par conséquent :
‖ Ax ‖≤‖ A ‖‖ x ‖

ii) On a ‖ A ‖ est l’infimum de c dans 2.1, alors

∃xε ∈H tq ‖ Axε ‖> (‖ A ‖ −ε) ‖ xε ‖

Lemme 2.1.2 Pour tout A ∈L (H) on a :

i) ‖ A ‖= supx,0
‖Ax‖
‖x‖

ii) ‖ A ‖= sup‖x‖=1 ‖ Ax ‖
iii) ‖ A ‖= sup‖x‖≤1 ‖ Ax ‖
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Preuve.

i) D’après 2.1 on a :

sup
x,0

‖ Ax ‖
‖ x ‖

≤‖ A ‖ (2.2)

encore d’après (ii) du lemme 2.1.1 on a :

‖ Axε ‖
‖ xε ‖

> (‖ A ‖ −ε)

par conséquent :

sup
x,0

‖ Ax ‖
‖ x ‖

>‖ A ‖ (2.3)

il résulte de 2.2 et 2.3 que :

sup
x,0

‖ Ax ‖
‖ x ‖

=‖ A ‖

ii) Si ‖ x ‖= 1, d’après (i) on a :

‖ A ‖= sup
x,0

‖ Ax ‖
‖ x ‖

= sup ‖ 1
‖ x ‖

Ax ‖= sup ‖ A(
x
‖ x ‖

) ‖= sup
‖x‖=1

‖ Ax ‖

d’où la deuxième égalité .

iii) Si ‖ x ‖≤ 1, d’après (i) de lemme 2.1.1 on a :

sup
‖x‖≤1

‖ Ax ‖≤‖ A ‖ (2.4)

encore une fois que nous obtenons de (ii) du lemme 2.1.1

‖ Axε ‖> (‖ A ‖ −ε) ‖ xε ‖

Mais ζε = xε
‖xε‖

alors

‖ Aζε ‖=
1
‖ xε ‖

‖ Axε ‖>
1
‖ xε ‖

(‖ A ‖ −ε) ‖ xε ‖,

il s’ensuit que :

sup
‖x‖≤1

‖ Ax ‖>‖ Aζε ‖>‖ A ‖ −ε
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par conséquent :

sup
‖x‖≤1

‖ Ax ‖>‖ A ‖ (2.5)

d’après 2.4 et 2.5 on a :

sup
‖x‖≤1

‖ Ax ‖=‖ A ‖

Théorème 2.1.3 Pour tout opérateur linéaire borné T la formule suivante est vérifiée :

‖ T ‖= sup{|< T x,y >|:‖ x ‖=‖ y ‖= 1}

Preuve.
On remarque que |< T x,y >|≤‖ T x ‖‖ y ‖=‖ T x ‖ pour ‖ y ‖= 1 alors,

sup{|< T x,y >|:‖ x ‖=‖ y ‖= 1} ≤ sup{‖ T x ‖:‖ x ‖= 1} =‖ T ‖

et l’égalité découle du le lemme 2.1.2, donc

sup{|< T x,y >|:‖ x ‖=‖ y ‖= 1} ≤‖ T ‖

L’autre inégalité découle de : sup{|< T x,y >|:‖ x ‖=‖ y ‖= 1} > sup{|< T x, T x‖T x‖ >|:‖ x ‖= 1}
= sup{‖ T x ‖:‖ x ‖= 1} =‖ T ‖ , d’après le lemme 2.1.2 et ‖ T x

‖T x‖ ‖= 1.

Exemple 2.1.4 On donne quelques exemples sur les normes des opérateurs

1. Opérateur Identité :

L’ opérateur identité IE : E −→ E est définie par IEx = x pour tout x ∈ E. Dans le
cas E est un espace vectoriel normé non vide, l’ opérateur I est borné et de norme
‖ IE ‖= 1.

2. Opérateur nul :

Soient E et F sont des vectoriels espaces normés, l’ opérateur nul 0 : E −→ F est
borné et ‖ 0 ‖= 0.

3. Opérateur différentiel :

Soit E est l’ espace vectoriel normé des polynômes sur J = [0 1] avec la norme donné
par ‖ x ‖= maxt∈J | x(t) | . Un opérateur différentiel A défini sur E par Ax(t) = x′(t).

L’opérateur est linéaire car, pour tout x(t) et y(t) ∈ E on a
A(x(t) + y(t)) = x′(t) + y′(t) = Ax(t) +Ay(t).

et A(λx(t)) = (λx(t))′ = λx′(t) = λA(x(t)) λ est un scalaire .

Si xn(t) = tn Axn(t) = ntn−1 , t ∈ J.
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alors
‖ xn(t) ‖= 1 et

‖ Axn ‖
‖ xn ‖

= n.

Pour tout entier positif, il n’existe aucune constante M qui vérifie

‖ Axn ‖
‖ xn ‖

≤M.

Par conséquent A est non borné.

4. Opérateur intégrale :

Soit A : C([a b]) −→ C([a b]) pour x(s) ∈ C([a b]) on a

Ax(s) =
∫ b

a
K(t, s)x(s)ds

où K(t, s) est continue en (t,s) tel que a ≤ t, s ≤ b par conséquent

y(t) = Ax(s) ∈ C([a b])

‖ y(t) ‖ = max
a≤t≤b

| y(t) |= max
a≤t≤b

|
∫ b

a
K(t, s)x(s)ds |

≤ max
a≤t≤b

∫ b

a
| K(t, s) | dsmax

a≤s≤b
| x(s) |= max

a≤t≤b

∫ b

a
| K(t, s) | ds ‖ x ‖

Ainsi

‖ A ‖≤ max
a≤t≤b

∫ b

a
| K(t, s) | ds.

On a
∫ b
a
| K(t, s) | ds est une fonction continue, elle atteint le maximum à un cer-

tain point t0 de l’intervalle [a , b] on prend

z0(s) = sgn K(t0, s),

où sgn z = z
|z| z ∈C

Soit xn(s) une fonction continue telle que | xn(s) |≤ 1 et xn(s) = z0(s) partout sauf
sur un ensemble En de mesure moins de 1

2Mn , où M = maxt,s | K(t, s) |
Donc

| xn(s)− z0(s) |≤ 2

partout sur En.
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Nous avons :

|
∫ b

a
K(t, s)z0(s)ds −

∫ b

a
K(t, s)xn(s)ds |

≤
∫ b

a
| K(t, s) || xn(s)− z0(s) | ds

=
∫
En

| K(t, s) || xn(s)− z0(s) | ds

≤ 2max | K(t, s) | 1
2Mn

=
1
n

Ainsi ∫ b

a
K(t, s)z0(s)ds ≤

∫ b

a
K(t, s)xn(s)ds+

1
n

≤‖ A ‖‖ xn ‖ +
1
n
.

Pour t ∈ [a b] posons t = t0∫ b

a
| K(t0, s) | ds ≤‖ A ‖‖ xn ‖ +

1
n

pour ‖ xn ‖≤ 1 on passe à la limite quand n −→∞ on a :
∫ b
a
| K(t, s) | ds ≤‖ A ‖

i.e. maxt
∫ b
a
| K(t, s) | ds ≤‖ A ‖ alors,

max
t

∫ b

a
| K(t, s) | ds =‖ A ‖

2.2 Classes d’opérateurs

2.2.1 Opérateur auto-adjoint(hermitien)

Un opérateur T ∈L (H) est appelé hermitien ou auto-adjoint si T = T ∗.

Exemple 2.2.1 Soit A =
(
0 3
3 0

)
alors A∗ =

(
0 3
3 0

)
On remarque A = A∗ donc A est auto-adjoint.

Exemple 2.2.2 Considérons l’opérateur A définie sur L2(R) par :

Ax(t) = e−tx(t) est auto-adjoint car : pour x(t), y(t) ∈ L2(R)

< Ax,y > =
∫ +∞

−∞
Ax(t)y(t)dt =

∫ +∞

−∞
e−tx(t)y(t)dt

=
∫ +∞

−∞
x(t)e−ty(t)dt =< x(t), e−ty(t) >=< x,Ay >

donc A = A∗.

17



2.2.2 Opérateur positif

Un élément P ∈L (H) est appelé positif (notation :P ≥ 0) si P est auto-adjoint et si
pour tout x ∈H < P (x),x >≥ 0.

Remarque 2.2.3 On verra que dans le cas d’un espace de Hilbert H complexe, un opérateur
P ∈L (H) est positif si et seulement si < P x,x >≥ 0 pour tout x ∈H.

Exemple 2.2.4 Soit A l’opérateur défini par A : L2([0 1]) −→ L2([0 1])
Af (x) = xf (x), A est positif car
∀f ∈ L2([0 1]) on a
< Af ,f >=

∫ 1
0
xf (x)f (x)dx =

∫ 1
0
x | f (x) |2 dx ≥ 0

Lemme 2.2.5 Si A ∈L (H) est hermitien positif, on a pour tout vecteur x ∈H

‖ Ax ‖≤‖ A ‖
1
2< Ax,x >

1
2

Preuve.

si Ax = 0 c’est évident ;
sinon, soit y =‖ Ax ‖−1 Ax , on a ‖ y ‖= 1 et par l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliqué
à la forme hermitienne positive (u,v) −→ (Au,v)

‖ Ax ‖2=|< Ax,y >|2≤< Ay,y >< Ax,x >≤‖ A ‖‖ y ‖2< Ax,x >=‖ A ‖< Ax,x > .

Définition 2.2.6 Pour tout opérateur positif A il existe un unique opérateur positif tel que
S2 = A (noté par S = A

1
2 ).

Exemple 2.2.7
(
1 0
0 2

)
est la racine de

(
1 0
0 4

)
En effet, (

1 0
0 2

)(
1 0
0 2

)
=

(
1 0
0 4

)
2.2.3 Opérateur isométrique

Un élément T ∈ L (H) est appelé isométrique si ‖ T (x) ‖=‖ x ‖ pour tout x ∈ H et
T ∗T = I

Exemple 2.2.8
S : l2 −→ l2

x −→ Sx = (0,x1,x2, · · · )

on a S∗x = (x2,x3, · · · ) où x = (x1,x2, · · · ) ∈ l2

S∗Sx = S∗(0,x1,x2, · · · ) = (x1,x2, · · · ) = Ix, d’où S∗S = I

et ‖ Sx ‖2l2=‖ x ‖2l2=
∑
| xi |2 .

Alors, l’opérateur shift est isométrique.
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Définition 2.2.9 Un opérateur T ∈ L (H) est dit isométrie partielle s’il existe un sous es-
pace fermé M de H tel que ‖ T x ‖=‖ x ‖ pour tout x ∈M et T x = 0 pour tout x ∈M⊥.

2.2.4 Opérateur unitaire

Un élément U ∈L (H) est appelé unitaire si U ∗U = I et UU ∗ = I.
U est inversible et U−1 =U ∗.

Exemple 2.2.10 Soit A =
(
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

)
A∗ =

(
cosθ sinθ
−sinθ cosθ

)
alors AA∗ = A∗A =

(
1 0
0 1

)
= I

donc A unitaire

Proposition 2.2.11 Soit U ∈L (H) est un opérateur unitaire. Alors,
i) U est isométrique.
ii) ‖U ‖= 1

Preuve.

i) Pour tout x ∈H , on a bien

‖Ux ‖2H=< Ux,Ux >=< x,U ∗Ux >=< x,x >=‖ x ‖2H .

ii) Si ‖Ux ‖H=‖ x ‖H pour tout x ∈H alors,

‖U ‖L (H)= sup
x∈H

‖Ux ‖H
‖ x ‖H

= 1

Lemme 2.2.12 Si ‖ T ‖≤ 1 et ‖ T −1 ‖≤ 1 alors, T est unitaire

Preuve.
On a ‖ T ∗ ‖=‖ T ‖≤ 1 et ‖ T −1 ‖≤ 1 on a aussi

‖ (T ∗ − T −1)x ‖2 =‖ T ∗x ‖2 − < T −1x,T ∗x > − < T ∗x,T −1x > + ‖ T −1x ‖2

=‖ T ∗x ‖2 −2 < x,x > + ‖ T −1x ‖2

≤‖ x ‖2 −2 ‖ x ‖2 + ‖ x ‖2= 0

pour tout x alors T ∗ = T −1 donc T est unitaire.

2.2.5 Opérateur normal

Un opérateur T ∈L (H) est appelé normal si T T ∗ = T ∗T

Exemple 2.2.13 Soit H = R
2(C2) et x = (x1,x2)T

A =
(
1 −1
1 1

)
A∗ =

(
1 1
−1 1

)
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alors,

Ax =
(
x1 − x2
x1 + x2

)
A∗x =

(
x1 + x2
−x1 + x2

)

A∗Ax = A∗
(
x1 − x2
x1 + x2

)
=

(
x1 − x2 + x1 + x2
−x1 + x2 + x1 + x2

)
=

(
2x1
2x2

)

AA∗x = A
(
x1 + x2
−x1 + x2

)
=

(
x1 + x2 + x1 − x2
x1 + x2 − x1 + x2

)
=

(
2x1
2x2

)
Alors, A∗A = AA∗ donc A est un opérateur normal

Proposition 2.2.14 1. On dit que T ∈L (H) est normal si et seulement si
‖ T x ‖=‖ T ∗x ‖, pour tout x ∈H

2. Soit T ∈L (H) un opérateur normal alors KerT = KerT ∗

Preuve.

1. ‖ T x ‖2=< T x,T x >=< x,T ∗T x >=< x,T T ∗x >=< T ∗x,T ∗x >=‖ T ∗x ‖2 . Alors
pour tout x ∈H on a

‖ T x ‖=‖ T ∗x ‖

Dans l’autre sens, si ‖ T x ‖2=‖ T ∗x ‖2 alors

< T x,T x >=< T ∗x,T ∗x >

et par suite < x,T ∗T x >=< x,T T ∗x >

ce qui donne < x,T ∗T x − T T ∗x >= 0 donc (T ∗T − T T ∗) = 0

T ∗T = T T ∗ c’est a dire T est normal .

2. Soit x ∈ Ker(T ) alors,

‖ T ∗x ‖2=< T ∗x,T ∗x >=< T T ∗x,x >= 0

comme T est normal donc T T ∗ = T ∗T .
Ceci prouve donc que Ker(T ) ⊂ Ker(T ∗).
Maintenant, remarquons que si T est normal alors T ∗ est normal et en appliquant
l’inclusion précédent, on obtient KerT ∗ ⊂ KerT ∗∗ = KerT , car T ∗∗ = T . Finalement
KerT = KerT ∗.
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2.2.6 Opérateur compact

Soit T ∈ L (H) on dit que T est compact s’il transforme tout sous-ensemble borné
de H en un ensemble relativement compact (d’adhérence compact)

Exemple 2.2.15 Soit T ∈ L (E,F) si E ou F est de dimension fini alors T est un opérateur
compact puisque :
si dimE = n alors dimT (E) ≤ n, soit BE la boule unité de E alors T (BE) est borné de T (E)
donc relativement compact dans F
si dimF = n alors T (BE) est borné dans F, il s’ensuit que ¯T (BE) est compact dans F

2.2.7 Opérateur projecteur

Un opérateur T est dit projection si et seulement si T 2 = T

2.2.8 Projection orthogonale

Un opérateur T est dit projection orthogonale si et seulement si T 2 = T = T ∗.

Exemple 2.2.16 Soit l’opérateur T défini par :

T : Rn −→R
n

(x1,x2,x3, · · · ,xn) −→ (x1,0,x3, · · · ,xn)

on a :

T 2(x1,x2,x3, · · · ,xn) = T (T (x1,x2,x3, · · · ,xn)) = T ((x1,0,x3, · · · ,xn) = (x1,0,x3, · · · ,xn)
= T (x1,x2,x3, · · · ,xn),d’où T 2 = T .

On vérifie que T ∗ = T

on pose :X = (x1,x2,x3, · · · ,xn) Y = (y1, y2, · · · , yn)

< TX,Y >=< T (x1,x2,x3, · · · ,xn), (y1, y2, · · · , yn) >=< (x1,0,x3, · · · ,xn), (y1, y2, · · · , yn) >

= x1y1 + x3y3 + · · · =< (x1,x2,x3, · · · ,xn), (y1,0, · · · , yn) >

T ∗(x1,x2,x3, · · · ,xn) = (x1,0,x3, · · · ,xn)

c’est a dire que T ∗ = T donc T ∗ = T = T 2

alors T est une projection orthogonale.

Théorème 2.2.17 Si P ∈ L (H) est une projection non nulle alors les assertions suivantes
sont équivalentes :
a) P est une projection orthogonale
b) P est non négative
c) P est un opérateur auto-adjoint
d) P est un opérateur normal
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e) ‖ P ‖= 1
f) ‖ P ‖≤ 1

Preuve.
Soit P est une projection.
Si P est une projection orthogonale (i.e. Im(P ) ⊥ Ker(P ) ) alors I − P est aussi une
projection orthogonale bornée, alors Im(P ) = Ker(I − P ) est fermé.
Par conséquent : Im(P ∗) est fermé de plus Im(P ) = Ker(P )⊥, Mais Ker(P )⊥ = Im(P ∗)
alors Im(P ) = Im(P ∗) et ainsi pour chaque x ∈H il existe z ∈H tel que P x = P ∗z.
Par conséquent, P ∗P x = (P ∗)2z = (P 2)∗z = P ∗z = P x. c’est P ∗P = P . cela implique que P
est non négative (c’est auto-adjoint et P ∗P est toujours non négatif).
Résultats : Im(P )⊥ Ker(P )⇒ P >O⇒ P ∗ = P ⇒ P ∗P = P P ∗

A l’inverse, si P est normal alors ‖ P ∗x ‖=‖ P x ‖ pour tout x ∈H d’où Ker(P ∗) = Ker(P ).
Par conséquent, Im(P ) = Ker(P ∗)⊥ = Ker(P )⊥ ( parce que Im(P) est fermé ) donc Im(P )⊥
Ker(P )

P ∗P = P P ∗⇒ Im(P )⊥ Ker(P )

Si O , P = P ∗, alors ‖ P ‖2=‖ P ∗P ‖=‖ P 2 ‖=‖ P ‖, 0 et ainsi ‖ P ‖= 1

P = P ∗⇒‖ P ‖= 1⇒‖ P ‖≤ 1.

Prendre tout v ∈ Ker(P )⊥ alors (I − P )v ∈ Ker(P ) (On a Im(I − P ) = Ker(P )).
Par conséquent (I − P )v ⊥ v donc

0 =< (I − P )v,v >=‖ v ‖2 − < P v,v > .

Si ‖ P ‖≤ 1 alors ‖ v ‖2=< P v,v >≤‖ P v ‖‖ v ‖≤‖ P ‖‖ v ‖2≤‖ v ‖2
ainsi ‖ P v ‖=‖ v ‖=< P v,v > 1

2 alors

‖ (I − P )v ‖2=‖ P v − v ‖2=‖ P v ‖2 −2Re < P v,v > + ‖ v ‖2= 0

Et par conséquent v ∈ Ker(I − P ) = Im(P ). On a Ker(P )⊥ ⊆ Im(P ), ce qui implique que
Im(P ∗) ⊆ Ker(P ∗)⊥, et par conséquent Im(P ∗)⊥ Ker(P ∗). Mais P ∗ est une projection .
Chaque fois que P est (P = P 2 implique P ∗ = P 2∗ = P ∗

2
) ainsi P ∗ est une projection

orthogonale alors P ∗ est auto-adjoint donc P auto-adjoint. Par conséquent,

‖ P ‖≤ 1⇒ P = P ∗.

2.2.9 Opérateur anti-hermitien

On dit que T ∈L (H) est un opérateur anti-hermitien si T ∗ = −T

Exemple 2.2.18 Soit T = iI d’où T ∗ = −iI donc T ∗ = −T , donc T est anti-hermitien.

Proposition 2.2.19 Soit T un opérateur anti-hermitien alors,
1) (T + S)∗ = −(T + S) pour tout S opérateur anti hermitien
2) ‖ T 2 ‖=‖ T ‖2
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2.2.10 Opérateur quasinormal

Un opérateur T ∈ L (H) est dit quasinormal si T ∗T commute avec T i.e.T T ∗T =
T ∗T T

Définition 2.2.20 Soit T un opérateur sur l’espace de Hilbert H avec
Ker(U ) = Ker(| T |);T =U | T | est dit décomposition polaire de T et si la condition de noyau
Ker(U ) = Ker(| T |) n’est pas nécessairement satisfait, T = U | T | est dit décomposition de
T.

Théorème 2.2.21 Soit T =U | T | un décomposition polaire de l’opérateur T alors,
T =U | T | est quasinormal si et seulement si U | T |=| T |U.

Preuve.
⇐) On suppose U | T |=| T | U, alors, T (T ∗T ) − (T ∗T )T = U | T || T |2 − | T |2 U | T |= 0
donc T est quasinormal.
⇒) Si T est quasinormal alors

0 = T (T ∗T )− (T ∗T )T =U | T || T |2 − | T |2 U | T |= (U | T |2 − | T |2 U ) | T |,

cette égalité signifie que (U | T |2 − | T |2 U ) s’annule sur Im(| T |) par la continuité d’un
opérateur et aussi (U | T |2 − | T |2 U ) s’annule sur Ker(| T |) on a Ker(U ) = Ker(| T |)
alors (U | T |2 − | T |2 U ) s’annule sur H = Ker(| T |)⊕ Im(| T |) donc U | T |2=| T |2 U par
conséquent : U | T |=| T | U , | T | est approximée uniformément par des polynômes de
| T |2 sans terme constant.

2.2.11 Opérateur sous normal

T ∈L (H) est un opérateur sous normal s’il admet une extension normale.

Exemple 2.2.22 Soit µ une mesure à support compact dans C . L’opérateur de multiplica-
tion par la variable complexe z sur P 2(µ), où P 2(µ) est la fermeture dans L2(µ) de l’algèbre
de polynômes analytique C[z] est défini par :

Mz : P 2(µ)→P 2(µ)

f → zf .

L’opérateur Mz est un opérateur sous normal. En effet, si N est un opérateur défini sur L2(µ)
par Nf = zf, alors N est normal et comme Np ∈ C[z] pour tout p ∈ C[z],P 2(µ) est invariant
par N. Ce qui entraine que Mz est un opérateur sous normal d’extension normal N.

2.2.12 Opérateur hyponormal

Soit T ∈L (H) et T ∗ l’adjoint de T on dit que T est hyponormal si T ∗T − T T ∗ ≥ 0

Exemple 2.2.23 Soit l’opérateur T ∈L (H) défini par

T (en) = a2nen+1 tel que a > 1

Cet opérateur est hyponormal, en effet
On a

T ∗(en) = a2(n−1)en−1

23



Par conséquent
T ∗T (en) = a4nen et T T

∗(en) = a4(n−1)en

Alors
(T ∗T − T T ∗)en = a4n(1− a−4)en > 0

2.2.13 Opérateur paranormal

Soit T un opérateur sur l’espace de Hilbert H est dit opérateur paranormal si
‖ T 2x ‖>‖ T x ‖2 pour tout vecteurs unitaire x ∈H.
Théorème 2.2.24 Si T est un opérateur paranormal alors les inégalités suivantes sont vérifiées :
pour tout x ∈H

P1) ‖ T ‖> · · · > ‖ T
n+1x ‖
‖ T nx ‖

> · · · > ‖ T
3x ‖

‖ T 2x ‖
>
‖ T 2x ‖
‖ T x ‖

>
‖ T x ‖
‖ x ‖

Si T est un opérateur paranormal inversible alors les inégalités suivantes sont vérifiées : pour
tout x ∈H

P2)
‖ x ‖
‖ T −1x ‖

>
‖ T −1x ‖
‖ T −2x ‖

· · · > ‖ T
−n+1x ‖
‖ T −nx ‖

>
1

‖ T −1x ‖

Preuve.
Nous rappelons que

T parnormal ⇔ ‖ T 2x ‖>‖ T x ‖2 pour tout x ∈H

En remplaçant x par x
‖x‖ dans la dernière inégalité on a

T est parnormal ⇔ ‖ T
2x ‖

‖ T x ‖
>
‖ T x ‖
‖ x ‖

pour tout x ∈H. (2.6)

Le remplacement x par T x dans 2.6 et la répétition de ce processus, nous donne l’inégalité
P1.
Si T est un opérateur paranormal inversible alors le remplacement x par T −2x dans 2.6
alors

‖ x ‖
‖ T −1x ‖

>
‖ T −1x ‖
‖ T −2x ‖

pour tout x ∈H (2.7)

Le remplacement x par T −1x dans 2.7 et répétition de ce processus, nous obtenons
l’inégalité P2

Lemme 2.2.25 Soit T un opérateur paranormal, alors

‖ T 3x ‖≥‖ T 2x ‖‖ T x ‖ x ∈H (2.8)

Preuve.

Pour un vecteur unitaire x ∈H , on peut supposer

‖ T 3x ‖=‖ T x ‖ .
∥∥∥T 2 T x

‖T x‖
∥∥∥ ≥‖ T x ‖ .∥∥∥T T x

‖T x‖
∥∥∥2

=
‖ T 2x ‖
‖ T x ‖

2

≥ ‖ T
2x ‖ . ‖ T x ‖2

‖ T x ‖
=‖ T 2x ‖ . ‖ T x ‖
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Lemme 2.2.26 Soit T un opérateur paranormal, alors

‖ T k+1x ‖2≥‖ T kx ‖2 . ‖ T 2x ‖ (Qk)

pour un entier positif k ≥ 1 et tout vecteur unitaire x ∈H.
Preuve.

Pour le cas k = 1

‖ T 2x ‖2=‖ T 2x ‖ . ‖ T 2x ‖≥‖ T x ‖2 . ‖ T 2x ‖
(Q1) est clair . Supposons maintenant que Q est valide pour k et ‖ T x ‖, 0, alors

‖ T k+2x ‖2=‖ T x ‖2
∥∥∥∥T k+1T x
‖T x‖

∥∥∥∥2
≥‖ T x ‖2

∥∥∥T k T x
‖T x‖

∥∥∥2 ∥∥∥T 2 T x
‖T x‖

∥∥∥
=‖ T k+1x ‖2 .‖ T

3x ‖
‖ T x ‖

≥‖ T k+1x ‖2‖ T 2x ‖

par 2.8 et (Qk). Donc (Qk+1) est valide et la preuve est complète .

2.2.14 Opérateur Normalöid

T ∈L (H) est dit opérateur normalöid si ρ(T ) =‖ T ‖
Exemple 2.2.27 Soit

T =



1 0 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 · · ·
0 1 0 0 0 · · ·
0 0 0 0 0 · · ·
0 0 0 1 0 · · ·
0 0 0 0 0 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


.

Par rapport à la base orthonormale

e1 =


1
0
0
0
...


e2 =


0
1
0
0
...


e3 =


0
0
1
0
...


.

On peut facilement déduire que

T ei =


e1 (i = 1)
ei+1 (i = 2j) j = 1,2, · · ·

0 (i = 2j + 1)

Par conséquent ‖ T ‖= 1.
On a

T −λI =



1−λ 0 0 0 0 0 · · ·
0 −λ 0 0 0 0 · · ·
0 1 −λ 0 0 0 · · ·
0 0 0 −λ 0 0 · · ·
0 0 0 1 −λ 0 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·


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alors,
λ1 = 1 λ2 = 0

donc ,
ρ(T ) =‖ T ‖= 1

alors, T est normaloid.

Théorème 2.2.28 Si T est un opérateur sur l’espace de Hilbert H sur C alors (i),(ii)et (iii)
sont vérifiées :
i) T est auto-adjoint si et seulement si < T x,x > est réel pour tout x ∈H.
ii) T est unitaire si et seulement si ‖ T x ‖=‖ T ∗x ‖=‖ x ‖ pour tout x ∈H.
iii) T est hyponormal si et seulement si ‖ T x ‖>‖ T ∗x ‖ pour tout x ∈H.

Preuve.
i)⇒) Si T est auto-adjoint i.e. T ∗ = T la preuve du résultat découle de

< T x,x >=< T ∗x,x >=< x,T x >= < T x,x >

⇐) On suppose < T x,x > est réel pour tout x ∈H alors pour tout x ∈H :

< T x,x >= < T x,x > =< x,T x >=< T ∗x,x >

donc T − T ∗ = 0 alors T est auto-adjoint.
ii)⇒) Si T est un opérateur unitaire i.e. T ∗T = T T ∗ = I la preuve du résultat découle de
‖ T x ‖2=< T x,T x >=< x,T ∗T x >=< x,x >=‖ x ‖2
‖ T ∗x ‖2=< T ∗x,T ∗x >=< x,T ∗T x >=< x,x >=‖ x ‖2
⇐) On suppose ‖ T x ‖=‖ T ∗x ‖=‖ x ‖ pour tout x ∈H alors pour tout x ∈H on a ,

‖ T x ‖2=‖ T ∗x ‖2=‖ x ‖2⇔< (T T ∗ − I)x,x >= 0

Par conséquent T ∗T − I = 0 et T T ∗ − I = 0 donc T est un opérateur unitaire
iii) Rappelons que

(1) ‖ T x ‖2 − ‖ T ∗x ‖2=< (T ∗T − T T ∗)x,x > pour tout x ∈H

⇒) Si T est un opérateur hyponormal alors, ‖ T x ‖>‖ T ∗x ‖ d’après (1)
⇐) On suppose ‖ T x ‖>‖ T ∗x ‖ pour tout x ∈ H alors T ∗T − T T ∗ > 0 d’après (1) donc T
est un opérateur hyonormal.

Théorème 2.2.29 On a la série des inclusions des classes d’opérateurs suivante :
auto−adjoint ⊆Normal ⊆Quasinormal ⊆ sous normal ⊆Hyponormal ⊆ paranormal ⊆
Normaloid

Preuve.
La relation auto − adjoint ⊆Normal ⊆Quasinormal est évidente.
Hyponormal ⊆ paranormal. Soit T est hyponormal, rappelons que T est hyponormal si
et seulement si ‖ T x ‖>‖ T ∗x ‖ pour tout x ∈ H , alors ‖ T T x ‖>‖ T ∗T x ‖ pour tout x ∈ H
et on a T est hyponormal par (iii) de théorème 2.2.28 alors

‖ T x ‖2=< T ∗T x,x >≤‖ T ∗T x ‖‖ x ‖≤‖ T 2x ‖‖ x ‖
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donc ‖ T 2x ‖>‖ T x ‖2 pour tout ‖ x ‖= 1 donc T est paranormal.

paranormal ⊆Normaloid, l’inégalité (P1) dans le théorème 2.2.24 on a :

‖ T nx ‖
‖ T x ‖

≥
(
‖ T x ‖
‖ x ‖

)n−1

pour tout x ∈H

alors, ‖ T nx ‖≥‖ T x ‖n pour tout ‖ x ‖= 1 et ‖ T n ‖≥‖ T ‖n vérifié. Donc ‖ T n ‖=‖ T ‖n
parce que (‖ T n ‖≤‖ T ‖n est toujour vrai). Donc ‖ T ‖= ρ(T ) alors T est Normaloid.
Sous normal ⊆ Hyponormal.Soit T sous normal alors une extension normal N peut
être exprimé comme suit

soit N =
(
T X
0 Y

)
sur un plus grand espace de Hilbert K ⊃H , N ∗N =NN ∗ comme N est

une normale donc :

N ∗N =
(
T ∗ 0
X∗ Y ∗

)(
T X
0 Y

)
=

(
T ∗T T ∗X
X∗T X∗X +Y ∗y

)
=NN ∗ =

(
T X
0 Y

)(
T ∗ 0
X∗ Y ∗

)
=

(
T T ∗ +XX∗ XY ∗

YX∗ YY ∗

)
alors T ∗T = T T ∗ +XX∗ alors T ∗T > T T ∗comme XX∗ > 0.

Quasinormal ⊆ sous normal, tout d’abord nous montrons que quasinormal ⊆ hyponormal.
Soit T est quasinormal et T = U | T | est la décomposition polaire de T. rappelons que
T est quasinormal si et seulement si U | T |=| T | U d’après la théorème2.2.21 alors
T ∗T − T T ∗ =| T |2 −U | T || T | U ∗ =| T | (I −UU ∗) | T |> 0 puisque U | T |=| T | U vérifie
alors T est hyponormal.
En suit, nous allons montrer que Quasinormal ⊆ sous normal. On définit [T ] = T ∗T −
T T ∗ alors [T ] > 0 puisque T est hyonormal. Pour T est quasinormal,

[T ]T = T ∗T T − T T ∗T = 0

alors T ∗[T ] = 0. En prenant l’adjoint de [T ]T = 0 nous avons par induction [T ]nT =
T ∗[T ]n = 0 pour tout nombre naturel n.
On a la racine carrée S de [T] est approximée uniformément par des polynômes de [T]
sans termes constants donc ST = T ∗S

En suit, définie N par N =
(
T S
0 T ∗

)
et S = [T ]

1
2 s’avère être normal comme suit

NN ∗ −N ∗N =
(
T T ∗ + S2 ST
T ∗S T ∗T

)
−
(
T ∗T T ∗S
ST S2 + T T ∗

)
= 0

alors T est sous normal.

Remarque 2.2.30 On a aussi les inclusions suivantes :
isometrique ⊆ quasinormal.
positif ⊆ auto − adjoint.
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2.3 Rayon spectral et rayon numérique

Théorème 2.3.1 Soit T ∈L (H) notons

ρ(T ) := sup{| λ |: λ ∈ σ (T )}.

Alors σ (T ) ⊂D(0,ρ(T )) de plus, on a

ρ(T ) = sup{| λ |: λ ∈ σ (T )} = lim
n−→∞

‖ T n ‖
1
n

Preuve.

Notons α := infn>1 ‖ T n ‖
1
n

Soit λ ∈ σ (T ) on a : λn ∈ σ (T n) ainsi | λn |≤‖ T n ‖ ce qui implique | λ |≤‖ T n ‖ 1
n .

Ainsi
ρ(T ) ≤ α

de plus
α ≤ liminf

n−→∞
‖ T n ‖

1
n≤ limsup

n−→∞
‖ T n ‖

1
n .

Il suffit donc de montrer que :

limsup
n−→∞

‖ T n ‖
1
n≤ ρ(T ).

Pour cela nous allons utiliser la théorie des fonctions holomorphes et les séries entières.
Notons Ω le disque ouvert centré en 0 et de rayon 1

ρ(T ) avec la convention Ω = C si ρ(T ) =

0. Considérons la fonction f : Ω −→ L (H) définie par f (0) = 0 et f (λ) = (T − 1
λId)−1

pour tout λ ∈Ω\0. La fonction f est holomorphe sur Ω\0 et on a : limλ−→0 f (λ) = 0. La
fonction f est donc continue sur Ω ce qui implique que f est en fait holomorphe sur
Ω. De plus, si 0 ≤| λ |≤ 1

‖T ‖ , on a

f (λ) = −λ(Id −λT )−1 = −
∑
n>0

λn+1T n,

égalité qui reste trivialement vrai pour λ = 0. Par conséquent, si | λ |≤ 1
‖T ‖ ,

f (λ) = −
∑
n>0λ

n+1T n. Soit R le rayon de convergence de la série entière
∑
n>0λ

n+1T n

Comme f est holomorphe sur Ω,R > dist(0,Ωc) = 1
ρ(T ) De plus, d’après la formule

d’Hadamard
1
R

= limsup
n−→∞

‖ T n ‖
1
n

Finalement, limsupn−→∞ ‖ T n ‖
1
n≤ ρ(T ) ce qui achève la preuve du théorème.

Proposition 2.3.2 Soit T ∈L (H)

i) T est normal alors ρ(T ) =‖ T ‖

ii) T est isométrique alors ρ(T ) = 1
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Preuve.

On a pour tout n ∈N

‖ T 2n ‖2=‖ (T ∗)2nT 2n ‖=‖ (T ∗T )2n ‖=‖ (T ∗T )2n−1
(T ∗T )2n−1 ‖=‖ (T ∗T )2n−1 ‖2= · · · =‖ T ∗T ‖2n=

‖ T ‖2n+1

ρ(T ) = lim
n−→∞

‖ T 2n ‖
1

2n =‖ T ‖

ii) On a pour tout n ∈N∗

‖ T n ‖2=‖ (T ∗)n(T )n) ‖=‖ (T ∗T )n ‖=‖ I ‖= 1.

Il résulte :
ρ(T ) = lim

n−→∞
‖ T n ‖

1
n= 1

Théorème 2.3.3 Pour tout T ∈L (H) alors w(T ) ≤‖ T ‖≤ 2w(T )

Preuve.

Soit x ∈H tel que ‖ x ‖= 1

De l’inégalité de Cauchy Schwarz on a :

|< T x,x >|≤‖ T x ‖‖ x ‖≤‖ T ‖‖ x ‖2=‖ T ‖

d’où w(T ) ≤‖ T ‖

de l’identité de polarisation on obtient :

4 |< T x,y >|=|< T (x+ y), (x+ y) > − < T (x − y), (x − y) > +i < T (x+ iy), (x+ iy) > −
i < T (x − iy), (x − iy) >|≤ w(T )[‖ x+ y ‖2 + ‖ x − y ‖2 + ‖ x+ iy ‖2 + ‖ x − iy ‖2] =
4w(T )(‖ x ‖2 + ‖ y ‖2)

En prenant ‖ x ‖=‖ y ‖= 1 on trouve 4 |< T x,y >|≤ 8w(T ), ce qui implique ‖ T ‖≤ 2w(T ).

Remarque 2.3.4 |< T x,x >|≤ w(T ) ‖ x ‖2

Théorème 2.3.5 Si w(T ) =‖ T ‖ alors il existe λ ∈ σap(T ) tel que | λ |=‖ T ‖ et
ρ(T ) =‖ T ‖

Preuve.

Si T , 0 w(T ) =‖ T ‖= 1 alors il existe une suite {λn}n∈N de nombre complexe telle
que λn ∈W (T ) et 1 − 1

n ≤| λn |≤ 1 on suppose que λn −→ λ ∈W (T ) par construction
λn =< T xn,xn > pour tout xn ∈H telque ‖ xn ‖= 1 et de l’inégalité
< T xn,xn >≤‖ T xn ‖≤ 1 alors limn−→∞ ‖ T xn ‖= 1, alors ‖ (λI − T )xn ‖2=| λ |2 −
< T xn,λxn > − < λxn,T xn > + ‖ T xn ‖2=| λ |2 −λ < T xn,xn > −λ < xn,T xn > + ‖ T xn ‖2
−→ 2− 2 | λ |2= 0 donc λ ∈ σap(T )
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Théorème 2.3.6 Si T est un opérateur normal alors ‖ T n ‖=‖ T ‖n pour tout n ≥ 1 de plus
on a ρ(T ) = w(T ) =‖ T ‖

Preuve.

On a toujours ρ(T ) ≤ w(T ) ≤‖ T ‖ · · · (1) pour trouve x ∈H on a :

‖ T x ‖2=< T ∗T x,x >≤‖ T T ∗x ‖‖ x ‖=‖ T 2x ‖‖ x ‖≤‖ T 2 ‖‖ x ‖2

car pour un opérateur normal on a toujours ‖ T x ‖=‖ T ∗x ‖, en résulte donc que
‖ T ‖2≤‖ T 2 ‖ .

Comme l’inégalité ‖ T n ‖≤‖ T ‖n est toujours vrai on a ‖ T 2 ‖=‖ T ‖2 de plus

‖ T nx ‖2=< T ∗T nx,T n−1x >≤ ‖ T n+1x ‖‖ T n−1x ‖ ∀n > 1

Cette inégalité implique que

‖ T n ‖2≤‖ T n+1 ‖‖ T n−1 ‖ ∀n > 2

Fixons un entier n > 2 et supposons que ‖ T ‖K≤‖ T K ‖ pour tout K ∈ {1,2, · · · } il suit
que

‖ T ‖2n≤‖ T n ‖2≤‖ T n+1 ‖‖ T n−1 ‖≤‖ T n+1 ‖‖ T ‖n−1

Ainsi, ‖ T ‖n+1≤‖ T n+1 ‖ .

On déduit par induction que ‖ T n ‖=‖ T ‖n pour tout n > 1.

Finalement la formule de rayon spectral entraine que ρ(T ) =‖ T ‖ et on a donc par
(1) le résultat .

Théorème 2.3.7 Les assertions suivantes sont vraies :

i) T est auto-adjoint si et seulement si W (T ) réel

ii) Si T est auto-adjoint et W (T ) ⊂ [mM] alors ‖ T ‖= max{|m |, |M |}

Preuve.

i) Si T est auto-adjoint alors pour tout x ∈H

< T x,x >=< x,T x >= < T x,x >.

On a donc W (T ) ⊆R.

Dans l’autre sens, si < T x,x > réel pour tout x ∈H , on a

< T x,x > − < x,T x >= 0 =< (T − T ∗)x,x >

donc T = T ∗

ii)T est auto- adjoint alors, w(T ) =‖ T ‖ donc ‖ T ‖= max{|m |, |M |}
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Théorème 2.3.8 1) Si λ ∈W (T ) et | λ |=‖ T ‖ alors λ ∈ σp(T )

2) Si Im(T )⊥ Im(T ∗) alors w(T ) = 1
2 ‖ T ‖

Preuve.

1) Par hypothèse :
λ =< T x,x > x ∈H ,‖ x ‖= 1. On a ‖ T ‖=| λ |≤‖ T x ‖≤‖ T ‖ et ainsi
|< T x,x >|=‖ T x ‖‖ x ‖ . Ainsi T x = µx pour certains µ ∈C alors λ =< T x,x >= µ
Par conséquent T x = λx
2) Soit x ∈H, ‖ x ‖= 1 si nous écrivons x = y+z tel que y ∈ Ker(T ), z ∈ Ker(T )⊥ = Im(T ∗)
donc < T x,x >=< T z,z+ y >=< T z,y > et < T x,x >≤‖ T z ‖‖ y ‖≤‖ T ‖‖ z ‖‖ y ‖
≤‖ T ‖ ‖y‖

2+‖z‖2
2 = 1

2 ‖ T ‖
on a x est arbitraire alors w(T ) ≤ 1

2 ‖ T ‖≤ w(T )
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Chapitre 3

Normes matricielles

Dans ce chapitre, on définit la norme matricielle, on donne les conditions qui rendent
C-rayon numérique qui présente une norme matricielle et on définit quelques types
des normes particulières

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1.1 Dans R
n les trois normes les plus courantes sont la norme infinie, la

norme un et la norme euclidienne et sont définies par : pour tout x = (x1, · · · ,xn)T ∈Rn

La norme infinie : ‖ x ‖∞= maxi=1···n | xi |

La norme un : ‖ x ‖1=
∑∞
i=1 | xi |

La norme euclidienne : ‖ x ‖2=
√
xT x =

√∑n
i=1 | xi |2. La norme euclidienne est donc définie

par le produit scalaire xT y

Proposition 3.1.2 Pour tout vecteur x ∈Rn, on a les inégalités :

‖ x ‖2≤‖ x ‖1≤
√
n ‖ x ‖2

‖ x ‖∞≤‖ x ‖2≤
√
n ‖ x ‖∞

‖ x ‖∞≤‖ x ‖1≤ n ‖ x ‖∞

3.1.1 Norme de Hölder

Lorsque E est de dimension finie, E = K
n, une norme de Hölder ou p-norme (p > 1)

est définie par :

‖ x ‖p= (
n∑
i=1

| xi |p)
1
P
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3.2 Normes matricielles

Définition 3.2.1 i) Une application A −→‖ A ‖ est dite semi norme dans Cn×n si pour tous
A,B ∈Cn×n et α ∈C les conditions suivantes sont vérifiées :
‖ A ‖≥ 0
‖ αA ‖=| α |‖ A ‖
‖ A+B ‖≤‖ A ‖ + ‖ B ‖
ii) Une semi norme est une norme générale de la matrice si elle est définie positive :

‖ A ‖> 0 pour A , 0

iii) La norme générale de la matrice est une norme matricielle si elle est multiplicative :
i.e. pour tout A,B ∈Cn×n ‖ AB ‖≤‖ A ‖‖ B ‖

Définition 3.2.2 Étant donné une norme vectorielle ‖ . ‖ l’applicationA −→‖ A ‖= supx,0
‖Ax‖
‖x‖

définit une norme matricielle est dite norme induite par (ou subordonnée à ) la norme vec-
torielle ‖ . ‖ .
Les normes vectorielles ‖ . ‖1,‖ . ‖∞ et ‖ . ‖2 induisent respectivement les normes matricielles
suivantes :

‖ A ‖1= max
j

∑
i

| aij | , ‖ A ‖∞= max
i

∑
j

| aij | , ‖ A ‖2=
√
ρ(ATA).

Exemple 3.2.3 Soit A une matrice carrée telle que : A =
(
1 2
3 4

)
‖ A ‖1= maxj

∑
i | aij |= maxj=1,2(a1j+a2j) = max(a11 +a21, a12 +a22) = max(1+3,2+4) = 6

‖ A ‖∞= maxi
∑
j | aij |= maxi(ai1 + ai2) =max(a11 + a12, a21 + a22) = max(1 + 2,3 + 4) = 7

‖ A ‖2=
√
ρ(ATA)

AT =
(
1 3
2 4

)
ATA =

(
1 3
2 4

)(
1 2
3 4

)
=

(
10 14
14 20

)
det(ATA−λI) =|

(
10−λ 14

14 20−λ

)
|= (10−λ)(20−λ)− (14)2 = λ2 − 30λ+ 4.

ρ(ATA) = 15 +
√

221 donc ‖ A ‖2=
√

15 +
√

221.

Remarque 3.2.4 Après le calcul des normes, nous concluons que les normes sont compa-
rables mais que les valeurs ne sont pas égaux.

3.2.1 Normes compatibles

Une norme vectorielle ‖ . ‖ et une norme matricielle ‖ . ‖∗ sont compatibles si pour
toute matrice A et tout vecteur x

‖ Ax ‖≤‖ A ‖∗‖ x ‖ .

En particulier, toute norme matricielle subordonnée à une norme vectorielle et com-
patible avec celle ci.
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3.2.2 Normes matricielles sous multiplicatives

Une norme matricielle est dite sous multiplicative si :

‖ AB ‖≤‖ A ‖‖ B ‖ ∀A ∈Cn×m ∀B ∈Cn×p

Proposition 3.2.5 Quelle que soit la norme matricielle ‖ . ‖ sous multiplicative pour une
matrice carrée A on a :
1) ρ(A) ≤‖ A ‖
2) Pour tout ε > 0, il existe une norme matricielle subordonnée ‖ . ‖ ( dépendant de ε et de
A ) telle que :

‖ A ‖≤ ρ(A) + ε

Preuve.

1) Pour le vecteur Au = λu on choisit une norme vectorielle compatible et

| λ |‖ u ‖=‖ λu ‖=‖ Au ‖≤‖ A ‖‖ u ‖

Quelle que soit la valeur propre | λ |≤‖ A ‖ .

2) On choisit U unitaire telle que T = U−1AU = (tij) soit une matrice triangulaire.
Ainsi tij = 0 si i > j. On note tii = λi i

ème valeur propre de A. Considérons alors la
matrice diagonale Dδ =D = diag(1,δ, · · · ,δn−1).
Dans la preuve nous utilisons le lemme suivante :

Lemme 3.2.6 La matrice D−1U−1AUD = D−1TD est la matrice triangulaire dont le coef-
ficient à la place (i, j) est δj−itij .

Complétons la preuve du théorème : Ceci est le résultat d’un calcul élémentaire et
grâce à la condition ”triangulaire”, les coefficients non diagonaux de cette dernière
matrice sont nuls ou tendent vers zéro quand δ −→ 0.
Donc, limδ−→0D

−1U−1AUD = diag(λ1, · · · ,λn) avec λi = tii .
Pour l’une quelconque des trois normes usuelles, on remarque que si ∆ est diagonale
‖ ∆ ‖= ρ(∆).
Considérons alors la norme surMn,n(K) :

A −→Nδ(A) =‖ (UDδ)
−1AUDδ ‖∞

On obtient : limδ−→0 ‖ diag(λ1, · · · ,λn) ‖∞= ρ(A) et par conséquent :

∃δ > 0,Nδ(A) ≤ ρ(A) + ε

Pour compléter, il reste à vérifier queNδ est subordonnée à une norme sur Kn. Vérifions
que v −→‖ (UDδ)−1v ‖ est une norme et que Nδ est la norme subordonnée.

Remarque 3.2.7 Si A est hermitienne (A = A∗) ‖ A ‖2= ρ(A).
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Exemple 3.2.8 A =
(
1 1
1 1

)
= A∗

det(A−λI) = λ2 − 2λ alors ρ(A) = 2

A∗A =
(
1 1
1 1

)(
1 1
1 1

)
=

(
2 2
2 2

)
det(A∗A−λI) = λ2 − 4λ alors ρ(A∗A) = 4

donc ‖ A ‖2=
√
ρ(A∗A) = 2 = ρ(A)

3.3 C-Rayon numérique

Théorème 3.3.1 Pour tout C ∈Cn×n, rC est une semi norme

Théorème 3.3.2 rC est une norme générale de la matrice si et seulement si C n’est pas sca-
laire et tr(C) , 0 · · · (1)

Dans la preuve nous utilisons les trois lemmes dans les quels A et C sont données des
matrices n×n

Lemme 3.3.3 Soit m un entier avec 1 ≤ m ≤ n si C est invariant sur tout sous espace de
dimension m de Cn alors C est scalaire

Preuve.

On a m < n, chaque sous espace de dimension un de C
n est un intersection de sous

espace de dimension m par hypothèse qui sont fixés par C, cela implique que tous les
correctifs C sous espace de dimension un de C

n

Maintenant, soit {ej}nj=1 la base standard de C
n par l’argument précédent il existe une

scalaire λ1,λ2, · · · ,λn,µ

telle que Cej = λjej 1 ≤ j ≤ n et C
∑n
j=1 ej = µ

∑n
j=1 ej

par conséquent : µ
∑n
j=1 ej =

∑n
j=1λjej et on conclusion que λj = µ 1 ≤ j ≤ n

par conséquent : Cej = µej 1 ≤ j ≤ n

i.e. C = µI alors C est scalaire .

Lemme 3.3.4 Si CU ∗AU = U ∗AUC ∀U ∈ Un et Un est un groupe unitaire alors
A ou C est scalaire .
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Preuve.

Supposons A n’est pas scalaire et montrer que C est scalaire, soit λ est une valeur
propre de A avec correspondant de l’espace de vecteurs propres Vλ de dimension m. A
n’est pas scalaire, alors

1 ≤m = dim(Vλ) < dim(Cn) = n.

Maintenant,
pour un arbitraire U ∈ Un, U ∗AU a aussi λ valeur propre avec correspondant l’espace
de vecteurs propres U ∗Vλ. Ainsi pour tout vecteur v ∈U ∗Vλ

U ∗AU (Cv) = C(U ∗AUv) = C(λv) = λ(Cv).

On conclut que Cv ∈U ∗Vλ ∀v ∈U ∗Vλ

c’est C invariant U ∗Vλ alors dim(Vλ) = m et U ∗ est arbitraire nous trouvons que
C est invariant sur tout sous espace de dimension m de C

n, alors d’après le lemme
3.3.3, C est scalaire.

Lemme 3.3.5 Si tr(CU ∗AU ) = constant ∀U ∈ Un alors,

CU ∗AU =U ∗AUC ∀ U ∈ Un

Preuve.

Soit S anti-hermitienne alors eθS est unitaire pour tout réel θ, et UeθS est unitaire
donc par hypothèse

f (θ) = tr[C(UeθS)∗A(UeθS)] = constant θ ∈R

et pour conséquent :

d
dθ
f (θ) =

d
dθ
tr(Ce−θSU ∗AUeθS)

= tr[Ce−θSU ∗AUSeθS −CSe−θSU ∗AUeθS] = 0

L’évaluation de la dérivée en θ = 0 nous obtenons tr(CU ∗AUS −CSU ∗AU ) = 0

par conséquent pour tous anti-hermitienne (et tout unitaire U)

tr[(CU ∗AU −U ∗AUC)S] = 0.

Pour chaque matrice B est une combinaison linéaire de anti-hermitienne.
La dernière identité implique :

tr[(CU ∗AU −U ∗AUC)B] = 0 ∀B ∈Cn×n.

Ainsi,
CU ∗AU −U ∗AUC = 0
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et le lemme est démontré.
Preuve du théorème :
par théorème 3.3.1 il suffit de montrer que (1) tient si et seulement si rC est définie
positive .
Si C est un scalaire à savoir C = λI pour tout A , 0 avec tr(A) = 0 donne
rC(A) =| λtr(A) |= 0
Aussi, si tr(C) = 0 alors

rC(I) =| tr(C) |= 0.

Aussi de (1) implique l’imprécision de rC(.).
Dans l’autre sens, soit (1) tenir si rC(A) = 0 , par définition : tr(CU ∗AU ) = 0 ∀U ∈ Un
par lemme 3.3.5

CU ∗AU =U ∗AUC ∀U ∈ Un
d’après lemme 3.3.4 l’une ou l’autre C ou A est scalaire , et on a C n’est pas scalaire,
alors A est scalaire donc A = µI nous avons

rC(A) =| µtr(C) |= 0

et tr(C) , 0 , alors µ doit disparaitre et la preuve établie.

Théorème 3.3.6 Soit N une semi norme, M une norme matricielle et η ≥ ξ > 0 constants
tels que :

ξM(A) 6N (A) 6 ηM(A) ∀A ∈ Cn×n

alors
(i) N est une norme générale de la matrice

(ii) pour tout v ≥ η
ξ2 ,Nv (Nv ≡ vN ) est une norme matricielle

(iii) si η
ξ2 6 1 alors N est une norme matricielle .

Preuve.

(i) Claire
(ii) Il faut simplement noter que

Nv(AB) = vN (AB) 6 vηM(AB) 6 vηM(A)M(B)

6
vη

ξ2N (A)N (B) 6 v2N (A)N (B) =Nv(A)Nv(B)

(iii)
N (AB) 6 ηM(AB) 6 ηM(A)M(B)

6
η

ξ2N (A)N (B) 6N (A)N (B),

alors N est une norme matricielle
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Définition 3.3.7 (certaine inégalité combinatoire ) Soient αi ,γj 1 ≤ j ≤ n sont deux sca-
laires, on considère un ensemble Sγ (α) = {

∑n
i=1γjασ (j) : σ ∈ Sn} Sn est un groupe

symétrique.

Le rayon de Sγ (α) est Rγ (α) = max{| z | z ∈ Sγ (α)}

Théorème 3.3.8 [14]
Si γj 1 ≤ j ≤ n est un scalaire complexe du même argument donc

Rγ (α) > Kγ max
i
| αi | ∀α1 · · ·αn ∈R (3.1)

avec Kγ = 1
2 maxij | γi −γj |

Lemme 3.3.9 [14]
Soient A et C deux matrices normales avec αj et γj sont des valeurs propres de A et C
respectivement alors Rγ (α) = rC(A)

Lemme 3.3.10 [14]
Si C est hermitienne avec γj est un valeur propre et Kγ satisfait 3.1 alors

rC(A) ≥ 1
2
Kγ ‖ A ‖2 ∀A ∈Cn×n

Lemme 3.3.11 [14]
Si C est normale avec γj est un valeur propre alors

rC(A) ≤
∑
j

| γj |‖ A ‖2 ∀A ∈Cn×n

Théorème 3.3.12 C est hermitienne et définie non négative (non positive), si C n’est pas
scalaire avec γj est un valeur propre alors pour chaque v avec

v ≥ 16 | tr(C) |
maxi,j | γi −γj |2

vrC ≡ rvC est une norme matricielle.

Preuve.

On a C est hermitienne et γj sont de même signe et par théorème 3.3.8, Kγ satisfait
3.1 et d’après les lemmes 3.3.10 et 3.3.11 on a

1
4

max | γi −γj |‖ A ‖2≤ rC(A) ≤
∑
| γj |‖ A ‖2=| trC |‖ A ‖2 ∀A ∈Cn×n

on a C n’est pas scalaire, le γj ne sont pas tous égaux, max | γi − γj |> 0 et le théorème
3.3.6 nous achève la preuve.
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3.4 Quelques types des normes particulières

Définition 3.4.1 Soit A = (αij) ∈ Mm,n oùMm,n des m × n matrices complexes. La norme
de A est considéré comme un opérateur de l2 vers l2 donné par :

‖ A ‖= sup{
∑
| αijxiyj | :

∑
| xi |2=

∑
| yj |2= 1}.

Rappelons que le produit schur de deux matrices de même format est donné par A ∗ B =
(αijβij) si A = (αij) et B = (βij) .

Nous définissons la norme de schur de A et note ‖ A ‖s par

‖ A ‖s= sup{‖ A ∗B ‖ : ‖ B ‖≤ 1}

‖ A ‖s la norme de l’opérateur surMm,n ce qui correspond à la multiplication de schur par A.

Nous considérons trois autres normes :

1)La colonne d’une norme maximale de A = (αij) est définie par

‖ A ‖c= sup
j

(
∑
i

| αij |2)
1
2

2) La norme de rangée maximale

‖ A ‖r= sup
i

(
∑
j

| αij |2)
1
2

3) La norme d’entrée maximale
‖ A ‖e= sup

ij
| αij |

Exemple 3.4.2 Soit

A =
(

1 2
3 0

)
1) ‖ A ‖c= supj

(∑
i | αij |2

) 1
2 = supj

(
| α1j |2 + | α2j |2

) 1
2 = sup

(
| α11 |2 + | α21 |2, | α12 |2 + | α22 |2

) 1
2

= sup (1 + 9,4)
1
2 =
√

10

2) ‖ A ‖r= supi
(∑

j | αij |2
) 1

2 = supi
(
| αi1 |2 + | αi2 |2

) 1
2 = sup

(
| α11 |2 + | α12 |2, | α21 |2 + | α22 |2

) 1
2

= sup (1 + 4,9)
1
2 = 3

3) ‖ A ‖e= supij | αij |= supj supi | αij |= sup(α11,α12,α21,α22) = 3

Définition 3.4.3 Soit ‖ αij ‖1 la norme trace de la matrice (αij), ‖ αij ‖1 est la trace de√
(αij)∗(αij).
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Théorème 3.4.4 Pour toute matrice A = (αij),

(i) ‖ A ‖s= sup{‖ αijξiηj ‖1 :
∑
| ξi |2=

∑
| ηj |2= 1}.

(ii)‖ A ‖s= sup{‖ αijξiηj ‖1 : ξi > 0, ηj > 0,
∑
ξ2
i =

∑
η2
j = 1}.

Preuve.

La première égalité est une conséquence de la relation

‖ αij ‖s= sup{‖ αijxij ‖ : ‖ xij ‖6 1} =

= sup{|
∑
ij

αijxijξiηj | : ‖ xij ‖6 1, :
∑
| ξi |2=

∑
| ηj |2= 1} =

= sup{| tr[(αijξiηj)(xji)] | : ‖ xij ‖6 1, :
∑
| ξi |2=

∑
| ηj |2= 1} =

= sup{‖ αijξiηj ‖1 :
∑
| ξi |2=

∑
| ηj |2= 1}.

Pour prouver la seconde égalité on observe que xijξiηj peut être exprimé comme
xijαiβj | ξi || ηj | avec | αi |=| βj |= 1 pour tout i et j et de plus

‖ xijαiβj ‖=‖ diag(α1,α2, · · · )(xij)diag(β1,β2, · · · ) ‖=

‖ xij ‖≤ 1

Corollaire 3.4.5 Pour toute matrice A , ‖ A ‖s≤‖ A ‖c et ‖ A ‖s≤‖ A ‖r
Preuve.

Soit A = (αij) si
∑
| ξi |2=

∑
| ηj |2= 1 alors,

‖ (αijξiηj ‖1=‖ diag(ξ1,ξ2, · · · )(αijηj) ‖1≤
≤ ‖ diag(ξ1,ξ2, · · · ) ‖2‖ (αijηj) ‖2=

= (
∑
ij

| αijηj |2)
1
2 = (

∑
j

(
∑
i

| αij |2)| ηj |2)
1
2 6‖ A ‖c .

Donc ‖ A ‖s≤‖ A ‖c . La preuve de la deuxième inégalité est similaire.

Proposition 3.4.6 Si A est une matrice de rang un alors, ‖ A ‖s=‖ A ‖e
Preuve.

Puisque A de rang un, alors A de la forme (αiβj), {αi} et {βj} sont des suites dans l2. Si
B = (xij) alors,

‖ A ∗B ‖=‖ αiβjxij ‖=
=‖ diag(α1,α2, · · · )(xij)diag(β1,β2, · · · ) ‖≤

≤max | αi |max | βj |‖ (xij) ‖= max | αiβj |‖ (xij) ‖=‖ A ‖e‖ B ‖

donc ‖ A ‖s=‖ A ‖e .
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Proposition 3.4.7 Soit A = (ξiuijη
−1
j ) et {ξi} ∈ l2 avec ξi > 0 pour tout i, (uij) est une

matrice unitaire et ηj = (
∑
i ξ

2
i | uij |

2)
1
2 alors ‖ A ‖s=‖ A ‖c= 1

Preuve.

notons que pour chaque j il existe certain i avec uij , 0 , ηj > 0 chaque colonne de
A est un vecteur de l’unité parce que pour chaque j

(
∑
i

| ξiuijη−1
j ) |2= (

∑
i

ξ2
i | uij |

2)η−2
j ) = 1.

Ainsi ‖ A ‖c= 1 et il reste à démontrer que ‖ A ‖s> 1, on a
∑
ξ2
i =

∑
η2
j et la normalisa-

tion {ξi} ne change pas A. Nous pouvons supposer que
∑
ξ2
i =

∑
η2
j = 1

On a
‖ A ‖s≥‖ (ξ2

i uij) ‖1=‖ diag(ξ2
1 ,ξ

2
2 , . . .)(uij) ‖1=

=‖ diag(ξ2
1 ,ξ

2
2 , . . .) ‖1= 1

Théorème 3.4.8 Si A = (αij) et ‖ A ‖c= t alors, ‖ A ‖s= t si et seulement si il existe une
matrice unitaire (uij) et vecteurs {ξi} et {ηj} avec ξi ≥ 0, ηj ≥ 0 et

∑
ξ2
i =

∑
η2
j = 1 tel que

αijηj = tξiuij pour tout i,j

Preuve.

Sans perte de généralité, nous pouvons remplacer t par 1.
On suppose qu’il existe deux vecteurs {ξi} et {ηj} et une matrice unitaire telle que∑

i,j

| αijηj |2=
∑
i,j

| ξiuij |2

ce qui implique que
∑
j η

2
j (

∑
i | αij |2) =

∑
i ξ

2
i = 1 et on a

∑
i | αij |2≤ 1 pour tout j par

hypothèse, l’équation
∑
η2
j = 1 implique que

∑
i | αij |2= 1 pour tout j.

Maintenant :

η2
j = η2

j

∑
i

| αij |2=
∑
i

| αijηj |2=
∑
i

| ξiuij |2=
∑
i

ξ2
i | uij |

2

de sorte que l’équation ‖ A ‖s= 1 suit à partir de 3.4.7
Pour montrer l’inverse, supposons ‖ A ‖s= 1 d’après théorème 3.4.4 et un argument de
compacité, ils existent vecteurs {ξi} et {ηj} avec ξi ≥ 0, ηj ≥ 0 ,

∑
ξ2
i = 1 =

∑
η2
j et tel

que
‖ (αijξiηj ‖1=‖ A ‖s= 1

Soit V = (vij) est une matrice unitaire dans la décomposition polaire de la matrice
(αijξiηj) alors,

1 =‖ (αijξiηj ‖1= tr[(vij(αijξiηj)] =

=
∑
i,j

(ξivji)(αijηj) ≤ (
∑
i,j

ξ2
i | vij |

2)
1
2 (
∑
i,j

η2
j | αij |

2)
1
2 =
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= (
∑
i,j

η2
j | αij |

2)
1
2 ≤‖ A ‖c= 1.

Ainsi, l’inégalité de Schwarz ci dessus est en fait une égalité et donc il existe un constant
c de valeur absolue 1 tel que αijηj = cξi

−−→vji alors, (c−−→vji ) est la matrice unitaire .

3.4.1 Normes essentielles

On rappelle que la norme essentielle d’un opérateur T : X −→ Y , notée ‖ T ‖e est
définie par :

‖ T ‖e= inf{‖ T −K ‖,K est compact de X dans Y }.

Observons que ‖ T ‖e≤‖ T ‖ et que ‖ T ‖e est la norme de T vu comme un élément de
l’espace quotient B(X,Y )/K(X,Y ) où K(X,Y ) désigne l’espace des opérateurs compacts
de X dans Y

3.4.2 Normes de Frobenius

La norme de Frobenius A ∈Cm×n est définie par :

‖ A ‖F=
√
trace(A∗A) = (

∑n
j=1

∑m
i=1 | aij |2)

1
2 = (

∑n
j=1 ‖ Aj ‖

2
2)

1
2

Ou Aj est laj ème colonne de A

La norme de Frobenius ainsi que toute p norme sont des normes sous multiplicatives

Exemple 3.4.9 1) ‖ In ‖F=
√
n.

2)A =
(
1 4
0 3

)
A∗ =

(
1 0
4 3

)

A∗A =
(
1 4
0 3

)(
1 0
4 3

)
=

(
17 12
12 9

)
alors

‖ A ‖F=
√
trace(A∗A) =

√
26

Proposition 3.4.10 La norme de Frobenius est une norme matricielle. Elle vérifie l’inégalité
suivante :

1) ‖ A ‖2≤‖ A ‖F≤
√
n ‖ A ‖2

Preuve.

1) On a trace(A) =
∑n
i=1λi {λ1,λ2, · · · ,λn} ∈ σ (A)

alors

‖ A ‖2F=
n∑
i=1

λi(A
∗A) ≤ n ‖ A ‖22
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Il en résulte que ‖ A ‖2≤‖ A ‖F≤
√
n ‖ A ‖2

Comme conséquence, il vient

‖ Ax ‖2≤‖ A ‖2‖ x ‖2≤‖ A ‖F‖ x ‖2

Proposition 3.4.11 [6]
La norme de Frobenius vérifie aussi :
1)‖ AB ‖F≤‖ A ‖F‖ B ‖2
2)‖ AB ‖F≤‖ A ‖2‖ B ‖F
3)‖ AB ‖F≤‖ A ‖F‖ B ‖F

3.4.3 Opérateur de Hilbert-Schmidt

Il s’agit de la classe la plus fréquente d’opérateurs compacts dans un espace de
Hilbert.

Définition 3.4.12 Soit H est un espace de Hilbert séparable. On dit T ∈ L (H) est un
opérateur de Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne (ek)k∈N telle que :

∞∑
k=0

‖ T ek ‖2<∞

Le nombre

‖ T ‖HS= (
∞∑
k=0

‖ T ek ‖2)
1
2

s’appelle la norme de Hilbert-Schmidt de l’opérateur T.

Exemple 3.4.13 Pour un opérateur en dimension fini T : Cn −→ C
n (de façon équivalente

pour les matrices n×n ),

‖ T ‖HS= (
∞∑
k=0

tr(T ∗T ))
1
2

Proposition 3.4.14 Soit T ∈L (H) un opérateur de Hilbert-Schmidt, on a
1) la norme ‖ . ‖HS ne dépend pas du choix de la base hilbertienne de H.
2) ‖ T ∗ ‖HS=‖ T ‖HS .
3) On a toujours, ‖ T ‖≤‖ T ‖HS

Théorème 3.4.15 Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Exemple 3.4.16 Considérons l’opérateur intégral T : L2([0 1]) −→ L2([0 1]) définit par

(T f )(t) =
∫ 1

0
K(t, s)f (s)ds

Avec un noyau K(., .) ∈ L2([0 1]× [0 1]). Alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, et

‖ T ‖HS=‖ K ‖L2[0 1]
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Chapitre 4

Applications

4.1 Système linéaire

Soient m et n des entiers naturels non nuls, un système linéaire de m équations à n
inconnues est un ensemble de relations algébriques de la forme

n∑
j=1

aijxj = bi , i = 1, · · · ,m, (4.1)

où les xj sont les inconnues, les aij les coefficients du système et les bi les composantes
du second membre, il est commode d’écrire le système 4.1 sous la forme matricielle

Ax = b (4.2)

où A = (aij) ∈ C
m×n la matrice des coefficients, b = (bi) ∈ C

m le vecteur de second
membre et x = (xi) ∈ C

n le vecteur inconnu. On appelle solution de 4.2 tout n-uple
de valeurs xi qui satisfait 4.1.
Théoriquement, le fait que A soit inversible entraine que le système 4.2 admet une
solution unique x = A−1b. Mais cette écriture suppose que l’on dispose de la ma-
trice A−1 or l’obtention de A−1 est équivalente à la résolution de n systèmes linéaires,
A(A−1)j = ej = (0, · · · ,1, · · · ,0) en plus de la multiplication x = A−1b.
Une autre méthode consisterait à obtenir les xi à l’aide des formules de Cramer
xi = det(Ai)

det(A) où det(Ai) désigne le déterminant de la matrice obtenue en remplaçant la

i ème colonne de A par le vecteur b.
Si la matrice est diagonalisable, on peut exprimer le système dans la base des vecteurs
propres et résoudre le système diagonal :

A = VDV −1, Ax = b⇔D(V −1x) = V −1b.

Mais diagonaliser une matrice est très couteux. Ensuite, il faudrait faire les calculs avec
des nombres complexes, ce qui est nettement plus couteux. De plus, il y a des matrices
qui ne sont pas diagonalisables.
Les méthodes basées sur l’élimination d’inconnues avec combinaisons linéaires des
lignes sont les méthodes directes de référence. Lorsqu’on élimine les inconnues, on
aboutit finalement à un système triangulaire supérieur, que l’on remonte pour calculer
les coordonnées de la solution. Le processus d’élimination est en fait la résolution d’un
système triangulaire inférieur. L’algorithme s’appelle la factorisation LU.
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4.2 Conditionnements

Dans cette section, on se propose d’examiner la sensibilité d’une méthode de résolution :
aux erreurs d’arrondis aux ”petites perturbations” des données du problème.
On mesurera cette sensibilité par un nombre appelé conditionnement, qui dépend
d’une norme sur K

n. Lorsqu’il est très élevé, cela peut mettre cause la pertinence du
résultat numérique obtenu. On part d’un système Au = b, de taille n×n, et on se donne
par ailleurs ∆A et ∆b, présumés petits par rapport à A et b et tel que A+∆A soit aussi
inversible. On se propose de comparer les solutions x et y des systèmes :

Ax = b et (A+∆A)y = b.

On écrit aussi y − x = ∆x et on se demande si le taux d’erreur sur x mesuré par ‖∆x‖‖x‖ ,

s’obtient à partir de ‖∆A‖‖A‖ + ‖∆b‖‖b‖ par un ”facteur d’amplification” multiplicatif raison-
nable.

Définition 4.2.1 (Conditionnement)
Soit Rn muni d’une norme ‖ . ‖ etMn(R) muni de la norme induite. Soit A ∈ Mn(R) une
matrice inversible. On appelle conditionnement de A par rapport à la norme ‖ . ‖ le nombre
réel positif cond(A) défini par :

cond(A) =‖ A ‖‖ A−1 ‖

Proposition 4.2.2 (Propriétés générales du conditionnement)
Soit Rn muni d’une norme ‖ . ‖ etMn(R) muni de la norme induite.
1. Soit A ∈Mn(R) une matrice inversible alors cond(A) > 1.
2. Soit A ∈Mn(R) une matrice inversible et α ∈R∗ alors cond(αA) = cond(A) .
3. Soient A et B ∈Mn(R) des matrices inversibles, alors cond(AB) ≤ cond(A)cond(B)

Preuve.

1. Comme ‖ . ‖ est une norme induite, c’est donc une norme matricielle. On a donc
pour toute matrice A ∈Mn(R),

‖ Id ‖≤‖ A ‖‖ A−1 ‖

ce qui prouve que cond(A) > 1.
2. Par définition,

cond(αA) =‖ αA ‖‖ (αA)−1 ‖=| α |‖ A ‖ 1
| α |
‖ A−1 ‖= cond(A)

3. Soient A et B des matrices inversibles alors AB est une matrice inversible et comme
‖ . ‖ est une norme matricielle,

cond(AB) =‖ AB ‖‖ (AB)−1 ‖=‖ AB ‖‖ B−1A−1 ‖≤‖ A ‖‖ B ‖‖ B−1 ‖‖ A−1 ‖ .

Donc cond(AB) ≤ cond(A)cond(B)
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Remarque 4.2.3 Le conditionnement d’un système linéaire Ax = b traduit la difficulté à le
résoudre : 1 ≤ cond(A) ≤∞
cond(A) ∼ 1 ⇒ système bien conditionné (solution stable par rapport à une erreur des
données)
cond(A) >> 1⇒ système mal conditionné (solution très sensible par rapport à une erreur
des données)
cond(A) = +∞⇒ système singulier (matrice non inversible, det = 0)

Proposition 4.2.4 (Caractérisation du conditionnement pour la norme 2)
Soit Rn muni de la norme euclidienne ‖ . ‖2 etMn(R) muni de la norme induite. Soit A ∈
Mn(R) une matrice inversible. On note cond2(A) le conditionnement associé à la norme
induite par la norme euclidienne sur R.
1. Soit A ∈Mn(R) une matrice inversible. On note σn[resp.σ1] la plus grande [resp. petite]
valeur propre de AtA (noter que AtA est une matrice symétrique définie positive). Alors

cond2(A) =
√
σn
σ1
.

2. Si de plus A est une matrice symétrique définie positive, alors

cond2(A) =
λn
λ1

où λn[resp.λ1] est la plus grande [resp. petite] valeur propre de A.

Preuve.

On rappelle que si A a comme valeurs propres λ1, · · · ,λn, alors A−1 a comme valeurs
propres λ−1

1 , · · · ,λ−nn et At a comme valeurs propres λ1, · · · ,λn.
1. Par définition, on a cond2(A) =‖ A ‖2‖ A−1 ‖2 . Et on a ‖ A ‖2=

√
ρ(AtA) =

√
σn donc

‖ A−1 ‖2=
√
ρ((A−1)tA−1) =

√
ρ((AAt)−1) ou ρ((AAt)−1) =

1
σ̃ 1

où σ̃1 est la plus petite valeur propre de la matrice AAt. Mais les valeurs propres de
AAt sont les valeurs propres de AtA : en effet, si λ est valeur propre de AAt associée au
vecteur propre x alors λ est valeur propre de AAt associée au vecteur propre Atx. On a
donc

cond2(A) =
√
σn
σ1
.

2. Si A est symétrique définie positive, alors AtA = A2 et σi = λ2
i où λi est valeur propre

de la matrice A. On a dans ce cas

cond2(A) =
λn
λ1
.

Les propriétés suivantes sont moins fondamentales, mais cependant intéressantes.
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Proposition 4.2.5 (Propriétés du conditionnement pour la norme 2). Soit Rn muni de la
norme euclidienne ‖ . ‖2 etMn(R) muni de la norme induite. Soit A ∈ Mn(R) une matrice
inversible. On note cond2(A) le conditionnement associé à la norme induite par la norme
euclidienne sur Rn.
1. Soit A ∈Mn(R) une matrice inversible. Alors cond2(A) = 1 si et seulement si A = αQ où
α ∈R∗ et Q est une matrice orthogonale (i.e. Qt =Q−1).
2. Soit A ∈ Mn(R) une matrice inversible. On suppose que A = QR où Q est une matrice
orthogonale. Alors cond2(A) = cond2(R).
3. Si A et B sont deux matrices symétriques définies positives, alors

cond2(A+B) ≤max(cond2(A), cond2(B)).

4.2.1 Calcul d’erreur

Proposition 4.2.6 (Majoration de l’erreur relative pour une erreur sur le second membre).
Soit A ∈Mn(R) une matrice inversible et b ∈ Rn, b , 0 . On munit Rn d’une norme ‖ . ‖ et
Mn(R) de la norme induite . Soit ∆b ∈ Rn si x est solution de Ax = b et x +∆x est solution
de

A(x+∆x) = b+∆b, (4.3)

alors
‖ ∆x ‖
‖ x ‖

6 cond(A)
‖ ∆b ‖
‖ b ‖

(4.4)

Preuve.

D’après 4.3 on obtient
A∆x = ∆b

et donc
‖ ∆x ‖6‖ A−1 ‖‖ ∆b ‖

Cette première estimation n’est pas satisfaisante car elle porte sur l’erreur globale or
la notion intéressante est celle d’erreur relative. On obtient l’estimation sur l’erreur
relative en remarquant que b = Ax, ce qui entraı̂ne que‖ b ‖6‖ A ‖‖ x ‖ .
On en déduit que

1
‖ x ‖

6
‖ A ‖
‖ b ‖

En multipliant membre à membre cette dernière inégalité et ‖ ∆x ‖6‖ A−1 ‖‖ ∆b ‖, on
obtient le résultat souhaité. Remarquons que l’estimation de 4.4 est optimale. En effet,
on va démontrer qu’on peut avoir égalité dans l’inégalité 4.4.
Pour cela, il faut choisir convenablement b et ∆b. On sait déjà que si x est solution de
4.2 et x+∆x est solution de (A+∆A)(x+∆x) = b+∆b, alors

∆x = A−1∆b,et donc ‖ ∆x ‖=‖ A−1∆b ‖ .

Soit x ∈Rn tel que ‖ x ‖= 1 et ‖ Ax ‖=‖ A ‖. Notons qu’un tel x existe parce que

‖ A ‖= sup{‖ Ax ‖;‖ x ‖= 1} =max{‖ Ax ‖;‖ x ‖= 1}.

On a donc
‖ ∆x ‖
‖ x ‖

=‖ A−1∆b ‖ ‖ A ‖
‖ Ax ‖
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Posons b = Ax ; on a donc ‖ b ‖=‖ A ‖ et donc

‖ ∆x ‖
‖ x ‖

=‖ A−1∆b ‖ ‖ A ‖
‖ b ‖

De même, il existe y ∈R tel que ‖ y ‖= 1 et ‖ A−1y ‖=‖ A−1 ‖. On choisit alors ∆b tel que
∆b = y. Comme A(x+∆x) = b+∆b, on a ∆x = A−1∆b et donc :

‖ ∆x ‖=‖ A−1∆b ‖= ε ‖ A−1y ‖= ε ‖ A−1 ‖=‖ ∆b ‖‖ A−1 ‖ .

On en déduit que

‖ ∆x ‖
‖ x ‖

=‖ ∆x ‖=‖ ∆b ‖‖ A−1 ‖ ‖ A ‖
‖ b ‖

car ‖ A ‖=‖ b ‖ et ‖ x ‖= 1

Par ce choix de b et ∆b on a bien égalité dans 4.4 qui est donc optimale.
Majorons maintenant l’erreur relative commise sur x solution de Ax = b lorsque l’on
commet une erreur ∆A sur la matrice A.

Proposition 4.2.7 (Majoration de l’erreur relative pour une erreur sur la matrice). Soit
A ∈Mn(R) une matrice inversible et b ∈R, b , 0. On munit Rn d’une norme ‖ . ‖ etMn(R)
de la norme induite. Soit ∆A ∈ Rn ; on suppose que A+∆A est une matrice inversible. Si x
est solution de Ax = b et x+∆x est solution de

(A+∆A)(x+∆x) = b (4.5)

alors
‖ ∆x ‖
‖ x+∆x ‖

≤ cond(A)
‖ ∆A ‖
‖ A ‖

(4.6)

Preuve.

D’après Ax = b et 4.5, on obtient

A(∆x) = −∆A(x+∆x)

donc
∆x = −A−1∆A(x+∆x)

On en déduit que ‖ ∆x ‖≤‖ A−1 ‖‖ ∆A ‖‖ x+∆x ‖ , d’où on déduit le résultat souhaité.
On peut en fait majorer l’erreur relative dans le cas où l’on commet à la fois une erreur
sur A et une erreur sur b .
On donne le théorème à cet effet ; la démonstration est toute fois nettement plus com-
pliquée.

Théorème 4.2.8 (Majoration de l’erreur relative pour une erreur sur matrice et second
membre ). Soit A ∈ Mn(R) une matrice inversible et b ∈ R, b , 0. On munit R

n d’une
norme ‖ . ‖ et Mn(R) de la norme induite. Soient ∆A ∈ Mn(R) et ∆b ∈ R

n. On suppose
que‖ ∆A ‖< 1

‖A−1‖ . Alors la matrice (A+∆A) est inversible et si x est solution de Ax = b et
x+∆x est solution de (A+∆A)(x+∆x) = b+∆b, alors

‖ ∆x ‖
‖ x ‖

≤ cond(A)
1− ‖ A−1 ‖‖ ∆A ‖

(
‖ ∆b ‖
‖ b ‖

+
‖ ∆A ‖
‖ A ‖

)
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Preuve.

On peut écrire A+∆A = A(Id+B) avec B = A−1∆A. Or le rayon spectral de B,ρ(B) vérifie
ρ(B) ≤‖ B ‖≤‖ ∆A ‖‖ A−1 ‖< 1 et donc (Id +B) est inversible et (Id +B)−1 =

∑∞
n=0(−1)nBn.

On a aussi ‖ (Id +B)−1 ‖≤
∑∞
n=0 ‖ Bn ‖= 1

1−‖B‖ ≤
1

1−‖A−1‖‖∆A‖ . On en déduit que A+∆A est

inversible, car A+∆A = A(Id+B) et comme A est inversible, (A+∆A)−1 = (Id+B)−1A−1.

Comme A et A + ∆A sont inversibles, il existe un unique x ∈ R
n tel que Ax = b et

il existe un unique ∆x ∈ R
n tel que (A + ∆A)(x + ∆x) = b + ∆b. Comme Ax = b, on a

(A+∆A)∆x+∆Ax = ∆b et donc ∆x = (A+∆A)−1(∆b−∆Ax) or (A+∆A)−1 = (Id+B)−1A−1,
on en déduit :

‖ (A+∆A)−1 ‖≤‖ (Id +B)−1 ‖‖ A−1 ‖

≤ ‖ A−1 ‖
1− ‖ A−1 ‖‖ ∆A ‖

On peut donc écrire la majoration suivante :

‖ ∆x ‖
‖ x ‖

≤ ‖ A−1 ‖‖ A ‖
1− ‖ A−1 ‖‖ ∆A ‖

(
‖ ∆b ‖
‖ A ‖‖ x ‖

+
‖ ∆A ‖
‖ A ‖

)
.

En utilisant le fait que b = Ax et que par suite ‖ b ‖6‖ A ‖‖ x ‖, on obtient :

‖ ∆x ‖
‖ x ‖

≤ ‖ A−1 ‖‖ A ‖
1− ‖ A−1 ‖‖ ∆A ‖

(
‖ ∆b ‖
‖ b ‖

+
‖ ∆A ‖
‖ A ‖

)
,

ce qui achève la preuve.

Théorème 4.2.9 Soit A une matrice inversible et x la solution de Ax = b . Soit ∆A et ∆b
tels que

‖ ∆A ‖≤ α ‖ A ‖, ‖ ∆b ‖≤ β ‖ b ‖ et αcond(A) < 1

alors A+∆A est inversible. Soit x+∆x la solution du système

(A+∆A)(x+∆x) = b+∆b,

alors
‖ ∆x ‖
‖ x ‖

≤ cond(A)
1−αcond(A)

(α + β).

Ce théorème correspond à la définition générale où les données sont soit A et b (si et seule-
ment A est la donnée, alors β = 0).

La preuve du théorème nécessite le lemme suivant :

Lemme 4.2.10 Si ‖ F ‖< 1 alors (I +F) est inversible et ‖ (I +F)−1 ‖≤ 1
1−‖F‖

Preuve.

A+∆A = A(I +A−1∆A),

‖ A−1∆A ‖≤ cond(A)α < 1
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donc d’après le lemme 4.2.10, I +A−1∆A est inversible et

‖ (I +A−1∆A)−1 ‖≤ 1
1−αcond(A)

Soit y = x+∆x , on a (A+∆A)y = b+∆b, Ax = b donc A(y − x) = ∆b −∆Ay et

‖ y − x ‖≤‖ A−1 ‖ (‖ ∆b ‖ + ‖ ∆A ‖‖ y ‖) or ‖ ∆b ‖≤ β ‖ b ‖≤ β ‖ A ‖‖ x ‖,

d′ou ‖ ∆x ‖≤ cond(A)(β ‖ x ‖ +α ‖ y ‖).
Il reste à majorer ‖ y ‖. On a

A(I +A−1∆A)y = A(x+A−1∆b),

‖ y ‖≤‖ (I +A−1∆A)−1 ‖ (‖ x ‖ + ‖ A−1 ‖‖ ∆b ‖),

‖ y ‖≤ 1
1−αcond(A)

(1 + βcond(A)) ‖ x ‖ .

Par conséquent, β ‖ x ‖ +α ‖ y ‖≤ 1
1−αcond(A)(α + β) ‖ x ‖ on en déduit que

‖ ∆x ‖≤ cond(A)
1−αcond(A)

(α + β) ‖ x ‖

Dans ces exemples nous étudions la norme qui donne une minimale erreur

Exemple 4.2.11 Considérons le système
10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10



u1
u2
u3
u4

 =


32
23
33
31

 de solution


1
1
1
1

 .
Le système perturbé

10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10



u1 +∆u1
u2 +∆u2
u3 +∆u3
u4 +∆u4

 =


32,1
22,9
33,1
30,9

 a pour solution


9,2
−12,6

4,5
−1,1

 .
Ainsi une erreur relative de 2.10−2 sur les données entraine une erreur relative de l’ordre de
10
1 du résultat ( erreur amplifiée de 2000 ).

De même 
10 7 8,1 7,2

7,08 5,04 6 5
8 5,98 9,89 9

6,99 4,99 9 9,98



u1 +∆u1
u2 +∆u2
u3 +∆u3
u4 +∆u4

 =


32
23
33
31

 a pour solution


−81
137
−34
22

 .
Pour tant, la matrice est ”bonne” (symétrique, de déterminant 1, donc loin de 0). Son inverse
est d’ailleurs donnée par

A−1 =


25 −41 10 −6
−41 68 −17 10
10 −17 5 −3
−6 10 −3 2

 .
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Mais les valeurs propres de A sont

λ1 ≈ 0,01015 < λ2 ≈ 0,8431 < λ3 ≈ 3,858 < λ4 ≈ 30,2877,

si bien que

cond2(A) =
λ4

λ1
≈ 2984 est grand

D’autre part

u =


1
1
1
1

 ,∆u =


8,2
−13,6

3,5
−2,1

 ,b =


32
23
33
31

 ,∆b =


0,1
−0,1
0,1
−0,1


de sorte que

‖ ∆u ‖2
‖ u ‖2

' 8,1985 et cond2(A)
‖ ∆b ‖2
‖ b ‖2

' 9,9424.

On n’est pas loin de l’égalité dans l’estimation 4.4

‖ ∆u ‖2
‖ u ‖2

6 cond2(A)
‖ ∆b ‖2
‖ b ‖2

Dans l’autre sens
cond∞(A) = cond1(A) = 4488.

puisque A est symétrique, alors

‖ ∆u ‖1
‖ u ‖1

' 6,85 et cond1(A)
‖ ∆b ‖1
‖ b ‖1

' 15,0855.

donc 4.4 est vérifié.
Pour la norme de l’infinie on a

‖ ∆u ‖∞
‖ u ‖∞

' 13,6 et cond∞(A)
‖ ∆b ‖∞
‖ b ‖∞

' 13,6.

Exemple 4.2.12 Soit

A =


8 10 10 10
1 5 6 1
7 10 4 7
7 8 1 7

 et A−1 =


−1

2 75 −145 135
0 −21 41 −38
0 14 −27 25
1
2 −53 102 −95


le système linéaire de A est

8 10 10 10
1 5 6 1
7 10 4 7
7 8 1 7



u1
u2
u3
u4

 =


38
13
28
23

 de solution


1
1
1
1

 .
Le système perturbé

8 10 10 10
1 5 6 1
7 10 4 7
7 8 1 7



u1 +∆u1
u2 +∆u2
u3 +∆u3
u4 +∆u4

 =


38,1
12,9
28,1
22,9

 a pour solution


−34,5

11
−5,6
26

 .
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On a λ1 = 24,1 λ2 = −0,007 et cond2(A) = 7363.
D’autre part

u =


1
1
1
1

 ,∆u =


−35,5

10
−6,6
25

 ,b =


38
13
28
23

 ,∆b =


0,1
−0,1
0,1
−0,1


alors,

‖ ∆u ‖2
‖ u ‖2

' 22,6 et cond2(A)
‖ ∆b ‖2
‖ b ‖2

' 27,24.

On n’est pas loin de l’égalité dans l’estimation 4.4.

Dans l’autre sens, on a ‖ A ‖1= 33 ‖ A−1 ‖1= 315 et cond1(A) = 10395.

‖ ∆u ‖1
‖ u ‖1

' 19,275 et cond1(A)
‖ ∆b ‖1
‖ b ‖1

' 40,7484.

Pour la norme l’infinie on a

‖ ∆u ‖∞
‖ u ‖∞

' 35,5 et cond∞(A)
‖ ∆b ‖∞
‖ b ‖∞

' 35,5.

Exemple 4.2.13 Soit A =
(
7 10
5 7

)
on obtient le système suivant : A =

[
7 10
5 7

][
u1
u2

]
=

[
1

0.7

]
de solution

[
0

0.1

]
Le système perturbé est[

7 10
5 7

][
u1 +∆u1
u2 +∆u2

]
=

[
1.01
0.69

]
de solution x =

[
−0.17
0.22

]
Son inverse est donnée par A−1 =

(
−7 10
5 −7

)
donc,

cond1(A) =‖ A ‖1 . ‖ A−1 ‖1= 289

D’autre part

u =
[

0
0.1

]
,∆u =

[
−0.17
0.12

]
,b =

[
1

0.7

]
,∆b =

[
0,01
−0,01

]
de sorte que

‖ ∆u ‖1
‖ u ‖1

' 2.9 et cond1(A)
‖ ∆b ‖1
‖ b ‖1

' 3.3813.

On est proche de l’égalité dans l’estimation 4.4

‖ ∆u ‖1
‖ u ‖1

6 cond1(A)
‖ ∆b ‖1
‖ b ‖1

Dans l’autre sens
cond∞(A) = 289.
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alors,
‖ ∆u ‖∞
‖ u ‖∞

' 1.7 et cond∞(A)
‖ ∆b ‖∞
‖ b ‖∞

' 2.89.

donc 4.4 est vérifié
Pour la norme euclidienne, les valeurs propres de A sont

λ1 ≈ 0,0044, λ2 ≈ 222.99

si bien que
cond2(A) = 225.12

donc
‖ ∆u ‖2
‖ u ‖2

' 2.08 et cond2(A)
‖ ∆b ‖2
‖ b ‖2

' 2.60.

Remarque 4.2.14 1) Dans les deux exemples(4.2.11 et 4.2.12), la norme infinie a donné
une petite erreur en comparant par d’autres normes mais l’exemple 4.2.13 la norme un a
donné une petite erreur en comparant par d’autres normes.
2) Après avoir étudier un certain nombre de systèmes linéaires, nous avons conclu que l’er-
reur est liée au changement de système linéaire, donc à chaque système linéaire, il existe une
norme qui donne l’approximation la plus proche du bon résultat.
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                  Résumé                                                                         

 Ce travail s'inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs 

linéaires sur un espace de Hilbert.                                                                      

 Dans ce mémoire, nous avons étudié particulièrement les normes 

des opérateurs et les normes matricielles qui jouent un rôle essentiel 

dans l'étude de plusieurs problèmes dans la pratique.                  

Le premier chapitre est consacré aux espaces de Hilbert: définitions 

et propriétés. Nous donnons également la définition de la continuité, 

la norme,  l'adjoint et l'inverse d'un opérateur, le spectre et l'image 

numérique des opérateurs linéaires sur l'espace de Hilbert et la 

matrice associé à un opérateur.  Dans le deuxième chapitre, nous 

avons donné des définitions équivalentes à la définition de la norme, 

les classes de opérateurs et la relation entre le rayon numérique, le 

rayon spectrale et la norme. Dans le troisième chapitre, nous 

définissons la norme matricielle et le C-rayon numérique qui 

présente une norme matricielle, ainsi que quelques normes 

particulières. Dans le dernier chapitre on définit la conditionnement, 

calcul de l'erreur et quelques exemples.                                                          

Mots clés  opérateur linéaire, spectre d'un opérateur, image 

numérique d'un opérateur , rayon spectral, rayon numérique, C-

image numérique, C-rayon numérique,  conditionnement. 

 Abstract 

This work is part of the theory of linear operators on a Hilber space. 

In this thesis, we have particularly studied the norms of operators 

and the  matrix norms which play a key role in the study of several 

problems in practice.                                                                                               

 The first chapter is devoted to Hilbert spaces: definitions and 

properties. We also give the definition of continuity, the norm, the 

adjoint and the inverse of an operator, the spectrum and the   
 



  
numerical range of the linear operators on the Hilbert space and 

the matrix associated to an operator.                                                                                                                           

In the second chapter,  we have given definitions equivalent to 

the definition of the norm, the classes of operators and the 

relation between the numerical radius, the spectral radius and 

the norm.                                                                                                              

In the third chapter,  we define the matrix norm and the C-

numerical radius  which  presents a matrix norm, as well as some 

particular norms. In the last chapter we define the conditioning, 

calculation of the error and some examples.                                           

Key words Linear operator, spectrum of an operator, numerical 

range of an operator , spectral radius, numerical radius,C-

numerical range, C-numerical radius, conditioning.                  

  ملخص

درسنا   ھذه المذكرة يف .المؤثرات الخطیة في الفضاء الھلبرتيا العمل جزء من نظریة ھذ

خاص نظیم المؤثرات ونظیم المصفوفات التي تلعب دور ضروریا في دراسة العدید  بشكل

  .من المشاكل في الجزء التطبیقي
كما نعطي تعریف  .تعاریف وخصائص :الفصل الأول مخصص للفضاء الھلبرتي 

الصورة العددیة للمؤثرات  ,قرین ومعكوس المؤثر وتعریف الطیف ,نظیم ,استمراریة

في الفصل الثاني أعطینا  .الخطیة في الفضاء الھلبرتي والمصفوفة المرفقة بالمؤثر الخطي

أصناف المؤثرات وعلاقة نصف القطر العددي ونصف  ,تعاریف مكافئة لتعریف النظیم

النظیم المصفوفي ونصف القطر العددي  في الفصل الثالث عرفنا .القطر الطیفي بالنظیم

في الفصل الأخیر  . ك بعض النظم الخاصةلذكي یمثل نظیم مصفوفي وذال Cالمتعلق ب 

  .وتوظیفھ في حساب الخطأ مع بعض الأمثلة ,التكثیف نعرف
نصف القطر   ,لمؤثر صورة عددیة ,مؤثر طیف ,خطيمؤثر الكلمات المفتاحیة  

نصف القطر العددي  C,الصورة العددیة المتعلقة ب  ,نصف القطر العددي ,الطیفي

  .التكثیف C,المتعلق ب 
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