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Notations

H espace de Hilbert

<.,.> produit scalaire

.|| la norme

Z(H) I’espace des opérateurs linéaires bornés sur espace de Hilbert H

Z(E,F) lespace des opérateurs linéaires bornés sur E dans F
T l'opérateur adjoint de 'opérateur T

T-! I'inverse d’un opérateur T

Ker(T) lenoyaudeT

Im(T) I'image de T

| T | la valeur absolue de T

o(T) le spectre de T

op(T) le spectre ponctuel de T

04(T)  lespectre approché de T

p(T) le rayon spectral de T

W(T)  l'image numérique de T

w(T) le rayon numérique de T

U, groupe unitaire

Mop ensemble de matrices de n lignes et p colonnes
C,ixn ensemble de n x n matrices complexes

tr(A) trace de la matrice A

Wc(A)  C-image numérique de A
rc(A)  C-rayon numérique de A

cond(A) le conditionnement de A
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Introduction

Ce travail s’inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs linéaires sur un es-
pace de Hilbert. La théorie des opérateurs linéaires trouve ses origines d’une part
dans I’étude des systémes d’équations linéaires et d’autres part dans des équations
différentielles et intégrales. Dans ce mémoire, nous avons étudié particuliérement les
normes des opérateurs et les normes matricielles qui jouent un roéle essentiel dans
I’étude de plusieurs problemes dans la pratique.

Depuis quelques dizaines d’années, plusieurs travaux de recherche ont été faites dans
ce domaine :

En 1979, dans [14] M.Golderberg et E.G.Straus ont étudié les propriétés qui font le
C-rayon numérique représente une norme matricielle.

En 1987, dans [8] C. k. Fong, H. Radjavi et P. Rosenthal ont identifié et comparé un
certain nombre de normes particulieres.

En 2001, dans [11] T.Furuta a étudié toutes les classes d’opérateurs et leurs propriétés.
En 2002, dans [5] J. F. Durand a traité les définitions et toutes les propriétés de ma-
trices.

Notre but dans ce mémoire est d’étudier les propriétés des différents types des normes
des opérateurs et le role de la norme dans 'estimation de l’erreur dans la solution d’un
systeme linéaire comme application.

Ce mémoire est composé d’une introduction et quatre chapitres.

Le premier chapitre est consacré aux espaces de Hilbert : définitions et propriétés.
Nous donnons également la définition de la continuité, la norme, ’adjoint et I'inverse
d’un opérateur, le spectre et I'image numérique des opérateurs linéaires sur l’espace
de Hilbert et la matrice associé a un opérateur.

Dans le deuxiéme chapitre, nous avons donné des définitions équivalentes a la définition
de la norme, les classes de opérateurs et la relation entre le rayon numérique, le rayon
spectrale et la norme.

Dans le troisieme chapitre, nous définissons la norme matricielle et le C-rayon numérique
qui présente une norme matricielle, ainsi que quelques normes particulieres.

Dans le dernier chapitre on définit la conditionnement, calcul de l'erreur et quelques
exemples.



Chapitre 1
Préliminaires

Cette partie de ce mémoire est consacrée pour rappeler quelques définitions et
résultats d’analyse fonctionnelle. Ces rappels concernent les espaces de Hilbert, les
opérateurs sur les espaces de Hilbert et leurs propriétés , on donne également les no-
tion du spectre, valeur propre et I'image numérique.

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Produit scalaire
Définition 1.1.1 Soit X un C- espace vectoriel, s’il existe un nombre complexe z =< x,y >
pour tout couple des vecteurs x et y dans X qui vérifient les conditions suivantes :

1. VxeX <xx>>0 et <xx>=0cx=0

2. <x,9>=<y,x> Vx,peX

3. <x+p,z2>=<x,z2>+<p,z> Vx,yetzeX

4. <Ax,y>=A<x,y> Vx,yeX et YAeC

alors < x,y > est dit produit scalaire de x et y

Définition 1.1.2 Une norme dans un espace vectoriel E est une application || . || de E dans
R, qui vérifie les propriétés suivantes :

i)VxeE, |[x|>0 et |x|=0ex=0
ii)VAeR et xeE |[Ax]||=|A|llx]|.
i) Vx,y € E, [[x+y|I<llx|+]»].

Définition 1.1.3 On appelle espace prehilbertien tout espace vectoriel muni d’un produit

scalaire et on pose || x ||= V< x,x >

Définition 1.1.4 Un espace prehilbertien complet muni de la norme induit par le produit
scalaire est dit espace de Hilbert.

Exemple 1.1.5 lespace I? = {x = (x xj €C, Z}.Ozl | X; < oo}

7)j
muni du produit scalaire < x,y >= Zle x;y; est un espace de Hilbert.



1.1.2 Quelques propriétés
Inégalité de Cauchy Schwarz :
Si x et y sont deux éléments d’un espace préhilbertien alors,
[<xy>I<l[xllly i

Preuve.

. ﬁ =g —_— . . . ﬁ
Siy=0onaalors, <x,y>=<x,0>=0<x,x> etlaconclusion est claire, soit y = 0 et
-2 .
x # 0 alors pour tout scalaire A nous avons :

0<|| )\x+y||2:< Ax+y, Ax+yp >

=A< KLX>HA<KLY > HA<Y,X>+<Y, Y >

S AP<xx> A< >+A<p,x>+<p,p> VYA (1)
On pose
- <
Lo o<y
<X, x>

alors I'inégalité (1) réduit a :

2
< >
Ix,y|>0

<py>- <X, x>
J

Dou  |<x,p >l x|yl
Loi du parallélogramme

La loi du parallélogramme affirme que la norme induite par le produit scalaire satisfait
lx+p 1P+ lx=plIP= 20 x I* + 1y II7)

ou x et y sont deux éléments quelconque préhilbertien
Preuve.

| x+p|P=<x+9,x+9>=<x,x>+<xY>+<p,x>+<p,>
|x—p|P=<x-9,x-p>=<x,x>-<x,9>-<px>+<y,p>
donc [[x+p 1P +Ilx~y [P=2(lx > + 11y 1I%)

Identité de polarisation

Soient x, y € K(IRouC) on peut montrer que

(lx+y 1P =llx=p ") +ilx+iy > =[x~ iy [I*) dans C

1
<x,y>=1{ %
Y { Ilx+p P =l x=v|?) dans R



Preuve.

Dans C:

H(lx+pIP =l x=y D) +illx+ip P = x=iy [?)] =
:ﬂkxm>+<%y>+<Ly>t<%x>—<nx>—f%y>+<%x>+<xyﬂ+
(<X,Xx>+ <X >+<iP,Xx>+ii<P,P>—<X,X>—1i <P, P>+ <X,y >+ <iy,X>)]
= %[2<x,y>+2<x,y>+2<x,y>—2<x,y >]=<x,p >

Dans R :

1
Z[<x+y,x+y>—<x—y,x—y >]

1
x4y P =113 )

1
= Z[<x,x>+<y,y>+<y,x>+<x,y>—<x,x>

- <PY>+<xYP>+<Y,x>]
= <xp>

Dans R: <x,y>=<7y,x>

1.2 Opérateurs linéaires sur un espace de Hilbert

Définition 1.2.1 Soit H un espace de Hilbert. Une application T : H — H est dit opérateur
linéaire si seulement si T satisfait les deux conditions suivantes :

i) Additivite : T(x+y)=Tx+Ty Vx,yeH

ii) Homogeénéité : T(Ax) = A.Tx,VYxe H, A C
Définition 1.2.2 Soit T € £ (H), I'image de T est définie par Im(T) ={Tx: x e H}etle
noyau est définie par Ker(T) ={xe H: Tx = 0}

1.2.1 Continuité d’un opérateur linéaire

La convergence dans un espace linéaire normé est présenté par la convergence dans
I’espace métrique induite.

Définition 1.2.3 Nous définissons la continuité d’un opérateur A sur espace linéaire normé
E dans un espace linéaire normeé F.
|x,—x|l[g > 0,n—> c0o=| Ax, - Ax || > 0,n >

Exemple 1.2.4 Soit K(t,s) une fonction continueentets,a<t,s<bona:

y(t) = Lbk(t,s)x(s)ds si x € C([ab])alors, y(t) € C([a b]).

s . . . L. b
I'équation ci dessus peut étre écrite commey = Tx et Ty, = L k(t,s)x(s)ds
Démontrons la continuité de T Soit x,,x € C([a b])et || x,—x||—> 0,n = oo o1l

|| x ll= max;epq v x(¢) |



Maintenant,

(=30 = max |30 -9(0)
b
< magf | k(5. £)(0(5) - x(5))ds |

< (b—a)max | k(t,s) ||| x,(s)—x(s) ||—= 0,n — o0

donc || Tx, —Tx||— 0si|| x,, —x ||[— 0, ce qui montre que T est continu .

1.2.2 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.2.5 Soit A un opérateur linéaire de E dans F, A est dit borné s’il existe un
constante ¢ > 0 tel que :
| Ax|lp<cllx|g Yx€E

Théoreme 1.2.6 Un opérateur linéaire A est continu si et seulement s’il est borné

Preuve.

Soit A un opérateur continu, on suppose que A n’est pas borné,alors il existe une suite
{x,} C E telle que:

(| Ay |I> 7 [| x|

On construit suite{&} :

X (B
En=— & ll= — Oquandn — oo
Tonllx, T onllx
par conséquent &, — Oquandn — oo
Dans l'autre part
1
A&y = ——— [ Ax, [> 1
ST EAE

Maintenant, comme A est continu et &,, — 0,n — ooalorsAE, — A0 = 0 ce qui contredit
le fait que A n’est pas borné, donc A est borné .

Dans l'autre sens, soit A un opérateur linéaire borné || Ax ||< ¢ || x || ,demontrons que A
est continue soit la suite x,, » x,n —> 0o, et || x,—x|— 0,n — o0

Maintenant || Ax,, — Ax ||<|| A(x,, — x) ||< ¢ || x,, — x || = 0,7 — oo donc A est continu
Exemple 1.2.7 Lopérateur de multiplication
T:C([0 1])— C([0 1])

f(x) — xf(x)

est borné car :



ona ||Tf|le= SUPye(o 1] | Tf(x)|, alors pour tout x € [0 1]
| Tf(x)|=lxf(x) <] f(x) |

doit supycg 17| Tf(x) <[ f(x) IS supyepo 171/ () =1 £ Moo

alors,
I Tf lloo=Il f Il

donc T est borné

Exemple 1.2.8 L'opérateur de dérivation
T:CY([0 1])— C([0 1))

f()— f(t)
ona

I TS lloo= S[upb] | f/() I<sup | f(£) [ +sup | f(#)]
tela

d’on
I Tf llo=Il f llct(ja v))

donc T borné
Définition 1.2.9 On définit la norme de l'opérateur T € £ (H) par :
| T|=inf{c>0:|| Tx||[<cl| x]||,Yx e H}

Exemple 1.2.10 Soit
T:C([01])— C([01])

f(x) — f(0)

ona

| Tf(x) =] £(0)|< Sﬁ)pl] | f () =1 f oo
one 1771

7 <1=||T|<1
montrons que || T ||>1
onpose  fo(x)=1 Vxe[0 1]
alors | T fo(x) =] fo(0) |= 1
ron | Thol)|
0 = =
I|'T|> . 1 donc ||T|=1

Définition 1.2.11 (Invariant) Soit T un opérateur sur l'espace de Hilbert H, un sous espace
fermé M C H est dit invariant par T si TM C M i.e (Pour tout xe M TxeM)



1.2.3 Définitions sur les matrices

Définition 1.2.12 ( Trace d’une matrice) La trace de A = [a;;] € C"™" est définie par la

somme des éléments diagonaux
n

tr(A) = Zﬂii

i=1

Définition 1.2.13 (matrice scalaire) Une matrice scalaire est une matrice diagonale dont
tout les coefficients diagonaux sont égaux c’est a dire de la forme AL, o1 A est un scalaire et
I,, la matrice identité d’ordre n.

Autrement dit D = (a;;) est une matrice scalaire si D est carrée et si

A sioi=g

|0 si iz

C’est a dire que tous les éléments situés sur la diagonale principale sont égaux et que tous les
autres éléments sont nuls.

ai]-

Matrice associée a un opérateur linéaire
Définition 1.2.14 Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie et soit T €
Z(E,F).

soit B = (ﬁ....e_p)) une base de E et soit B’ = (7 ....1,, ) une base de F .

La matrice de Uopérateur T relativement aux bases I3 et B’ est la matrice dont les colonnes
, — > — . ,
représentent les vecteursT ey, T ey ,......, T e, exprimes dans la base B

Te; Te, Te,
p
ur
matB’B/(T) =
ity

Remarque 1.2.15 R 1- Avec les notations précédentes, on a donc :

n

V] € [1,p],T€_]) = Zaiju]-
i=1

R 2- matp g/(T) est unique.
Autrement dit, deux opérateurs T et S de £ (E, F) sont égaux si et seulement s’il existe
une base B de E et une base 3’ de F telle que :

matg p/(T) = matg p/(S)
R 3- La matrice d’'un endomorphisme est une matrice carreée.

Remarque 1.2.16 Si T € Z(E) et B est une base de E, alors la matrice de T dans les bases
B et B (méme base de départ et d’arrivée) est notée tout simplement :

matg(T)

7



C’est la matrice de 'endomorphisme T dans la base B :

Teg Te, ... Te, .

. . €1

matp(T) = :
_)

€p

Définition 1.2.17 Soit A € M,, ,(R) une matrice de n lignes et p colonnes alors il existe
un unique opérateur T de RRP dans R" qui est représenté par la matrice A dans les bases
canoniques de R" et RP C’est l'opérateur canoniquement associé a A

1.2.4 Opérateur adjoint

Pour tout y € F l'application x —< T(x),y > est linéaire et continue (de norme
inférieure a || T |||| v || et aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz). D’aprés le théoréme de
représentation de Riesz, il existe un unique élément noté T*(y) tel que

<T(x),y>=<x,T(p) >

on vérifie facilement que pour tous y,z € F’ et un scalaire A, T*(y) + AT*(z) vérifie la
propriété qui définit T*(y + Az). Par unicité, T*(y) + AT*(z) = T*(y + Az) ce qui prouve
que T~ est linéaire

Définition 1.2.18 Soient E et F deux espaces de Hilbert, E’ et F’ les duals de E et F et
T € Z(E,F) l'unique application linéaire T* € £ (F',E’) telle que pour tout x € E, y € F on
a

<Tx,y>=<x,T'y>

est appelée l'adjoint de T
Proposition 1.2.19 Soit T € Z(E,F)ona:

DITI=NT]

20T TI=NTI?

Preuve.

1)Par définition de la norme d’un opérateur,

I T lzEn= sup [Tyl
veF [pll<1

D’apres le corollaire de Hahn-Banach ona || T*y ||= SUPxeE,||xl|l<1yeF,[lyll<1 |<x, Ty >|. De
plus, comme < x, T*y >=< Tx,y >, on obtient

[| T ||= sup < Tx,p>|.
xeE ||x[|I<1yeF |lyll<1

En appliquant de nouveau un corollaire de Hahn-Banach et la définition de la norme
d’un opérateur T on obtient :

sup |<Tx,y>= sup |[[Tx|=[IT|
x€E,||x|[|<1yeF,|lylI<1 x€E,||x]|<1



Ainsi T est continue et || T ||=|| T* ||

2)Montrons que || T*T || ¢k p)=Il T || . Tout d’abord on rappelle que la norme d’opérateur
est une norme d’algébre et donc, en particulier, || T*T |I<|| T |l T* |I=I| T ||>.

d’autre part, en utilisant encore une fois le corollaire de Hahn-Banach et la définition
de la norme d’opérateur, on obtient :

I T"T || = sup [| T"Tx]||

llxll<1

= sup [<T'T(x),p>|
[Ix[I<1,|jylI<1

> sup < T*T(x),x >|

llxlI<1

= sup |< T(x), T(x)>|

llxll<1
=/ T|I?
on a donc ’égalité || T*T ||=|| T ||
Exemple 1.2.20 1)Soit
A:R? — R?
(x,9) — (x,0)

onpose X =(x1,x3) Y =(y1,92)
ona<AX,Y >=<A(xy,x;),(y1,¥2) >=<(x1,0), (y1,92) >
= X191 =< (X1,X2),(1,0) >=<x,A"p >
doit AY = A*(y1,92) = (31,0)
ie. A*(x,9)=(x,0)
2)On considere l'opérateur shift définit par :
S:lh,—1,

(Xl,XQ,"') — (OrxlleJ"')

on pose X = (x1,x2,-+) Y =(v1,92,¥3,-")

HOUS avons :

<SX,Y >=<S(x1,x2,%3,+), (¥1, Y2, ++) >=<(0,x1, X, ++), (Y1, Y2, ) >
= X192 + X293+ =<(x1,X2,+*), (¥2,93,+) >

d’out 5*(3/1;}’2;'") = (3?2:})3;"')



1.2.5 Inverse d’un opérateur

Définition 1.2.21 Soient E et F deux espaces vectoriels normés et A € £(E,F). L'opérateur
A est dit inversible si pour tout y € F I'équation Ax =y a une seule solution .

Définition 1.2.22 on dit que A € Z(E,F) est inversible s’il existe B € Z(F,E) tel que
AB = Ip et BA = Ig. L'opérateur 'inverse s’il existe est unique.

On appelle I'opérateur B 'inverse de A et notée par A~}

Remarque 1.2.23 1) Si AB = Ig alors B = A;l
2)Si BA = I alors B = Ay
Remarque 1.2.24 A € #(E,F) est inversible s'il est bijectif et A1 borné .
Exemple 1.2.25 1) Uopérateur I est inversible et I71 =1.
2) Vopérateur ”Shift” S défini de 1, vers I,
S:l,—1,

(x1,x0,+) —> (0, X1, %3, -++)

n'est pas inversible .

1.2.6 Spectre d’un opérateur

Définition 1.2.26 (valeurs propres et vecteurs propres) le nombre complexe A est un valeur
propre de T s’il existe u € E , u # 0 tel que Tu = Au. u est un vecteur propre associé a la
valeur A.

Définition 1.2.27 (Spectre d’un opérateur ) Soit H un espace de Hilbert complexe et soit
T € £(H), on définit le spectre de T par :

o(T)={AeC:T - Al nest pas inversible }
Exemple 1.2.28 Soit l'opérateur T =1 alors

o(T)={AeC: I-AI n'est pasinversible}
={AeC: (1-A)[ n’est pasinversible}.

(1= A)I est non inversible si et seulement si A =1 alors, o(T) = {1}.

Exemple 1.2.29 S (le shift ) n’a pas de valeur propre. En effet soit A valeur propre de S alors
A(x,) telleque S(x,)= A(x,) alors (0,x1,xp,--+)=(Axy, Axp,-+)

Si A =0alors x = 0 impossible car il faut x = 0.

Si A # 0 alors x = 0 impossible aussi.

10



Définition 1.2.30 Soit T € Z(H) on définit le rayon spectrale de T comme suit :
p(T)=sup{[A], Aea(T))

Définition 1.2.31 On appelle spectre ponctuel du T l'ensemble des valeurs propres de T
noté a,(T) tel que
0,(T)={Ae€C: T~ Al nest pasinjectif}

Définition 1.2.32 On appelle spectre approché (ou d’approximation) du T I'ensemble
oup(T)={AeC:3(x,) CH|lx,[=1 et lim (T - Al)x, = 0}
n—oo

Théoréme 1.2.33 Si T est un opérateur de £ (H) alors o(T) est un sous ensemble compact
du plan complexe. Si A € o(T) alors |A|<|| T |

Preuve.

SiAdg&o(T)alors T — Ayl est inversible donc

I =(T = AoD)™ (T = AL) =1 (T = AoD) ™ {(T = ApI) = (T = AD} 1=l (T = A D)™ I A= Ag |

et donc || I — (T - AgI)" (T — AI)||< 1 chaque fois que | A — A | est suffisemment petite.
Il en suit que (T —AoI)"}(T — AI) est inversible et par conséquent T — AI aussi inversible.
Il en résulte la complement de o(T) est un sous ensemble ouvert du plan complexe
alors o(T) est un sous ensemble fermé du plan complexe.

Ensuite, nous allons montrer la deuxieme assertion de la théoreme si | A |>|| T || alors
I % |<1etdoncI- % est inversible, il s’ensuit que A ¢ o(T) et par conséquent contra-
position affirme que si A € 0(T) alors | A |<[| T ||

Définition 1.2.34 (Valeurs singuliéres) Soit T € £ (H) on définit les valeurs singuliéres de

T par
su(T):=A,(| T ) = VAWT'T), ne N

i.e. les valeurs singulieres de T sont les valeurs propres de 'opérateur | T |= (T*T)%.
En particulier,

st(T) =T 1.
1.2.7 Image numeérique

Définition 1.2.35 Soit H un espace de Hilbert. L'image numérique de l'opérateur T est un
sous ensemble de C donnée par :

W(T)={<Tx,x>x€eH,| x|=1}

Les propriétés suivantes de W sont immédiates :
i) W(al+pT)=a+BW(T), VYa,peC
ii) W(T*)={)1, A e W(T)}, T* est I’ adjoint de I’ opérateur T
iii) W(U*TU) = W(T), U opérateur unitaire

Définition 1.2.36 Le rayon numérique w(T) de Uopérateur T € £ (H) est définit par :
w(T)=supf|A|: A € W(T)}

11



Exemple 1.2.37 Soit T = (8 (1)) puis, o(T)={0} ||T|=1.
Nous calculons I'image numeérique :

_ 0 1\fa) [« A2 2_
={paeC:lal?+|p*=1}
Le rayon numérique est : w(T) = %

Définition 1.2.38 Soit C,,, I'algébre nxn matrices complexes et soit U,, un groupe unitaire
donné A, C € C,,,. C-image numérique de A est

We(A) = {tr(CU*AU), U € U,)

Wc(A) est invariant par similitude unitaire de A ou C par conséquent, si C est une
normale avec des valeurs propres y; nous trouvons facilement que

n
We(A) = Waiag(yy..p(A) = 1) yj%iA%; : {x;) € A,)
j=1

A, est un ensemble des bases orthonormal pour C,

Nous définissons la C-rayon numérique par :

rc(A) =max{|z|: z€ Wc(A)}

12



Chapitre 2

Normes et Classes des opérateurs

Dans ce chapitre, on donne quelques lemmes et définitions sur la norme d’un
opérateur, nous rappelons les classes d’opérateurs et ces propriétés, la relation entre la
norme, le rayon spectrale et le rayon numérique.

2.1 Norme d’un opérateur

Par définition de la norme usuelle on évoque certains lemmes qui donnent des
définitions équivalentes

Lemme 2.1.1 Pour un opérateur A € £ (H), on a les propriétés suivantes :
)| Ax |I<||Alllx || pour tout xeH

ii) Pour tout € > 0 il existe un élément x. tel que :
| Axe 1> (Il Al =€) | xe |l

Preuve.

Par définition de la norme de A nous pouvons écrire
|All=inf{c, c>0et ||Ax||[<c||x]| VxeH]} (2.1)

Par conséquent :
[ Ax (<[l Al

ii) On a || A || est I'infimum de ¢ dans 2.1} alors

dxeeH tq ||Axc[> ([ All-€)llxell

Lemme 2.1.2 Pour tout Ac £(H)ona:
i) || All=sup,., i

11) 1A= SUP||x|=1 | Ax ||
iii) || A ll= supj<; | Ax |l

13



Preuve.

i) D’aprés[2.1jon a:
IIAx I
<[ All (2.2)
x;tO ” ”
encore d’apres (ii) du lemme|2.1.1jon a :
| Axe ||
= > (1Al -e)
[l xe |l
par conséquent :
| Ax ||
2[| Al (2.3)
x#0 ” x ”
il résulte de[2.2]et[2.3|que :
|| Ax ||
=l Al
w0 x|l
ii) Si||x||=1, d’aprés (i) on a:
|| x|l _
1A= up | Lax = sup || A(0) lI= sup [| Ax|
b Tx Tx] T
d’ou la deuxiéme égalité .
iii) Si || x ||< 1, d’aprés (i) de lemme[2.1.1Jon a :
sup || Ax[[<|| A (2.4)
llxll<1
encore une fois que nous obtenons de (ii) du lemme[2.1.1]
| Axe [[> (T A Il =€) I xc I
Mais ¢, = ||§_6|| alors
| ACe lI= 7— Il Axc ||> . (Al —€) [l xe
Tl e” [l xe |l <

il s’ensuit que :

sup || Ax[[Z|| ACc 2| Al —e

llxll<1
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par conséquent :

sup || Ax |I>]| A (2.5)
llxll<1
d’apres[2.4)et[2.5/on a :
sup || Ax|[|=[| Al
lIxll<1

Théoreme 2.1.3 Pour tout opérateur linéaire borné T la formule suivante est vérifiée :
I T |l=supf{|< Tx,y > x [I=]l y l|I= 1}

Preuve.
On remarque que < Tx,y >|<|| Tx [l v l|=]| Tx || pour || y [|= 1 alors,

sup{l< Tx,y >|:|| x |I=ll » [I= 1} < sup{ll Tx [l x [|= 1} = T
et 1’égalité découle du le lemme[2.1.2} donc
sup{l< Tx,y >l x [I=l[p lI= 1} < T ||

L'autre inégalité découle de : sup{|< Tx,y >|:|| x ||=|| v ||= 1} > sup{|< Tx, >:|l x ||= 1}

IITxII

=sup{|| Tx|:lx]l=1) =|| T||, d’apréslelemme|2.1.2]et || % ”Tx” |=1.

Exemple 2.1.4 On donne quelques exemples sur les normes des opérateurs

1. Opérateur Identité :

L’ opérateur identité I : E — E est définie par Igpx = x pour tout x € E. Dans le
cas E est un espace vectoriel normé non vide, I’ opérateur I est borné et de norme

I Tg [I=1
2. Opérateur nul :

Soient E et F sont des vectoriels espaces normés, I’ opérateur nul 0 : E — F est
bornéet||0]|=0

3. Opérateur différentiel :

Soit E est I espace vectoriel normé des polyndmes sur | = [0 1] avec la norme donné
par || x ||= max,; | x(t) | . Un opérateur différentiel A défini sur E par Ax(t) = x'(t).

L'opérateur est linéaire car, pour tout x(t) et y(t) € E ona

A(x(t) + (1)) = x'(£) + 9'(t) = Ax(t) + Ap(¢).
et A(Ax(t)) = (Ax(t)) = Ax(t) = AA(x(¢t)) A est un scalaire .

Si x,(t)=t"  Ax,(t)=nt"1 ,te].
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alors
| Ax, ||

[

Pour tout entier positif, il n'existe aucune constante M qui vérifie

2, () lI=1 et

[ Axy ||

Il

Par conséquent A est non borné.

. Opérateur intégrale :

Soit A: C([a b]) — C([a b]) pour x(s)e C([a b])ona

b
Ax(s) = J K(t,s)x(s)ds

ot K(t,s) est continue en (t,s) tel que a <t,s < b par conséquent

y(t) = Ax(s) € C([a b))

b
1900011 = max |9(0)|= max | [ K(t,5)x(ds]

b
< max |K(t,5|dsmax|x |—maxJ | K(t,s)|ds || x|l

ast<b J, a<s<b a<it<

Ainsi ,
| A< maxf | K(t,s) | ds.
ast<b J,

b . . . .
Ona L | K(t,s) | ds est une fonction continue, elle atteint le maximum a un cer-
tain point ty de I'intervalle [a, b] on prend

zo(s) = sgn K(to,s),

ousgnz:|z zeC

Soit x,(s) une fonction continue telle que | x,(s) |< 1 et x,(s) = zy(s) partout sauf
sur un ensemble E,, de mesure moins de 2]\14—11, ot M = max; | K(t,s) |
Donc

| x4(s) = 2zo(s) |< 2

partout sur E,,.
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Nous avons :

b b
|J- K(t,s)zo(s)ds—J K(t,s)x,(s)ds |
a b a
< f | K(,5) 1 x(5) - 20(s) | d
- L | K(t,5) 1 xa(5) — 20(s) | ds

<2max | K(t,s) |

1
2Mn n

Ainsi
b

b
J K(t,5)z(s)ds < f K(t,s)x,(s)ds + %

a

1
<[[ Al Il +=-
n

Pour t € [a b] posons t =t
b 1
[C1xts s <hamx 1+
p n
N .o b
pour || x,, ||< 1 on passe a la limite quand n-— coona: L | K(t,s)|ds <||A|l

i.e. max, [ |K(t,s)|ds <|| Al alors,

b
mng IK(ts) | ds =] A
a

2.2 Classes d’opérateurs
2.2.1 Opérateur auto-adjoint(hermitien)

Un opérateur T € Z(H) est appelé hermitien ou auto-adjointsi T = T".

. 0 3 . [0 3
Exemple 2.2.1 SoztA—(3 O) alors A —(3 0)

On remarque A = A* donc A est auto-adjoint.

Exemple 2.2.2 Considérons l'opérateur A définie sur L*(RR) par :
Ax(t) = e'x(t) est auto-adjoint car : pour x(t),y(t) € L*(R)

<Ax,y>= J-+mAx(t)Mdt = J-+OO e~ x(t)y(t)dt

—00 —00

= fm x(t)ety(t)dt =< x(t), e 'y(t) >=< x, Ay >

-0

donc A = A*.
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2.2.2 Opérateur positif

Un élément P € Z(H) est appelé positif (notation :P > 0) si P est auto-adjoint et si
pour toutxe H < P(x),x>>0.

Remarque 2.2.3 On verra que dans le cas d’un espace de Hilbert H complexe, un opérateur
P € £(H) est positif si et seulement si < Px,x >> 0 pour tout x € H.

Exemple 2.2.4 Soit A Uopérateur défini par A: L>([0 1]) — L%([0 1])
Af(x)=xf(x), A estpositif car
VfeL*([0 1]))ona

<Af,f>= [ xf()f @)dx = [[ x| f(x) > dx >0

Lemme 2.2.5 Si A € £(H) est hermitien positif, on a pour tout vecteur x € H

1 1

[ Ax[I<[[All>< Ax, x >2
Preuve.
si Ax = 0 c’est évident;
sinon, soit y =|| Ax||"! Ax,ona ||y ||=1 et par I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliqué
a la forme hermitienne positive (u,v) — (Au,v)

| Ax ||>=|< Ax, vy >[*’<< Ay, vy >< Ax, x ><|| A ||| v IP< Ax, x >=|| A ||< Ax, x >

Définition 2.2.6 Pour tout opérateur positif A il existe un unique opérateur positif tel que

S2=A (noté par S :A%).

1 0 . 1 0
Exemple 2.2.7 (0 2) est la racine de (0 4)

En effet,
1 0\(1 0\ (1 0
0 2/\0 2/ \0 4
2.2.3 Opérateur isométrique

Un élément T € £ (H) est appelé isométrique si || T(x) ||=|| x || pour tout x € H et
T°T =1

Exemple 2.2.8
S: 12 —> l2

x— Sx=(0,x1,xp,--)
ona S*x = (x9,x3,--+) ot x=(x1,Xp,---) €Iy
S*Sx =85%(0,x1,x,---) = (x1,%p,-+)=1x, dou S*'S=1
et | SxIP =l x 2= ¥ I xi 2.
Alors, Uopérateur shift est isométrique.
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Définition 2.2.9 Un opérateur T € £ (H) est dit isométrie partielle s’il existe un sous es-
pace fermé M de H tel que || Tx ||=|| x || pour tout x € M et Tx = 0 pour tout x € M+.

2.2.4 Opérateur unitaire

Un élément U € Z(H) est appelé unitairesi U'U =1 et UU" =1.
U est inversible et U~! = U™,

cosf —sinfO

Exemple 2.2.10 Soit A = (sin@ c0s0

A = [ cos 6 sin0
" \-sin® cosO
donc A unitaire

e aeq (1 0)_
)alors AA _AA_(O 1)_1

Proposition 2.2.11 Soit U € £ (H) est un opérateur unitaire. Alors,
i) U est isométrique.
i) | U|=1

Preuve.
i) Pour tout x € H, on a bien
|| Ux ||12{:< Ux,Ux>=<x, U Ux>=<x,x>=|| x ||12{ .

ii) Si || Ux ||g=|| x || pour tout x € H alors,

U
U llgy= sup 2l
xeH ” X ”H

Lemme 2.2.12 Si|| T ||[<1et|| T7'||< 1 alors, T est unitaire

Preuve.
Ona|T*|I=IT|I<1et| T7'|<1 on aaussi

T =T YHx|>=|| T*x > =< T 'x, T"x> - < Tx, T x>+ || T 'x|)?
= T*x|> -2 <x,x>+| T x|

2 2 2
<l =2 x 1"+ I x[I*=0

pour tout x alors T* = T~! donc T est unitaire.

2.2.5 Opérateur normal

Un opérateur T € Z(H) est appelé normal si TT* =T*T

Exemple 2.2.13 Soit H = R*(C?) et x=(x,x,)7
1 -1\ ., (1 1
SRS
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alors,

X1 —X X1+X
Ax=["1 72 Aix=|"1772
X1 +Xp —X1+Xp

X1 —X X1 —Xp+X1+Xx 2x
A*Ax = A* 1 2 — 1 2 1 2 — 1
X1 +Xp —X1+Xp+ X1 +Xy 2%,

X1+ X X1 +X)+X] —X 2x
AA*XZA 1 2 — 1 2 1 2 — 1
—X1+ Xy X1 +Xp—X1+Xp 2X2

Alors, A"A = AA" donc A est un opérateur normal

Proposition 2.2.14 1. Ondit que T € £ (H) est normal si et seulement si
|| Tx ||=|| T*x ||, pour tout xe H

2. Soit T € £(H) un opérateur normal alors KerT = KerT*

Preuve.

1. || Tx|)?P=<Tx, Tx >=<x, T*Tx >=<x, TT*x >=< T*x, T*x >=|| T*x||* . Alors
pour tout x € H on a
| Tx I=ll T"x |

Dans lautre sens, si || Tx ||*=|| T*x ||* alors
<Tx,Tx>=<T'x,Tx >

et par suite <x, T"Tx >=<x,TT"x >

cequidonne <x, T"Tx-TT*x>=0donc (T*T-TT*)=0
T*T =TT" c’est a dire T est normal .

2. Soit x € Ker(T) alors,

| T*x ||>P=< T*x, T*x >=< TT*x,x >= 0

comme T est normal donc TT* = T*T.

Ceci prouve donc que Ker(T) C Ker(T™).

Maintenant, remarquons que si T est normal alors T* est normal et en appliquant
I'inclusion précédent, on obtient KerT* C KerT™ = KerT, car T™ = T. Finalement
KerT = KerT".
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2.2.6 Opérateur compact

Soit T € Z(H) on dit que T est compact s’il transforme tout sous-ensemble borné
de H en un ensemble relativement compact (d’adhérence compact)

Exemple 2.2.15 Soit T € Z(E,F) si E ou F est de dimension fini alors T est un opérateur
compact puisque :
si dimE = n alors dimT(E) < n, soit Bg la boule unité de E alors T(Bg) est borné de T(E)

donc relativement compact dans F )
si dimF = n alors T(Bg) est borné dans F, il s’ensuit que T (Bg) est compact dans F

2.2.7 Opérateur projecteur

Un opérateur T est dit projection si et seulement si T> =T

2.2.8 Projection orthogonale

Un opérateur T est dit projection orthogonale si et seulement si T?> =T = T*.
Exemple 2.2.16 Soit l'opérateur T défini par :
T:R"— R"

(Xl,X2,X3,' e ;xn) — (Xl, O,X3,' o ;xn)

ona:

T2(x1,%9,X3,+++, %) = T(T(x1, %9, %3, , %)) = T((x1,0,%3,,x,) = (x1,0,%3,-++, x,,)
= T(x1,%9,X3,-+,%,),doit T> =T.

On vérifieque T* =T

on pose :X = (x1,Xp,x3,++,%X,) Y =(v1,V2,*»Vn)

<TX,Y >=<T(x1,x0,x3, ", Xp), (311;}/2: 0y Yn) >=<(x1,0,X3,+,X,), (V1, Y2, V) >
= X191 +X3Y3+ - =< (X1, %0, X3, %), (91,0, V) >

T*(x1,x2, X3, , %) = (x1,0,x3,+, x)

c’est a dire que T* =T donc T* =T = T?

alors T est une projection orthogonale.

Théoreme 2.2.17 Si P € £ (H) est une projection non nulle alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

a) P est une projection orthogonale

b) P est non négative

c) P est un opérateur auto-adjoint
d) P est un opérateur normal
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e)[|[Pl=1
PP

Preuve.
Soit P est une projection.
Si P est une projection orthogonale (i.e. Im(P) L Ker(P) ) alors I — P est aussi une
projection orthogonale bornée, alors Im(P) = Ker(I — P) est fermé.
Par conséquent : Im(P*) est fermé de plus Im(P) = Ker(P)+, Mais Ker(P)*+ = Im(P*)
alors Im(P) = Im(P*) et ainsi pour chaque x € H il existe z € H tel que Px = P*z.
Par conséquent, P*Px = (P*)?z = (P?)*z = P*z = Px. c’est P*P = P. cela implique que P
est non négative (c’est auto-adjoint et P*P est toujours non négatif).
Résultats : Im(P) L Ker(P)=> P> 0O = P*=P = P*P =PP*
A l'inverse, si P est normal alors || P*x ||=|| Px || pour tout x € H d’ou Ker(P*) = Ker(P).
Par conséquent, [m(P) = Ker(P*)* = Ker(P)* ( parce que Im(P) est fermé ) donc Im(P) L
Ker(P)

P*P = PP* = Im(P) L Ker(P)

SiO=P =P alors ||P|*<||P*P||=||P?||=||P||l= 0 et ainsi || P||=1
P=P'=|P|=1=|P|<1.

Prendre tout v € Ker(P)* alors (I — P)v € Ker(P) (On a Im(I — P) = Ker(P)).
Par conséquent (I — P)v L v donc

0=<({I-P)v,v>=|v|*-<Pv,v>.

Si|| Pll<1alors || v[*=< Py, v ><|| Pviilv <l Pl v 1<l v |17
ainsi || Pv ||=|| v ||=< Pv,v >2 alors

I (I=P)v |I*=]| Pv —v |[*=|| Pv ||> =2Re < Pv,v > + || v ||>= 0

Et par conséquent v € Ker(I — P) = Im(P). On a Ker(P)* C Im(P), ce qui implique que
Im(P*) C Ker(P*)*, et par conséquent Im(P*) L Ker(P*). Mais P* est une projection .
Chaque fois que P est (P = P? implique P* = P? = P*z) ainsi P* est une projection
orthogonale alors P* est auto-adjoint donc P auto-adjoint. Par conséquent,

|P|l<1=P=P"

2.2.9 Opérateur anti-hermitien

On dit que T € .Z(H) est un opérateur anti-hermitien si T* = -T

Exemple 2.2.18 Soit T =il d'ou T* = —il donc T* = —T, donc T est anti-hermitien.
Proposition 2.2.19 Soit T un opérateur anti-hermitien alors,

1)(T+S)"=—(T+S) pour tout S opérateur anti hermitien
20T =ITI?
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2.2.10 Opérateur quasinormal

Un opérateur T € Z(H) est dit quasinormal si T*T commute avec T i.e.TT*T =
T*TT

Définition 2.2.20 Soit T un opérateur sur l'espace de Hilbert H avec

Ker(U)=Ker(| T |);T = U | T |est dit decomposition polaire de T et si la condition de noyau
Ker(U) = Ker(| T |) n’est pas nécessairement satisfait, T = U | T | est dit décomposition de
T.

Théoreme 2.2.21 Soit T = U | T | un décomposition polaire de 'opérateur T alors,
T =U|T|est quasinormal si et seulement si U | T |=| T | U.

Preuve.

&) On suppose U | T |=| T | U, alors, T(T*T)-(T*T)T=U |T||ITP>?-|TIPU|T|=0
donc T est quasinormal.

=) Si T est quasinormal alors

0=T(T'T)~(T"T)T=U|TITP-ITPUITI=(UITP-ITPU)IT]|

cette égalité signifie que (U | T |> —| T |* U) s’annule sur Im(| T |) par la continuité d’un
opérateur et aussi (U | T |> — | T |? U) s’annule sur Ker(] T |) on a Ker(U) = Ker(| T |)
alors (U|T|?>—|T|?>U)s’annule sur H = Ker(| T |)@Im(] T |)donc U | T |*>=| T |*> U par
conséquent: U | T |=| T | U, | T | est approximée uniformément par des polynémes de
| T |? sans terme constant.

2.2.11 Opérateur sous normal
T € Z(H) est un opérateur sous normal s’il admet une extension normale.

Exemple 2.2.22 Soit p une mesure a support compact dans C . L'opérateur de multiplica-
tion par la variable complexe z sur P?(u), oit P*(u) est la fermeture dans L*(u) de I'algebre
de polynomes analytique C[z] est défini par :

M; : P2(4) > P*(p)
f —zf.
Lopérateur M, est un opérateur sous normal. En effet, si N est un opérateur défini sur L (u)

par Nf = zf, alors N est normal et comme Np € C[z] pour tout p € C[z], P?(p) est invariant
par N. Ce qui entraine que M, est un opérateur sous normal d’extension normal N.

2.2.12 Opérateur hyponormal
Soit T € Z(H) et T* I’adjoint de T on dit que T est hyponormal si T*T —-TT* >0
Exemple 2.2.23 Soit l'opérateur T € £ (H) défini par
T(e,) =a’"e,,; tel que a>1

Cet opérateur est hyponormal, en effet
Ona
T (ey) = QZ(n_l)en—l
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Par conséquent
T*T(en) = a4nen et TT*(en) — a4(ﬂ—1)en

Alors
(T*T = TT")e, = a**(1—a*)e, >0

2.2.13 Opérateur paranormal
Soit T un opérateur sur l’'espace de Hilbert H est dit opérateur paranormal si

| T?x ||| Tx ||*> pour tout vecteurs unitaire x € H.

Théoreme 2.2.24 Si T est un opérateur paranormal alors les inégalités suivantes sont vérifiées :
pour tout x € H
T I TR T | T
BT = 2 =z =
T T2l ™ N Tl ~ [l

Si T est un opérateur paranormal inversible alors les inégalités suivantes sont vérifiées : pour
tout x€e H

Py (T

bl Tl T 1

P) > > >
I T x|l ™ | T2x]|] I T-"x | = | T x|

Preuve.
Nous rappelons que

T parnormal < || T?x ||| Tx | pour tout xe H
En remplagant x par ﬁ dans la derniére inégalité on a
I T2x]l I Tx |
ITx1 > ]

Le remplacement x par Tx dans[2.6]et la répétition de ce processus, nous donne I'inégalité
P,.

Si T est un opérateur paranormal inversible alors le remplacement x par T~2x dans
alors

T est parnormal <

pour tout x € H. (2.6)

lxll N7 x|

I T2 ||~ I T2

Le remplacement x par T-'x dans et répétition de ce processus, nous obtenons
I'inégalité P,

pour tout x € H (2.7)

Lemme 2.2.25 Soit T un opérateur paranormal, alors

I T[> T2x Il Tx || xeH (2.8)
Preuve.
Pour un vecteur unitaire x € H, on peut supposer

T 1= Tox 1| T2 25| 20 T 11| T |

T T2l T |2

= > = T || I Tx||
| Tx || | Tx||
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Lemme 2.2.26 Soit T un opérateur paranormal, alors
I T P2l T | ) T2x | (Qk)
pour un entier positif k > 1 et tout vecteur unitaire x € H.

Preuve.
Pourlecask =1

I T2 IP=I T2 | T 120 T |2 ) T2x |

(Qq) est clair . Supposons maintenant que Q est valide pour k et || Tx [|= 0, alors

k+2. (12 2 || Tkt || 2 |k _Tx ||? |72
T4 2% 1P T P || ]| 2 T 1P |7 g 2 |
2 || x|| 1 2
= TF x |12 Tl >[| TR PN T2 ||

paret (Qx)- Donc (Qy,1) est valide et la preuve est compléte .

2.2.14 Opérateur Normaloid

T € Z(H) est dit opérateur normaléid si p(T) =|| T ||
Exemple 2.2.27 Soit

1 0 0 0 O

0O 0 0 0 O

0 1 0 0 O
T=(0 0 0 0 O

o 0 0 1 0

0O 0 0 0 O

Par rapport a la base orthonormale

1 0 0

0 1 0
€1 = 0 €y = 0 €3 = 1 .

0 0 0

On peut facilement déduire que

€1 (121)
Te;={ e (i=2)) j=1,2,

0 (i=2j+1)
Par conséquent | T ||=1
Ona
1-A 0 0 O 0 O
O -A 0 0 o0 O
0 1 -A 0 0 0
T=AI=l"6 0 0 -1 0 o0
0 O 0 1 -A 0
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alors,
/\1 = 1 /\2 = 0

donc ,
o(T)=|IT|=1

alors, T est normaloid.

Théoréme 2.2.28 Si T est un opérateur sur l’espace de Hilbert H sur C alors (i),(ii)et (iii)
sont vérifiées :

i) T est auto-adjoint si et seulement si < Tx,x > est réel pour tout x € H.

ii) T est unitaire si et seulement si || Tx ||=|| T*x ||=|| x || pour tout x € H.

iii) T est hyponormal si et seulement si || Tx ||>|| T*x || pour tout x € H.

Preuve.
i)=) Si T est auto-adjointi.e. T* =T la preuve du résultat découle de

<Tx,x>=<T'x,x>=<x,Tx>=<Tx,x >
<) On suppose < Tx,x > est réel pour tout x € H alors pour tout x € H :
<Tx,x>=<Tx,x>=<x,Tx>=<T'x,x>

donc T —T* =0 alors T est auto-adjoint.

ii) =) Si T est un opérateur unitairei.e. T*T = TT" = I la preuve du résultat découle de
| Tx ||?=< Tx, Tx >=<x, T*Tx >=< x,x >=|| x ||?

| T*x ||?P=< T*x, T*x >=< x, T*Tx >=< x,x >=|| x ||?

<) On suppose || Tx ||=|| T*x ||=|| x || pour tout x € H alors pour tout xe Hon a,

I Tx|P=II T*x IP=ll x [P©<(TT" - D)x,x >=0

Par conséquent T"T -1 =0et TT*—1 =0 donc T est un opérateur unitaire
iii) Rappelons que

(1) | Tx|?>=||T*x||’=<(T*T -=TT")x,x> pour tout xe H

=) Si T est un opérateur hyponormal alors, || Tx ||>|| T*x || d’apres (1
<) On suppose || Tx ||>|| T*x || pour tout x € H alors T*T — TT* > 0 d’apres (1) donc T
est un opérateur hyonormal.

Théoreme 2.2.29 On a la série des inclusions des classes d’opérateurs suivante :
auto—adjoint C Normal C Quasinormal C sous normal C Hyponormal C paranormal C
Normaloid

Preuve.

La relation auto —adjoint € Normal C Quasinormal est évidente.

Hyponormal C paranormal. Soit T est hyponormal, rappelons que T est hyponormal si
et seulement si || Tx ||>|| T*x || pour tout x € H, alors || TTx ||>|| T*Tx || pour tout x € H
eton a T est hyponormal par (iii) de théoréme [2.2.28|alors

I Tx|P=< T"Tx,x ><|| T*Tx [lll x lI<I| T2x [l x |
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donc || T?x ||I>|| Tx ||* pour tout || x ||= 1 donc T est paranormal.

paranormal C Normaloid, 'inégalité (P;) dans le théoréme [2.2.24{on a :

-1
I T"x |l (I Tx I\
[Tx]| > TEA] pour tout x € H
alors, || T"x ||=|| Tx ||" pour tout || x ||=1 et || T" ||=|| T ||* vérifié. Donc || T" ||=|| T ||"

parce que (|| T" ||<|| T ||" est toujour vrai). Donc || T ||= p(T) alors T est Normaloid.
Sous normal C Hyponormal.Soit T sous normal alors une extension normal N peut
étre exprimé comme suit

soit N = (Z; );) sur un plus grand espace de Hilbert K D H, N*'N = NN* comme N est

une normale donc :

o (T7 O\(T X\ (T°T T*X B . [T X\(T* 0\ (TT +XX* XY*
N N_(X* Y*)(O Y)_(X*T X*X+Y*y)_NN _(O Y)(X* Y*)_( Y X* YY*)
alors T*T =TT*+ XX*alors T*T > TT*comme XX* > 0.

Quasinormal C sous normal, tout d’abord nous montrons que quasinormal C hyponormal.
Soit T est quasinormal et T = U | T | est la décomposition polaire de T. rappelons que

T est quasinormal si et seulement si U | T |=| T | U d’apres la théorém alors
T*"T-TT =|TP>?-U|T|T|U"=|T|(I-UU")|T|>0puisque U|T |=| T | U vérifie
alors T est hyponormal.

En suit, nous allons montrer que Quasinormal C sous normal. On définit [T] = T*T -
TT* alors [T] > 0 puisque T est hyonormal. Pour T est quasinormal,

[TIT=T'TT-TT'T=0

alors T*[T] = 0. En prenant l’adjoint de [T]T = 0 nous avons par induction [T]"T =
T*[T]" = 0 pour tout nombre naturel n.

On a la racine carrée S de [T] est approximée uniformément par des polyndémes de [T]
sans termes constants donc ST =T*S

En suit, définie N par N = (T 5

1 .
o T+¢t S =[T]2 s’avére étre normal comme suit

e apnr (TT*+S* ST\ (T'T TS \_
NN _NN‘( T*S T*T)_(ST 32+TT*)‘0

alors T est sous normal.

Remarque 2.2.30 On a aussi les inclusions suivantes :
isometrique C quasinormal.
positif Cauto—adjoint.
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2.3 Rayon spectral et rayon numérique
Théoréeme 2.3.1 Soit T € £ (H) notons
p(T):=sup{|A|: A € o(T)}
Alors o(T) € D(0,p(T)) de plus, on a
p(T) =sup{| A|: A € o(T)} = Lim || T" |7
Preuve.

Notons a :=inf, || T" ||%
Soit A € o(T) ona: A" € 6(T") ainsi | A" |<|| T" || ce qui implique | A |<|| T" || .
Ainsi

p(T)<a

de plus

1 1
a <liminf || T" |[|[*< limsup || T" ||= .
n—>00 n—o00

Il suffit donc de montrer que :

limsup || T" ||%S p(T).

n—oo

Pour cela nous allons utiliser la théorie des fonctions holomorphes et les séries entieres.

Notons () le disque ouvert centré en 0 et de rayon ﬁ avec la convention () = C si p(T) =

0. Considérons la fonction f : Q — Z(H) définie par f(0) =0et f(A) = (T - %Id)_1
pour tout A € Q\0. La fonction f est holomorphe sur Q\Oetona:lim,_,of(A)=0.La
fonction f est donc continue sur () ce qui implique que f est en fait holomorphe sur

Q.Deplus,siOSI/\ISHIT”,ona

FA)==AI;-AT) ' = - ZA”“T”,
n=0

égalité qui reste trivialement vrai pour A = 0. Par conséquent, si | A |< ot

ml
f(A) ==Y 50 A" T". Soit R le rayon de convergence de la série entiere ) o A" T"
Comme f est holomorphe sur QO,R > dist(0,Q°) = ﬁ De plus, d’apres la formule
d’Hadamard .
R li;rl_fip I T" ||

Finalement, limsup,_, || T" [ p(T) ce qui achéve la preuve du théoréme.

Proposition 2.3.2 Soit T € Z(H)
i) T est normal alors p(T) =|| T ||

ii) T est isométrique alors p(T) =1
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Preuve.

On a pour tout n € N

I T2 1= (T2 T2 = (T )" = (T T)* (T T2 |I=l(T* )" |P= - = T*T ||1*'=
1T 2"

. no 1
p(T) = lim | T |27 =|| T ||

ii) On a pour tout n € IN*
IT* IP=I(T)(T)") 1= (T T) 1=l 1 1= 1.

Il résulte : )
p(T) = lim || T"[i=1
n—>o0

Théoréme 2.3.3 Pour tout T € Z(H) alors w(T) <|| T ||< 2w(T)

Preuve.
Soit x € H tel que || x ||=1

De I'inégalité de Cauchy Schwarz on a :
< Tx,x >|<I| Tx Il x (1<l T [l x 11P=I1 T
d’ou w(T)<|| T ||

de l'identité de polarisation on obtient :

4 1< Tx,y>=I<T(x+y),(x+9)>-<T(x-p),(x—p)>+i < T(x+iy),(x+ip) > —
i <T(x—iy), (x—ip) >I<w(D)lx+y P+ I x =y P + I x+iy P + [ x iy |I*] =
4w(T)(Ix 1P+ Ny 11%)

En prenant || x ||=|| v ||= 1 on trouve 4 |< Tx,y >|< 8w(T), ce qui implique || T ||< 2w(T).
Remarque 2.3.4 |< Tx,x>|< w(T) || x |?

Théoreme 2.3.5 Si w(T)=||T || alorsil existe A € 0,,(T) tel que |A[=[| T || et
p(T)=[I Tl

Preuve.

SiT=#0 w(T)=|T]|=1 alors il existe une suite {1,},cny de nombre complexe telle

que A, € W(T) et 1-2 <| A, |<1 onsuppose que A, — A € W(T) par construction
A, =<Tx,,x,> pourtout x,€H telque | x,||=1 et del'inégalité

< Tx,,x, ><|| Tx, ||<1 alors lim,_,, || Tx, ||=1, alors || (A\I = T)x,, ||I>=| A |* -

<Txp Axy >—<Ax,, Tx, >+ || T, IP=| AP =A< T, x, > -A <x,, Tx, >+ || Tx,, |1

—>2—2|/\|2:Odonc/\€aap(T)
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Théoréme 2.3.6 Si T est un opérateur normal alors || T" ||=|| T ||"* pour tout n > 1 de plus
onap(T)=w(T)=[T|

Preuve.
On a toujours p(T) <w(T)<[| T ||---(1) pourtrouvexe Hona:

I T [P=< T*Tx,x ><| TT*x [lll x 1=l T2 [lll 1<l T2 [l x II?

car pour un opérateur normal on a toujours || Tx ||=|| T*x ||, en résulte donc que
I TI*<I Tl
Comme I'inégalité || T" ||<|| T ||" est toujours vraion a || T? ||=|| T ||* de plus

| T x ||P=< T*T"x, T" 'x >< || T 'x ||| T" 'x|| Vnx1

Cette inégalité implique que
IT < TN T Ve 2

Fixons un entier n > 2 et supposons que || T |[X<|| TX || pour tout K € {1,2,---} il suit
que

IT 1< T P<l T =t <l T T e

Ainsi, || T ||"'<|| T .
On déduit par induction que || T" ||=[| T ||" pour tout n > 1.

Finalement la formule de rayon spectral entraine que p(T) =|| T || et on a donc par
(1) le résultat .

Théoréme 2.3.7 Les assertions suivantes sont vraies :
i) T est auto-adjoint si et seulement si W(T) réel

ii) Si T est auto-adjoint et W(T) C [m M] alors || T ||= max{| m|,| M |}

Preuve.

i) Si T est auto-adjoint alors pour tout x € H
<Tx,x>=<x,Tx>=<Tx,x>.

On a donc W(T)C R
Dans l'autre sens, si < Tx,x > réel pour tout x € H, on a

<Tx,x>—<x,Tx>=0=<(T-T")x,x>

donc T=T"
ii)T est auto- adjoint alors, w(T) =[| T || donc || T ||=max{|m|,| M |}
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Théoreme 2.3.8 1) SiAe W(T)et | A|=|| T || alors A € 0,(T)

2) SiIm(T) L Im(T*) alors w(T) = % || T

Preuve.

1) Par hypothese :
A=<Tx,x> xe€H,||x|=1.0na||T||=|AIL|| Tx||I<|| T || et ainsi
|< Tx,x>|=|| Tx ||| x || . Ainsi Tx = px pour certains p € C alors A =< Tx,x >=p
Par conséquent Tx = Ax
2)Soitx € H, || x||=1 sinous écrivons x = y+ztel que vy € Ker(T),z € Ker(T)+ = Im(T*)
donc < Tx,x>=<Tz,z+y>=<Tz,p>et<Tx,x><[| Tz ||l v I T llll z llll |l
2 2
on a x est arbitraire alors w(T) < % | T||<w(T)
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Chapitre 3

Normes matricielles

Dans ce chapitre, on définit la norme matricielle, on donne les conditions qui rendent
C-rayon numérique qui présente une norme matricielle et on définit quelques types
des normes particuliéres

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1.1 Dans R" les trois normes les plus courantes sont la norme infinie, la
norme un et la norme euclidienne et sont définies par : pour tout x = (x1,---,x,)! € R"

La norme infinie : || x ||co= max;—1..,, | X; |

La norme un : || x|l;= Y52, | x; |

La norme euclidienne : || x ||,= VxTx = VY, I x; [2. La norme euclidienne est donc définie
par le produit scalaire xTy

Proposition 3.1.2 Pour tout vecteur x € R", on a les inégalités :

[l o<l x [ < Vil x [l
1% lloo <l x [l2< Vi Il x [loo
[l x o<l < 7l x I

3.1.1 Norme de Holder

Lorsque E est de dimension finie, E = K", une norme de Holder ou p-norme (p > 1)

est définie par :
n
1
Lxllp= () 1xi1P)?
i=1
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3.2 Normes matricielles

Définition 3.2.1 i) Une application A —|| A || est dite semi norme dans C,,,, si pour tous
A,BeC,y, et a € C les conditions suivantes sont vérifiées :

|Af=0

| aAll=|a |l Al

|A+BI<[[All+] Bl

ii) Une semi norme est une norme générale de la matrice si elle est définie positive :

|A|>0 pour A=0

iii) La norme générale de la matrice est une norme matricielle si elle est multiplicative :
i.e. pour tout ABeC,, |AB|<|[AJllBI

Définition 3.2.2 Etant donné une norme vectorielle|| . || 'application A —|| A ||= sup,.o ”“’j:ﬁ”

définit une norme matricielle est dite norme induite par (ou subordonnée a ) la norme vec-
torielle || . || .
Les normes vectorielles || . ||1, || - |leo €t || - ||2 induisent respectivement les normes matricielles

suivantes :
A ||} = max aii |, [[A o= Max aii |, [|Allx= PA A).
” ”1 i Ei | 1] | ” ” : EJ | 1] | ” ”2 V ( )

Exemple 3.2.3 Soit A une matrice carrée telle que : A = (:1,) i)

| Alli=max;} ;| a;; |= maxj_y »(a;j+azj) = max(ay +azy,a12+az;) = max(1+3,2+4) =6

| Allo=max;}_; | a;; |= max;(a;; + a;3) = max(ayy +ayp, a1 +a) =max(1 +2,3+4) =7

1A ll2= V(AT A)
13 1 3\(1 2\_{(10 14

T _ TA— —

A ‘(2 4) AA‘(z 4)(3 4)‘(14 20)

10-1 14

14 20-4A

p(ATA)=15++221 donc || All,=V15+V221.

Remarque 3.2.4 Apres le calcul des normes, nous concluons que les normes sont compa-
rables mais que les valeurs ne sont pas égaux.

det(ATA-AI) =| ( ) |=(10-1)(20— 1) —(14)?> = A2 =301 + 4.

3.2.1 Normes compatibles

Une norme vectorielle || . || et une norme matricielle || . ||, sont compatibles si pour
toute matrice A et tout vecteur x

[ Ax (<l A LI <l

En particulier, toute norme matricielle subordonnée a une norme vectorielle et com-
patible avec celle ci.
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3.2.2 Normes matricielles sous multiplicatives

Une norme matricielle est dite sous multiplicative si :

IAB|<|AlIBIl VYAeC™™ VBeC"™?

Proposition 3.2.5 Quelle que soit la norme matricielle || . || sous multiplicative pour une
matrice carrée Aona :

1) p(A) <[ Al

2) Pour tout € > 0, il existe une norme matricielle subordonnée || . || ( dépendant de € et de

A ) telle que :
IAll<p(A)+e

Preuve.

1) Pour le vecteur Au = Au on choisit une norme vectorielle compatible et
| AF (= A [|=[] A [I<[] A 2
Quelle que soit la valeur propre | A |<|| A]|.

2) On choisit U unitaire telle que T = U™'AU = (t;;) soit une matrice triangulaire.
Ainsi t;; =0 si i>j. On note t; = A; i valeur propre de A. Considérons alors la
matrice diagonale Ds =D = diag(l,é,---,é”_l).

Dans la preuve nous utilisons le lemme suivante :

Lemme 3.2.6 La matrice D"'UAUD = D™'TD est la matrice triangulaire dont le coef-
ficient a la place (i, j) est 6/7't;;.

Complétons la preuve du théoréme : Ceci est le résultat d’un calcul élémentaire et
grace a la condition "triangulaire”, les coefficients non diagonaux de cette derniere
matrice sont nuls ou tendent vers zéro quand 6 — 0.

Dong, limg_,oD"'UAUD = diag(Ay,---,A,) avec A; = t;;.

Pour 'une quelconque des trois normes usuelles, on remarque que si A est diagonale

I All=p(A).
Considérons alors la norme sur M,, ,(K):
A — Nj(A) =Il (UDs) ™' AU Dj Ileo
On obtient : limg_ ¢ || diag(Ay,---, ;) llo= p(A) et par conséquent :
36> 0,Ns5(A) <p(A)+e€

Pour compléter, il reste a vérifier que N est subordonnée a une norme sur KK”. Vérifions
p q )
que v —|| (UDg)"'v || est une norme et que Nj est la norme subordonnée.

Remarque 3.2.7 Si A est hermitienne (A = A¥) Il All,=p(A).
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1 1
det(A—Al)=A?-21 alors p(A)=2

Lo (1 1)1 1\ (2 2
sl )63
det(A"A-AI)=A>-4) alors p(A*A)=4

donc || All= Jp(A"A) = 2 = p(A)

Exemple 3.2.8 A = (1 1) =A"

3.3 C-Rayon numérique
Théoréme 3.3.1 Pour tout C € C,,,,, c est une semi norme

Théoréme 3.3.2 r¢ est une norme générale de la matrice si et seulement si C n'est pas sca-
laire et tr(C) =0 ---(1)

Dans la preuve nous utilisons les trois lemmes dans les quels A et C sont données des
matrices n X n

Lemme 3.3.3 Soit m un entier avec 1 < m < n si C est invariant sur tout sous espace de
dimension m de C" alors C est scalaire

Preuve.

On a m < n, chaque sous espace de dimension un de C" est un intersection de sous
espace de dimension m par hypothese qui sont fixés par C, cela implique que tous les
correctifs C sous espace de dimension un de C"

n
j=1
scalaire Ay, Ay, -+, A, 1

Maintenant, soit {¢;}7_, la base standard de C" par I'argument précédent il existe une

telleque Cej=Aje; 1<j<n et CZ?:1 € = ,”Z?:l €j
par conséquent : yzyzl ej = Z;lzl Ajej et on conclusionque Aj=p 1<j<n
par conséquent : Ce; = pe; 1<j<n

i.e. C=pul alors C est scalaire .

Lemme 3.3.4 Si CU'AU = U'AUC VYU e€l, et U, est un groupe unitaire alors
A ou C est scalaire .
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Preuve.

Supposons A n’est pas scalaire et montrer que C est scalaire, soit A est une valeur
propre de A avec correspondant de ’espace de vecteurs propres V) de dimension m. A
n’est pas scalaire, alors

1<m=dim(V,) <dim(C") = n.

Maintenant,
pour un arbitraire U € U,, U'AU a aussi A valeur propre avec correspondant 1’espace
de vecteurs propres U*V,. Ainsi pour tout vecteur v e U*V),

U'AU(Cv)=C(U*AUv) = C(Av) = A(Cv).
On conclutque CveU*V, VYveU'V,

c’est C invariant UV, alors dim(V,) = m et U" est arbitraire nous trouvons que
C est invariant sur tout sous espace de dimension m de C", alors d’apres le lemme
C est scalaire.

Lemme 3.3.5 Si tr(CU*AU) = constant VYU €U, alors,
CU'AU =U*AUC VY U €U,
Preuve.

0

Soit S anti-hermitienne alors ¢?° est unitaire pour tout réel 0, et Ue?PS est unitaire

donc par hypothese
£(0) =tr[C(US) A(Ue?)] = constant 6 € R
et pour conséquent :

d _ d —0S 71* 0S
70 (6)—d6tr(Ce U'AUe")

=tr[Ce U AUSe?S —CSe 5 U AU =0

L’évaluation de la dérivéeen 6 =0 nous obtenons tr(CU*AUS-CSU*AU)=0

par conséquent pour tous anti-hermitienne (et tout unitaire U)
tr[(CUAU - U*AUC)S] = 0.

Pour chaque matrice B est une combinaison linéaire de anti-hermitienne.
La derniére identité implique :

tr[(CU'AU -U*AUC)B]=0 VBeC,,-
Ainsi,

CU'AU-U'AUC=0
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et le lemme est démontré.
Preuve du théoreme :
par théoreme il suffit de montrer que (1) tient si et seulement si r¢ est définie
positive .
Si C est un scalaire a savoir C = AI pour tout A = 0 avec tr(A) =0 donne
rc(A) = Atr(A)|=0
Aussi, si tr(C) = 0 alors
re(I) =[tr(C)|=0.

Aussi de (1) implique I'imprécision de r¢(.).
Dans l'autre sens, soit (1) tenir si rc(A) = 0 , par définition : tr(CU'AU) =0 YU e U,
par lemme|3.3.5

CU'AU =U'AUC VUelU,

d’apres lemme I’'une ou l'autre C ou A est scalaire , et on a C n’est pas scalaire,
alors A est scalaire donc A = ul nous avons

re(A) =] ptr(C) =0
et tr(C) =0, alors p doit disparaitre et la preuve établie.

Théoreme 3.3.6 Soit N une semi norme, M une norme matricielle et 1 > & > 0 constants
tels que :
EM(A) S N(A)<yM(A) YA€ Cyyy

alors
(i) N est une norme générale de la matrice

(ii) pour tout v > %,Nv (N, =vN) est une norme matricielle
(iii) si % < 1 alors N est une norme matricielle .

Preuve.

(i) Claire
(ii) Il faut simplement noter que

N, (AB) = vN(AB) < vyM(AB) < vyM(A)M(B)

(iii)

alors N est une norme matricielle
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Définition 3.3.7 (certaine inégalité combinatoire ) Soient ap,y; 1< j < n sont deux sca-
laires, on consideére un ensemble S, (a) = { " vjas(j) 0 €S, S, est un groupe
symétrique.

Le rayon de S, (a) est Ry (a) = max{|z| z€S,(a)}

Théoréeme 3.3.8 [14]
Siy; 1 <j<nestunscalaire complexe du méme argument donc

Ry(a)>K7,miax|ai| Ya,---a, €R (3.1)

1
avec Ky, = ;max;; | yi —yj |

Lemme 3.3.9 [14]
Soient A et C deux matrices normales avec a; et y;j sont des valeurs propres de A et C
respectivement alors R,,(a) = rc(A)

Lemme 3.3.10 [14]
Si C est hermitienne avec y; est un valeur propre et K, satisfaitalors

1
TC(A) > EK)/ ” A ”2 YA€ Cnxn

Lemme 3.3.11 [14]
Si C est normale avec y; est un valeur propre alors

re(A)<) 1yillAll,  YAECT,y,
j

Théoréeme 3.3.12 C est hermitienne et définie non négative (non positive), si C n’est pas
scalaire avec y; est un valeur propre alors pour chaque v avec

16| tr(C) |
T max; |y -y 1?

vrc = r,c est une norme matricielle.

Preuve.

On a C est hermitienne et y; sont de méme signe et par théoreme K, satisfait

[3.1]et d’apres les lemmes[3.3.10]et[3.3.1Ton a

1
amax [ vi=yillAl<rc(A) < ) 1y A= trCll Al YAE€CTy,

on a C n'est pas scalaire, le y; ne sont pas tous égaux, max | y; —y;j [> 0 et le théoreme
nous acheéve la preuve.
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3.4 Quelques types des normes particulieres

Définition 3.4.1 Soit A = (a;j) € M,,,, ot M, ,, des m x n matrices complexes. La norme
de A est considéré comme un opérateur de 12 vers I donné par :

IAl=supl) lagxgi] =Y 1 P=) 1y P=1}

Rappelons que le produit schur de deux matrices de méme format est donné par A+ B =
(a;jBij) si A= (a;j) et B=(B;j) -

Nous définissons la norme de schur de A et note || A ||s par
| Alls=sup{l|A«B] : || Bll<1}
| A|ls la norme de l'opérateur sur M,,, ,, ce qui correspond a la multiplication de schur par A.

Nous considérons trois autres normes :

1)La colonne d’une norme maximale de A = (a;;) est définie par

1

1
1A l=sup() lai; )2
]
2) La norme de rangée maximale

1
1A l=sup() | ai; P)?
l .

]

3) La norme d’entrée maximale
| Alle=sup|aij|

)

I

1 1
D | Alle=sup; (X1 ai; )7 =sup; (| a1; 1P+ azj I?)* =sup (| a1y P+ az Pl ars P+ ax I?)

Exemple 3.4.2 Soit

—

2

:sup(1+9,4)% =10

—_
—_

2) || A lly=sup; (¥; | a; |2)% =sup; (| a P+ a2 ?)” =sup(|ay P+ e Pl ay P+ axn P)
—sup(1+4,9) =3

3) 1A lle=sup;; | aij |= sup;sup; | a;j |= sup(aiy, aiz, az, az) =3

Définition 3.4.3 Soit || a;; ||} la norme trace de la matrice (a;;), || @;;j ||| est la trace de

(aij)(aij)-
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Théoreme 3.4.4 Pour toute matrice A = (a;;),
(i) | Alls=sup{ll ;;&ini = L1& P=Y I P=1}.

(ii)|| A |ls= sup{l| a;;j&mnjlly : & 20, 7;20, L& = Zﬂ]-z =1}

Preuve.
La premiére égalité est une conséquence de la relation

| aij lls=sup{ll @ijxi; | = |l x5 [I< 1} =
= supl| Zaijxijiiﬂj |l x5 1< 1, Z & P= Z |0 P=1) =
ij

= sup{| tr{(a;;&imni)(xi)] | = 1 % lI< 1, Z| & 1*= ZI ni =1} =
=supf|l a;;&in; Il - Z | & 1>= Z | 1 = 1).

Pour prouver la seconde égalité on observe que x;;&;1; peut étre exprimé comme
xijja;Bi| & |l njlavec|a;|=| Bj |= 1 pour tout i et j et de plus
| xijaiB; 1=l diag(ay, oz, -+~ )(xij)diag(Br, fo,---) |l=
[ xijll<1

Corollaire 3.4.5 Pour toute matrice A, || A ||;<|[A || et || Alls<I[ A ||,

Preuve.
Soit A = (a,-]-) si Z | éi |2: Z | 17] |2: 1 alors,

| (aij&inj =l diag(&1, Eo, - Naijn;) 1<
< ldiag(&y, &2, -++) llall (@ijn;) 2=

=) tayni =0 () laij P Pz <Al
ij i

]
Donc || A ||s<|| A || . La preuve de la deuxieme inégalité est similaire.
Proposition 3.4.6 Si A est une matrice de rang un alors, || A ||s=[| A ||,

Preuve.

Puisque A de rang un, alors A de la forme (a;f;), {a;} et {B;} sont des suites dans 12. Si
B = (x;;) alors,
| A*Bll=[ a;Bjxij =

=[l diag(ay, as,--)(xij)diag(Br, fo,---) I
<max | a; | max| B Il (x;) [I= max | a; B; Il (x;) [I=]| A llll B

donc [ A [l;=[l A -
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Proposition 3.4.7 Soit A = (5iuij17]-_1) et {&;} € I? avec & > 0 pour tout i, (u;j) est une
matrice unitaire et 11; = (}_; 51-2 | uij |2)% alors || All;=||Al.=1

Preuve.

notons que pour chaque j il existe certain i avec u;; # 0, 17; > 0 chaque colonne de
A est un vecteur de I'unité parce que pour chaque j

O N&uiniy P=() &2 luij Pyn;?) =

Ainsi || A ||;=1 et il reste & démontrer que || A|;>1,0n a ZEZ 211 et la normalisa-

tion {£;} ne change pas A. Nous pouvons supposer que ) &7 = Zn] =1

On a
| Alls>I (&7 wi;) =l diag(&7, &3, ) (uij) 1=

=\ diag(&7,65,...) h=1

Théoreme 3.4.8 Si A = (a;j) et || A || .=t alors, || A ||s=t si et seulement si il existe une
matrice unitaire (u;;) et vecteurs {&;} et {n;} avec & >0, n; > 0 et 252 Zq] =1 tel que
@;in; = t&u;j pour tout i,j

Preuve.

Sans perte de généralité, nous pouvons remplacer t par 1.
On suppose qu’il existe deux vecteurs {&;} et {r);} et une matrice unitaire telle que

2 2
Z| a;in; 1= Zliiuzj |
B i

ce qui implique que }_; 17].2(21- | i ) =Y, 51-2 =letona};|a; |?’< 1 pour tout j par
hypothese, I’équation 217]2 =1 implique que }; | a;; |>= 1 pour tout j.

Maintenant :
2 2 2 2 2 2
=1); Zlaijl :Z|aij77j| =Z|5iuij| :Zéi | s |
i i i i

de sorte que 1’équation || A [|;=1 suit & partir de[3.4.7]
Pour montrer I'inverse, supposons || A ||;=1 d’apres théoréme et un argument de
compacité, ils existent vecteurs {;} et {r;} avec &; 20,1, 20, Zéiz =1= Zq]? et tel
que

I (aij&in lh=IlAll=1
Soit V' = (v;;) est une matrice unitaire dans la décomposition polaire de la matrice
(ajj&in;) alors,

1 =[[(a;j&imj lli=tr[(vij(ei;j&inj)] =

- LNy () 10y PR a3 P -
i,

ij
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1
=) a7 <lAll=1.
i,j

Ainsi, I'inégalité de Schwarz ci dessus est en fait une égalité et donc il existe un constant
c de valeur absolue 1 tel que a;;7; = ¢&; ﬁ alors, (¢ v]_-i)) est la matrice unitaire .

3.4.1 Normes essentielles

On rappelle que la norme essentielle d’un opérateur T : X — Y, notée || T ||, est
définie par :
| T|l,=inf{|]| T - K ||,K est compact de X dans Y }.

Observons que || T ||.<|| T || et que || T ||, est la norme de T vu comme un élément de
I’espace quotient B(X,Y)/K(X,Y) ou K(X, Y) désigne I'espace des opérateurs compacts
de X dans Y

3.4.2 Normes de Frobenius

La norme de Frobenius A € C"*" est définie par :
1 2k
I Allp= trace(A*A) = (L7 1%y lai; )2 = (Lj 14T 15)2
Ou A/ est 1aj" colonne de A

La norme de Frobenius ainsi que toute p norme sont des normes sous multiplicatives

Exemple 3.4.9 1) | I,|lp=Vn
1 4 . (10
ey ol

Lo (1 4\(1 0\ (17 12
AA‘(o 3)(4 3)‘(12 9)
alors
| A llp= \/trace(A*A) = V26

Proposition 3.4.10 La norme de Frobenius est une norme matricielle. Elle vérifie 'inégalité
suivante :

DIAILZIA < VallAll

Preuve.
1)On a trace(A)=)Y 7", A A, A, A, €a(A)

alors

n
IAIE= ) AA*A) <nll Al
i=1
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Il en résulte que || A |,<[| A llp< Vi || Al
Comme conséquence, il vient

Il Ax [lo<ll A fl2ll x [lo<ll A flgll x 1l

Proposition 3.4.11 [6]

La norme de Frobenius vérifie aussi :
DIIAB |lp<[l Allgll B2

2l AB |lp<I[ All2ll Bl

3)IIAB <[l Allell Bllr

3.4.3 Opérateur de Hilbert-Schmidt

Il s’agit de la classe la plus fréquente d’opérateurs compacts dans un espace de
Hilbert.

Définition 3.4.12 Soit H est un espace de Hilbert séparable. On dit T € £ (H) est un
opérateur de Hilbert-Schmidt s’il existe une base hilbertienne (ey)reN telle que :

[ee]
Y I TelP< oo
k=0

Le nombre

1T lls= () Il Tex I17)?
k=0

s’appelle la norme de Hilbert-Schmidt de I'opérateur T.

Exemple 3.4.13 Pour un opérateur en dimension fini T : C" — C" (de facon équivalente
pour les matrices n xn ),

1T llus= () _tr(T°T))?

k=0

Proposition 3.4.14 Soit T € £(H) un opérateur de Hilbert-Schmidt, on a
1) la norme || . ||gs ne dépend pas du choix de la base hilbertienne de H.

2N T Nas=IlT llgs -
3) On a toujours, || T ||<I| T |lgs

Théoreme 3.4.15 Tout opérateur de Hilbert-Schmidt est compact.

Exemple 3.4.16 Considérons Uopérateur intégral T : L*([0 1]) — L?([0 1]) définit par

1
(T = | Kitf s
0
Avec un noyau K(.,.) € L>([0 1] x [0 1]). Alors T est un opérateur de Hilbert-Schmidt, et

I T llas=Il K llr2po 1
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Chapitre 4

Applications

4.1 Systeme linéaire

Soient m et n des entiers naturels non nuls, un systéme linéaire de m équations a n
inconnues est un ensemble de relations algébriques de la forme

n

zainj:bi, izl,---,m, (41)

=

ou les x; sont les inconnues, les a;; les coefficients du systéme et les b; les composantes
du second membre, il est commode d’écrire le systeme sous la forme matricielle

Ax=b (4.2)

ou A = (a;;) € C"™" la matrice des coefficients, b = (b;) € C" le vecteur de second
membre et x = (x;) € C" le vecteur inconnu. On appelle solution de tout n-uple
de valeurs x; qui satisfait 4.1
Théoriquement, le fait que A soit inversible entraine que le systéme admet une
solution unique x = A~!b. Mais cette écriture suppose que l'on dispose de la ma-
trice A~ or I'obtention de A~! est équivalente a la résolution de n systémes linéaires,
A(A‘l)]- =e= (0,---,1,---,0) en plus de la multiplication x = Al
Une 3ufz¢)méthode consisterait a obtenir les x; a I’aide des formules de Cramer

et(A1

i = TeiA) ou det(A;) désigne le déterminant de la matrice obtenue en remplagant la

i®"¢ colonne de A par le vecteur b.
Si la matrice est diagonalisable, on peut exprimer le systéme dans la base des vecteurs

propres et résoudre le systeme diagonal :
A=VDV7!, Ax=bo DV lx)=vlb

Mais diagonaliser une matrice est trés couteux. Ensuite, il faudrait faire les calculs avec
des nombres complexes, ce qui est nettement plus couteux. De plus, il y a des matrices
qui ne sont pas diagonalisables.

Les méthodes basées sur 1’élimination d’inconnues avec combinaisons linéaires des
lignes sont les méthodes directes de référence. Lorsqu’on élimine les inconnues, on
aboutit finalement a un systéme triangulaire supérieur, que I’'on remonte pour calculer
les coordonnées de la solution. Le processus d’élimination est en fait la résolution d’un
systeme triangulaire inférieur. L'algorithme s’appelle la factorisation LU.
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4.2 Conditionnements

Dans cette section, on se propose d’examiner la sensibilité d’'une méthode de résolution :
aux erreurs d’arrondis aux ”petites perturbations” des données du probleme.
On mesurera cette sensibilité par un nombre appelé conditionnement, qui dépend
d’une norme sur K”". Lorsqu’il est tres élevé, cela peut mettre cause la pertinence du
résultat numérique obtenu. On part d’un systeme Au = b, de taille nxn, et on se donne
par ailleurs AA et Ab, présumés petits par rapport a A et b et tel que A + AA soit aussi
inversible. On se propose de comparer les solutions x et y des systémes :

Ax=b et (A+AA)y="0.

;. . . Z A
On écrit aussi y —x = Ax et on se demande si le taux d’erreur sur x mesuré par 1A

Il 7
s’obtient a partir de % + % par un "facteur d’amplification” multiplicatif raison-

nable.

Définition 4.2.1 (Conditionnement)

Soit R" muni d’une norme || . || et M, (R) muni de la norme induite. Soit A € M, (R) une
matrice inversible. On appelle conditionnement de A par rapport a la norme || . || le nombre
réel positif cond(A) défini par :

cond(A) =|| Al A7 ||

Proposition 4.2.2 (Propriétés générales du conditionnement)

Soit R" muni d’une norme || . || et M, (R) muni de la norme induite.

1. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible alors cond(A) > 1.

2. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible et a € R* alors cond(aA) = cond(A) .

3. Soient A et B € M,,(R) des matrices inversibles, alors cond(AB) < cond(A)cond(B)

Preuve.

1. Comme || . || est une norme induite, c’est donc une norme matricielle. On a donc
pour toute matrice A € M,,(IR),

g <l Al A™
ce qui prouve que cond(A) > 1.
2. Par définition,
- 1 -
cond(aA) =|l aA|lll (@A)~ =l [l Al T | A7 |I= cond(A)

3. Soient A et B des matrices inversibles alors AB est une matrice inversible et comme
|| . || est une norme matricielle,

cond(AB) =l AB Il (AB)™" [I=ll ABIlll B"' A~ <A MBI B~ TATH

Donc cond(AB) < cond(A)cond(B)
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Remarque 4.2.3 Le conditionnement d’un systéme linéaire Ax = b traduit la difficulté a le
résoudre : 1 < cond(A) < oo

cond(A) ~ 1 = systeme bien conditionné (solution stable par rapport a une erreur des
données)

cond(A) >> 1 = systeme mal conditionné (solution tres sensible par rapport a une erreur
des données)

cond(A) = +co = systeme singulier (matrice non inversible, det = 0)

Proposition 4.2.4 (Caractérisation du conditionnement pour la norme 2)

Soit R" muni de la norme euclidienne || . ||, et M,,(R) muni de la norme induite. Soit A €
M, (R) une matrice inversible. On note cond,(A) le conditionnement associé a la norme
induite par la norme euclidienne sur IR.

1. Soit A € M,,(R) une matrice inversible. On note o,[resp.o1]| la plus grande [resp. petite]
valeur propre de A'A (noter que A'A est une matrice symétrique définie positive). Alors

cond,(A) = /?.
1

2. Side plus A est une matrice symétrique définie positive, alors

An

cond,(A) = T
1

ot Ay[resp.Ay] est la plus grande [resp. petite] valeur propre de A.

Preuve.

On rappelle que si A a comme valeurs propres Ay,---, A, alors A~! a comme valeurs
propres /\Il, -+, A" et A" a comme valeurs propres Ay, A,,.
1. Par définition, on a cond,(A) =|| A |||l A7 ||, . Eton a || A ||l,= \/p(ATA) = y/0,, donc

147 o= Jp((a-)a-) = \Jp(aan 1) ou paa’y™ =~

ou G est la plus petite valeur propre de la matrice AA’. Mais les valeurs propres de
AA" sont les valeurs propres de A’A : en effet, si A est valeur propre de AA" associée au
vecteur propre x alors A est valeur propre de AA" associée au vecteur propre A’x. On a

donc
cond,(A) = /%.
01

2. Si A est symétrique définie positive, alors A’A = A% et 0; = /'\1.2 ou A; est valeur propre
de la matrice A. On a dans ce cas

An

cond,(A) = T
1

Les propriétés suivantes sont moins fondamentales, mais cependant intéressantes.

46



Proposition 4.2.5 (Propriétés du conditionnement pour la norme 2). Soit R" muni de la
norme euclidienne || . ||, et M,,(R) muni de la norme induite. Soit A € M,,(R) une matrice
inversible. On note cond,(A) le conditionnement associé a la norme induite par la norme
euclidienne sur R".

1. Soit A € M,,(IR) une matrice inversible. Alors cond,(A) = 1 si et seulement si A = aQ ol
a € IR* et Q est une matrice orthogonale (i.e. Q' = Q1)

2. Soit A € M,(R) une matrice inversible. On suppose que A = QR oit Q est une matrice
orthogonale. Alors cond,(A) = cond,(R).

3. Si A et B sont deux matrices symétriques définies positives, alors

cond,(A + B) < max(cond,(A),cond,(B)).

4.2.1 Calcul d’erreur

Proposition 4.2.6 (Majoration de I'erreur relative pour une erreur sur le second membre).
Soit A € M,,(R) une matrice inversible et b € R", b = 0 . On munit R" d’'une norme || . || et
M,,(R) de la norme induite . Soit Ab € R" si x est solution de Ax = b et x + Ax est solution
de

A(x+Ax) = b+ Ab, (4.3)
alors I Ax | 12D
X
< cond(A)—— 4.4
=i A5 (44)

Preuve.
D’apres [4.3|on obtient

AAx = Ab

et donc
| Ax|I< A7 (Il A |

Cette premiere estimation n’est pas satisfaisante car elle porte sur 'erreur globale or
la notion intéressante est celle d’erreur relative. On obtient I'estimation sur l’erreur
relative en remarquant que b = Ax, ce qui entraine que|| b ||<|| A |||l x || .
On en déduit que
1 _lA]
S Ll
lxll = 1ol

En multipliant membre & membre cette derniére inégalité et || Ax ||<|| A7! ||| Ab ||, on
obtient le résultat souhaité. Remarquons que l'estimation de [4.4]est optimale. En effet,
on va démontrer qu’on peut avoir égalité dans I'inégalité 4.4,
Pour cela, il faut choisir convenablement b et Ab. On sait déja que si x est solution de
et x + Ax est solution de (A + AA)(x+ Ax) = b+ Ab, alors

Ax = AT Ab, et donc || Ax ||=|| A7 AL ||.
Soit x e R" tel que || x||=1 et || Ax ||=]| A || Notons qu’un tel x existe parce que
| All=sup{ll Ax [;|| x ||= 1} = max{]| Ax [;]| x [|= 1}.

On a donc 1Al
|ATTAL || 7
|| Ax ||

| Ax]l _
]

47



Posons b = Ax; on a donc || b||=|| A || et donc
A A
Il x ||

1ol
De méme, il existe y € Rtel que ||y ||=1 et || A"l ||=|| A7 ||. On choisit alors Ab tel que
Ab=y. Comme A(x+Ax)=b+Ab,ona Ax = A~LAb et donc :

lAx|I=ll AT Ab = e[l A™y ll= e | AT 1= Ab IITAT .
On en déduit que

| Ax ||
x|l
Par ce choix de b et Ab on a bien égalité dans qui est donc optimale.

Majorons maintenant l'erreur relative commise sur x solution de Ax = b lorsque 'on
commet une erreur AA sur la matrice A.

Al

=|l Ax [|=Il A [lIl A7
16l

car [[All=llb et x[=1

Proposition 4.2.7 (Majoration de 'erreur relative pour une erreur sur la matrice). Soit
A € M,,(R) une matrice inversible et b € R, b # 0. On munit R" d’une norme || . || et M,,(IR)
de la norme induite. Soit AA € IR"; on suppose que A + AA est une matrice inversible. Si x
est solution de Ax = b et x + Ax est solution de

(A+AA)x+Ax)=b (4.5)
alors I Ax | IAA]
X
L S d(A) — 4.
Txxax] = A (46)
Preuve.

D’apreés Ax = b et on obtient
A(Ax) = —AA(x + Ax)

donc
Ax = -A"TAA(x + Ax)

On en déduit que || Ax [|<|| A~ ||| AA ||| x + Ax || , d’ot1 on déduit le résultat souhaité.
On peut en fait majorer 'erreur relative dans le cas ou 'on commet a la fois une erreur
sur A et une erreur sur b .

On donne le théoreme a cet effet; la démonstration est toute fois nettement plus com-
pliquée.

Théoreme 4.2.8 (Majoration de 'erreur relative pour une erreur sur matrice et second
membre ). Soit A € M,,(R) une matrice inversible et b € R, b # 0. On munit R" d’une
norme || . || et M, (R) de la norme induite. Soient AA € M, (R) et Ab € R". On suppose
que|| AA ||< ||Al_—1|| . Alors la matrice (A + AA) est inversible et si x est solution de Ax = b et
x + Ax est solution de (A + AA)(x + Ax) = b+ Ab, alors

[Ax|l _ cond(A) (IIAbII+|IAAII)
x|l = 1=[fATITAAN Tell (1Al
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Preuve.

On peut écrire A+AA = A(Id +B) avec B= A" AA. Or le rayon spectral de B,p(B) vérifie
o(B) <[ B|I<I|AA ||l A~ ||< 1 et donc (Id + B) est inversible et (Id + B)™t =Y 7> ((=1)"B".

On a aussi || (Id +B) ™' ||< X, || B" ||= 1_}“3” < 1—||A—}||||AA||' On en déduit que A + AA est

inversible, car A+ AA = A(Id + B) et comme A est inversible, (A+AA)™! = (Id+B) 1AL

Comme A et A+ AA sont inversibles, il existe un unique x € IR"” tel que Ax = b et
il existe un unique Ax € R" tel que (A + AA)(x + Ax) = b+ Ab. Comme Ax = b, on a
(A+AA)Ax+AAx = Ab et donc Ax = (A+AA)" Y (Ab—AAx) or (A+AA)"! =(Id+B)" 1AL,
on en déduit :
I (A+AA)" i<l (Id +B)"" Il A7 ]
N
= -1
1-|[A=H Il AA ]

On peut donc écrire la majoration suivante :

lAx] __ NTATH AL (IIAbII +||AA||)
Il = 1= AT AA NN AT <] [TA]

En utilisant le fait que b = Ax et que par suite || b ||<|| A ||| x ||, on obtient :

[Ax] _ _ [TATM AL (IIAbII+|IAAII)
[xll = 1= (LA AATN Tell - AN

ce qui acheve la preuve.

Théoréme 4.2.9 Soit A une matrice inversible et x la solution de Ax = b . Soit AA et Ab

tels que
[AAl<allAll, [[Ab(ISBNbIl et acond(A)<1

alors A+ AA est inversible. Soit x + Ax la solution du systéme
(A+AA)(x+Ax)=b+ Ab,

alors
|| Ax || < cond(A)

< a+p).

I x || 1—acond(A)( 2

Ce théoréme correspond a la définition générale o1 les données sont soit A et b (si et seule-
ment A est la donnée, alors f =0).

La preuve du théoreme nécessite le lemme suivant :

Lemme 4.2.10 Si || F||< 1 alors (I + F) est inversible et || (I + F)™! ||< —1_|1|F”

Preuve.

A+AA=A(I+ATAA),
| ATTAA |I< cond(A)a < 1
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donc d’apres le lemme |4.2.10} [ + A"!AA est inversible et

1 1
£ ———
1—acond(A)

Soity=x+Ax,ona(A+AA)y=b+Ab, Ax=">b donc A(y —x) = Ab—-AAy et
Iy —xl<IAT QLA+ I AA Ty 1) or [TABI<BNBI<BNAN I,
d’ou || Ax ||I< cond(A)(B 1l x || +a [| 7 II).

Il reste a majorer ||y ||. On a
AT +ATAA)y = A(x+ A1 AD),
Iyl @+ATAA) T Al x 1+ 1A AL,

| (I+A1AA)

1
< m(l + Beond(A)) [ x ||

1
1-acond(A)
cond(A)
Ax || ——mM8M ~— —
Il Axl< 1—acond(A)

Par conséquent, B || x || +a || y [|< (a+ )|l x || on en déduit que

(@+p) x|l

Dans ces exemples nous étudions la norme qui donne une minimale erreur

Exemple 4.2.11 Considérons le systeme

10 7 8 77[u] [32

705 65 iy = 23 de solution

—

8 6 10 9 ||us 33
7 5 9 10]|luy 31
Le systéeme perturbé
10 7 8 77[uy+Au;] [321 9,2
75 6 5||uptdup|_[229( . |-12,6
8 6 10 9 ||uz+Aus| [33,1] *F 4,5 |
7 5 9 10||ug+Auy] [30,9 -1,1

Ainsi une erreur relative de 2.1072 sur les données entraine une erreur relative de Uordre de
11—0 du résultat ( erreur amplifiée de 2000 ).

De méme
10 7 81 7,21[u +Au;] [32 81
7,08 504 6 5 |lu+dup|_[23] . 1137
8 598 9,89 9 |luz+Aus|”|33] *P 34|
6,99 499 9 9,98]|us+Auy] |31 22

Pour tant, la matrice est "bonne” (symétrique, de déterminant 1, donc loin de 0). Son inverse
est d'ailleurs donnée par

25 —-41 10 -6
-41 68 -17 10

10 -17 5 =3|

-6 10 -3 2

Al =
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Mais les valeurs propres de A sont

A1 =0,01015<1,~0,8431 < A3~ 3,858 < A4 = 30,2877,

si bien que
A
condy(A) = /\—4 ~ 2984 est grand
1
D’autre part
1 8,2 32 0,1
1 ~13,6] , 23| .. |01
ol P el BV [l FPY il IO
1 -2,1 31 -0,1
de sorte que
A Ab
NAull g 1985 et condyay 2012 < g 9404
[R7a1P b1l
On n’est pas loin de I’égalité dans 'estimation (4.4
A Ab
1Aully o0 8D
[RZ41P 161l
Dans l'autre sens
condy,(A) = cond(A) = 4488.
puisque A est symétrique, alors
A Ab
1AuTL _ 6 o5 o cond, (a1 20I1 L 15 ogss,
Il [l (Rl
donc[4.4]est vérifie.
Pour la norme de l'infinie on a
| Au [l | AD |l
~13,6 et cond,(A) ~13,6.
Il [loo (R
Exemple 4.2.12 Soit
8§ 10 10 10 —% 75 -145 135
15 6 1 4|0 -21 41 -38
A=l7 10 4 7] ¢ A4 o0 14 27 25
7 8 1 7 3 =53 102 -95
le systeme linéaire de A est
8 10 10 10][uy 38 1
1 5 6 1||lu| [13 |
710 4 7 ||us| =28 de solution e
7 8 1 7| ug 23 1
Le systéme perturbé
8 10 10 107[u; +Au;] [38,1 ~34,5
1 5 6 1||luwp+tdup|_[129f . | 11
7 10 4 7 ||us+Aus|” |28,1] *P 5,6
7 8 1 7 ||ug+Auy] [22,9 26
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Onald;=24,1 A, =-0,007 et cond,(A) =7363.
D’autre part
1 -35,5 38 0,1
1 10 13 -0,1
u=l1 A=l g6 [0 =282 0,1
1 25 23 -0,1
alors,
A Ab
I Au ~22,6 et condz(A)” I ~27,24.
Il 2l 101l

On n’est pas loin de 'égalité dans 'estimation

Dans lautre sens,ona ||Al;=33 ||A7'|;=315 et cond;(A)=10395.
A Ab
1A%TL 19 575 er cond, ()22 L 40 7484,
[l lly 1011y
Pour la norme 'infinie on a
| Au |l | AD |
~ 35,5 et condy(A) ~ 35, 5.
Il lleo 16l
Exemple 4.2.13 Soit A = (; 170)

on obtient le systeme suivant : A = [

Le systeme perturbé est

[7 10] lul + Auy

7 10][uy] [ 1 - To
5 7 Huzl = lojl de solution [

l = ll'ml de solution x = [_0'17l

0.1

0.69 0.22

-7 10

9

condy (A) =l Ally . I1A7" [l;= 289

5 7 Uy + Au2
Son inverse est donnée par A7l = ( 5
donc,
D’autre part

e

de sorte que

-0.17 1 0,01
0.12 l’b B lO.7l’Ab B [—0,01]

A Ab
1A% 5 o or cond,(a) L2010 < 5 5813,
[l lly 101l
On est proche de I'égalité dans l'estimation
A Ab
Il Au |y < condl(A)” 1
[l lly 101l

Dans l'autre sens

cond,(A) = 289.
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alors,

| Au |l | Ab [l
———— ~1.7 et cond, (A
Il 2t Jloo ( )Ilblloo

donc 4.4 est verifie

Pour la norme euclidienne, les valeurs propres de A sont
A ~0,0044, )~ 222.99
si bien que
cond,(A) =225.12

donc
| Au |,

Il

| Ab |,
b1l

~2.08 et cond,(A)

~ 2.89.

~ 2.60.

Remarque 4.2.14 1) Dans les deux exemples(4.2.11|et [4.2.12), la norme infinie a donné

une petite erreur en comparant par d’autres normes mais l'exemple [4.2.13|la norme un a

donné une petite erreur en comparant par d’autres normes.

2) Apres avoir étudier un certain nombre de systemes linéaires, nous avons conclu que ler-
reur est liée au changement de systeme linéaire, donc a chaque systeme linéaire, il existe une
norme qui donne l'approximation la plus proche du bon résultat.
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Résumeé

Ce travail s'inscrit dans le cadre de la théorie des opérateurs
linéaires sur un espace de Hilbert.

Dans ce mémoire, nous avons étudié particulierement les normes
des opérateurs et les normes matricielles qui jouent un role essentiel
dans 1'étude de plusieurs problemes dans la pratique.
Le premier chapitre est consacré aux espaces de Hilbert: définitions
et propriétés. Nous donnons également la définition de la continuité,
la norme, l'adjoint et l'inverse d'un opérateur, le spectre et I'image
numérique des opérateurs linéaires sur l'espace de Hilbert et la
matrice associé a un opérateur. Dans le deuxieme chapitre, nous
avons donné des définitions équivalentes a la définition de la norme,
les classes de opérateurs et la relation entre le rayon numérique, le
rayon spectrale et la norme. Dans le troisieme chapitre, nous
définissons la norme matricielle et le C-rayon numérique qui
présente une norme matricielle, ainsi que quelques normes
particulieres. Dans le dernier chapitre on définit la conditionnement,
calcul de I'erreur et quelques exemples.

Mots clés opérateur linéaire, spectre d'un opérateur, image
numérique d'un opérateur, rayon spectral, rayon numérique, C-
image numérique, C-rayon numérique, conditionnement.

Abstract

This work is part of the theory of linear operators on a Hilber space.
In this thesis, we have particularly studied the norms of operators
and the matrix norms which play a key role in the study of several
problems in practice.

The first chapter is devoted to Hilbert spaces: definitions and
properties. We also give the definition of continuity, the norm, the
adjoint and the inverse of an operator, the spectrum and the




numerical range of the linear operators on the Hilbert space and
the matrix associated to an operator.

In the second chapter, we have given definitions equivalent to
the definition of the norm, the classes of operators and the
relation between the numerical radius, the spectral radius and
the norm.

In the third chapter, we define the matrix norm and the C-
numerical radius which presents a matrix norm, as well as some
particular norms. In the last chapter we define the conditioning,
calculation of the error and some examples.

Key words Linear operator, spectrum of an operator, numerical
range of an operator , spectral radius, numerical radius,C-
numerical range, C-numerical radius, conditioning.
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