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Notations

Si  est un domaine de R%(d = 1,2, 3), on note par.

Q I’adhérence de €2
r la frontiére de (2, supposée souvent réguliére.

[;(:=1,3,a,b) une partie de la frontiére T" .

mesT'y la mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de T'y.

v la normale unitaire sortante a I.

Uy, Uy les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies sur €.
o(9) I'espace des fonctions réelles continiment différentiables sur €.

D(Q) I'espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a

support compact contenu dans 2.

D'(Q) 'espace des distributions sur €.

H I'espace L*(Q)%

Q 'espace L2(Q)*4.

H, I'espace H'(Q)%.

1 I'espace {0 € Q tel que Divo = (0y,) € H}.
Hz=(T) Pespace de Sobolev d’ordre § sur T'.

Hry Pespace Hz2 (D)%

H2(I) Pespace dual de Hz(T).

HY, Pespace dual de Hp = H—2 ().

v:Hy — Hp I’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations suivantes :
H4 l'espace {z = x;/x; € H}.
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ded
(- )m

I-[[

Z(H)

Vespace {z = x;;/z;; = v;; € H}.
le produit scalaire de H.

La norme de H.

I’espace dual de H.

I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] est un intervalle de temps,k € N et 1 < p < 400, on note par :

C(0,T; H)
C'(0,T; H)
L7(0,T; H)

1| e 0,750

Wk»(0,T; H)

” : ||kap(0,T;H)

'espace des fonctions continues sur [0, 7] dans H.

I'espace des fonctions contintiment dérivables sur [0, 7] dans H.
'espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H.

telles que fOT |u(t)[5dt < +o00 avec les modifications usuelles
sip = +o00.

la norme de LP(0,T; H).

Iespace de Sobolev de paramétres k et p.

la norme de W*?(0,T; H).

Pour une fonction f; on note par

Vf
fof
Divf
div f
(/)
gd

L4

AP

c

p-p.

le gradient de f.

les dérivées premiére et seconde de f par rapport au temps.
la divergence de f.

la divergence de f.

la partie symétrique du gradient de f = 3(Vf + VT [).
I'espace des tenseurs symétriques du second ordre sur R
le tenseur identité du second ordre sur R

puissance p de 'opérateur A.

des constantes génériques strictement positives.

presque partout.



Introduction générale

Le contact entre les matériaux est un phénomeéne trés fréquent et important
dans notre vie quotidienne et il a attiré ’attention de I’étre humain depuis les an-
ciens temps, c’est pourquoi les scientifiques ont essayé de I'étudier et le modéliser.

L’étude mathématique et la modélisation du phénomeéne de contact sont plus ré-
cent et cela est dii au fait que la modélisation mathématique de ce dernier, méne
souvent a des problémes aux limites de contact non linéaires qui sont difficiles a
étudier. Parmi les premiéres publications mathématiques concernant ce sujet sont
celle de Signorini, ol le probléme de contact unilatéral entre un corps linéairement
élastique et une fondation rigide est formulé. Ce dernier a été résolu par Fichera,
en se basant sur des arguments des inéquations variationnelles de type elliptique.
Notons ici que ’étude mathématique des problémes de contact ont commence avec
la monographie de Duvaut et Lions, qui ont présenté la formulation variationnelle
de plusieurs problémes de contact, accompagnée de résultats d’existence et d’unicité
de la solution.

Un matériau piézoélectrique est celui qui produit une charge électrique quand
une contrainte mécanique lui est appliquée (le matériau est pressé ou étiré). A 'in-
verse, une déformation mécanique est produite, quand un champ électrique est ap-
pliqué.Les matériaux piézoélectriques dont les propriétés mécaniques sont élastiques,
sont appelés matériaux électro-élastique.

Ce mémoire représente une contribution a 'analyse d’un probléme de contact
sans frottement entre un corps déformable et une fondation, en tenant compte de
Peffet piézoélectrique du matériau. Sous I'hypothése des petites transformations,

nous étudions un processus quasistatique pour des matériaux électro-élastiques-



visco-plastiques. Les conditions aux limites sont de type de Signorini. Les conditions
électriques sont introduites dans les cas ou la fondation est isolatrice.

Notre étude du phénoméne de contact comprend les étapes suivantes : la modé-
lisation mathématique, 'analyse variationnelle incluant des résultats d’existence et
d’unicité de la solution.

Ce mémoire se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on commence par définir le cadre physique, la loi de
comportement, les conditions aux limites et nous présentons le probléme de contact
sans frottement pour les matériaux électro-élasto-visco-plastiques.

Le deuxiéme chapitre comprend les outils nécessaire pour une bonne compréhension
du probléme pour objet le modéle mathématique utilisé. Nous rappelons les espaces
fonctionnels et les principales notations utilisées. Ensuite, nous passons en revue a
quelques résultats concernant les inéquations variationnelles, quelques théorémes qui
seront d’une grande utilité pour les démonstrations et des hypothéses fondamentales
pour le probléme a étudier.

Dans le dernier chapitre du mémoire nous présentons une formulation variation-
nelle du probléme et nous démontrons I’existence et I'unicité d’une solution faible en

utilisant des techniques des inéquations variationnelles elliptiques et du point fixe.



Chapitre 1

Modélisation

Ce chapitre représente un bref rappel de la mécanique des milieux continus ot
nous allons introduire le cadres physique plus utilisé dans ce mémoire, la loi de
comportement et les conditions aux limites de contact. Par ailleurs, nous précisons
dans ce chapitre les conditions aux limites de contact sans frottement, ainsi que la

formulation mécanique du problémes a étudier.

1.1 Cadre physique

Dans ce paragraphe, nous allons introduire le cadre physique dans ce mémoire
et la formulation mathématique appropriée a I’étude de probléme de contact sans
frottement entre un corps piézoélectrique et une fondation.

Nous considérons un corps piézoélectrique qui occupe un domaine borné
Q) C R%(d = 2.3) avec une frontiére Lipschitzienne I', partitionnée en trois parties
mesurables I'y,I'ys et I's, correspondant aux conditions aux limites mécaniques,
d’une part, et en deux parties mesurables I', et 'y, correspondant aux conditions
aux limites électriques, d’autre part, telles que mesl’y > 0, mesl’, > 0 et I', de la
frontiére ainsi qu’a l'action des charges électriques de densité surfacique ¢o, agissent
sur la partie I',. Soit T' > 0 et soit [0; 7] I'intervalle de temps en question. Le corps

est en contact avec une fondation sur la partie I's.



FIGURE 1.1 — Corps piézoélectrique en contact avec une fondation.

Nous notons par S%(d = 2.3) l'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux
sur R? (d = 2,3);”.7et ||.|| représentent respectivement le produit scalaire et la

norme euclidienne sur R? et S? tels que :
wo =uvg,  ||v|| = w)Y? Yu=(w), v=(v)eR?

o1 =0yTy,  ||o|| = (0.0)Y? Yo = (0y;), 7= (7;) €S~

Nous notons par 0 = o(x,t) le champ des contraintes, par D = D(x,t) le vecteur
des déplacements électriques, par u = u(z,t) le champ des déplacements, par ¢ =
©(x,t) le potentiel électrique tels que x € Q et ¢ € [0; T]. Nous notons aussi par &(u)
le champ des déformations infinitésimales et par E(p) le champ électrique.

Nous désignons par u,, u, les composantes normale et tangentielle d’un vecteur u

a la frontiére tels que

Uy = U.V, Ur = U — Uy V. (1.1)

Pour le champ des contraintes ¢ nous notons par o, et o, les composantes normale



et tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ov
o, = (ov),, o.=(ov), (1.2)

donc

o, = (ov).v, Oy = OV — O,V (1.3)

Les relations (1.1) et (1.2) nous permettent d’écrire la relation suivante
(ov).v =00, + 0,0, (1.4)

qu’on va l'utiliser tout au long de ce mémoire et surtout dans satisfont des formu-
lations variationnelles des problémes mécaniques de contact. Les points au-dessus
d’une fonction représentent la dérivation par rapport au temps, c’est a dire

du d*u
. _du . du L
= i =7 (1.5)

ol u désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations. La
relation entre le champ des déplacements u et le champ des déformations £ dans

I’hypothése des petites transformations est donnée par

() = (25 (w), ) = o bug), 1<ij<d  (16)

En outre, le champ électrique est défini par la relation suivante

E(p) = =V =—(p,) (1.7)

Nous allons maintenant décrire le modéle mathématique associé au cadre physique

que nous avons vu au paragraphe précédent.

1.2 Modéle mathématique

Nous commencons avec le modéle mathématique qui décrit ’évolution du corps

dans le cadre physique de la figure 1.1.



Dans le cas général, on décrit I'évolution d’un corps matériel par I'équation de

mouvement de Cauchy suivante
Divo(t) + fy(t) = pil dans Q x [0; 7] (1.8)

ol p:  — R, désigne la densité de masse et " Div " désigne I'opérateur divergence

des tenseurs tel que
Divo = (Uij,j>-

Les inconnues de ce probléme spécifique sont :
le champ des déplacements u :  x [0;7] — R et le champ des contraintes o :
Q x [0;T] — S?% Le processus d’évolution définis par (1.8) s’appellent processus
dynamiques. On remarque que dans le cas o le champ des vitesses @ varie trés
lentement par rapport au temps, le terme pii peut étre négligé et I'équation (1.8)
devient

Divo(t) +fy(t) =0 dans Q x (0,7). (1.9)

Cette derniére équation s’appelle I'équation d’équilibre et les processus d’évolu-
tion définis par cette équation s’appellent processus quasistatiques. Dans le cadre
physique décrit ci-dessus(dans le paragraphe précédent ) on a supposé que f et f;
varient trés lentement par rapport au temps. Par conséquent, si nous supposons
que les accélérations dans le milieu sont négligeables nous nous placons dans le cas
quasistatique et nous utilisons 'équation (1.9).

Dans ce mémoire le corps étudié est piezoélectrique, donc aux inconnues mécaniques
du probléme se rajoutent les inconnues électriques qui sont le champ des déplace-
ments électrique D : Q x [0, T] — R et le potentiel électrique o : Q x [0;T] — R, ce
qui nécessite une autre équation d’équilibre pour gérer cette situation ; c’est I’équa-
tion de Maxwell-Gauss ou équation de conservation de la charge qui décrit I’évolution
du corps dans ce cas

divD = gy dans 2 x (0,7, (1.10)

ou "div” est I'opérateur divergence qui agit sur les vecteurs, divD = D;; et gy est

la densité volumique de charge au sein du matériau.



1.2.1 Loi de comportement des matériaux électro-élastiques.

Nous considérons ici une catégorie de matériaux ou le tenseur des contraintes o

et le vecteur des déplacements électriques D sont reliés par la loi de comportement

o = de(u) - EE(p),
D = BE(g)+Eelu)

(1.11)

ot & : QxS — S? est Popérateur d’élasticité non linéaire, E(p) = —V
est le champ électrique, & = (e;ji) est le tenseur piézoélectrique qui traduit la
proportionnalité entre la charge et la déformation & champ constant ou nul et B =
(Bi;) est le tenseur du permittivité électrique a déformation nulle qui constitue un
tenseur symétrique défini positif. Par ailleurs £ = (ej;;,) ol €, = epy, dénote le

transposé du tenseur & tel que

Eov=0&, VYoeSveRL (1.12)

En électro-élasticité linéaire, on suppose que le tenseur des contraintes o est une
fonction linéaire du tenseur des petites déformations € et du gradient du potentiel

électrique ou le champ électrique E, c’est-a-dire

0ij = Qijencrn(u) + efjk%k, (1.13)

ol & = (a;jkn) est un tenseur d’ordre quatre, ses composantes a;jr, s'appellent
coefficients d’élasticité et elles sont indépendantes du tenseur des déformations en
élasticité pure et £ = (e;;x) est le tenseur des constantes piézoélectriques. Dans le
cas non-homogéne a;ji, et e, dépendent du point z € €2 et dans le cas homogene
a;jkn et e, sont des constantes. Le but de ce mémoire est d’étudier un probléme de
contact sans frottement pour des matériaux électro-élasto-visco-plastic. On suppose

que le tenseur de contrainte o a une décomposition additive de la forme

o= 4 oBVP, (1.14)



ou oPF représente la partie électro-élastique du contrainte et oV est la partie

électro-visco-plastic. Pour le contrainte électro-élastique, nous utilisons la loi (1.11)

constitutive linéaire

o = ofe(u) — E E(p). (1.15)

Et pour le contrainte d’électro-visco-plastic, nous utilisons une équation d’évolution

o"VP =4 (0,e(u), E(p)), (1.16)

ol 4 est une fonction constitutive, généralement non-linéaire.

Nous combinons maintenant (1.14) - (1.16) pour obtenir
0 = (i) = EE(@) +9(0,e(u), E(p)). (1.17)

Nous utilisons un argument semblable pour le champ de déplacement électrique D

et (1.4) pour obtenir

D = BE(¢) + &e(i) + G(D, E(p), e(u)), (1.18)

oll G est une fonction constitutive non-linéaire.

1.3 Conditions aux limites

Nous nous plagons dans le cadre physique de la fig 1.1.1. On définit maintenant
les conditions aux limites mécaniques et électriques sur chaque partie de I', et nous

présentons les conditions de contact sur la surface I's.

1.3.1 La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'y, le champ des dépla-

cements y est par conséquent nul

u=0, sur Ty x][0;7]. (1.19)



1.3.2 La condition aux limites de traction

Une traction surfacique de densité f; agit sur ['s et par conséquent le vecteur des

contraintes de Cauchy ov satisfait a :

ov =1, sur Ty x [0;T7. (1.20)

1.3.3 Les conditions aux limites électriques

Ces conditions sont déterminées & partir des deux équations

=0 sur  I'y x [0;77. (1.21)
Dv =qy sur T, x [0;T]. (1.22)
1.3.4 Contact unilatérale

Dans ce cas nous supposons que le corps est susceptible d’entrer en contact avec
une base rigide. Par conséquent, le mouvement des particules matérielles de I's est
restreint de la présence du solide rigide de telle sorte que, avant I'application des
forces externes, la distance de chaque point x € I'3 & la base rigide dans la direction
de la normale v(z) est connue et notée par g(x).

Puisque la base est considérée rigide, elle ne subira pas de déformations donc le
corps () ne pourra pas le pénétrer ; cette propriété se traduit mathématiquement par
Iinégalité

u, <g sur I . (1.23)

Dans les points de I's tels que u, < g, il n’existe pas de contact entre €2 et la base

rigide donc le vecteur des contraintes de Cauchy s’annule, c’est-a-dire

u,<g = o0,=0 sur I's. (1.24)

Pour les points de I's tels que u, = g, le contact entre le corps €2 et la base rigide



se produit ; nous supposons pour ces points que la base rigide exerce une pression

inconnue suivant la direction de la normale et orientée vers (1; on a

u, =¢g=o, < 0 sur I}j. (1.25)

On peut résumer les conditions (1.23)—(1.27) de la maniére condensée suivante

u, <g, 0,<0, o,(u,—g)=0 sur TI}j. (1.26)

Les conditions (1.26) s’appellent les conditions de contact unilatéral ou conditions

de contact de type Signorini.

1.3.5 Loi de contact sans frottement

Dans un contact parfait, ol sans frottement, I'action mécanique transmissible
par obstacle entre deux solides ne peut étre en tout point que normale au contact

(perpendiculaire au plan tangent commun du contact). Ceci se traduit par la relation

o, = 0. (1.27)

Qui signifie que la contrainte tangentielle est nulle. Si ce n’est pas le cas, on dit que
le mouvement tangentielle se produit avec frottement ce qui nous oblige a introduire
une loi de frottement qui prend en considération la composante tangentielle avec les

autres variables du systéme.

1.4 Position du probléme de contact sans frotte-
ment d’un matériaux électro-élastique visco-plastique

On considére ici le probléme mécanique qu’on va étudier dans le chapitre 2 et 3.

Probléme P

Trouver le champ de déplacements u : Qx[0; T] — RY, le champ des contraintes,

o:Qx[0;T] — S% le champ de potentiel électrique ¢ : Q x [0;T] — R et le

10



champ des déplacements électriques D : Q x [0; 7] — R?  tels que

od=9c(u) —EE(Q)+9(0,e(u), E(p)) dans Q x [0;77,

D = BE(p) + E<(i) + G(D, E(p),e(u)) dans Q x [0;7T7,

Divo +f, =0 dans Q x [0;7],

divD = qo dans Q x [0;7],

u=0 sur I'; x (0,7),

ov =1, sur T'y x [0;T],

u, <g, 0,<0, o,(u,—9g)=0 o, =0 dans I's x [0;7],

=0 sur T';, x [0;7],

D.w =gy sur Ty x[0;T],

u(0) =ug o(0) =09 ©(0) =99 D(0) =D, dans €.

(1.28)

(1.29)

(1.30)

(1.31)

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

Dans ce qui suit, nous fournissons quelques commentaires sur les égalités et les

conditions aux limites.

Les équations (1.28) et (1.29) représentent la loi de comportement électro-élasto-

visco-plastique.

Les équations (1.30) et (1.31) sont les équations d’équilibre associées aux champs

de contrainte et de déplacement électrique, ou ” Div” et "div” dénotent I'opérateur

11



de divergence pour les tenseurs et les vecteurs, respectivement.

Les équations (1.32) et (1.33) sont respectivement, les conditions aux limites en
déplacements et en tractions et (1.34) la condition de contact sans frottement de
Signorini.

Les équations (1.35) et (1.36) sont les conditions aux limites électriques.

Enfin, (1.37) sont les condition initiales

Notons que dans (1.28) - (1.37) le couplage entre les inconnues mécaniques (u, o)
et les inconnues électriques (¢, D) n’apparait que dans les équations constitutives
(1.28) et (1.29). Il n’est pas impliqué dans les conditions aux limites, en particulier
pas dans la condition de contact (1.34). Cette caractéristique du probléme (1.28) -
(1.37) est une conséquence de notre hypothése sur le cadre physique. Effectivement
le rappel que nous avons supposé que la base isole, I's C I'y et g5 = 0 sur I';. Par
conséquent, il s’ensuit que les conditions aux limites électriques sur I's ne changent
pas en fonction de ’état du contact, ils sont les mémes dans les zones de contact et
de séparation, et ils sont inclus dans la condition aux limites (1.36). Ces propriétés
permettent 'utilisation de (1.34) comme modéle du contact sans frottement du
corps piézoélectrique. Une extension importante de ce travail serait le cas d’une base
conductrice, dans lequel les conditions électriques dépendent de 1’état du contact,
conduisant a un couplage des inconnues ¢lectriques et mécaniques pour les conditions

aux limites sur I's .
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Chapitre 2

OUTILS MATHEMATIQUES

Ce chapitre est consacré a la description des espaces fonctionnels utilisés dans ce
mémoire et nous rappelons quelques résultats concernant les espaces fonctionnels,
les équations et inéquations variationnelles, des théorémes qui seront d’une grande
utilité pour les démonstrations et quelques hypothéses qui facilite notre probléme .

Nous supposons dans ce chapitre que €2 est un domaine borné et de Lipschitz de
RY(d = 2,3), c’est-a-dire que sa frontiére I' est représentable localement comme le
graphe d'une fonction Lipschitzienne sur un ouvert de R?~!, étant situé localement
d’un seul coté de I'. Par ailleurs, nous considérons une partition de I' en trois parties
mesurables disjointes I', I'y et '3 d’un c6té et une partition de I'y U I'y en deux

parties ouvertes I', et I'y, d’un autre coté, telles que mesIl'y > 0 et mesl’, > 0.

2.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous donnons quelques rappels sur les espaces de fonctions a
valeurs réelles qui nous aident a comprendre les propriétés des espaces appropriés
4 la mécanique. Nous allons définir les espaces de fonctions continues, continiiment

différentiables, les fonctions p-intégrables et les espaces de Sobolev.
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Fonctions continues et continiiment différentiables

L’espace des fonctions uniformément continues sur Q est noté par C(Q) et il est

un espace de Banach pour la norme donnée par

|U|C(§) = sup{|o(z)|, ©+ € Q}.

Toute fonction uniformément continue est bornée et posséde une unique extension

continue sur Q. Pour tout entier m, Pespace C"™(2) donné par
C™(Q) ={veC)/D € C() pour |a| < m},

est I'espace des fonctions continues sur €2 dont les dérivées d’ordre au plus m sont

également continues sur ). Il est aussi un espace de Banach s’il est muni de la norme

ch(ﬁ) = Z |DaU|C(§)-

laf<m

L’espace C*°(2) désigne l'espace des fonctions indéfiniment différentiables :
Cx(@Q) =) C™(®).
m=0

Nous pouvons maintenant parler de 'espace des fonctions indéfiniment dérivables

sur I'ensemble 2 & support compact inclus dans €2, défini par

Co () = {v € C=(Q)/supp v C O},

ou supp v = {v € C*°(Q)/v(x) # 0} est le support de la fonction v. Si supp v est un
sous ensemble propre de €2, on dit que v est une fonction a support compact dans

Q.

Espaces LP(1)

Définition 2.1.1 (Espace de Lebesgue). Soit p € R, 1 < p < oo. On appelle
Uespace de Lebesgue LP(2) l’ensemble

LP(Q) ={v:Q — R/v Lebesgue mesurable sur Q et |v|P Lebesque integrable sur Q}.

C’est un espace de Banach sl est muni de la norme
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lollzoey = (fo lo(@)Pda),
sip=o00 et v:Q — R mesurable, alors on definit ||.|| r») par
|v]| Lo (@) = supess (v) =inf{c: |v(z)] < c}.
L’espace L™(Q)) est aussi un espace de Banach.

Définition 2.1.2 Soit p € R,;1 < p < o0, on dit qu’une fonction u :  — R
appartient a LY () si wolg € LP(QQ) pour tout compact K C Q, ou I représente

Uapplication identité de K.
Remarque 2.1.1 Soit u € LY, .(Q), si on a

[ u@etaas =0 veecx@)

Alorsu =0 p.p. dans 2

Espace de Hilbert

Définition 2.1.3 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit

scalaire qui est complet par rapport a la norme induite par le produit scalaire.

Espace de Sobolev

Définition 2.1.4 Soit u € L}, (Q) et « € N". On dit que la fonction v € L},.(Q)

est la dérivée faible d’ordre o de u st

/Qu(x)Do‘ (x)dx = (— )O‘l/ﬂv(x)go(x)dx, Vo € C5°(92).

Définition 2.1.5 Pour tout k € N et pour tout p € [1,4+00], nous définissons
Uespace de Sobolev WEP(Q) par

WEP(Q) = {u € LP(Q) Vo, |a| < kv, € LP(Q); tel que v, = Du}.
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Remarque 2.1.2 Nous ferons trés souvent l'abus d’écriture qui consiste a identifier

D%u et vy. La norme sur Uespace WHP(Q) est donnée par

1 .
(> ID%u||r(e)? si 1<p<oo
lor| <k

[ellwes

max || Dul| oo () si p=o00
o] <k

Pour p = 2, on note par H*(Q) lespace W52(Q) et la norme précédente provient

d’un produit scalaire.

2.2 Espaces liés aux opérateurs de déformation et
de divergence

Dans cette section nous introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux

inconnues mécaniques u et o

(1= {u=(w) we LX)}
Q={o=(oy) oiy=0uc LAQ)™},
Hy = {u=ulu; € H'(Q)},

\Ql = {O’ € Q|O’Z‘j7j - H}

Les espaces H,(Q, H; et ()1 sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

scalaires suivants
.
(u,v)g = fQ uv;de,

0,7T)g = | 0ijTijdx,

( )Q fQ Jlig (2'2)
(u, ), = (u,0)m + (e(u),e(v))q,

\(07 T)o, = (0,7)g + (Divo, DivT)y.

respectivement, ot ¢ : H; — ) et Div : ()1 — H sont respectivement les opérateurs

de déformation et de divergence, définis par

e(u) = (ei5(u)), ei(u) = 3(uij +u;3), Divo = (ig, j).
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Les normes sur les espaces H, ), Hy et () sont notées par ||.|| g, ||l |-z et |-l
respectivement. Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal exté-
rieur v a la frontiére est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons
la notation v pour désigner la trace yv de v sur I'.

Nous rappelons que Papplication de trace v : H; — L*(T')? est linéaire et conti-
nue, mais n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est notée par
Hrp = Hz(T')?; ce sous-espace s'injecte contintment dans L2(I')%. Désignons par H}-
le dual de Hr et (., ~)foHr le produit de dualité entre H. et Hp.Pour tout o € @y,

il existe un élément ov € H{ tel que :
(ov,70) gy xmye = (0,6(v))q + (Divo,v)y Vv € Hi. (2.3)
En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons la formule

(ov, vv)erxHF = /al/.vda Yv € Hy (2.4)
r

Donc, pour o assez régulier nous avons la formule de Green suivante :

(0,e(v))g + (Dive,v)g = /ay.vda Vv € Hy
r

Nous introduisons a présent un sous-espace fermé de H;, dont la définition est
donnée ci-apres

V={ve Hl(Q>d2U:OSUT Iy} (2.5)

Inégalité de Korn. Soit mesI’; > 0. Alors il existe une constante ¢ > 0 dépendant

uniquement de Q et I'; telle que
le@)lle = cvllm, VYve V. (2.6)
Sur V nous considérons le produit scalaire donné par
(u,v)y = (e(u),e(v))g, Yu,velV, (2.7)
Et soit ||.||y la norme associée; ¢’est-a-dire

lollv = lle()lle,  VwveV (2.8)
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Par l'inégalité de Korn et (2.2), il vient que ||.||g, et .||y sont des normes équiva-
lentes sur V et ainsi (V;(.,.)y) est un espace de Hilbert.

Démonstration : On a d’aprés (2.2)

(w,v)m, = (w,v)m + (e(u),e(v))q-
Alors
ol = (I3 + lle)l3)2,

lllz, = lloll + e,

le@)lig < le(@)lig + vl (2.9)
d’apreés (2.6) et (2.9) on obtient
Aol < le(llg < le@)lg + [lvliz,

cllollm < lle()lle < llvlla,- (2.10)

Alors ||.||x, équivalent ||.||q-
En outre, d’aprés (2.6), (2.8) et le théoréme de trace de Sobolev, trouvons qu’il

existe une constante ¢ > 0 dépendante uniquement de ; I'y et I'5 telle que

0]l z2(rs) < cllvllv- (2.11)

Dans ce qui suit, nous définissons les espaces de Sobolev associés aux inconnus
électriques (Le champ des déplacements électriques D et le potentiel électrique ¢)
des problémes électro-mécaniques qui vont étre introduits dans cette thése. Soit les
espaces

W={peH Q) :¢v=0 surl,},

W1 = {D = (Dl) cH: Dw‘ S L2(Q)}

ou divD = D;;. Ces espaces W et W sont des espaces de Hilbert réels munis des

produits scalaires donnés par
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soient ||.|lw et ||.][w, les normes associées ; ¢’est-a-dire
W llw = IV¥lla, DI, = I1DI% + ldivDll7: - (2.13)

Puisque mesI', > 0, 'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe une

constante ¢ > 0 dépendante uniquement de Q et I', telle que

IVUlla 2> clYllm@, YieW (2.14)

Par l'inégalité de Friedrichs-Poincaré et (2.14), il vient que ||.||z: et ||.||w sont des
normes équivalentes sur W. Aussi, rappelons que lorsque D € Wj est une fonction

réguliére, la formule de Green est satisfaite :

(D,V&)u + (divD, &)y = / D€ da VE€ HY D)
r

2.3 Espaces des fonctions a valeurs vectorielles

Ce paragraphe est destiné a rappeler les principaux résultats sur les fonctions
définies sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach réel. Soit
0 < T < let soit (X, ||.||x) un espace de Banach réel. Nous notons par C(0,7; X)
et C1(0,T; X) les espaces des fonctions continues et continiiment dérivables sur [0

T| avec & valeurs dans X respectivement, avec les normes

= t
|U|0,X tgﬁ% lu(t)|x,

|uly x = max |u(t)|x + max |u(t)|x.
€[0,77 t€(0;T)

Nous notons par C.(0,7; X) I’ensemble des fonctions continues a support compact

dans (0, T) a valeurs dans X.

Définition 2.3.1 Une fonctionu : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un sous-
ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (u,)nen de fonctions appartenant

a4 C.(0,T; X) telle que |u,(t)—u(t)|x — 0 quand n — +oo, pour toutt € [0,T]/E.

Définition 2.3.2 Une fonction u : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une

suite (up)nende fonctions appartenant a C.(0,T; X) telle que

lim [ () — u(t)|xdt = 0.

n—+400
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Théoréme 2.3.1 (Bochner)Une fonction u : [0,T] — X mesurable et intégrable si

et seulement si t — |u(t)|x : [0,T] — R est intégrable. Dans ce cas

|f0 (t)dt|x < fo |u(t)|xdt.

Soit 1 < p < 4o00. L'espace de Lebesgue LP(0,T; X) est l’ensemble des classes de
fonctions u : (0;T) — X mesurables, telles que Uapplication t — |u(t)|x appartient

a LP(0,T). On sait que LP(0,T; X) est un espace vectoriel normé avec la norme

Uy lu(®)ldt) si 1<p< oo,
|ulop.x =
inf{c>0] |u(t)lx <c pp. t€(0,T)} si p=+oc.

Proposition 2.3.1

1. L*(0,7;X) (1 <p < +1) est un espace de Banach.

2. Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x, alors L*(0,T; X)

est ausst un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u, ) L2 (0,1:x) = fo t))xdt.

Définition 2.3.3 Soit 1 < p < +o00. L’espace de Sobolev WP(0,T; X) est 'es-
pace des fonction u : [0;T] — X telles que u € LP(0,T;X) et 4 € L?(0,T;X).

WP(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

= U 7p,X+|’L.L

0,p, X -
En particulier, WY2(0,T; X) est un espace de Hilbert pour la norme précédente.
Définition 2.3.4 Une fonction u : [0;T] — X est dite absolument continue si

quelque soit € > 0, il existe § = 0(e) tel que pour toute suite d’intervalles (a;, b;)
disjoints, inclus dans [0,T], tels que 3 (b; — a;) <6 on a 3 |u(b;) — u(w;)|x < e
Théoréme 2.3.2 Soit 1 < p < +00, X un espace de Banach réflexif et soit u €
LP(0,T; X). Les propriétés suivantes sont équivalente

1. ue Wh(0,T; X) .

2. u admet un représentant absolument continu presque partout dérivable, ayant

la dérivée forte dans LP(0,T; X).
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3. Il existe ug € X et g€ LP(0,T;X), telles que
u(t) = uo + [y g(s)ds vt €[0,T]

L’espace WHP(0,T; X) est un espace de Banach muni de la norme

K

ulkpx = [ulopx + D [uopx
a=1

2.4 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces

de Hilbert

Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques éléments d’analyse non linéaire
dans les espaces de Hilbert et quelques résultats concernant les équations et les
inéquations variationnelles d’évolution qui interviennent dans 1’étude des problémes
mécaniques.

Opérateurs fortement monotones

Nous commencons ici par un bref rappel sur les opérateurs fortement monotones
et de Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du produit
scalaire (.,.)x et de la norme associée |.|x. Soit A : X — X un opérateur non

linéaire.

Définition 2.4.1 L’opérateur A est dit :

1. monotone si

(Au— Av,u—v)x >0, VuvelX.
2. fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au — Av,u —v)x > mlu —vl%, Yu,v € X.
3. de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
|Au — Av|x < M|u—vlx, VY u,veX.

Théoréme 2.4.1 (Théoréme du point fize) Soit X un espace de Banach,
A X — Xun opérateur de Lipschitz avec 0 < M < 1. L’opérateur A admet un point

fize unique x € X, c¢’est-a-dire Ax = x et nous appelons A un opérateur contractant.
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Théoréme 2.4.2 (Théoréme de point fizre de Banach) Soit K un sous en-
semble fermé et non-vide de l’espace de Banach (X, ||.||x). Supposons que

A K — K est une contraction, c¢’est a dire il existe ¢ € [0, 1) telle que
|Au— Av||x < cllu—v|x, Vu,veK.

Alors, il existe un unique élément u € K tel que Au = u. Pour l'opérateur A™ :

K — K défini par la relation
A™ = AA™Y), m > 2.

Théoréme 2.4.3 Soit K un sous-ensemble fermé et non-vide de l’espace de Banach
(X, [].]|x) et soit A : K — K. Supposons que A™ : K — K est une contraction pour

m un entier positif. Alors, A a un point fire unique dans K.

2.5 Enoncés de certains théorémes

Opérateurs linéaires bornés

Définition 2.5.1 Soit H un espace de Hilbert et un corps K, qui sera (K =R ou C).

Une application T’ : H — H est dite opérateur linéaire si
T(ax+vy)=aTz+ Ty, Vr,ye€ H a,feK
Définition 2.5.2 On dit qu’un opérateur T défini sur H est borné s’il existe une
constante C' telle que
|Tz|| < Cllz]].

Théoréme 2.5.1 Pour tout opérateur T' € L (H) la norme de T est donné par

IT|| = sup{[| Tz, x € H,[l«]| = 1}.

Définition 2.5.3 Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un

réel M > 0 tel que
la(u,v)| < M|u|x|v|x, VYu,ve X.

22



Définition 2.5.4 Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe

une constante m > 0 telle que

a(u,v) > mlulk, VueX.

Théoréme 2.5.2 pour j=1,2,...n soil X; est un espace de Banach avec la norme
n

|.Il; -Le produit cartésien X = [ Xj, composé de points x = (x1,...,x,) avec
=1

j
x; € Xj, est un espace vectoriel sous les définitions
T4y = (T1+ Y1, Tn + Yn), cx = (cxq,...cxy).

et est un espace de Banach en ce qui concerne 'une quelconque des normes équiva-

lentes

n
lzll, =D llaslf, 1< p < oo,
j=1

|7l = max [12;1;

Théoréme 2.5.3 (Laz- Milgram)
Soit H un espace de Hilbert, a(.,.) une forme bilinéaire, continue et coercive sur H
et L : H— R une forme linéaire continue. Alors, il existe uw € H solution unique

du probléeme

a(u,v) = L(v) Yv e H,

de plus si a est symétrique u est définie par

%a(u, w) — L(u) = min {%(v, v) = L(v)}-

veH

Théoréme 2.5.4 (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet)

Etant donné n € X', il existe f € X unique telle que

(m,v)xxx = (f,v)x VveX,
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on a de plus
Inllx = [1fllx-

Ce théoreme montre que toute forme linéaire continue sur X peut se représenter de

maniére unique o l’aide du produit scalaire.

Théoréme 2.5.5 ( Théoréme de Stampachia)

Soit H un espace de Hilbert réel muni de son produit scalaire noté (.,.) Soit K une
partie convexe fermée non vide de H.

Si a(u,v) une forme bilinéaire qui soit :

eContinue sur H x H : Jc> 0 Vu,v € H, ||a(u,v)| < c|lul|||v]-

o Coercive sur H : 3¢ > 0 Vu € H a(u,u) > c||ul)*.

Si L(.) une forme linéaire continue sur H, sous ces conditions, il existe un unique u

de K tel que

Vo e K a(u,v—u) > L(v—u).

Si de plus la forme bilinéaire a est symétrique, alors u est l'unique élément de K qui
minimise la fonctionnelle J : H — R définie par J(v) = 3a(v,v) — L(v) pour tout v

de K, en particulier :

dlue K J(v) =minJ(u).

veK

Théoréme 2.5.6 ( L’inégalité de Korn)

Si Q) est borné de frontiére réguliére alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que :

Vue H'(Q), le(w)llo = cllullfng)

Inéquations variationnelles linéaires
Inéquations variationnelles de premiére espéce

trouver u € K tel que
Définition 2.5.5 Le probléeme considéré est

a(u,v —u) > (f,v—u) Vv e K

appelé inéquation variationnelle de premiére espéce.

24



Théoréme 2.5.7 D’apres le théoréme de Stampacchia il existe un unique u de K

tel

que

Voe K alu,v—u) > (f,v—u).

Inéquations variationnelles de deuxiéme espéce

trouver u € K tel que

Définition 2.5.6 Le probléme considéré est

a(u,v —u) +j(v) —j(u) > (f,v—u) Vv e K

appelé inéquation variationnelle de deuxieme espéce.

2.6 Hypothéses fondamentaux pour le probléme P

Pour ’étude du probléme mécanique (1.28)-(1.37)on considére les hypothéses

suivantes qui facilitent notre probléme.

Supposons que 'opérateur d’élasticité o7, satisfait :

(CL) o = (LQ{Z‘jkl) QxS — Sd,
(b) injkl = kalij = Q{jikl S LOO(Q)a 1< iajv kal < d>

(¢) Il existe my >0 tel que 77> my||7||> Vr €S% p.p. dans Q.

\

(2.15)
Le tenseur piézoélectrique &, satisfait :
(a)& = () : 2 x S — RY,
’ (2.16)
(b)eijk = €ikj € LOO(Q),l <1,7, k <d.
Le tenseur du permittivité électrique [, satisfait :
(
(CI,)B = (5”) : Q) % Rd — Rd7

(e)Il existe mg > 0 tel que BE - E > mg||E|> VE € RY, p.p.x € Q.

25



Supposons que les fonctions constitutives non linéaires ¢ et G, satisfait :

(

(a)9: QxS xS xR — S
(b) Il existe Ly >0 telle que
19 (2,01, €1, Er) =9 (2,02, €3, E2)|| < Ly(|on — 0| + [ler — €af| + [| E1 — Ex)

V01,02,€1,52 S Sd7E17E2 S Rd, p.p.x € Q,

(c) Pour toute 0,6 € S? et EF € Rz — ¥ (x,0,¢, E)est mesurable sur ,

|(99(2.0,0.0) € Q.
(2.18)

(@)G: Q x RY x R x S - RY,

(DIl existe Lg > 0 telle que

|G (2, Dy, By, 1) = G(x, Dy, By, &3)|| < La([| Dy — Daf| + [|[Ex — Eb| + [ler — e2])
VDy,Dy, Ey,Ey € R e1,65 €S, ppx €,

(c) Pour toute D,E € R? et e €S% x — G(x,D,E,¢) est mesurable sur €,

(d)G(x,0,0,0) € L2(Q)%

(2.19)
Nous supposons aussi que les forces volumiques fy et les tractions surfaciques fy

satisfont les régularités
fo € Weo(0,T; L2(Q)%), £, € W (0,T; L*(Ty)%), (2.20)
et les charges électriques volumiques ¢y et surfaciques ¢y satisfont

g € WH®(0,T; L*(Q)), qo € W'™(0,T; L*(T'})), (2.21)

q2(t) =0 dans T's Vt €10,T)]. (2.22)

En outre, la fonction du gap est telle que

g€ L*s), ¢g>0 pp. sur Is. (2.23)
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Nous utilisons I’ensemble convexe des déplacements admissibles défini par

U={rveV:v,<g sur I3}

Le théoréme de représentation de Riesz nous permet de définir les fonctions f :

[0,7] = Vet q¢:[0,7] — W comme suit :

(f(t),v)y = / fo(t).vdx +/ f5(t).vda Vv e V,t € 0,T], (2.24)
(a(t), ) = — /Q ao(t)- iz + / Bt vda VoW, Le0,T).  (2.25)

Des hypothéses (2.20) et (2.23) il s’ensuit que U est un sous-ensemble convexe fermé

non vide de V

fe Whe(0,T;V), (2.26)

q € WH=(0,T;W). (2.27)

Enfin, nous supposons que les données initiales satisfont les conditions de régularité

et de compatibilité suivantes

ug € U, Og € Ql (Uo,E(U))Q = (f(O),’U)V Yov € V. (228)

wo €W, €@ (Do, Vi)u = (q(0),¥)w Vi e W. (2.29)
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Chapitre 3

Existence et unicité de la solution

Le troisiéme chapitre du mémoire est consacré a ’étude de la formulation varia-

tionnelle et le résultat d’existence et d’unicité d’un probléme.

3.1 Formulation variationnelle

Dans cette section, on va donner la formulation variationnelle du probléme P.

En utilisant la formule de Green

(0,e(v))g + (Divo,v)y = /al/.v da, Vv € Hy,
r

on trouve

(0,e(v))g + (Divo,v)y = /

r

ov.v da +/ ov.v da +/ ov.v da, Vv e V.
1 ) I's

En utilisant la définition de I'espace V avec (1.30) et (1.33), on obtient

/J.e(v)da:—/fo.vdx:/ fg.vdaJr/ ov.vuda, Yo eV,
Q Q Ty I's

puisque

ov(v—u) =0o,(v, —u,) + o, (v, — uy).
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On utilise la condition (1.34), il vient que

/Qa(e(v)—e(u))dx:/ﬂfo.(v—u)dx—l—/r2 fg.(v—u)da+/ oo (v — uy)da, (3.1)

I's
on utilise (2.24), alors (3.1) devient

(0,(e(v) —e(u))g = f,v—u)y + / o, (v, —u,)da. (3.2)

I's

Notons que les conditions aux limites (1.34) et la définition de 'ensemble U montrent

que u € U, de plus
o,(v, —u,) =0,(v, —g) +0,(9g —u,) =0,(v, —g) >0, on I's,
et comme u, < g, o, <0, alors

/ oo (v — u)da > 0. (3.3)

Donc (3.2), devient
(0,e(v) —e(u))g > (f,v—u)y. (3.4)

En outre, par utilisation de la formule de Green

(D, V) s + (divD, ) ey = / Duda, Vb€ H'(Q),
I

on a

/D.dex—i- / divD . Ydx = D.vipda+ | D.vipda,
Q Q

T Ty
et en utilisant la définition de 'espace W avec (1.31) et (1.36), on obtient

/D.dex:—/qg.wdx—l—/ g2 0dz,
Q Q r,

d’aprés (2.25) alors
(D), V) = (a(t),¥)w- (3.5)

De (3.4) et (3.5) nous obtenons la formulation variationnelle suivante du probléme

P.
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Probléme (PV).

Trouver le champ des déplacements u : [0,7] — V, le champ de contraintes
o :10,T] — @1, le champ du potentiel électrique ¢ : [0,7] — W et le champ des

déplacements électriques D : [0, 7] — W, tels que

o(t) = Fe(u(t)) — EE(@(1) + 9 (a(t),e(ult)), E(p(t))) pp-te€(0,T), (3.6)

D(t) = BE(p(t)) + E=(u(t)) + G(D, E(p(t)), e(u(t)) pp.t € (0.T),  (3.7)

u(t) e U, (o(t),e(v—ul(t))g > (£(t),v — u(t))y Yo e U,t € [0,T], (3.8)

(D(t)>V¢)H = (Q(t)ﬂﬂ)w Viﬂ € W:t € [O>T]7 (39)

u(0) = up, a(0) = oy, ©(0) = o, D(0) = Dy. (3.10)

Dans la suite du paragraphe, ¢ désigne une constante positive générique qui peut
dépendre des données du probléme, mais ne dépend pas de t, ni de 7, et dont la

valeur peut changer d’un endroit a l'autre.

3.2 Résultat d’existence et d’unicité

Le résultat principal de cette section est le suivant.

Théoréme 3.2.1 Sous les hypothéses (2.15) - (2.23), (2.28) et (2.29), Probléeme

Py admet une solution unique qui satisfait :
(u,0,0,D) € WH(0,T;V x Q1 x W x W) (3.11)

Un quadruplet (u, o, p, D) qui satisfait (3.6)-(3.10) est appelé solution faible pour le
probléme P. Nous concluons que, dans les hypothéses énoncées, le probléme (1.28)-

(1.87) a une unique solution satisfait (3.11).
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La démonstration du Théoréme 3.2.1. Sera effectué dans plusieurs étapes :
Soient n = (n',n*) € L>(0,T; Qx H) et nous définissons Z = (Z,, Z2) € W>(0,T; Qx

H) comme suit : on a

oy(t) = Ae(uy(t)) — EE(p,(t)) —i—/o n'(s)ds,
et
0(0) = e(u(0)) — E*E(p(0)),

d’aprés les conditions initiales (1.37)

g9 = Aé‘(UO) — E*E(Cpo),

donc

oy(t) — 00 = Fe(uy(t)) — EE(py(1)) + /0 n'(s)ds — o/e(uo) + E"E(),

alors
oy(t) = e(uy(1)) + E"Vpy(t)) + /Ot n'(s)ds — o (ug) + E"E(po) + 00.

On pose
t
Z(t) = /0 n'(s)ds — o(ug) + E*E(po) + 0o. (3.12)
On a aussi

D(t) = BE(a(t)) + E=(u(t) + G(D, E(p(t)), (u(?)).

En intégrant I’équation précédente par rapport au temps, on trouve

Dy(t) — Do = BE(py(t)) + Ee(uy(t)) — /0 n*(s)ds — BE(po) — E&(uq),
D, (t) = =BV, (t) + Ec(u,(t)) — /Ot n*(s)ds — BE(po) — Ee(ug) + Dy,

Dy(t) = =BV ey(t) + Ee(uy(t)) — (/0 1 (s)ds + BE(po) + E<(uo) — D).
On pose t
Z(t) = /0 n*(s)ds + BE(po) + Ee(ug) — Do. (3.13)

Dans la premiére étape, nous considérons le probléme variationnel suivant.
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Probléme P,

Trouver le champ de déplacement w, : [0,7] — V et le champ de potentiel

électrique ¢, : [0, 7] — W tels que pour tout ¢ € [0, 7], u,(t) € U,

(e(uy(t)),e(v = uy(t)))q + (E"Vepy(t), (v — uy(t))q + (£, (1), (v — uy(t)))q
> (f(t),v —u,(t))y YveUl, (3.14)

(BV@y(t), Vi) i — (Ee(uy (1), Vo) i + (Z3 (), V) + (g(t),)w = 0 Vi € W.
(3.15)
Pour résoudre le probléme P, on considére I'espace de Hilbert X =V x W muni du

produit scalaire donné par

(xvy)X = <U7U)V + (%WW Vo = (u7 ()0)7 Y= (U,l/)) € X? (316)

et soit ||.||x la norme associée. Nous considérons a : X x X — R la forme bilinéaire,
un ensemble K C X et deux fonctions f : [0,7] — X, Z, : [0,7] — X donnés

par

a(z,y) = (Ze(u),e(v))q + (BVe, V) + (EVp,e(v))q — (Ee(u), Vi) u
Ve = (u,p),y = (v,¥) € X, (3.17)

K=UxW, (3.18)
f(t) = (), —q(t)) vVt e€[0,T], (3.19)
(Zy,x)x = (Zy,e(u)g+ (Z2,Vo)y Vo = (u,¢),Vt € [0,T]. (3.20)

Nous commencons par le résultat d’équivalence suivant.

Lemme 3.2.1 Le couple x,, = (u,, p,) € WH=(0,T;V x W) est une solution du
probleme P, si et seulement si x,, € W*°(0,T; X) Satisfait

z,(t) € K,
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a(ay(t),y — zy(t) + (Zy(t),y — 2y () x = (f(t),y — 2y(t))x
Vy € K,t€[0,T]. (3.21)

Preuve.

L. Soit x, = (uy, p,;) € W'°(0,T;V x W) une solution au probléme P,.
Soit y = (v,¢) € K et soit t € [0,T] .
Nous utilisons la fonction de test ¢ — ¢, (t) dans (3.15)

(Bepy(t), V(¥ — @y(0)))mr — (Ee(uy (1)), V(¥ — @y(0)) i + (Z,(t), V(1) — 05())

+(q(t), ¥ = oy(t))w = 0,

ajouter I’équation correspondante a (3.14)
(e (uy(t)),2(v —uy(t))q + (E"Vepy(t), e(v —uy(1))q + (Z, (), e (v — uy(t)) )

+(Bey (1), V(= (1)) 11— (E2(uy (1)), V(=05 () 1 +(Z, (1), V(=04 (1)) ) 1

+(q(t), ¥ = en(t))w = (£(t), v — uy(t))v-

En utilisant (3.17), (3.19) et (3.20), on obtient
a(y(t),y — zy(t)) + (Zy(t), y — 2y(t))x = (f(£),y — 24 (1)) x.

2. Inversement, soit x, = (u,,@,) € W(0,T;X) qui satisfait (3.21). Pour
toute v € U on prend y = (v, p,(t)) dans (3.21). On a d’aprés (3.17)

a(@y(t),y — zy(1)) = (Fe(uy(t)), e(v — uy(t)))g + (BVey(t), V(ey(t) — n(t)))u
+ (EVpy(t),e(v — uy(t)) g — (Ee(uy(t)), V(en(t) — ¢y(t))n
= (Ae(uy(t)),e(v —uy(t)))q + (E"Vy(t), e(v — uy(t)))q-

(3.22)
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Et d’aprés (3.19),(3.20)

(F(1),y = 2a(D)x = (1), v — w0y () + (—q(t), (1) — 20D
= (£(t), v — uy(D)v- (3.23)

(Zy(t),y — 2q(t))x = (Z, (1), (v — uy(t)q + (Z3 (1), V(2 () — (1)
= (Z,(t),e(v — uy(t)))q- (3.24)

D’apreés l'inégalité (3.21) et d’aprés (3.22)-(3.24)on obtient a 'inégalité (3.14).
Ensuite, on prend y = (uy,, p,(t) + ), x, = (uy, ;). D’aprés (3.17)-(3.20)

a(wy(t),y — 2y (t)) = (Fe(uy(t)), e(uy(t) = uy(t))) + (BVy(t), VY (£) 1
+ (EVey(1)), e(uy(t) — uy(t))o — (Ee(uy(t)), ViO(1))n
= (BVey (1), V(1) n — (Ee(uy(t)), Vi (t))u, (3.25)

(f@),y — zy(t))x = (£(t), un(t) — uy(@))v + (—q(t), ¥(£))w

(Zy(t),y — 2y(t))x = (Z, (1), e(uy(t) = uy(t)))@ + (Z5(1), V(1))
= (Z3(t), V(1)) - (3.27)

D’aprés l'inégalité (3.21) et d’aprés (3.25)-(3.27) alors

(BV@n(t), V(1)) i — (Ec(u(t)), Vi (£))m + (Z3(8), Vi (1))
+ (q(t), (t))w = 0. (3.28)

Posons y = (uy, ¢,(t) —¢), x, = (u,, py,). D’aprés (3.17)- (3.20)
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a(ay(t),y — wy(t)) = (Fe(uy(t)), e(uy(t) = uy(t)))q — (BVy(t), V(1)) u
+ (E7V,(t), e(uy(t) — uy(t))q + (Ec(uy(t)), V(1)) u
= —(BVey(t), V(b)) + (E(un(t), Vip(t))m,  (3.29)

(f(t),y = 2y(t))x = (£(t), un(t) — un(t))v + (q(t), ¥ (£))w
= (q(t), v ()w, (3.30)

(Zy(t),y — (1) x = (Z (1), €(uy(t) — wy(t))g — (Z5(8), V() r
= (Z3(t), V(1)) - (3.31)

D’aprés l'inégalité (3.21) et d’aprés (3.29)-(3.31) alors

BV, (), V(1) — (E(u(t), V()i + (Z5(t), V(1) u
+ (q(t),(t))w <0, (3.32)

enfin (3.28) et (3.32) donne (3.15).

Nous utilisons maintenant le lemme 3.2.1 pour obtenir 'existence et 'unicité du

résultat.

Lemme 3.2.2 Le probleme P, a une solution unique (u,, p,) € W>°(0,T;V x W).

En outre, la solution satisfait

uy(0) = uo et ©y(0) = wo. (3.33)
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Preuve.

La forme bilinéaire a(x,y) définie dans (3.17)est continue :
la(z,y)| = [(Fe(u), £(v))q + (BVe, V) + (V. e(v))q — (E2(u), Vi)ul,

la(z,y)| < [(Fe(u), e(v))ol + [(BVe, Vi) u| + [(E7Vip, e(v))q| + |(Ee(u), Vi) ul,

d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

la(z,y)| <l Fe(w) lloll e(v) llo + | BV [[ull VY |1,
+11EVelall ) ll + 1| Ee() lull Vo |,

d’apreés les hypothéses (2.15)-(2.17) on obtient

la(z,y)| < el e(u) llell e() llo + [ Ve llall VO la + | Ve llull e(v) llo + T e(w) lloll VY [r),

les égalités (2.8) et (2.13) donnent

la(z, y)l < el wlvliviv+1Tellwlelw+I1Telwlvllv+1wlvielw)

<c((lullv + 1o lw)Follv + 1 llw)),

alors
la(z, y)]? < c(([ullv+ e llw)lvllv+ 1l ¢ llw))?
<c((lulld+ e 5o I+ 11 I1%)
<clz Xy %,
donc

la(z,y)l <cllz|xllyllx -

La forme bilinéaire a(z,y) est coercive; en effet
a(z,z) = (e(u),e(u))q + (BVe, Vo)u + (E°Ve,e(u))q — (E2(u), Vo) u,
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I'égalité (1.12) donne,

a(z,z) = (Fe(u),e(u))g + (Be, Vo) u Vo = (u, ) € X,

(2.15) et (2.17) donnent

a(z,x) =m(l[w i + [ ¢ [Ii),

donc

a(z,x) =m| x| .

Notons que K est un ensemble convexe fermé non vide de X. Par le lemme 3.2.1,
pour tout ¢ € [0,77, il existe un unique z,(t) € X satisfaisant (3.21). Pour ¢1,t, €
[0, T7], I'inégalité (3.21) donne :

a(xy(ti),y — xy(t1)) + (Zy(t1), y — 2p(t1))x = (f(t1),y — 2(t1))x, (3.34)

a(wy(ta), y = wy(t2)) + (Zy(ta),y = 2y(ta))x = (f(ta),y — 2y(ta))x. (3.35)

On pose y = x,(t2) dans (3.34) et y = z,(¢1) dans (3.35)

a(zy(tr), zy(t2) — 2y (t1)) + (Zy(t1), 2y (t2) — 2y (t1))x > (f(tr), 2y (t2) — 2 (t1)) x,

en ajoutant (3.36) a (3.37)

a(zy(t1) — y(ta), 2y (t1) — 24(t2)) + (Zy(t1) — Zy(t2), v,(t1) — 2y (t2)) x

< (f(t) — f(t2), zy(ts) — 2y(ta2)) x- (3.38)
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Mais a(zx,y) est coercive, alors d’aprés inégalité cauchy- schwarz
m | 2y (t) =y (t2) 1P<|| Zy(t) = Zy(ta) ] @g(te) =g (ta) | + || f(t)=f(t2) (]| 2g(ts) =2y (t2) ||,

g (t1) = 2y (t2) [|< € || Zy(ta) = Zn(ta) | + || F(t2) = f(E2) ||
Par (2.26), (2.27) et (3.19), f € W'*°(0,T; X). Aussi, Z, € Wh=(0,T; X). Ainsi,
x, € WH>(0,T; X). La partie de Pexistence et de l'unicité dans le lemme 3.2.2 est
une conséquence du lemme 3.2.1. Enfin, nous écrivons (3.14) et (3.15) & t = 0 et
utilisons les hypothéses de compatibilité (2.28) et (2.29).

Aprés quelques calculs on obtient

(2 (uy(0)), e (v—1y(0))) o+ (E"Viy(0), e(v—,(0)))o+(Z; (0), e (v—1y(0))) @ = (£(0), v =11 (0))v,

(2(uy(0)), e (v—1,(0))) o+ (E"Viy(0), e(v—,(0)))o+(Z; (0), e (v—14(0))) @ = (0, e(v—1uy (0)))v,

(22 (uy(0)), £(v = uy(0)))q + (£"Vipy(0), £(v — 1y (0)))q — ((u0) + E"Vigo — 00, (v — uy(0)))q
= (00,€(v = uy(0)))v = 0,

on pose v = ug dans linégalité précédente, alors

((un(0)) — #e(uo), e(un(0) — o)) + (€7Viy(0) — £V, (uy(0) — uo)q <0,

(& (un(0) = uo), £(un(0) — uo))q + (E€7V(py(0) — o), (uy(0) — uo))q < 0. (3.39)

D’autre part, on trouve
(BV@,(0), Vi) i — (Ee(uy(0)), V)i + (Z3(0), Vib) i + (q(0), ¥)w = 0,

(BV©y(0), V) —(Ee(uy(0)), V) i — (BVpo — Ee(ug) + Do, Vo) + (Do, Vip) g = 0,

(6 (24(0) = #0), V)i — (E(un(0) = uo), V))u = 0,

On pose ¥ = ¢, (0) — o dans I'égalité précédente, alors

(BV (2n(0) = @0), V(pn(0) = @o)) = (Ee(uy(0) — o), V(£y(0) = 0))mr = 0. (3.40)
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En ajoutant (3.39) a (3.40), on obtient

(& (uy(0) — o), £(un(0) — o)) + (BV (£y(0) = o), V(£y(0) — 00)) <0,

Par les hypothéses (2.15) et (2.17), on conclut ensuite que (3.33).
Nous utilisons maintenant les fonctions u, et ¢, pour définir les fonctions o, et

D,, Vt € [0,T] par

oy(t) = Ae(uy(t)) + E Ve, (t) + Z}](t), (3.41)
Dy(t) = =BVy(t) + Ec(uqy(t)) — Zﬁ(t)- (3.42)

Lemme 3.2.3 (0, D,) € Wh=(0,T; Q1 x W1),et

a,(0) = o9 et D, (0) = Dy. (3.43)

Preuve.

Nous utilisons la régularité des fonctions u, et ¢,, les propriétés (2.15) - (2.17)
des opérateurs o/, £, [ et les définitions des fonctions Z,Z pour voir cela o, €
Wh>(0,T;Q) et D, € W'>(0,T;W). En ajoutant (3.14), (3.15)a (3.41), (3.42)

pour obtenir

(o(t),e(v —uy(t))g > (£(t),v —uy(t))y  YoeUtel0,T], (3.44)

(Dﬁ(t)7 V¢)H = (Q(t)>¢)w \V/lb € W7t S [OvT] (345)

Mettant v = u,(t) £ &, ou £ € C°(Q)? dans (3.44) d’apres la définition 2.1.4 et
(2.24) alors

/Qan.a(ﬁ)dazz —/QDivan.fda::/Qfo.édx,
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on obtient

Divo,(t) + fo(t) = 0.

On pose 1 € C3°(Q2) dans (3.45) d’aprés la définition 2.1.4 et (2.25) alors

/D.Vz/;dm: —/divD.@/}dx: —/qw,bdx,
Q Q Q

donc

divD,(t) —qo(t) =0 vVt € [0,T].

On utilise (2.20), (2.21) pour voir cela Divo, € Wh(0,T; L*(Q)?) et divD, €
Whee(0,T; L*(2)), ce qui montre

Oy € WLOO(Oa Ta Q1)7
D, € Wh>(0,T; Wy).

Enfin, les conditions initiales (3.43) sont facilement obtenues a (3.12), (3.13) et
aussi on utilise (3.33),(3.41) et (3.42). On utilise maintenant les propriétés (2.18)

et (2.19) des fonctions constitutives ¢ et G pour définir un opérateur

A:L>®0,T;Q x H) — L*>(0,T;Q x H) par la formule
An = (9 (0,e(u), E(p)), —G(D, E(p),e(u)) Vne L=(0,T;Q x H).  (3.46)
Pour lopérateur A, on a le résultat suivant.

Lemme 3.2.4 L’opérateur A a un point fize unique n* € L>(0,T;Q x H).

Preuve.

soitent 11,12 € L>(0,7;Q x H) on utilise la notation simplifite u; = w,,,0; =

Ons Di = Dy, i = ¢y, Z1 = 73, et Z; = (Z}, Z2), 1,j=1,2 soit t € [0,T] et on utilise

(2

le théoréme 2.5.2

| Ay (8) = Ana(t) llgwer =l Z(01(t), e(ua(t), E(pr(t))) — ¥ (0a(t), e (ua(t), E(p2(1))) llo
+ [ G(D1(1), E(e1 (1)), e(ua(t)) = G(Da(t), E(pa(t)), e(ua(t))) llu
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D’apres (2.18) et (2.19), on a

| Ay (8) = Ana(t) llown < Ly([l 01— 02 llq + [ e(un) — e(u2) llo + | E(pr) — E(e2) ll@)

+ Lol Dy = Dy |lu + [l e(ua) — e(uz) lla + || E(pr) — Ep2) [lu),

d’aprés (2.8) et (2.13) donc

| Anu(t) = Ana(t) [loxn < el o1 =02 |l + (| ur —uz [lv + || o1 = @2 [Iv
+ | D1 = D2 ||n).

Maintenant, par (3.10), (3.11) et (3.22)-(3.23), on a
0i(t) = Ae(u;(t)) + EVi(t) + Z} (1),

alors
o1(t) = de(ur(t)) + E Vi (t) + le(t),

03(t) = e(us(t)) + EVipa(t) + Z, (1),

I o1(t)=02(t) lo=Il F=(ur(t))—Fe(ua(t))+E"Vior(£) —E"Vipa(t) + 21 (1) = Z3(¢) |l

lor(t)=oa(t) o=l = (ui () == (u2(t) llg + | €°Vepr()=E"Viea(t) llg + || Zi (1) =25 (1) lle.

d’aprés (2.15), (2.16), (2.8) et (2.13) on obtient

lo1(t) = o2(t) lo< el ua(t) —ua(t) lv + [ @1(t) — @a(t) w + | Z1(t) = Z2(1) llo)-

(3.47)
Et on a
Di(t) = =BVgi(t) + Ec(ui(t)) — ZE (1),
alors
Di(t) = =BVeui(t) + Ee(u(t)) — Zi (1),
Dy(t) = =BV pa(t) + Ec(ua(t)) — Z5(1),
donc

I Di(t) = Da(t) | =Il =BVer(t) + Bepa(t) + Ee(ua(t)) — Ee(ua(t)) — Zi(t) + Z5(t) ||u
<| BVer(t) = BV () |l + || Ee(ur(t)) — Ee(ua(t)) lr + || ZE(t) — Z5(1) ||
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d’aprés (2.16), (2.17), (2.8) et (2.13) on obtient

I Di(t) = Da(t) la< c(ll p1(t) =@2(t) llw + || wa(t) —ua(t) lv + | Z7(t) = Z3(t) [|n)-
(3.48)

Pour voir ceci, combinons (3.47) et (3.48)

| Ana(8)=An2(t) lloxu< el ur(t)—u2(t) [[v + || e1(8)—p2(t) lw + || Z1(t)—Z2(t) lloxm)-
(3.49)

D’autre part, du lemme 3.2.1, il en résulte que x; = (u;, ;), satisfait a U'inégalité

a(wi(t), y—zi(t))+(Zi(t), y—zi(t)) x = (f(t), y—2:(t))x i=1,2,Vy € K,Vt € [0,T],

ot Z;,1» = 1,2 sont définis pour n = ;.
t
Z1(t) = / m(s)ds — oe(ug) + E*E(po) + 00,
0
t
Zy(t) = / N5 (s)ds — o e(ug) + E*E(po) + 00,
0
t
23(0) = [ w(s)ds + BE(p0) + Ex(u) — Do
0

Z2(t) = / v2(s)ds + BE(go) + E=(uo) — Do.

En utilisant I'inégalité ci-dessus, on obtient

a(zi(t),y —x1(t)) + (Z1(1),y — 21(t))x = (f(1),y — 21(1))x, (3.50)

a(wa(t),y — w2(t)) + (Z2(t),y — 22())x = (f(t),y — 22(t))x, (3.51)

nous combinons (3.50) et (3.51), pour y = x5(t) dans le premiére inégalité et y =

x1(t) dans la deuxiéme inégalité

a(wy ()= (1), w1(8) =22 (8))+(Z1() = Za(t), 21 (8) —22()) x < (F(1)=F (1), 21(8) —22(1))x,
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a(wi(t) = wa(t), 21 (t) = 22()) + (Z1(t) = Za(1), 1(1) = 22(t)) x < 0.

sachant que a(z,y) est coercive alors

m || 21(t) = 22(t) X< [(Z1(t) = Za(t), 21(t) — 72(t))x],

d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz

l21(t) = 2a(t) % < e |l Zu(t) = Zo(t) llx || 21() — 22(t) 1.
|21 (t) = 22(t) lx < el 22() = Za(1) | x,

alors

[ur(t) —ua(t) lv + 1 p2(t) — @2(t) lw< el Z1(t) = Za(t) llgwn - (3.52)

Pour voir ceci, combinons (3.49) et (3.52)

| Ay (8) = Ana(t) loxn < e[| Z1(t) = Za(t) [lox -

On a

I Z0(t) = Zo(t) lloxrr =l Zi(t) = Z5(t) llq + Il ZE(t) — Z3(1) ||

I [ ateyas = [ abtsnts o+ 1 [ aioras = [ apeoyas

—H/7h k(s an+u/7h 72(5))ds ||
_/mm<> () o + | 72(s) — 2(5) |lar)ds

/Hn1 A(5) loxar

| A () = Ana(t) llgxn< C/O |'71(5) = m2(s) [loxm ds, (3.53)

alors

de plus, on a

nmmw—Am@HWHScA|mm$—m@nmmws

<ct || m—mn2llr=or0xH):
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t
| A% (1) — A%ma() o < ¢ / | Am(s) — Ama(s) llgr ds
0
t S
<& / / | m(r) = ma(r) llgwss drds
C2t20 0

S 5 | m =2 ||z 1.xm),

en réitérant cette inégalité m fois on obtient :

cmrm
| A" — A" || oo 0,130 x ) < - | m — 2 || 2o (0,150 x H)»
D’aprés ’équivalence de Stirling m! ~ v/27mmm™e™™, on a lim Cmrsm = 0, 'inéga-
oo m—0o0 )

lité précédente implique que pour m suffisamment grand A™ est une contraction sur

I'espace de Banach L>(0,7;Q x H), donc A a un point fixe unique.

Maintenant, on a toutes les données qui prouvent le Théoréme 3.2.1

Démonstration du Théoréme 3.2.1

Existence. Soit n* € L*(0,7;0Q x H) le point fixe de 'opérateur A et soit
(u*, ¢*) est la solution du probleme P, pour n = n*, c’est-a-dire u* = u,~ et p* =
©,+-Aussi, nous adoptons les notation o* et D* les fonctions définies par (3.41) et
(3.42) pour n = n* i.e 0* = oy» et D* = D, . Il est facile de voir que (u*, 0", ¢*, D*) €
Whoo(0,T;V x Qy x W x W) est une solution du probléme Py-.De plus, puisque n* =
An*, de (3.41),(3.42),(3.12),(3.13) et(3.46) il vient que (3.6)et (3.7) sont vérifiées.
Les régularités des solutions et la condition initiale (3.10) suivez des lemmes 3.2.2
et 3.2.3.

Unicité. L'unicité de la solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de

I'opérateur A défini par (3.46) et de la solvabilité unique du probléme P,.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié 'existence et I'unicité de la solution du probléme
aux limites de contact en piézoélectricité, le probléme est un probléme mécanique de
contact sans frottement entre un corps électro-élastique-visco-plastique et une base
rigide.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce
probléme a étudier.

On a montré I'existence et I'unicité de la solution des problémes précédents par
I'utilisation des arguments suivants : équation variationnelle dépendante du temps,
équation variationnelle d’évolution, inéquation variationnelle d’évolution du type

elliptique et point fixe de Banach.
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Résumeé

Dans ce mémoire, on a étudié un probléme de contact sans frottement entre un
corps déformable et une base rigide. Nous avons considéré la loi de comportement
non linéaire pour des matériaux électro-élasto-visco-plastique dans le processus
quasi-statique. Pour ce probléme nous avons obtenu la formule variationnelle suivie
du résultat d’existence et d’unicité de la solution faible. Les techniques employées
sont basées sur les arguments suivants: inéquation variationnelle dépendante du
temps, inégalité de Cauchy-schwarz et des arguments du point fixe de Banach .

Mots clés: Matériel Piézoélectrique, loi de comportement ¢Electro-¢élasto—visco-

plastiques, contact sans frottement, condition de Signorini, solution faible, point fixe.

Abstract

In this memory, we have studied a frictionless contact problem between a
deformable body and a rigid base. Here we have considered the nonlinear constitutive
law of an electro-elastic-visco-plastic material in the quasi-static process. For these
problem we have obtained the variational formulation followed by the result of
existence and uniqueness of the weak solution. The techniques used are based on the
following arguments: the time-dependent variational equation, Cauchy-schwarz
inequality and the arguments of the fixed point of Banach .

Keywords: Piezoelectric material, electro-elastic—visco-plastic constitutive law,

frictionless contact , signorini’s condition, weak solution, fixed point.

il
058 Uiic) 8y dlasacld ae o pdill 8 avad SSial (500 JuaiV) A L 50 5 S3all 028 8
Gagpall o Ulass 8y AL apd Alall 3 adll je Gbhlaeda sl L 5560l sall @l gLl
Gl i Ol peddiuee ALl Camall dall Aplasgy dsay LS 23 ey Allall 4 el
gl AU Adadill dan jae 5 3 gl ol 6S Adlda 5 e Yl Adad el & il Claa il
Lgyd AMSial e Juall | Jhllaag Sh e 568 sladl (58 Lhiin S 2 sall rdalide cilals
AU ddadil) Camazall Jall ) gata



	Introduction générale
	Modélisation 
	Cadre physique
	Modèle mathématique 
	Loi de comportement des matériaux électro-élastiques.

	Conditions aux limites
	    La condition aux limites de déplacement
	    La condition aux limites de traction
	    Les conditions aux limites électriques
	    Contact unilatérale
	    Loi de contact sans frottement

	Position du problème de contact sans frottement d'un matériaux électro-élastique visco-plastique

	 OUTILS MATHÉMATIQUES
	Espaces fonctionnels
	Espaces liés aux opérateurs de déformation et de divergence
	Espaces des fonctions à valeurs vectorielles
	Éléments d'analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert
	Énoncés de certains théorèmes
	Hypothèses fondamentaux pour le problème P

	Existence et unicité de la solution 
	Formulation variationnelle
	Résultat d'existence et d'unicité

	Conclusion générale
	Bibliographie

