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Introduction

Introduction générale
L’objet de ce travail est ’anneau des polynémes a une indétirminé et sa proporieté ,ansi la

résolution et 1’éxistence des racines de polynome.

Pour le premier chapitre le sujet d’étude est ’algébre des structures anneau, sous anneau,
anneau integre, Corps, 'anneau de polynoémes, les opérations sur les polynémes, division
Euclidienne, P gcd et PPCM des polynomes.

Deuxiéme chapitre nous étudions la factorisation des polynomes, polynome irréductible
et Critéres d’irréductibilité.

Troisiéeme chapitre nous consentirons sur calculer le résultant d’un polynéme, discrimi-

nent, séparation et isolation des racines réelles.



Notations

Notations
K

N
Z
R
C

N*

z a ==
e

a
»

deg

Val(P)

P(X)
A|B

—

pged
PPCM

max(A)
inf(A)

S(P,Q)
Res(P,Q)
Disc(P)

[’anneau.

L’ensemble des nombres entiers naturels.

[’anneau des nombres rationnels.

Corps des nombres réels.

Corps des nombres complexes.

L’ensemble des nombres entiers naturels non nul.

L’anneau des polynomes a une indéterminée X & coefficients dans I’anneau K.
L’anneau des polynomes a une indéterminée X & coefficients réels.
[’anneau des polynémes a une indéterminée X a coefficients complexes.
Le polynome de K[X].

degré de polynéme P(X).

Le valuation de polynoéme P(X).

Le polynéme derive de polynome.

A divisibilte sur B.

Plus grand commun diviseur.

Plus petit commun multiple..

Maximum ’ensemble A.

L’inferieur de I’ensemble A.

Le modulo de n.

La matrice de Sylvester de P et Q.

Le résultant de P et ().

Discriminant de P.



Chapitre 1

L’anneau des polynémes a une

indéterminée

1.1 structure d’anneau

1.1.1 anneaux

Définition 1.1.1 Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de compisition interne
notée + (addition) et - (multiplication) on dit que (A,+,-) est un anneau si:
1) (A, +) est un groupe commutatif.
2) la loi - est associative.
3) la loi - est distributive par rapport a la loi +,
ce qui signifie que:
V(a,b,c) € A alors
a-(b+c)=a-b+ a-c
(b+c)-a =ba + b-c
Si la loi (-) est commutative, on dit alors que l'anneau A est commutative.

S’il existe un élement neutre pour la loi (-) on dit que A est un anneau unitaire.

1.1.2 Sous anneaux

Définition 1.1.2 Soit A anneau, on appelle sous anneau de A tout partie B non vide de

A qui vérifie les conditions suivantes:



1.2. Corps

1)Vz,y € B
r—yeB

2)Vz,y € B
.y €B

Remarque 1.1.1 14 € B si A unitaire

1.1.3 Anneau intégre

Définition 1.1.3 Soit A un anneau et a € A, a est un diviseur de zéro si et seulement si

dil existe b € A non nul tel que:
ab=0= (a=0oub=0).
Exemple 1.1.1 Dans l'anneau Z/6Z on a 2 et 3 sont des diviseurs de zéro.

Définition 1.1.4 Un anneau (A, +,-) est dit intégre si et seulement si A # {0} et si A ne

posséde pas des diviseurs de zéro.

Exemple 1.1.2 L’anneau Z: des nombres entiers est un anneau intégre.

1.2 Corps

Définition 1.2.1 Soit (K, +,-) un anneau unitair, on dit que K est un corps si:
(Vo € K\{0}), (Fy € K\{0})/zy = 1y

Exemple 1.2.1 L’ensemble Q des nombres rationnels, muni de ’addition et de la multi-
plication ordinaire,

est un corps de méme l’ensemble R des nombres réels et I’ensemble C des nombres complexes.



1.3. L’anneau des polynémes

1.3 L’anneau des polynotmes

Définition 1.3.1 Un polynéme P a coefficient dans K est une expression de la forme:

P(X)=ap X"+ ap 1 X"+ ...+ a1 X + ag,

avecn € N et ag,aq,...,a, € K.

_ L’ensemble des polynomes est noté K [X].

— Les a; sont appelés les coefficients du polynome.

— Si tous les coefficients a; sont nuls, P est appelé le polynome nul, il est noté

Py(X) =0, VX € K.

Remarque 1.3.1 Les polynémes comportant un seul terme non nul (du type apX*) sont

appelés mondmes.
Définition 1.3.2 Soit P(X) = a, X" +a, 1 X" ' +....4+a1 X +ag, un polynéme avec a,, # 0.
On appelle terme dominant le monome a, X", le coefficient a,, est appelé le coefficient

dominant de P.

Si le coefficient dominant est a, = 1, on dit que P est un polynéme unitaire.

Remarque 1.3.2 Tout polynome est donc une somme finie de mondme.

Exemple 1.3.1 Soit P est un polynome tell que: P(X) = X" —1
P(X) est unitaire et il est somme de deux monéomes: X" et —1,

telqgue X" est le terme dominant.

1.4 Opération sur les polynémes

1.4.1 Egalité

Définition 1.4.1 Soient P(X) = a, X" + a, 1 X" '+ ...+ a1 X + ag
et Q(X) =0, X"+ b, 1 X" 1+ ...+ 01 X + by
deux polynomes a coefficients dans K.

Alors P = Q si et seulement si a; = b; pour tout i € {1..n} et on dit que P et Q) sont égauz.



1.4. Opération sur les polynémes

1.4.2 Addition

Définition 1.4.2 Soient P(X) = a, X" + a, 1 X" '+ ...+ a1 X + ag
et Q(X) =b, X" +b, 1 X" 1+ .+, X + b
deux polynomes a coefficients dans K.

On définit:

PX)+QX) = (P+Q)(X)

= (an +0,) X"+ (@n1 +bp1) X" P+ 4 (a1 + b)) X + (ag + bo)

n

=1

1.4.3 Multiplication

Définition 1.4.3 Soient P(X) = a, X" + a, 1 X" '+ ...+ a1 X + ag
et Q(X) = by X™ + by 1 X™ L+ .+ 01 X + by deuz polynémes a coefficients dans K. On
définat:

PX)xQX)=cX"+c X T+ . +aX +a

tellque c;, = Z a;b; pour k € (0...r) .

k=i+j
1.4.4 Multiplication par un scalaire

n .
Définition 1.4.4 Soient P(X) = a, X"+ ap 1 X" 1+ ..+ a1 X +ap = > a; X" polynomes
i=1
a coefficients dans K et Soit A € K alors:

ANP(X)=X>a;X"=> Na; X" est le polynéme dont le i-éme coefficients est \a;
i=1 i=1

Ezemple 1.4.1 Soient P(X) = aX?+bX%?+cX +d et Q(X) = aX?+ X +~ Alors:
1) P =Q si et seulement sia=0,b=cao,c=[ etd=r.
2)P+Q=aX?~+(a+a)X?>+ (c+B) X + (d+7).

3) PxQ = aaX5+(aB + ba) X*+(ay + bS + ca) X3+ (by + ¢ + da) X2+ (cy + dB) X +dy.



1.5. Degré et valuation de polynéme

1.5 Degré et valuation de polynéme

1.5.1 Degré de polynéme

Définition 1.5.1 Soient P(X) = > a; X" un polynéme a coefficients dans K.On appelle le
i=1
degré de P, on le note deg P le plus grand entier i tel que a; # 0.

Définition 1.5.2 Pour le degré du polynome nul ( Po(X) = 0 ) on pose par convention
deg(Po(X) =0) = —o0.
Un polynome de la forme P(X) = ag avec ag € K est appelé un polynoéme constant.

Si ag # 0, son degré est 0.

Proposition 1.5.1 Soient P, Q) deux polynomes a coefficients dans K.
Alors:
deg(P + Q) < max(degP, degQ) (1)

deg (P x Q) < degP + degQ (2)

Preuve.
1) On a:
deg(P + Q) = degP si degP > degQ,
deg(P + Q) = degQ si degQ) > degP,
et que si degP = degQ, alors deg(P + Q) < degP.
Il peut cependant n’a pas avoir égalité (prendre par exemple P(X) = X? et Q(z) = —X?).
2) Supposant P et () non nuls.
(pour que cet énoncé soit valable si 'un des deux polyndmes est nul).
P = (ap)p%), Q= (bq)q>0 et posant m = deg (P), n = deg (Q) .
pour p >m (resp. ¢ >n) on a: a, = 0 (resp. b, = 0).
Donc, pour p + ¢ > m +n, on a: ayb, = 0.
Cela prouve que le terme cyy = > . 5, apby du polynome PQ = (cy),-, est nul pour
M > m + n, donc (2) est établie.

Exemple 1.5.1 Soient P,Q et H des polynomes a coefficients dans K.
1) P(X) = X3—5X + 2 est un polynéme de degré 3.



1.6. Dérivation des polynémes

2) Q(X)=X"+41 est un polynéme de degré n.
3) H(X) = 2 est un polynéome constant de degré 0.

1.5.2 Valuation de polynoéme

Définition 1.5.3 Soient P(X) = Y a; X" un polynéme a coefficients dans K.
i=1
On appelle le valuation de P On le noté V (P) = k le plus petite entier k telque ay # 0.

Proposition 1.5.2 Soient P(X) et Q(X) deuz polynémes a coefficients dans K.
V(P+@Q) = mf(V(P),V(Q))
V(P-Q) =2 V(P)+V(Q)

Exemple 1.5.2 Soit P € K [X] telque
P(X)=X>+4X?+2X alors: V(P)=1

1.6 Dérivation des polynémes

Définition 1.6.1 Soit P(X) = Z a; X un polynéme & coefficients dans K.

=0
On appelle polynéme dérivé de P le polynome:

n
PI = E iainil
i=1

On a en particulier:

Xr-t si p>1

vpe N, (x7) =4 " g
0 sip=20

Remarque 1.6.1 On rappelle que st K est un corps quelconque et a € K, alors pourn € N,

[’expression na ne représente pas un produit dans ce corps K, mais l’addition de n termes

égauz a a.

ena=a+a-+...+a.



1.6. Dérivation des polynémes

Dans des cas trés particuliers, ce terme peut étre nul alors que a et n sont tous deux non
nuls,

ce qui peut conduire & des resultats surprenants.

Proposition 1.6.1 Soient P(X) et Q(X) deux polynomes a coefficients dans K et A € R
on a:

DP+Q) =P +Q.

2) (A\P) = \P'

3) (PQ) = P'Q + PQ

Preuve.
(1) et (2) evident.
3) On pose P(X) = ZanX", Q(X) = anX”

n>1 n>1

Le n-iéme coefficient de P'Q + PQ’ est:

n

Vn = Z ag - (n -1+ k)bn_1+k + Z(l{i + 1)6Lk+1 : bn—k

k=0 k=0
n n+1
= ak(n —k + 1)bn—1+k + Z kakbn_kﬂ
k=0 k=0

= (n+ Daobns1 + Y _[(n—k+ 1) + Klagbnsi—x + (0 + 1)ans1bo

k=0
n+1

= (n + 1) Z akbn+1_k
k=0

Proposition 1.6.2 Soient P(X) et Q(X) deux polynéomes a coefficients dans K.
1) Les polynémes constants sont ceux dérivé est nul.

2) Si P,Q € K[X]. Alors P' = Q' si et seulement si: P — Q) = c telque ¢ est un constant.

Preuve. 1) Soit P est un polynome telque p = Z a, X" veérifie P’ =0,

=1
onaVn € N: (n+ 1)a,1 =0, dot a,1 = 0. Les coefficients de P sont tous nuls a partir
du rang 1 et le resultat en découle.

2) Result de 1. =



1.7. Division euclidienne des polynoémes

1.7 Division euclidienne des polynémes

Dans ce qui suit nous supposerons que 'anneau K = R ou C.

Définition 1.7.1 Soient A et B deux polynomes a coefficients dans K, s’il y a un polynome
C € K qui vérifié:
A=B-C

On dit que A est divisible par B ou que B divise A ou aussi A est un multiplie de B
et on note B|A

Définition 1.7.2 On dit que A et B sont des polynémes associé lorsque A = aB, avec

a e K*.

1.7.1 Proporiétés de la divisibilité

Soient A et B deux polyndmes a coefficients dans K telque A = B - C.

1) Si C existe il est unique car:

En effet A= BC = BC" = B(C' — (") =0 ou B # 0 alors C' = C" parce que K [X] est
intégre.

ol B =0 et (' est indeterminé, ce qui ne présente aucun intéret.

ou suppose donc que B # 0. Ce qui implique "unicité de C.

2) On a les résultats suivants:

a) VA € K [X]— {0}, A|A.

b) (A|B et B|C) = A|C.

c) (A|B et A|C) = A|(B+C).

d) (A|B et C|D) = AC|BD.

3) L’ensemble I des polyndémes BC quand C' d’écrit K [X] est un idéal principal de
K [X] qui contient bien entendu B et le polynomes O.

Remarque 1.7.1 1) Si A€ I et A+# o, alors B|A —> deg A > deg B; donc le degré de B
est minimum dans 1.

2) Si par contre B ne divise pas A il n'existe pas de polynomes C tel que A = BC mais

10



1.7. Division euclidienne des polynoémes

nous allons alors essayer de trouver un polynome @ telgue A — BQ ait le plus petit dégré

possible.

Théoréme 1.7.1 Soit A un polynéome quelconque de K [X] et B un polynéme, dont le
coefficient du terme de plus haut degré est inversible dans K : il existe des polynéomes Q) et

R, déterminés de facon unique, tels que:
A=BQ+ R (1)

deg(R)< deg(B) (2)

Q@ s’appelle le quotient, R le reste de la divison euclidienne de A par B.

Preuve.
a) Unicité.
Si les couples de polynomes (Q, R), (@', R) satisfont a (1) et (2), on a par soustraction

membre & membre,

B@-Q)=R-F (3)

Le coefficient du terme de plus haut degré de B est inversible, donc régulier dans K.

En reprenant la démonstration de proposition la relation (3) implique donc

deg[B(Q" — Q)] = deg(B) + deg(Q' — Q)

Si R # R, on en déduit Q' — @ # 0, d’ou deg|B(Q' — Q)] > deg(B); mais d’autre part,

deg[B(Q' — Q)] = deg(R — R') < sup[deg(R), deg(R')] < deg(B)

d’ou une contradiction. donc R = R’. on établit enfin que Q = @)’ en tenant compte du fait
que B n’est pas diviseur de zéro dans K|[X] (le coefficient de son terme de plus haut degré

est inversible).

11



1.8. Le PGCD et PPCM des polynoémes

b) Existence.
Si A =0, il suffit de poser Q = R = 0. sinon, on raisonne par récurrence sur n = deg(A).
Posons B = b,X? + ... 4+ by, avec P = deg(B).
Par hypothese, b, est inversible dans K. Lorsque n < p, on pose ) = 0, R = A.
Supposons la proporiété vraie pour tous les polynémes A de degré < n, et montronts-la
pour
A= a, 1 X"+ .. +ag, (n+1=degA, a,;1 # 0). Le polynome A; = A — BQ, ou
Q= “’l;—q“X”“*p, est de degré< n.
Par ’hypothése de recurrence, il existe des polyndémes ()5 et Ry, avec deg Ry < p; telsque
Ay = BQ1 + Rs. On a:

A=A+ BQ=B(Q1+Q2) + Ry
11 suffi donc de poser R = Ry, Q = @1 + Q2 pour avoir (1) et (2).

La disposition pratique classique de la division s’inspire du raisonnement par récurrence

ci-dessus. m

Exemple 1.7.1 Soient A et B deux polynomes de K [X] telque:
A=X34+X?-X—-1etB=X?>-1
A divise par B car
X3+ X2-X -1 |X2-1
X2 -1 |X+1
0

donc R=0

1.8 Le PGCD et PPCM des polynémes

1.8.1 Le plus grand commun diviseur PGCD

Soient A et B deux polynomes de K[X] et soient div(A) et div(B) les
deux ensembles formés chacun de tous les diviseurs de A et B respictivement donc

tout élément de div(A) N div(B) est un diviseur commun a A et B.

12



1.8. Le PGCD et PPCM des polynoémes

Etudions ce dernier ensemble. On a:

Si un polynéme P divise A et B alors P divise tout les polynémes D = AU + BV, quelque
soit U,V € K[X].

D’ou:

div(A) Ndiv(B) C div(AU + BV).

Soient alors J I’ensemble des polynémes de la forme AU + BV, sachant que U et V' décrivent
K[X].
Il manifeste que J est idéal de K[X]| parce que:

D =AU + BV / , ,
= D+D' =AU+U")+ BV +V)
D' = AU + BV’

et
aD = (aA)U + (aB)V.

Comme K[X] est principal alors J est idéal principal c’est a dire que
les éléments de J sont les multiples d'un méme élément noté d
(il est défini & un scalaire A multiplicatif prés) qui a le plus petit degré possible; en d’autres
termes J = d.K[X]
Comme d est un diviseur de tout polynéme D = AU+ BV alors d divise D = A-1+B-0= A
et Dy=A0+B1=18B
donc d est un élément div(A) Ndiv(B); d’ou div(AU + BV') C div(A) Ndiv(B) or div(AU +
BV) = div(d); donc:

div(d) = div(A) Nndiv(B)

Définition 1.8.1 Le polynome d s’appelle le plus grand commun diviseur ¢ A et B et on

le note pged(A, B) = d.

Remarque 1.8.1 —pgcd(A, B) est un polynéme unitaire.
- Si A|B et A#0, pged(A, B) = %A, ot \ est le coefficient dominant de A.

13



1.8. Le PGCD et PPCM des polynoémes

— Pour tout A € K*, pged(AA, B) = pged(A, B).
— Comme pour les entiers: si A= BQ + R alors pged(A, B) = pged(B, R).

1.8.2 Algorithme d’Euclide

Soient A et B des polynémes, B # 0.
On calcule les divisions euclidiennes successives,
A= BQ,+ R; deg Ry < deg B
B =RiQ2+ Ry deg Ry < deg Ry
Ry = RyQ3+ Ry deg R3 < deg R»

Ry—o =R 1Qr + Ry deg Ry < deg Ry,

Ry1 = RxQp+1

Le degré du reste diminue & chaque division. On arréte ’algorithme lorsque le reste est
nul.

Le pged est le dernier reste non nul Ry, (rendu unitaire).

Exemple 1.8.1 Soient Pi(X) =3X° + X3 —6X% -2
et Py(X) =3X*—2X?%—1 deux polynémes de K[X].
On trouve le pged(Py, Pe) avec la méthode algorithme d’Euclide:

P (X) = Py(X).Q1(X) + Ry (X) avec By(X) =3X% —6X2+ X — 2.
(X) = Ri(X).Q2(X) + Ra(X) avec Ry(X) =9X? + 3.

Ri(X) = Ry(X).Q3(X) + R3(X) avec R3(X) = —6X? — 2.

Ry(X) = R3(X).Q4(X) + Ry(X) avec Ry(X) = —3/2.

Le rest final est nul. Donc R3(X) = —6X? — 2 est un P ged de Pi(X) et Py(X).

14



1.8. Le PGCD et PPCM des polynoémes

1.8.3 Polyndmes premiers entre eux

Définition 1.8.2 Deux polynémes A, B sont dite premiers entre eux si leur pged est une
constante

(que nous pouvons choisir égale a 1).

Théoréme 1.8.1 (de bezout)
Deuzx polynomes A, B sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux polynomes U

et V tels que:
AU + BV = 1.

Preuve. Nous avons en effet établir que: div(d) = div(A) Ndiv(B) = div(AU + BV)
Donc d étant le pged de A et B, il existe un polynémes U et un polynéme V tel que
d= AU + BV.

Et si A et B sont premiers entre eux. alors d est une constante que nous avons
choisie égale 1. Réciproquement si AU + BV = d, tout polynome qui divise A et B divise d,
en particulier, le pged de A, B. comme d a pour degré le degré du p ged alors d = pged(A, B)

en particulier sid=1. m

1.8.4 Pgcd de plusieurs polynémes

Définition 1.8.3 Soient Ay, A, ..., A,. n polynémes de K[X| et soit J lidéal de K|[X]
engandré par les polynomes A; ie P € J < U, € K[X],...,3U, € K[X]:

p = U1A1 + u2A2 + ...+ unAn

comme J est un idéal principal, alors tout élément P de J est multiple d’un méme polynomes
d non-nul

et qui a le plus petit degré possible donc, il existe n polynéome uy, us, ..., u, de K[X] tels que
d=> wA;

Ce polynome d qui existe mais qui est défini a une constante multiplicative prés non-nulle
est par définition

le pged des polynémes A; Observons que tout polynome qui divise tous les A; divise d et
réciproquement tout polynomes uy = ug = ... = u, = 0 sauf u; = 1; donc A; € J V; est par

conséquent d est un diviseur de chaque A;.
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1.8. Le PGCD et PPCM des polynoémes

1.8.5 Plus petit comun multiple des polynomes PPCM

Etant donnés deux polynémes A, B € k[X], on note M(A, B) I'ensemble des multiples

communs a A, B.

Proposition 1.8.1 Soient A,B € K [X].
1- Il existe M € K [X] tel que M(A, B) soit l'ensemble des multiples de M :

VPe K[X]:Pe M(A B) < M|P.

2- Un autre polynéome vérifie la condition ci—dessus si et seulement s’il associé a M.

le polynome M est donc unique & association prés.

Preuve.
1. Si 'un des deux polynémes A, B est nul, on a M(A, B) = {0} et donc M = 0 convient.
Supposons A et B non nuls. On note D = pged(A, B) et on écrit A= DA, B= DB;.
Montrons que le polynéme M = DA, By convient. Il est clair que M est un multiple commun
aAet B.
L’ensemble des multiples de M est donc inclus dans M(A, B). Réciproquement, soit P €
M(A, B) et écrivons par exemple P = AQ. Alors B|AQ,soit aprés simplification:
B1|A;1Q. Comme Ajet Bisont premier entre eux, le théoréme de gauss permet de conclure
que B|Q. En écrivant @ = RB;.
Il vient P = AB1 R, ce qui montre que P est un multiple du polynéme AB; = M.
2. Immédiat puisque deux polyndémes sont associés si et seulement s’ils ont les mémes

multiples. m

Définition 1.8.4 Soient A, B € K[X].Tout polynome M vérifiant la condition du théoréme
ci- dessus est un plus petit commun multiple ou plus simplement un PPCM des polynémes
A et B.

On a donc pour A,B,M € K[X]:

A|M et B|IM

M est un PPCM de A et B <
corun cac {VM1 € K [X],(A|M; et B|M;) = M|M,

16



1.8. Le PGCD et PPCM des polynoémes

D’aprés 'assertion 2. du théoréme, les PPCM de A et B sont deux & associés,
et il y a parmi eux un unique polynome M unitaire.

On dit que c’est le PPCM de A, B et on note M = PPCM(A, B).

Remarque 1.8.2 Soient A, B,C € K[X] on a:

1) Lorsque A|B (et en particulier si B =0),alors B est un PPCM de A et B.
2) PPCM(A, B) = PPCM(B, A).

3) C.PPCM(A, B) = PPCM(CA,CB).

4) On obtenue la relation suivante entre PGC'D et PPCM :

VA, B € K[X]|,PGCD(A, B).PPCM(A, B) est associé a AB.

5) Si A et B sont prémiers entre eux, alors:

AB = PPCM(A,B).

17



Chapitre 2

Factorisation des polynémes

On suppose toujours que K est un unitaire commutatif.

2.1 Racine d’un polynéme

Définition 2.1.1 Soit P € K[X] et a € K. On dit que a est une racine de P si et

seulement si P(a) = 0.

Proposition 2.1.1 Soit P € K [X] et a € K. a est racine de P si et seulement si P est
divisible par X — 1 dans K [X]
re:

P(a) = 0 <= (X — a)|P.

Preuve.
Si (X —a)|P, on peut écrire P = (X — a)Q avec Q € K [X].

On a donc:

Réciproquement, supposons P(a) = 0 et écrivons la division euclidienne de P par X — a:

P=(X-a)Q+M\IeK.

18



2.2. Polynémes irréductibles

En prenant la valeur en a, il vient A = 0 et donc (X — a)|P. =

Exemple 2.1.1 Soit P(X) = X?—-2X +1€ K [X]
1 est un racine de P car P(1) = 0.

Théoréme 2.1.1 Soit P € K[X] un polynéme de degré d > 0. alors P posséde au plus d
racines dans K.

En particulier tout polynome non nul posséde un nombre fini des racines.

Preuve.
Notons aq, ..., a, des racines distinctes de P. D’aprés ce qui précéde,
P est divisible par chacun des polynémes X — a;. Par aillaurs, ces polynémes sont irré-
ductiblies,
donc deux & deux premiers entre eux.

On en déduit que P est divisible par le produit H(X —a;).

i=1
En comparant les degrés, il vient: r» < d, et le résultat en découle. m

2.2 Polynémes irréductibles

Définition 2.2.1 Un polynome P € K[X] est dit irréductible dans K[X] si P n’est pas
constant et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les constantes et les polynomes proportion-
nels a P non nuls,

ou, de maniére équivalente, s’il n'existe pas Q, R € K[X] avec deg@ > 1 et deg R > 1 tel
que P = QR.

Remarque 2.2.1 1) Si P est irréductible, tout les polynémes associés a P le sont aussi.
2) L’irréductibilité dépend du corps K.

Prenons par exemple P(X) = X2 + 2, dons C[X], P(X) est divisible par le polynéme

X — V2 qu’est ni constant, ni associé & P. P n'est donc pas irréductible dans ClX].
FEtudions la situation dans R[X]. si P n'est pas irréductible dans R[X], on peut écrire

P =QR ou Q et R sont non constants tous les deux. On a alors nécessairement

19



2.3. Théoreme de factorisation

deg(Q) = deg(R) =1 et donc P se factorise sous la forme P(X) = (X —a)(X —b) avec a,
beR.
En identifiant, il vient a +b =0 et ab = 2, d’ot a®> = —2; or ceci est impossible dans R.

P est donc irréductible dans R[X].

Théoréme 2.2.1 Soit A € K[X] un polynéme non constant, alors l’ensemble des diviseurs

irréductibles unitaire de A est non vide et fini. Cet ensemble sera noté ¢ (A)

2.2.1 Critéres d’irréductibilité

Nous allons donner quelques exemples de critéres d’irréductibilité pour les polynomes

de Z[X].

Proposition 2.2.1 Soit P unitaire dans Z[X]. S’il existe n tel que sa réduction modulo

n est irréductible, alors P est irréductible dans Z[X].

Exemple 2.2.1 P(X) = X%+ X + 3 se réduit modulo 2 & P(X) = X?+ X +1
qui est irréductible: parceque n’admet pas des racines dans Fy

PO)=1+#0, P(1)=3+#0

Proposition 2.2.2 (Critére d’Eisenstein )

Soit P(X) =Y a;,X; € Z|X] alors, s’il existe un nombre premier p tel que:
i=0

plao, plas, ..., plan-1, ptan et p* 1t ag

alors P est irréductible dans Q[X].
Preuve. Cf [1] m
Exemple 2.2.2 Le polynéme P(X) = X° + 6X* — 3X?% + 3X — 12 est irréductible pour

p = 3 d’aprés critére d’Fisenstein.

2.3 Théoreme de factorisation

On dans K[X]| un analogue du théoréme de décomposition en facteurs premiers dans Z.
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2.3. Théoreme de factorisation

Définition 2.3.1 Soit P € ¢ et A un polynome non nule. On appelle P — valuation de A
Uentier val,(A) défini par:

valp(A) = max {k € N: P¥|A}

on a en particulier:

P|A < val,(A) > 1.

Théoréme 2.3.1 Soit A € K[X] un polynéme non constant, A s’écrit de fagon unique sous

la forme:
A=u H P
i=1
ot
1) u € K* (K* les éléments inversible de K ).
2) Pour 1 < i < r les P; sont des polynomes irréductibles unitaire deux a deux distincts.
) .

~X
3) Pour1l <1 <r lesw; sont des entiers > 1.

Preuve. D’aprés le proposition du nombre fini seulement de polynémes irréductibles
unitaire pq, ..., p, divisent A.
Notons «; = valp(A) > 1. les p;* sont premiers entre eux et divisent A, donc leur produit
divise A.
Notons: .

A=ul] P e K[X].
i=1

Si u n’est pas constant, alors il admet au moins un diviseur irréductible, ce qui est contra-

dictoire avec la définition des p; et des «;, d’ou I'existence de la décomposition. Supposons

maintenant:
T S
0 G
i=1 i=1

ou v € K*, les (); sont des polynomes irréductibles unitaire et les 3; des entiers > 1.
On au =v = cd(A). Les Q?‘J sont premiers entre eux donc pour tout i, chaque p; divise
I'un des )7 et un seul; comme @); est irréductible et que p; n’est pas constant,

on en déduit que {P, ..., P,} C {Q1,...,Qs}.
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2.3. Théoreme de factorisation

Par un raisonnement symétrique, on montre que les deux ensembles sont égaux et r = s,
ouitte & réindexer les polyndmes, on peut supposer p; = @Q;, pour tout i € [1,r]:

r

I]:}?u _ ]?[]%Pi
=1

i=1
par définition des a;, on a 3; < ;. L’egalité des degrés montre alors que 3, = «;, pour tout
iell,r],

d’ou 'unicité de la décomposition. m

Remarque 2.3.1 Avec les notations ci-dessus les diviseurs irréductibles unitaire de A sont

exactement Py, Py, ..., P, et on a: ¥Yi € {1...r} :
a; = valy, (A).

Corollaire 2.3.1 Tout polynome non nul A € K[X| s’écrit de fagon unique sous la forme:

ot u € K* et (o) est une famille presque nulle d’entiers naturels.

PEYK

Théoréme 2.3.2 (Polynéme scindé)
Un polynome P € K[X] de degré n, est scindé s’il s’écrit comme produit de polynomes de
degré 1,

1e:
avec a, # 0 et o; € K pour tout i = 1...r.

Proposition 2.3.1 Pour tout a € A, X — a est irréductible.

Preuve. on commence par observer qu'un polynéme est une
unité si et seulement si c’est un polynéme constant égal & une unité de A. Ensuite,
puisque deg QR = deg () + deg R, les diviseurs de X — a sont de degré 0 ou 1,
ce sont les unités ou les associés de X — a. Il est un cas ou on obtient ainsi tous les

irréductibles. m
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2.3. Théoreme de factorisation

Définition 2.3.2 Le corps K est algébriquement clos si tout polynéme non constant admet

au Mmoins une racine.

Corollaire 2.3.2 1) Si K est algébriquement clos, tous les polynomes de K[X] se fac-
torisent
en polynomes du premier degré. On dit qu’ils sont scindés.!!

2) Les polynomes irréductibles de K|[X]| sont les polynomes du premier degré.

Théoréme 2.3.3 (Albert -Gauss)

Le corps C est algébriqguement clos.

Théoréme 2.3.4 Les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynémes de degré 1

et les polynomes du second degré sans racines réelles.

Preuve.
Tout polyndéme P de R[X]| peut étre considéré comme un polynome
de R[X]. De plus, si a est une racine non réelle de P, on a P(a) = P(a) =0,
donc a est racine de P avec la méme multiplicité. On termine en observant que
(X —a)(X — @) est alors un polynome du second degré a coefficient réels, sans

racine réelle. m
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Chapitre 3

Résultant et discriminant

3.1 Reésultant de deux polynémes

Définition 3.1.1 Soient P(X) = a4, X" + a, 1 X" '+ ...+ a1 X +ag
et Q(X) =bp X™ + b, 1 X" 4+ 01X + by deux
polynomes a coefficients dans un anneau commutatif.

On appelle matrice de Sylvester de P et () la matrice carrée suivante:

ay, - . .. . ag 0 . . 0
0
n ligne
0
o . .0 a, . ... . oag
S(P;Q)=1b, . . . . b 0 . . .0
0
m ligne
. _
o .. . 0 b, . . . . b

Définition 3.1.2 On définit le résultant Res(P, Q) est le déterminant de la matrice dite
de Sylvester:

R(P,Q) = det(S(P,Q)).
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3.1. Résultant de deux polynémes

Proposition 3.1.1 On suppose que
P(X) =a, X"+ an_an_l 4+ ..+ X +ag et Q (X) =b,X™"+ bn_an_l + ..+ b1 X + by

sont deux polynémes a coefficients dans le corps commutatif K. Si b, # 0 alors:

Res(P,Q) = biy#™) det(g,,)

ou

Théoréme 3.1.1 Soient P(X) = a, X"+ a, 1 X" '+ ...+ a1 X +ag

et Q(X) =0, X"+ by 1 X" L 4+ b1 X + by sont deux polynémes & coefficients dans un
corps commutatif K .

St b, # 0 alors le résultant de P et ) est non nul si et seulement si P et () sont premiers

entre eux.

Proposition 3.1.2 Soient P(X) = a, X" + a, X" '+ ...+ a1 X +ag
et Q(X) =bpX™ + b, 1 X"+ ...+ 01 X + by sont deuzx polynémes a coefficients dans un
corps commutatif K donc:
a) Res(P,Q) = (—1)""Res(Q, P).
b) Res(P1 P, Q) = Res(Py,Q)Res(Py, Q).
c¢) Si le polynomes Q) est de degré m et scindé: Q(X) = by, H(X — ;).
Alors: .
Res(P,Q) = b= [ | P(w).

i=1

d) Si P est de degré n et également scindé: P = a, H(X — ;).

=1

Res(P,Q) = a;'b, HH

i=1 j=1

Alors:

Lemme 3.1.1 Soient P (X) = ag+...+a,X"et Q (X) = bo+...+b,, X™ sont deuz polynomes

a coefficients dans un corps K.

25



3.1. Résultant de deux polynémes

1) Si Q divise P, on a R(P,Q) = 0.
2) Si Q ne divise pas P, soient R le reste de la division de P par Q, r le degré de R.
Alors:

R(P,Q) = (=1)""b, "R(Q, R) (%)

Preuve.
1) Multiplions la i-iéme colonne de la matrice S(P, Q) par X"~

On obtient la matrice S(P,Q)(X) suivante:

a, X"tm=t ) ) apX™t 0 .. 0
0
n ligne
0
0 .. 0 a, X" . . .. . ag
b, Xntm=1 | . b X" 1 0 .. .0
0
m ligne
. _
0 .o 0 by X . )

telle que S(P,Q)(1) = S(P, Q).

Remarquons que dans la matrice S (P,Q)(X), laligne [; est formée des mondmes du polyndéme
X™= P(X) pour 1 < i < m et des mondémes du polynéme X™ " ~Q(X)

pour m+1<i<m+n.

2) Sim >n,on a R= P, et le lemme est vrai par la formule:
Res(P,Q) = (—=1)""Res(Q, P) (1)

Si n > m, considérons la division euclidienne:

P =QA+ R deg(R) < deg(Q) ou R = 0. Posons:

AX)=ap+ X + -+ appn X¥" (2)
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3.1. Résultant de deux polynémes

on a donc:

QA = aoQ + ar(XQ) + - + anm(X""Q) (3)

1. Si @ divise P, on voit ainsi en utilisant (3) que la relation P = QA s’interpréte en
disant que la ligne I, de la matrice S(P,Q)(X) est une combinaison linéaire des lignes
lntms lnam—1, ---, lom avec coefficients «y, ..., @, . Le déterminant de la matrice
S(P,Q)(X) est donc nul, ce qui implique que R(P, Q) = 0.

2. Dans le cas général, posons:
RX)=co+a X+ +eX"

avec ¢, # 0. On voit alors en utilisant (3) que la relation P = QA + R s’interpréte
en disant que la ligne I, de la matrice S(P, Q)(X) est la somme de la ligne
(0,...,0, ¢, X", ..., c) correspondant au polyndéme R(X), et d’'une combinaison
linéaire des lignes 1, ln—m+1, ---, loym avec coeflicients ay, ..., Q.-

On peut donc remplacer la ligne [, de S(P,Q)(X) par la ligne (0,...,0,¢,X", ..., ¢)
sans changer son déterminant.

En procédant de méme avec les relations:

X'P=X'QA+X'R

pour 0 <72 < m — 1, on voit que I'on peut remplacer les m premiéres lignes de
S(P,Q)(X) par les lignes formées des zéros et des monomes des polynomes X'R,
0 <i<m—1,laligne l,,,_; étant remplacée par la ligne (0, ...,0,¢, X", ..., o X", 0, ...,0),

cela sans changer le déterminant. En faisant X = 1 on voit alors que le déterminant de
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3.1. Résultant de deux polynémes

S(P,Q) est égal au déterminant de la matrice:

o . . . Cr . . . Co 0

0 Cr Co
by . . . by O

0 . m + n lignes
0 b, bo

d’ou relation (%) m

Corollaire 3.1.1 Soit K un corps. Avec les notations ci-dessus, les conditions suivantes
sont équivalentes:
1. R(P,Q) = 0.

2. les polynomes P et Q) ont un facteur commun de degré > 0 dans K[X].

Preuve.
1. = 2. Supposons que 2. soit faux, i.e. que P et () n’aient pas de facteur commun
dans K[X]. Le pged de P et @ (dernier reste non nul dans l'algorithme d’Euclide)

est alors une constante ¢ # 0. Recursivement donne:
R(P,Q) = aR(Rs, c)

avec a # 0,c¢ # 0 et R, un reste de degré r, > 0. Mais on voit tout de suite (enregardant la
matrice de Sylvester) que R(Rs,c) = ¢ # 0, et donc que R(P, Q) # 0.
2. = 1. Si P et @ ont un facteur commun non trivial A dans K[X|, supposons

d’abord que P = QA avec A de degré n —m > 0. que R(P,Q) = 0. Dans le cas général, on

28



3.1. Résultant de deux polynémes

se retrouve
dans la situation ci-dessus en considérant le dernier reste non nul dans I’algorithme d’Euclide.

]
Proposition 3.1.3 Soient P et ) sont deux polynémes a coefficients dans K[X]|, on ait:
P(X) =a,(X —a1)...(X —ay).

Q(X) = by (X = B1)...(X = B,).
Alors:

R(P,Q) —amb"H [ @)= 11 Pe).

Preuve.

Les égalités:
anby, ] [(e = ay [[ Q) = (=1 T] P(5))

sont immédiates.
Posons Ry(P, Q) = a™ H Q) = (=1)7mbm H P(B
Pour montrer que Ry(P, Q) = R(P, Q), on peut supposer n > m > 0 (car on a évidemment
R(P,Q) = R2(P,Q) = b si m = 0). Il suffit alors de montrer que R, satisfait & la méme
relation de récurrence (%)

que R(P,Q). Si P = QA+ R, on a P(8j) = R(8j) pour toute racine 3; de Q, et donc:
ce qui est bien la méme relation que (x). ®

Exemple 3.1.1 Soit P (X) =aX?+bX +c et Q(X) = a2X + b deux polynémes a coeffi-

cients dans un anneau commutatif intégre A.

On a:
a b ¢
S(P,Q)=1|2a b 0
0 2a b
d’ou
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3.2. Discriminant

3.2 Discriminant

Soit P(X) = ag + ... + a, X™ un polyndme de degré n a coefficients dans un anneau com-

mutatif intégre A.

Définition 3.2.1 Le discriminant de P, noté Disc(P) est défini par:

Qo ay
ai a 200 aq
0
a . . 2&2
Qo
. n(n—1) aq nay,
Disc(P) = (1) =
na, . a
an, . na,, 2a,
ap  Ap-1 nan (n_ ]->an—1
1 n

Notons que:

n(n—1)

anDisc(P) = (—1)"z  Res(P, P").

Théoréme 3.2.1 Soit P (X) =ag+ ... + a, X™ un polynéme de degré n a coefficients dans
un anneau commutatif intégre A.

Si P(X) =a,(X —a;)..(X — a,), alors:

Dise(P) = (=)~ a = [ J (o = o) = T [ = )"

i#£] 1<j
Preuve.

On a:

n
—

P(X)=a, )y (X —oa1)..(X - ). (X —ay)

i=1
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3.2. Discriminant

o —

la notation (X — «;) signifiant que 'on omet le terme (X — ;) dans le produit.
Comme P'(a;) = an(a; — aq)...(a; — o) (sans le terme (o; — i), cela entraine le résultat

Exemple 3.2.1 Soit P(X) = aX? + bX + ¢ un polynéme & coefficients dans un anneau
commutatif intégre A.

Alors: P'(X) =a2X + b, on a:

a b ¢
S(P,PY=12¢ b 0
0 2a b
d’ou
R(P) = a(4ac — v?)
et

Disc(P) = b* — 4ac.

3.2.1 Séparation et isolation des racines réelles

Définition 3.2.2 Soit P € C[X], P(X) = ag + a1 X' + ... + agX?, avec ag # 0, «a; les
racines de P.
On pose:

sep(P) = inf |oy — a;l.

iAo

Proposition 3.2.1 On suppose que P € Z[X]|. Alors, en posant C = |aqg| + sup |a;|, on
1<i<d—1
a pour d > 3:

sep(P) > (20)~ "7 .

Preuve.
1) Supposons d’abord que les racines de P sont simples.

On peut supposer, quitte a changer les indices, que sepP = |a; — az].
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3.2. Discriminant

Soit D(P) le discriminant de P. D(P) € Z puisque par hypotheése P € Z[X].
On a donc 1 < |D(P)| puisque 'hypothése (1) implique que D(P) # 0.

On a donc d’aprés la théoréme 3.2.1:

1< |ad|2d72i H(az . Oéj)2

i<j
soit
1 2d—2 12
(v1_ap)? S |ad| o H |ai — il
i<j (,5)7#(1,2)
Mais |o; — o] < Joy| + |aj] < 2‘Q—Cd|, etily a @ —-1= % facteurs |a; — o|?,

ce qui donne:
1 g (20)d2—d—2
la_anl?  |ag|®3

(car |ag| = 1 et d*> — 3d > 0), d’ou le résultat.

< (20)d27d72

2) Dans le cas général (i.e. lorsque les racines de P € Z[X] ne sont pas nécessairement
simples), on peut supposer P primitif quitte a le diviser par son contenu (qui est un entier).
On considére le polynome R = pged(P, P') que 'on

peut supposer dans Z[X] et primitif; on a alors P = QR dans Z[X]|, P et R étant primitifs.
On peut alors appliquer la méthode de (1) au polynéome ) qui a les mémes racines que P,
mais avec multiplicité 1.

On trouve donc, en notant d le degré de @, et en utilisant que d’ < d:

11
(sepP)*  (sepQ)

; < (2C)d —d'—2 < (2C)d —d—2
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r 4

Résumé

Nous avons discuté dans notre mémoire de
I'anneau des polyndmes, sa propriété avec la
définition de la défirent opérations, la division
Euclidienne , PGCD et PPCM en se concentrons sur
résultant et discriminants des polynomes.
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