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Notations

espace de Hilbert.

X espace de Banach.
(.,.) produit scalaire.

Il |l la norme.

T I'opérateur linéaire.

B(H) Vlespace des opérateurs linéaires borné sur espace de Hilbert H.

Iy I'opérateur identité.

On I'opérateur nul.

T* I'opérateur adjoint de l'opérateur”.
T-! I'inverse d’un opérateur 7.

o(T)  Pensemble spectrale de T.
p(T)  Densemble resolvante de 7.
0,(T") T'ensemble spectre ponctuel.
o.(T) lensemble spectre continu.
o-(T) Pensemble spectre résiduel.

04p(T) Tensemble spectre approximatif.
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I’application resolvante de 7'
rayon spectral de 7.

spectre étendu.

la continuite de fonction f et fonction derivée f/, f", ...
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Introduction

Dans ce memoire on s’intéresse au spectre étendu et quelques applications. Le
spectre étendu de T' € B(H) est :

EE(T)={\€C; 3ReB(H), R#0 TR=ART}.

On remarque que le spectre étendu d’un opérteur apparait dans qulques probléme de
physique mathématique. Pour justifier la terminologie spectrale, on donne quelques
liens entre le spectre étendu d’un opérateur et d’autres spectres. On obtient par
exemples les résultats suivants : Soit 7' € B(X). Alors on a

a€oy(T), pe€o,(T)/{0}} C EE(T). Pour tout A € EE(T),

o%;

Ao (T) N o, (T) # 0.

e Si TR = ART avec |A| # 1 o(T) # 0 et R injectif ou a image dense, alors
0 € o(T) et 0 n’est pas un point isolé deo (7).

e SiTR = ART avec |\| =1, A # 1, R a image dense et T a puissance bornées,
alors
o(T)NT C1=T"— O0fortement.

Le Théoréme de Rosenblum [16] nous donne une relation entre le spectre
étendu d’un opérateur et son spectre :

EE(T)Cc{ e C; o(T)No(\T)#0}.

Le spectre étendu a été utilisé dans plusieurs directions. Ce memoire est
répartit en quatre chpitres. Le premier étant préliminaire sur espace de hilbert,
queques proprietées et les opérateurs linéaires et et définitions les opérateur
linéaires et adjoint et auto-adjoint,et commutateur avec exmples et quelques
classes.

Le deuxiéme chpitre constitue un théorie spectrale des opérateur, les définitions
et les resultats sur le spectre d’'un opérateur et resolvante. Dans le troisiéme
chapitre qui constitue 'objet de ce mémoire a developper les relations entre le
spectre étendu et d’autres spectres. Le dernier chapitre sera consacrée sur les
application de spectre étendu.



Chapitre 1
Préliminaire

1.1  Espace de Hilbert

1.1.1 Produit scalaire

Définition 1.1.1 Soit X un C espace vectoriel, s’ il existe un nombre com-
plexe Z = (x,y) pour tout couple de vecteurs x et y dans X.qui verifie les
conditions suivantes :

1. (z,2) >0 VeeX e (r,2)=0&z=0;
2. (z,y) =(y,x) VryelX;

3. (r+y,z)=(x,2) + (y,2) Vr,y,z€X,

4. (Az,y) = A(z,y) Vr,ye X VaeC.

alors (x,y) est dit produit scalaire de x ety ; et on note par (.,.) ou ( | ).
Définition 1.1.2 Soit X un C espace vectoriel, s’ il existe un nombre réel
a = ||z||, qui verifie les conditions suivantes :

I ||z|| >0 VzeX cet|z|=0s2=0;
2 o+ yll < lall + Iyl Va,y € X;
3. x| = A - |lz]] Vxre X,AeC.

on dit que ||-|| est une norme.

— Un tel espace X muni d’ une norme ||.|| est dit espace vectoriel normé.
Définition 1.1.3 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d’

un produit scalaire. On pose ||z|| = \/(z, ).

Nous verrons que cette appliquation définit une norme sur un espace préhil-
bertien X.

1.1.2 Quelques proprietées

e Inégalité de Schwarz : pour tout z,y € X, on a

[z, o) < [l -yl (1.1)



e Loi de parallélogramme : pour tout x,y € X, on a
2 2 2 2
[+ yl” + [z =yl = 2(lz[" + [[yI"); (1.2)

e Identité de polarisation : pour tout z,y € X et : € C, on a
1 2 2, . 2 2
(w.y) = 7 e +yl" = le =yl +ile+ iyl —ille =yl . (13)

Proposition 1.1.1 Un espace préhilbertien X est un espace vectoriel normé
avec la norme ||z|| = \/{(x,z) induit par le produit scalaire.
Preuve. Le seul axiome non evident & démontrer est 1’ inégalité tringulaire.

On a
Iz + yl* = (@ + g2+ y) = lz)*+ (2, 9) [+ [y, D) [+ g1 = N2l +lyl*+2 (2, 9) ;
de I’ inégalité de Schwarz, on déduit que :

lz+ylI* < lll® + [lyll® + 2|2l - 1yl

2
Iz + 11" < (Il + Iyl
= llz +yll < ll=ll + vl

[ ]

Définition 1.1.4 Un espace préhilbertien muni de la norme induite par le
produit scalaire est dit un espace de Hilbert.

Exemple 1.1.1

1. L’espace euclidien
Ck = {.Z' = (ZCl, ,xk),:cl € (C,Z = 1,2, ...,k},

muni du produit scalaire

<I7 y> = Zf:l ‘T%@iv

est un espace de Hilbert ;

2. L’espace
00 2
I = {ff = (z)52; € C, 370 |z4]” < OO} ,

muni du produit scalaire
est un espace de Hilbert.

Définition 1.1.5 Si g,h € H, on dit que g et h sont orthogonauz, et on
éerit gLh si (g,h) = 0. Si M est une partie de H, l’orthogonal de M est
définit par :

M*+={heH tq Vge€H, hlgy={he€H tq VgeH, (g,h)=0}.



1.1.3 Convergence

Définition 1.1.6 On considére une suite {x,} _n d’ un espace normé X. On

dit que :

neN

1. {xn},en fortement convergente vers v € X si ||z, — x| — 0 lorsque
n — oo;

2. De Cauchy si ||z, — x| — 0 lorsque n,m — .

Définition 1.1.7 Un espace normé X est dit complet si toute suite de cauchy
dans X est convergente.

Définition 1.1.8 Dans un espace préhilbertien X, une suite {xy}, . est dit
faiblement convergente vers x siVy € X (xn,y) — (z,y) = 0 lorsque n — 0.

1.2 Opérateurs linéaires sur espace de Hilbert

Définition 1.2.1 Une application T : H — H; H est un espace de Hilbert,
est dit opérateur linéaire si et seulement si T satisfait les deux conditions
sutvantes :

(i) Additivité :
Tx+y) =Tzx+Ty Va,y € H;
(ii) Homogénité :

T(\z)=X-Tx Vee H, XeC.
Notations :
e On note d’abitude les opérateurs par T, R, S, A, U, ...

o Pour alléger les écritures, [image d’un vecteur x € H par l'opérateur T sera
généralement notée T'x.

o [y : " opérateur identité dans H ;

Igy-H — H
x — Igr==x.

o Oy : I” opérateur nul dans H ;

Og: H — H
T — Ogz =0.

e On notera kerT' le noyau de l’opérateur T"; i.e.
ker(T) ={zx € H; Tx =0}

et aussi noté parfois N(T).



o Im(T) désignera l'image de H par T. On le notera aussi T(H) ; i.e.
Im(T)={Tx; z€ H}

et aussi noté parfois R(T).
Définition 1.2.2 Soient T et S deux opérateurs linéaire. On dit que T et S
sont égaux si et seulement st Tz = Sz for all x € H on note alors, T'=S.
Ezxemple 1.2.1

1. Soit H = L*([0,1]) et
T:-H — H
foo= Tf@) = [y@—t)f)dt.
2. L’opérateur de multiplication :

M:H — H
f = Mf(x)==x.f(t) Vzel01].

3. L’ opérateur de Volterra :

v.c(o,1) — C([0,1])
f — V()= [ k(z,t)f(t)dt.

ot k(z,t) est une fonction en x et t (noyau).

4. Soit H est un vecteur dans C>
T:-H — H
U - V:TU:< _Zl)U’
: l 1 4 47
=5 ) mo=(o ) (5) = (%)

Définition 1.2.3 L’ opérateurT définit sur un espace de Hilbert est dit borné
s’ il existe un ¢ > 0 tel que :

1
0
?
3

| Tz|| < c|lx|| Vee H (1.4)

Ezxemple 1.2.2
1. I:C(]0,1]) — C([0,1])

est bien borné car :

|| = |lzf] < c|l=]]; Ve = 1.



2. Soit H = L2([0,1])

T:H — H
f = Tf)= [ (x—t)ft)dt.

T est borné car :

1 1
I = / T@)? de = /

0
g/ol(/0m|x—t|2dt)da:+/01/Ox\f(t)|2 dt dz

11,3 re ) 1 2
:/0 [3/ ) dt] TR

2

dz

/ " — 0 f(0) dt

d’ou

TSI < SIS, i€ I
1 1
S ITA < A (o= 22).

3. L’opérateur de multiplication T défini sur l’espace C([1,2]), alors :

ITf]l = sup |[(Tf)z|

z€[1,2]

= sup |z f(z)l
z€[1,2]

<2|Ifll (c=2) VfeC([1,2])
donc T est borné.

Définition 1.2.4 On dit que un opérateur T est inferieurement borné si :
k>0 ||Tx| > k|| VzeH. (1.5)

Remarque 1.2.1 On dénote par B(H) l’espace des opérateurs linéaires bor-
nés définis sur un espace de Hilbert H.
Définition 1.2.5 On définit la norme de I’ opérateur T € B(H) par :

IT|| =inf{c>0: ||Tz| < cl||z|;Vx € H} (1.6)
Théoréeme 1.2.1 Soit T € B(H) la norme de T est donnée par :

[T = sup {[| 7], 2 € H; ||| = 1}



Preuve. T borné = ||Tz| < ||T|| ||z||, Vz € H. Onposea =sup{||Tz|,z € H;||z| =1},
si:|lz||=1 ||Tx| <||T||; si on passe au supremum :

sup { [Tz, |zl ey = 1} < sup|T]| = [T

D’ ota<|T|.
maintenant montrons que : ||T|| < a
On a :
x x
vo e H 3 |7al = | el 2| = el [ |
x x
el < | el 5| < suw el |
[E4l [Edl
= sup ||Ty||||yH:1 > ||l
D’ ou
|T|| = sup {||Tz|| ,z € H; ||z| = 1}.
n

Théoréme 1.2.2 Soit'T' un opérateur linéaire définit sur un espace de Hilbert
H, Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) T est borné.

(ii) T est continue sur H.

(iii) T est continue sur un point xog € H.

Preuve. (i) = (it) Soit T borné xy vecteur quelquonque dans H x,, une suite
converge vers xo comme :

[T 20 = Taoll = [T (2 — zo) | < T - ll2n — ol

(X — xo) = ({Txp} — Txg)

D’ ou la continuité de T'.

(iit) = (i) Soit T' continu en xy € H

supposons que T est non borné (i.e : ¥Yn € N,3x, # 0 vecteur dans H :
| Tz,| > n||z,||). On posey, = EEE lynll = £ Ory, — 0 alors y, +xo — 2o
mais

T

1T (o + 20) = T(o)]| = | Tgn]l = HT

‘ 1 nleall _

= | Tz, | >

D’ ou
”T(yn + .I()) - T<IO)|| > 1,‘v’yn

D’ ou T n’ est pas continu en xq, d’ ot la contraduction donc T est borné. m
Théoréme 1.2.3 [7] Soit H un espace de Hilbert, et f une forme linéaire
continue sur H. Il existe un vecteur a € H et un seul, tel que :

Ve e H, f(z) = (a,z) .



1.2.1 L’ adjoint d’un opérateur

Théoréeme 1.2.4 Soit T € B(H) ,il existe un unique opérateur T* € B(H),
pour tout x,y € H, on ait

(Tx,y) = (z, T"y) . (1.7)

Preuve. Soit y donné dans H, lapplication v — (Tx,y) est forme linéaire
continue sur H. Par le théoréme (1.2.3), il suit qu’ il existe un unique z € H
tel que, pour tout x € H, on ait(Tx,y) = (x,z). On note z = T™y.

T* est bien défini, et ce de maniére unique, en tant qu’ application de H dans
H car pour y donné, on définit z, limage de y par T*, de fagon unique.
Montrons que T™ est linéaire :

(, T"(ayr + By2)) = (T'w, awp + Py
= (Tw,ay,) + (Tz, Bys) = @ (Tw,y1) + B (T, ys)
=a (x, T ) + Bz, T*ys) = (x,aT*y; + BT )
d’ ou pour tout x € H,
(@, T (o + By2)) = (x, aT y1 + BT ys)
Montrons maintenant que T est borné.

IT*y|* = (T*y, T*y) = (TT"y,y) < ITT*yll Iyl < I TN Tyll Iy
= [Tyl < ||T|| lyl| = T* est borné et de plus

T[] < |77 (1.8)
il suit que T* € B(H). m
Définition 1.2.6 L’ opérateur T™ définit ci-dessus est appelé I’ opérateur ad-

joint de T
Ezxemple 1.2.3 1. L’ adjoint de I’ opérateur identité Iy est I;; = Iy car :

(luv,y) = (&, Iyy)  Vr,yeH

2. Soit C* est {ey, ez} base authonormé
et T = (a;j) est matrice, I’ adjoint de lopérateur T' est T* = (ay;)

o) () e
(ERSIE AR R (H RS )



anxl + ajpxs (7 _ T biiyr + bi2ye
a1 T1 + azrs || Y2 Ty | 7| baryr + baay
a1 T +a1229Y1+a01 1Yo +A20T2T5 = by Y121 +b12+Yax1+bo1 Y12 +bos o
ayn = biy, a1 = bo1, a9 = by et agy = byo.
done [y ] = [77 ]
3. On considére opérateur shift S : 1*(C) — 12(C) défini par :
S(I’l, T, ) = (0, T1,T2, )
Soit (x,) et (y,) dans I*(C) : Alors
<S*xm yn) = <$n: Syn>
= <(x17 X2, )7 (07 Y1, Y2, )>
= TolY1 + XT3Y2 + ...
- <(]I2, X3, )7 (yb Y2, >>
Alors S* est défini par :
S*(l’l, Ta, ) = ([Eg,l’g, )

Théoréme 1.2.5 Soit T,S € B(H) T*,S* leurs adjoints (respectivement),
alors on a les propriétés swvantes :

1. (T**=T.

2. (T +S)* =T + S~

3. (aT)*=aT* VYaeC.
41T = ).

5. (TS)* = S*T*.



Preuve.
1. Soit x,y € H.

(z, (T")y) = (T"z,y) = (y, T*x) = (T'y, x) = (x,Ty) .

d’ou :

(T*)" =T.
2. Soit x,y € H.
(2, (T + 8)y) = (T + S)x,y) = (T'r,y)+(Sz,y) = (z, T"y)+(x, Sy) = (z, (T" + S")y)

d’ou

(T+9S) =T+ 95"
3. Soit x,y € H,a € C.

(aTx,y) = a(Tz,y) = alx, T*y) = (z,aT"y) .

d’ou
(aT)* =aT".
4. En combinant avec (1.8) :
1" < |ITII* (1.9)
= ||T|| < |7

Donc (1.8) et (1.9) = | T*| = ||T||

5. Soit x,y e H

(I'Szx,y) = (Sx, T*y) = (x, S"T™y) .
d’ou

(TS)* = S*T".

n

Corollaire 1.2.1 PourT € B(H) on a :
L|\TT*| = |T*T|| = |IT|I*;
2.T"T'=0&T =0.

10



Preuve.

1.
\T*T|| < | T[T = |IT|*.
|Txz||* = |(Tx, Tx)| = |z, T*Tx)| < ||| |T*T|| ||| < |T*T| ||=||*;
|Tz|| < |77 ||| ;
passon
IT| < |T°T|)*?;
T2 < | 7T

d’ot |T*T| = || . la deuzieme égalité changer T par T*.
2. on montre st T*T =0 alors T'=0
|T*T|| =0« (T"Tx,z) =0 Ve H
& (Tx,Tx)y=0 VereH
STr=0 Vee H
Réciproquement, si T =0 alors TT* =0
T'=0&Tx=0 VeeH
(Tx,Tx) =0 VereH
(I"'Tx,z) =0 VreH
& T = 0.

u
Théoréme 1.2.6 SoitT € B(H); (Tz,x)=0=T=0 VYxre H.

Preuve. Comme
(T(x+y),z+y) =0

on voit que
(Tw,y) + (Ty,z) =0 (z,y € H) (1.10)

On remplace y par iy en (1.10), le rsultat est
—i(Tz,y) +i(Ty,z) =0 (1.11)
Multiplions (1.11) par i et additionne a (1.10) on trouve :

(Tx,y) =0 (1.12)

on pose
y="Tz

11



(1.12) donne || Tz||> = 0, alors
Txr=0, VreH

Donc
T =0.
|
Théoréeme 1.2.7 Soit T € B(H), les assertions suivantes sont equivalents :
(i) T=0;

(ii) (Tz,x) =0 Ve e H;

(iit) (Tv,y) =0 Vz,ye H.

Théoréme 1.2.8 Soit T € B(H), alors on a
1. ker T = (Im(T*))*.
2. Im(T) = (ker(T*))*.

Preuve.
1. Ona

kerT'={x e H Tr=0}={xecH VyeH, (Tz,y) =0}
={zecH VycH (z,T") =0} = (Im(T*))".

2. D’apres le 1., on a

(ker(T%)) " = (Im(T)*")" = Im(T),

d’ou le résultat.

1.2.2  Quelques classes d’ opérateurs

Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est :
* Positive : si et seulement si (T'x,z) >0 Vx € H et on note T > 0.

Exemple 1.2.4 Iy U’ opérateur identité et O : 1’ opérateur nul sont opé-

rateur positive car : st x € H alors
{In, x) = (x,7) = 0;

(O, x) = (0,2) = 0.

* Isométrie : si et seulement si T*T = Iy (opérateur identité).

12



Ezxzemple 1.2.5 L’opérateur de décalage S (ou shift) est un opérateur iso-
métrie, car pour

S(l’l, Ta, ) = (07 T, T2, )

S*(l’l, T, ) == (Ig,l’g, )

On a :
S*S(fﬂl,lﬂz, ) = S*<O,x1,l’2, ) = (.’L‘l,xg, )

Alors, S*S = Iy.
* Unitaire : si et seulement si T*T = TT* = Iy.

Ezemple 1.2.6 Soit H = L*(0,1] définissons un opérateur U sur H par

(O) [z(@)] = 2(1 =1)
(Uz,z) = (z(1 —t),2) = (z,2) = (x,(1 — t) 'z) = (z,U"x)

donc UU* = U*U = Iy d’ou, U est Unitaire.
* Projection :si et seulement si T? =T.
* Projection ortohogonale :si et seulement si T? =T = T*.

Exemple 1.2.7 Soit loperateur T défini par :

T:R3 — R3
('Tlax%x?)) — ($1707x3)

On peut vérifier que
T (w1, 29, 23) = (21,0, 73)

Alors,
T(3317932,373) = T*($1,9527933) = T2(331,£U2,5173) = (5171707333)

donc T est une projection orthogonale.
* Anti-hermitien : si et seulement si T* = —T.
Exemple 1.2.8 Soit H un espace de Hilbert, T est un opérateur tel que :

Te=ix , VYreH, ieC

on a
(T, z) = (iz,z) =i(x,z) = (x;—iz) = (z,T"x)
T'y = —ix = —Tx
d’ouT* = =T, donc T est anti-hermitien.

* Normal : si et seulement si T*T = TT*.
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Exemple 1.2.9

1. La mutiplication T, par une fonction mesurable bornée ¢ est un opéra-
teur normal sur L*([0,1]), car

Ty : L*0,1] — L*[0,1],¢ € C([0,1])

(T 1)(t) = o) f (1)

On a
(T,f,9) = (f,To9),¥f, g € L*([0,1])
(D 1(8), (1) = (F(1), 2Dg(t))
donc
(T*pg)(t) = @(t)g(1)
d’ot
Ty =Tg
Alors,

T:T, = T,T, = T,T, = T,T

Donc T, est un opérateur normal.

2. Soit lopérateur shift

S(ZL‘hl'Q, ) = (O,ZL‘hl'Q, )

pour (xq,T9,...) € L*(C) On a montré précédent que S*S = Iy, et

d’ot

S*(I‘l, T, ) = (lL‘Q, Zs3, )

SS*(Qfl,I 2, ) = S(ZL’Q, xrs, ) = (0,1’2,3 5 )

Alors S*S # SS5*, donc S n’est pas normal.
* Hyponormal : si et seulement si T*T — TT* > 0.

1.2.3 Opérateur auto-adjoint

Définition 1.2.7 Un opérateur T est dit auto-adjoint si T =T, i.e.
(Tz,y) =(z,Ty)  Va,y€ M.

Ezemple 1.2.10 1. Considérons lopérateur T défini sur L*(R) par

(Tz)(t) = e"t‘x(t)

14
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T est un opérateur borné auto-adjoint. En effet

(Az,y) = /_+OO e"”x(t)wdt

[e.9]

+oo
- / (1)l Ty (7)] dt

= (z, Ay) .

2. L’opérateur identité Iy est un opérateur auto-adjoint car :1j; = Iy

(Igw,y) = (z, I;y) Va,y € H.

3. Soit le matrice A de M>(R) tel que A = ( (1) (1) >; d’ot A* = ( (1) é )

On remarque A = A* donc A est auto-adjoint.
Proposition 1.2.1 Soit T € B(H) alors T' est auto-adjoint si et seulement
si le produit scalaire (Tx,x) € R Vx € H.
Preuve. Soit T' est un opérateur auto-adjoint dans B(H) (i.e : T* =T)
si T auto-adjoint alors (Tx,x) € R Vx € H.

(Tx,z) = (x,T*z) = (x,Tzx) = (Tx,x)

= (Tr,x) € R,Vx € H.

Réciproquement, si (Tx,x) € R alors T est auto-adjoint.
soit (Tx,x) € R

(Tx,z) = (Tx,z) = (x,Tx)y = (T"x, x)

Ve e H T* =T. Donc T est auto-adjoint. m

1.2.4 commutateur d’un opérateur

Définition 1.2.8 Soit T € B(H), on dit que {T} est I’ ensemble des commu-
tateur de T ( commutant de T ) si {T} donné par {T} = {S € B(H):TS = ST}.
proprietés :

1. Te{SY &Se{T}.
2. {1y = {{1}'}
Ty = {R cB(H):Re{S},Se {T}’} .

3. {T} est une sous algebre commutative dans B(H).

4. tout polynome en T est appartenant a {T}H.
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Théoréme 1.2.9 SiT € B(H);
(i) T est un opérateur auto-adjoint alors \T' est un aut-oadjoint VA € R;
(ii) T1, Ty sont deuzx opérateurs auto-adjoints alors Ty+Ts est un auto-adjoint ;
(iit) T1, Ty sont deux opérateurs auto-adjoints et Ty - Ty est auto-adjoint si et
seulement si Ty, € {Tp} .
Preuve.
(i) T est un opérateur auto-adjoint alors,
montrons que

()\T)*:)\T YAieR
onaVre H

(NTz,z) = XN(Tx,x) = XN, T*z) = XNz, Tx) = (z, \Tx) .

Donc XT' est un auto-adjoint VA € R.

(ii) Ty, Ty deux opérateurs auto-adjoints alors,
montrons que Ty + Ty est un auto-adjoint.
Alors on :

(M + )z, z) = {x,(Th + T3) ) = (x, (T} + T) x) = (x,(Ty + Tp) x) .

Dou (Ty +Ty) = (Ty + Ty)", donc Ty + Ty est un auto-adjoint.
(iit) Ty - Ty est un auto-adjoint si et seulement si Ty € {Tg}/
alors on a
(Ty - )" =T, - T
Ty -1y =Ty - Ty, car Th, Ty sont deux opérateurs auto-adjoints.
Le resulte est : T, - Ty, =15 - T7.
[ ]
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Chapitre 2

Théorie spectrale des opérateurs

2.1 L’inverse d’un opérateur

Définition 2.1.1 Soit T € B(H) on dit que T est inversible s’ il existe un
opérateur S € B(H), qui vérifie

T.8=8T=1Iy (2.1)

Uidentité sur H. S sera dit Uinverse de T et on note S =T~ 1.
Remarque 2.1.1

1. On peut utiliser Uinversibilité d’ un opérateur T pour résoudre les pro-
blemes : equation od systéme. Soit l’equation : AX = B, ou A et B sont
deux opérateurs donnés et X inconnu, si A est inversible, alors :

Uequation A7'AX = A™'B dow IX = A™'B donc X = A™'B

2. pour résoudre le systéme :

ar+ay = ¢
{b133+52y = (22)

les a; et b; sont donnés et le couple (x,y) est inconnu.

N a; Qs Xz . C1
le systéme (2.2) sera sous la forme ( b b2 ) ( Y > = ( o )

sionposeA:<le Z;),X:(Zj),02<z;>

alors AX = C & si A inversible = X = A~ C.
Exemple 2.1.1
1. L’opérateur Iy est inversible, et I;;* = Iy.
2. Soit h € C[0,1] soit Tj, € B(L*[0,1]) definit par

(Th)(t) = h(t)g(t)
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si f € C[0,1] definit par f(t) =141t alors Ty est inversible.
soit k(t) = o7 alors K € C[0,1] et

t

(TiTrg)(t) = (Tefg)(t) = k() f(t)g(t) = g(t),
pour tout t € [0,1] alors (I} Tf)g =g Vg€ L?[0,1] T, Ty =1 TiT; =

I
alors Ty est inversible Tf_1 =1Tj.

Lemme 2.1.1 Soit T1,Ty € B(H) si Ty et Ty sont inversibles alors
(TVTy) " =Tyt
Lemme 2.1.2 Soit T € B(H) est inversible alors

VeeH |[Ta| > ||T7Y " ).

Preuve. Vx € H on a |zl = |IT7* (T2)|| < ||T7Y |IT]|,
alors Izl
T
oy =17
donc

1777 ]| < (7]

|
Théoréme 2.1.1 Un opérateur T' € B(H) est inversible si et seulement si T*
est inversible, et alors on a

(T =(T7Y)".

Preuve. Si T € B(H)est inversible alors, on a T inversible & T1T =
TT' = Iy,
on passe a l’adjoint

(T 17" = (TT") =1}, = In,

et

(T
d’ou T* € B(H) est inversible et

= (T Y)'T" =1y
(T*)_l _ (Tﬁl)*.

Réciproquement, si T* € B(H) est inversible alors I’ étape précédente montre
que (T*)" =T € B(H) est inversible. ®
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Théoréeme 2.1.2 Si T € B(H) tel que ||T|| < 1, alors Iy — T est inversible,

de plus
(Iy — => 1"

n>0

Preuve. Posons U = Iy —T. On aT = Iy — U. Comme |U|| < 1, la série
S NUN™ converge. Comme

[T < U™, ¥n e N

la série )"~ U™ est absolument convergente. L’espace B(H) étant complet, et
soit la série : V. =Y 2 U™ converge dans B(H).
On montre que

Iy —U)V =V Iy —U)=1Iy (2.3)
on remplace V par Y~ U™ en (2.8), le résultat est :

(Ig—U)V =1y —-U ZU”

on trouve
SroSee (Sr)u-(Sr)r e
n=0 n=0 n=0 n=0

(2.4) donne Y 2 U (I —U) =V (Ig — U), donc T = Iy — U est inversible
et V=T" m

Corollaire 2.1.1 Le groupe GLB(H) des élements inversibles de B(H) est
ouvert.

Preuve. Soit T € GLB(H) et soit n = |||~ . GLB(H) est ouvert :

si |T— S| <n alors S € GLB(H).

soit || T — S| < n alors

[T = )T = 1w = ST < T = SIITI™ < |74 |7 = 1

d’ot Iy — (T — S) T~ est inversible par théoreme 2.1.2.

donc
Iy—(T—8)T ' =1Iy— (Ip— ST ') =5T""

S = ST™'T est inversible par conséquent par Lemme 2.1.1. alors S € B(H).
]

Lemme 2.1.3 Soit T € B(H), si T est infrieurment borné alors son image
Im(T) est fermé.

Preuve. Soit T € B(H) tel que 3k > 0||Tz| > k||z| ;Vz € H.

soit y, € Im(T)  y, = Tx, tel que y, — Yo.

1Ym = ynll = (1T = Twnll = T (@m = zn) | = Fll2m =z
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{yn} est de cauchy = {x,} lest aussi.
{z,} est de cauchy dans un Hilbert donc elle est convergente vers un xo € H
on a

o — Tl = llyo — Tt + T — Tao]| < [T — goll + | Ter — Tz
< Jlym = woll + 171 20 — 20]] = 0ps4oc

donc yo = Txg = yo € Im(T) donc Im(T) est fermé.(Im(T) = Im(T)). m
Théoréme 2.1.83 Soit T € B(H), H est Hilbert, T est inversible si et seule-
ment st

(i) T est inferieurement borné; (i.e. 3a >0 ||Tz| > a||z|| Vre H).

(ii) Im(T) est dense dans H (Im(T) = H) :

Preuve.

On montre que T est inversible = Im(T) = H,

soitye H=3x € H tel que :x =T Yy (i.e.y =Tx), alors H =T = Im(T),
donc Im(T) = H.

On montre que T est inversible = T est inferieurement borné,
Onax=T'"Tr=|z|=|T"'Tz||, VzeH

alors ||z|| < || T7| || Tz|]

doi i 2] < || Tz

=3dk>0 (k= HTLH) |NTx|| > k||z||,Yx € H

Donc T est inferieurement borné.

Réciproquement, si T est inversible a lieu, on a H = Im(T) C Im(T) C H.

Donc Im(T) = Im(T) = H (Im(T) est fermé dans H), ce qui donne le
résultat.

St Txy = Txq, alors

0= |Tzy — Txs| = ||T(z1 — 22)|| > k||x1 — 22| = 21 = 22

Alors : Yy € H, il existe unique x € H : y = Tz, il existe une transforma-
tion :
S:H — H
) - X
Sy = uw.
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lyll =Tz = eflzl >0

1
[yl = cl[Syll = [ISyll < - |
d’ot )
1S] < -
C

et STe =Tex=y Vye H dou, TS =ST =1 donc, T est inversible et son
inverse S. m

2.2 Spectre d’un opérateur

2.2.1 La valeur propre d’ un opérateur

Définition 2.2.1 Soit T € B(H), le nombre complexe X\ est dit valeur propre
de T s’il existe un vecteur x dans H (s’appelle vecteur propre associé a \) tel
que

(T'—MNp)x=0, Tzx=A\. (2.5)
Remarque 2.2.1

1. x n’est pas unique car tout vecteur ax, « € C— {0} verifie (2.5)

T (ax) =aTz = adr = \(ax)
ax est un vecteur propre associé aussi a \.

2. pour un vecteur x # 0 fize : X est unique, en effet :
st A1 # Ao valeur propre associé a x
Tr =Mz, Tx = X x = Mx = N\
Donc, \y = .
Théoréeme 2.2.1 Pour T € B(H),H est un Hilbert si T est auto-adjoint,
alors toutes les valeurs propres de T sont réeles.
Preuve. Soit T auto-adjoint dans B(H)et X\ un valeur propre de T ( i.e.
Tx =Ax,z#0)

Mz, z) = Ox,z) = (To,2) = (2, T*z) = (x,Tz) = (v, \x) = \(z,2).

maist#Z0=>A=A=AcR. m

2.2.2 Resolvante et spectre d’un opérateur

Définition 2.2.2 Soit T € B(H), on dit que A € C appartient a [’ensemble
résolvant de T' si T — Xy est une bijection de H dans H et que (T — My) ™" €
B(H).

L’ensemble résolvant de T est noté p(T). (i.e.)

p(I)={ e C:T - Xy inversible}
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Définition 2.2.3 Soit T € B(H), on appelle spectre de T et on note o(T)
le complémentaire dans C de p(T). le spectre de T est donc ’ensemble des
A € C tels que T — M non inversible, ceci équivalant a définir o(T') comme
lensemble des \ € C tels que T — Ny n’est pas bijective. (i.e.)

o(T)={ e C:T— Xy non inversible};
Remarque 2.2.2
o(T)Up(T)=C

a(T)Np(T)=10

Définition 2.2.4 On appelle spectre ponctuel de T l’ensemble des valeurs
propres de T', noté o,(T') tel que

0,(T)={r € a(T), T—Apy non injectif}.

Remarque 2.2.3 Lorsque H est dimension finie, alors o(T) = o,(T).
Mais si H est dimension infinte, on a o,(T) C o(T).

Ezemple 2.2.1 Soit A € My(R) défini par A = ( 01 )

4 0
On a
det(A—)\IH):‘_Z\ _1>\‘:)\2—4:()\—4)(>\—|—4)
det(A—Ap)=0=>A=4 ou A=-4
Alors,

o(T) = 0p(T) = {4, -4} .

Définition 2.2.5 On appelle spectre continu de T et on note par o.(T), len-
semble

oo(T) = {)\ €o(T), T -y injectif et Im(T —Ny) % Im(T — My) = H} .

Définition 2.2.6 On appelle spectre résiduel de T et on note par o,.(T), len-
semble

o (T) = {)\ co(T), T—My injectif et Im(T — Ny) # H} .

Définition 2.2.7 On appelle spectre approzimatif de T' et on note par oq,(T),
[’ensemble

oup(T) ={N€C, T — Ny n'est pas infrieurement born}.
Remarque 2.2.4 Le spectre o(T) est la réunion disjointe de trois ensembles

o(T)=0,(T)Uo.(T)Uo.(T).
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Exemple 2.2.2

1. Sur lespace H = L*([0,1]), on considére l'opérateur de multiplication
par x

on a ||T|| =1 et donc

o(T)yc{reC, |[N<1}

Si X\ est en dehors de Uintervalle [0, 1], la fonction x — (x — \)~! est
borné sur l'intervalle [0, 1] et Uopérateur T par cette fonction est borné,

c’est linverse de
T — Mpg.Donc
o(T) C [0,1].

D’autre part, la relation Tf — N\f = 0 implique que [ est nulle sauf
éventuellement au point X\, l'opérateur T n’admet donc pas de valeur
propre o,(T) = 0.
Enfin, pour tout A € [0, 1], Uopérateur T'— Xl n’ est pas surjectif, puisque
I” unique solution de l'équation Tf — N\f = 1 est la fonction (x — \)7!
qui n’appartient pas o L*([0,1]).
En conclusion
o(T)=10,1] et o,(T)=0.
2. Considérons dans Uespace 12(C) lopérateur shift définit par :
S:x= (21,09, ..., Tpn,...) — S(x) = (0,21, 29, ..., Tp, ...).

Cet opérateur n’a pas de valeurs propres.

Car Uopérateur S™' est borné, mais il n'est défini dans I*(C) que sur
le sous-espace x1 = 0, c’est-a-dire A = 0 est un point du spectre de cet
opérateur.

3. Soit Iy est un opérateur identité, si p € C alors
o(uln) ={n}.
Si T € C et Iy n’est pas inversible alors T = 0.
o(plyg) ={N € C/ulg — N n'est pas inversible}.
={\eC/(pu— NIy n'est pas inversible}.
= {n-

Définition 2.2.8 On appele application resolvante de T :

R(,T):C — B(H)
A — R\T)= (Mg —T)"

Loopérateur (M — T)~! est appellé la resolvante de T en X .
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Théoréeme 2.2.2 Soit T € B(H), lapplication résolvante de T' :
R\, T) = (Mg —T)"" verifie les proprietés suivantes :
1. YA p € C(A, € p(T))

RAT) = R(pu, T) = (n = )R T)R(u, T) = (n — N)R(u, T)R(A, T).

2. R(.,T) est une application analytique sur p(T).
3. si A€ C:|A > ||T|; alors A € p(T) et RO\, T) =3 0" skt

4. LENT) = (-1)"n!lR"™™(X\,T) VneN, Xep(T).

A"

Preuve.
1.

RO\T) = R(p, T) = (Mpg —T)" = (uly = T)7
=My —T)" Iy — My —T)(pIy —T)7']
=My —=T)" (wly = T) = (Mpg = T)] (ulg = T)~

= (b =NER\T)R(p, T).

2. Soit \g € p(T), D(X, [|R(N,T)|| ) est disque centre Ay et rayanr; 1=
IR\, T)|| ™" alors A € D
Ona:
My —T=1[Ig— (M —ANRX, T)] (Nolyg —T)

Ona :
[0 = NROG T = o — Al RO, T < 1

car | Ao — Al <1

donc d’ aprés Téoréme(2.1.2) Iy — (Ao — N)R(X\o, T') est un inversible.
D’ou Uinversible de (Mg —T') car (Aolg — T') est inversible.

Et on a :

RMNT) =My —=T)" = Noly —T) Iy — (Ao — NR(Xo, T)]
et la série

I = (o = MR, T = (ho = N)"R(No, T)";
n>0
est normalement convergente dans B(H) ( série de Newman),ce qui per-

met de définir opérateur R(\,T') par :
R(AT) = R(X,T)> (Ao = A)"R(Xo, T)"

n>0

= (=1)"(A = X)"R(Xo, 7)™

n>0

d’ou R(.,T) est application analytique sur p(T).
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3. Si|A > ||T]| alors A€ C et A #0

]
Al A
= |I\IT|| < 1 d’aprés théoreme 2.2. Iy — AT est inversible, i.e.et on
a
e —lpyn _ "
(Ig = AT =) (A7) _ZF
n=0 n=0
par conséquent
ROAT) = My —T) " = [\Ig = A7'D)] 7 = A Iy = A7)~
o Tn
=2
n=0
o Z A+l
n=0

4. Par reccurence :
n=1 LN\T)=2L\y-T)"

= —(Mu = T) = =R(\ T’
supposons que c’est vrai jusqu’ a ['ordre k :
dk

R(A,t) = (=DFEIR(N, t)F

dNF
et montre la relation pour k + 1
dk—HR d L

(—1)'%!(]{; + 1My — T)—k—Q

(=) (k + )Ny — T)~*+2
= (=) (k + 1)IR(\, T)"+2

d’ou la relation de sérié.

u
Théoréme 2.2.3 Soit T € B(H) ; l'ensemble p(T) est un ouvert.
Preuve. Soit \y € p(T') alors T — NIy est inversible .

soit A\ € C,0n a :
T—MNMg=T-Xdg— (A=) Iy

= (T = Xolg) [Ig — (A = Xo) B(Ao, T)]
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T — Xl est inversible, T — My est inversible si Iy — (A — Ag) R(Xo, T') lest.
(i-e [[(A = Ao) R(Xo, T)[| < 1)
autrement dit :

A= Xo| < ||R(/\07T)||71

done si Ny € p(T) le disque Sy(Xo) du rayan r = ||R(Xo, T)|| " et de centre A
est continue dans p(T)).

D’ot p(T) est ouvert. m

Corollaire 2.2.1 Soit T € B(H), ’ensemble o(T') est un fermé.

Lemme 2.2.1 Soit T € B(H), X valeur propre de T, alors A € o(T).
Preuve. Soit A valeur propre de T alors Jx # 0 :

Tr=Xt < (T —Mpg)r=0<z €ker(T — Ng) x#0;

< ker(T — Mp) # {0} non injectif.
Donc T — My est non inversible et alors A € o(T). m
Théoréme 2.2.4 SiU € B(H), alors on a :

1. U unitaire alors o(U) = {A € C: || = 1};
2. U auto-adjoint alors o(U) C R.
Preuve.

1. Soit U un opérateur unitaire si et seulment st UU* = U*U = Iy
soit \eo(U); |A=1
soit
v,ye H Uz, Uy) = (z,UUy) = (z,Iny) = (z,y) .

pour

zeH: |Uz|]?=(Uz,Uz) = ||z|
Uz|)* = |||

D’ou U est isometrie .

|UI| = sup{[[Uz[|} =1 alors [|U]| = 1.
Aeo(U); alors: A <1

d’autre part si |A\| < 1 alors

AU < AU < 1.

Car
U] = IU]| = 1.

Donc

My —U=—U(ly — \U")
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car U*U = I alors d’aprés théoreme(2.1.2) Iy — AU est inversible, et
par conséquent N g — U Uest.alors A ¢ o(U) d’ou la contradiction et
donc

NES! 2.7)
de (2.7) et (2.6) on a : |\ = 1.
2. Soit U € B(H) auto-adjoint (U* =U);0(U) CR
i.e. \€a(U) alors \ e R(A=a+if = §=0).
(U — Mg)z||® = (U — Mg)z, (U — Mp)z)
= (U = a)o = ifz, (U = a)z = ifz) = |(U = a)o|*+||Bz|*~i (z, (U — a)a)+iB (U —
OrU*=U alors (U—-a)*=U"—a=U —a.
Donc
(U = My)z|* = (U = a)a|*+BI l* =i {, (U — a)x)+if (z, (U — a)z).
D’o1,
IO = Mp)z|* = (U = a)z|* + 8|z

alors |(U — Mpg)z||> > 8 ||z|* .
Donc
(U = Mp)z| > B ]|

si B # 0 alors U — My est inferieurement borné donc inversible.
alors A ¢ o(U) d’ou la contraduction, donc f=0; alors \ € R o(U) C
R.

Définition 2.2.9 Soit T € B(H), On appelle rayon spectral de T, et on note
r(T), la quantité
r(T) =sup{[A|; A € o(T)}.

Ezemple 2.2.3 Sur l'espace H = L*(|0,1]), on considére l'opérateur de mul-
tiplication par x

on a ||T|| =1 et donc

o(T)c{reC, |N<1}
alors, o(T) = [0,1], donc r(T) = 1.
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Chapitre 3

Spectre étendu

Dans ce chapitre, on définit le spectre étendu d’un opérateur et consacrée a
développer les relations entre le spectre étendu et d’autre spectre. Le spectre
étendu utilise dans but de donner des critéres d’hypercyclicité du méme type
que celui de Godefroy-Shapiro.

3.1 Préliminaires

Définition 3.1.1 Soit H est espace de Hilbert et X un sous-ensemble de H.
Un vecteur T € H s’ appelle cyclique pour tout X si l’ensemble {AT; A€ X}
est dense de H, c-a-d, si {AT; Ae X}=H.

Définition 3.1.2 Soit T € B(X). On rappelle qu’ un opérateur T' est hyper-
cyclique s’ il existe © dans X, tel que Orb(T,z) = {T"x,n € N} est dense
dans X . Le vecteur x sera alors un vecteur hypercyclique pour T.

On remarque qu’ un opéateur T' € B(X) n’ a pas de sous-ensemble invariant
si tout les vecteurs de X sont hypercyclique pour T.

Définition 3.1.3 Soit T € B(X). On dit que un opérateur T' est sypercy-
clique s’ il existe x dans X, tel que {uT"z,n € N,u € C} est dense dans
X.

Définition 3.1.4 Soit T € B(X).

On dit que un opérateur T est Q2-hypercyclique s’ il existe x dans X, tel que
{FY(T)nz,n € N} est dense dans X. Le vecteur x sera dit Q-hypercyclique
pour T

Définition 3.1.5 Soit T € B(H). On appelle de T et on note |T| l'unige
S € B(H) tel que S =TT*, l'est a dire que |T| = VT*T

Théoréme 3.1.1 (Godefroy-Shapiro)

Soit T € B(T'). On définit

H_(T) = span{z; 3N € C; |\| < 1, Tz = Az},

et
H(T) = span{z; 3\ € C; |\| > 1,Tz = Az},
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si H_(T) et H(T) sont denses dans X, T est hyercyclique. On rappelle qu’ un
opérateur T est hyercyclique s’ il existe x dans X tel que Orb(T,xz) = {T"z,n €
N} est dense dans X . le vecteur x sera alors un vecteur hyercyclique pour T.
On remarque qu’ un opérateur T' € B(X) n’a pas de sous-ensemble invariant
st tout les vecteur de X sont hyercyclique pour T'.

Lemme 3.1.1 Soit T € B(X). Les affirmations suivantes sont équvalantes :

1. T est hypercyclique.
2. T a un Gs dense de vecteurs hypercycliques.

3. Pour U,V ouverts non vides de X, il existe n € N tel que T"(U)NV est
non vide.

Preuve. Si x est un vecteur hypercyclique pour T', tous les éléments de [’orbite
de T sont hypercycliques et donc les vecteurs hypercycliques de T' sont denses
dans X . Soient { By}, oy une base d’ouverts de X et he(T) I'ensemble des vec-
teurs hypercycliques deT'. On remarque que

he(T) = N Un T~"(By).

Posons G, = U, T7"(B,,). La continuité de T' nous dit que les G, sont ouverts
et donc, si he(T') est non vide, he(T) est un Gs dense. On a donc (1) < (2).
Pour la suite, la condition (3) est équivalente d Gy, dense, c’est a dire a he(T)
est une intersection dénombrable d’ouverts denses. Donc le Théoréme de Baire
et la condition (3) nous donne (2) et dans, chaque G, doit étre dense et (3)
est vrate. W

Définition 3.1.6 Pour T € B(T), on définit H_(T) et H,(T) comme étant
les espaces vectoriels engendrés par les noyaux Ker(T — M) pour les A de
module respectivement stictement inférieur a 1 et strictement supérieur a 1.
Théoréme 3.1.2 Soit T € B(X). St H.(T) et H_(T) sont denses dans X,
alors T' est hypercyclique.

Soient U V' deuz ouverts non-vide de X, vy un vecteur appartenant a H, (T)N
V' et u_ un vecteur appartenant ¢ H_(T) N U. On peut écrire vy =y ;| ;v
avec Tv; = Av; ot || > 1. On a alors de fagon évidente

.
E QA" U o U
i=1

T”(Z QN U F U)o Uy
i=1

Donc pour n assez grand, T™(>"._ a; \;"v; +u_) € T*(U)(V. Le lemme
précédent nous donne alors le résultat.

29



3.2 Spectre étendu d’un opérateur

Définition 3.2.1 On définit le spectre étendu de T € B(X) par :

EE(T)={\€C;3R € B(X),R+0,TR = ART} .

Si on a Uequation TR = ART', l'opérateur R sera appelé opérateur propre de
T associé a la valeur propre étendue A. On dira aussi que T \-commute avec
R.

On remarquons que le spectre étendu d’un opérateur apparait dans quelques
probléeme de physique mathématique. Pour justifier la terminologie spectrale, on
donne quelques liens entre le spectre étendu d’un opérateur et d’autres spectres.
Le Théoréme de Rosenblum [16] nous donne une relation entre le spectre étendu
d’un opérateur et son spectre :

EE(T)Cc{ e C; o(T)Nna(AT)#0}.

Exemple 3.2.1

1. Soit V est l'opérateur de volterra sur L?[0,1] définit par :
Vf(x) =[5 f(t)dt, alors o(V) = {0}, donc

EE(V) =0, 00].
2. On considére opérateur shift S : 1*(C) — 1>(C) défini par :
S(fﬂl,l'Q, ) = (0,1'17.1'2, )

Donc EE(T) = C.

3.2.1 Relation entre le spectre ponctuel d’un opérateur
et son spectre étendu

La proposition suivante donne un lien entre le spectre étendu et le spectre
ponctuel d’un opérateur.
Lemme 3.2.1 Soit T € B(X). Alors on a

{%;a € 0,(T), B € 0,(T*) — {0}} c EE(T).
On remarque que si T agit sur un espace de dimension finie, ces deux ensembles
sont égauz (voir [5]).

Preuve. Soienta € C, € C—{0} et xg € X —{0} ety € X*—{0} tels que
Txy = azxy et T*y§ = By;. On définit opérateur R sur X par Rx = (z,y3) o,
pour tout x € X. On a alors

TRx = <$, yS>Tx0 = Oé<$, y8>I07
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et « Q Q
—RTx =— =—
p 5 p

Ainsi on obtient TR = GRT et § est bien contenu dans EE(T). m

On voit donc que si 1 est dans le spectre ponctuel de T™, le spectre ponctuel de

T est inclus dans son spectre étendu. Mais ce n’est pas le cas en général. En
effet si on prendT = X ou A € C, on a alors 0,(T) = {\} mais EE(T) = {1}.

(Tx,y5)xo (x, T y5)xo = oz, y5)xo.

3.2.2 Relation entre le spectre approximatif d’un opéra-
teur et son spectre étendu

Voici une relation ente les spectre d’un opération et le spectre d’une extension
de cet opérateur.

Définition 3.2.2 Soit T € B(X). Une extension ()N(,]N’) de (X, T) consiste
en un espace de Banach X dans lequel X est inclus grice d une isométrie i et
un opérateur borné T sur X tel que T oi=10T.

Lemme 3.2.2 Soient T € B(X) et ()N(,]N’) une extension de (X,T). Alors
pour tout A € EE(T),

Ao (T) N o (T) # 0.

Preuve. Si on a TR =ART et Toi=1ioT avec i ingectif, alors on a
ToiR=1ioTR=\RT,

avec 1R # 0. Un théoréme de Rosenblum [16] nous donne alors le résultat. m
Corollaire 3.2.1 Soit T € B(X). Pour tout A € EE(T),on a

Ao (T) Nog,(T) # 0.

3.2.3 Le comportement du spectre d’un opérateur au voi-
singe de 0

S’ il existe un opérateur propre d image dense ou injectif associé d une valeur
propre de module différent de 1, on obtient une sorte de rigidité sur le spectre.
Théoréeme 3.2.1 Soit T € B(X). Si TR = ART avec |\ # 1, o(T) # {0}
et R injectif ou d image dense, alors 0 € o(T') et 0 n'est pas un point isolé de
o(T).

Preuve. On peut supposer qu’ on a TR = ART avec |\| # 1 et R d image
dense. Si T était inversible, R serait nilpotent et donc ne serait pas d image
dense. Donc 0 € o(T). Si 0 est isolé dans o(T), d’aprés [13], X = K(T) &
Ho(T) ou

K(T) ={z € X,3(x)n>0,3c > 0;0 = 29,7, = Tpyy et ||z,|| < "||z]|,¥n € N},
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et
Ho(T) = {z € X,lim — oo||T"z||™ = 0}.

Montrons que R laisse tnvariant ces deux sous-espaces.
Soit x € K(T). Il existe donc une suite (x,)n>o telle que x = xg, Txpi1 = Ty,
et il existe ¢ > 0 tel que pour tout n € N,

[all < c"[l]].

On définit x;, = \""Rx,. On a alors xy = Rz, x), = Tx, ., et il existe une
constante ¢ > 0 telle que ||x}|| < ||Rzx|| pour tout n € N. Donc on trouve
R(K(T)) c K(T). Soit x € Ho(T). Alors pour tout p # 0, Y o pu ™| T"x||
converge. Ainsi pour tout p # 0, -

> uT AN RT |

n>0

converge, ce qui revient a dire que pour tout u # 0, Y oo || T Rz|| convrge,
et Rx est dans Ho(T). On obtient donc R(Hy(T)) C Ho(T). Donc dans X =
K(T)& Ho(T), on puet décomposer T en Ty & T, et R en Ry & Ry. L’équation
TR = ART implique alors que T1 Ry = AR{T} et ToRy = ARyT5.

Mais Ty est inversible et |\ # 1. En utilisant [12], on obtient que R, est
nilpotent et R ne peut pas étre d image dense.

Cela nous donne une contradiction et donc 0 n’ est pas isolé dans o(T). m
On rappelle que T € B(x) est une transformée quasi-affine de S € (BX) s’ il
existe un opérateur R € B(X) injectif et d image dense tel que

TR = RS.

On obtient le corollaire suivant.

Corollaire 3.2.2 Soit T € (BX). Si o(T) # {0} et s’ il existe A\ de module

différent de 1 tel que T est une transformée quasi-affine de XT', alors O est

dans o(T) et 0 n” est pas un point isolé de o(T).

On dit que X est un point de Riesz de o(T) s’il est un point isolé de o(T') et

si l'espace de Riesz associé d \ est de dimension finie.

Corollaire 3.2.3 SoitT € B(H). Si0 est un point de Riesz de o(T), EE(T) =
C.

Preuve. En reprenant les notation du Théoréme(3.2.1), si 0 est isolé dans

o(T) alors dans Ho(T) ® K(T), T peut se décomposer en Ty & Ty. Ho(T)

est un espace de dimension finie. Ainsi, T1 est un opérateur non inversible sur
un espace de dimension finie. D’apres [5], EE(Ty) = C. Cela implique que

FET)=C. =

Théoréeme 3.2.2 Si T € B(X). Supposons qu il existe A € C et R € B(X)

a 1mage dense tels que TR = ART.

1. 5vT a puissances bornées et non-stable alors pour tout n € N, il existe
un élément de o(T) sur le cercle C(0, W)
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2. Sio(T) a un point isolé u, alors pour tout n € N,

% e o(T).

De plus, \ ne peut pas appartenir @ un certain ouvert contenant 1.

Corollaire 3.2.4 soit'T € B(X) d puissances bornées et Cy .. Alors pour tout
A dans FE(T),
Ao (T)NT # (.

Corollaire 3.2.5 Soit T € B(X) d puissances bornées et C, . Soit A €
EE(T). Alors, \o(T) N'T = 0, X\, n‘admet pas d’opérateur prope assoicé a
image dense.

3.2.4 Le comportement du spectre périphérique d’un opé-
rateur

On donne quelques liens entre le comportement du spectre périphérique I' d’un
opérateur et son spectre étendu.

Proposition 3.2.1 Soit T € B(X). Si TR = ART avec |\|=1, A #1, R d

image dense et T d puissances bornées, alors
I'(T) c {1} = T" — Ofortement.
Preuve. Soitx € X ete >0, il eviste y € X tel que
|z — Ry|| <e.
On a alors pour tout n € N,
[T"z[[L = Al = [|T"z — AT"z]]
<||Trx — T el + || T e — NT"x||
< |7 — T[] + 11(F)™ e — ()" 2]

< |77z = T2l + 1((F)" ! = (R)") (@ = Ry)|

HI((Z)™ = ()" Ryll
< T = T[]l + 2sup [T]le + | R(T™ = Tyl

< 1T = Tl + 250 [T + RINT™ — T ]l
Or d’apré le Théoreme de Katznelson-Tzafriri [11], T(T) C {1} implique que
| T —T" | tend vers 0 quand n tend vers linfini. Le dernier terme de l'inéga-
lité précédente tend donc vers 0 quand n tend vers l'infini. Donc T est stable.
n
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Proposition 3.2.2 Soit T € B(X). Si TR = ART avec |[A\| =1, A # 1, R
surjectif et T a puissances bornées, alors I'(T) ne peut pas étre l’'ensemble des
zéros d’une fonction g(z) = > a,z" qui est de synthése spectrale par rapport
a D(T) sauf si T'(T) est invariant par rotation.

Preuve. On suppose que I'(T) est l’ensemble des zéros d’une fonction g(z) =
> anz™ qui est de synthése spectrale par rapport a I'(T). On a d’aprés

lg(T)T™ [ = 0.

D’apres le Théoréeme de [’application ouverte, il existe ¢ > 0 tel que quelque
soit v € X, il existe y € X tel que x = Ry et ||y|| < c||z]]. On a lors

lg()G)"zll =112 am($)™(5)" Ryl
= 1732 anTmTy||

< [|R[lg(T)T™{|c||=]-
En particulier

N5 € {g =0} =T(D).

Cela implique
T
N5 € {g =0} = T(D).
I(T)

Donc on a =~ =T'(T) et I'(T) est invariant par rotation m
Remarque 3.2.1 La proposition précédente montre que st T a un opérateur
propre surjectif associé a une valeur propre étendue de module 1 et différente
de 1, alors le spectre périphérique de T est soit invariant par rotation, soit vide,
soit a un cardinal infini. En effet, si T'(T) est de cardinal fini et non-invariant
par translation, alors la fonction g(z) = I ,er(z — p) est de synthése spectrale

par rapport a I'. Cela contredit la proposition précédente.
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Chapitre 4

Quelques cas ot les solutions de
I’équation T'R = ART' sont des
opérateurs nilpotents

On rappelle le résultat de Lambert.

Théoréeme 4.0.3 Si T € B(X) est inversible, alors tout opérateur propre
associé a une valeur propre étendue de module # 1 est nilpotent. De plus,
EE(T) est inclus dans un anneau.

Voici quelques classes d’opérateurs dont le comportement du spectre étendu est
similaire.

4.1 Opérateurs super-expansifs
Définition 4.1.1 On dit que T € B(X) est super-expansif si pour tout n € N
et tout x, xq,...,x,_1 € X, l’égalité
Tz =xg+Tar+...+T" g,y
implique toujours que
[zl] < llzoll + [Joa]] + -« + [l
Théoréeme 4.1.1 Soit T € B(X) super-expansif. Alors il existe € > 0 tel que
EE(T) c C— D(0,¢).

En particulier, tout opérateur propre associé a une valeur propre étendue de
module strictement plus petit que 1 est nilpotent.
Preuve. On reprend une construction de [2]
La relation d’équivalence : On pose Xg = X
timesZ et en définit (x,t) ~ (y,s) s’il existe m € N tel que s +m et t +m
sont dans N et

Ts+mx — Tter’y.
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On pose X1 = Xo/ ~ et classe contenant (x,t) sera notée [x,t]. Chaque classe
contient un élément (z,t) avec t € N.
Les opérations : On définit pour tout x,y € X,t,s € N et a > 0,

[z, 1] + [y, 8] = [Tz + T'y, s + 1],

alz, t] = oz, t].

Avec ces opérations, X1 devient un espace vectoriel.
La norme : On dfinit pour tout x € X ett € N,

[z, ]| = inf { > llzillin € N, Y o] = [x,t]}.

On vérifie comme dans [2] que c’est une norme. Les opérateurs : On définit
II:2— [z,0],
Uinclusion (injective) de X dans X, et l'operateur inversible sur X,
Slx,t] = [z, t —1].
Ces opérateurs sont bien définis (voir [2]) et
SII = I1IT.

On compléte X1 en un espace de Banach Y .
Supposons qu’on ait TR = ART avec |\| < 1 et R # 0. On définit pour tout
reX etteN

R'[z,t] = [\ Rz, t].

R’ bien défini : Si on a |x,t] = [y, s] pour x,y € X et t,s € N, alors il existe
m € N tel que m +t et m+ s sont dans N et

T e =Ty,

On a donc

RT™ sy = RTm—i—ty = )\"}Jrs Tmts Ry = )\n’},:l*t Tm'HRy,

= T XN Ry = T\ Ry,
= [N Rz, t] = [\ Ry, s].

R’ est donc bien défini.
R’ est linéaire : Soient x, y € X ett,s € N, on vérifie seulement que R'([z,t]+
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ly,s]) = Rz, 1] + R'ly, s] -
R'([x,t] + [y,s]) = R'[T°x+ T'y, s + t]
= [NHMRT x + NTRTy, s + t]
= [N'T*Rx + N*T'Ry, s + t]
= [NRz,t] + [\°Ry, s]
= R'[z,t] + R'[y, ]

R’ est borné : Soit x € X ett € N, si on a

n

2, = 3 o ),

=0

alors on a
n n

Rz, t] = Z R'[x;,i] = Z[/\ini,i].

Ainsi par définition de la norme, on a trouve
[R [z, 1] <32, IN R
< |[R|[|[z, ],

car |\| < 1. R’ est donc bien borné.
A€ EE(S) : On a

SR'[z,t] = SN R,,t] = [N Rx,t — 1]
et

AR'S[z,t] = AR [z,t — 1] = AN R, t — 1] = [\ Rat, t — 1].

Ainsi, SR’ = AR'S et \ est dans spectre étendu de S.

S étant inversible, nous dit que le spectre étendu de S est contenu dans un
anneau. Ainsi, il existe € > 0 tel que EE(T) C C— D(0,¢).

St R n’était pas nilpotent, on aurait TR™ = A\"R™ pour tout n € N avec
R™ # 0 et donc \* € EE(T). Le fait pouvoir prendre |\"| aussi petit qu’on
veut est une contradiction avec le fait que EE(T) C C — D(0,¢). Donc R est
nilpotent. m
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4.2 L’opérateur hypercyclicité, supercyclicité et
(2-hypercyclité
Proposition 4.2.1 Si T est hypercyclique sur X, alors

EE(T) ¢ D(0,r(T)).

Preuve. Supposons que \ soit dans EE(T). Il existe donc un opérateur R
dans X non nul tel que TR = ART. Supposons A\ # 0, cela implique que
1

T = —T"
RT" = T"R.

pour tout n € N. Ainsi, on a

1
R(orb(T,x)) = orb(XT, Rzx).
St on prend pour x un vecteur hypercyclique de T', I’ensemble de gauche de la
derniére égalité est dense dans l'image de R et est donc non-borné. Par contre

. .. T N .
st choisit H <1, c’est a dire

1T < A

Uensemble de droite est alors borné par ||R||||x||. Ainsi, si T est hypercyclique
et si \ € EE(T), |\ < ||T]-

Or d’apres un résultat d’Ansari, T™ est aussi hypercyclique. La premiére partie
de la preuve et les équations T"R = N"RT"™ pour tout n € N nous donnent
IA*| < IT™|| pour tout n € N'. On obtient le rsultat en passant a la limite. ™
Corollaire 4.2.1 SiT est hypercyclique sur X, tout opérateur propre associé
a une valeur propre de module strictement supérieur a 1 est nilpotent.

Proposition 4.2.2 Soit T € B(H) supercyclique tel que o,(T*) = {a}. Alors
tout opérateur propre associé a une valeur propre de module strictement plus
grand que 1 est nilpotent.

Preuve. Soit T' un opérateur supercylique sur H tel que o,(T*) = {a}, et soit

A€ EE(T) et R € B(X) tels que TR = ART. Supposons que |A\| > 1.

Il eziste donc n € N tel que |\"| > % On wva alors montrer que R*" = 0.
Comme 0,(T*) = {a}, T se décompose en T" & alc dans une décomposition
de la form H' & C. De plus, T est supercyclique si et seulement si o # 0 et %
est hypercyclique.

Regardons maintenant ce que nous donne l’équation TR = ART'. On pose dans

H’@F,R”:<§l f;).Onaalors

3
npng _ \n RlT, OCRQ np T’Rl T’RQ
NRPT = \ <R3T, m) et TR_(QRB ).
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On a donca=0 et T Ry = \"R,T".

. . 0 R . .
Supposons que Ry soit nul. R" s’écrit alors ( 2 ) ; mais les équations

Rs 0
T'Ry = N'aRy et \"R3T" = aRs3 nous donnent
Oé/\2nR3R2 = R3R2.

On trouve alors RsRs = 0 et R3" = 0.
Supposons maintenant que Ry # 0, on obtient alors I’équation

T’ T
—Ry = \N"Ry—
« «

avec Ry non-nul et TE/ hypercyclique. D’aprés le théoréme précédent, on a

U
vy < 100

|
Cela nous donne une contradiction avec les hypothéses. Ainsi Ry est nul et
R3n = 0.
A chaque ouvert connexe 2 non vide ayant une fermeture compacte et une
frontiere rectifiable, on peut associer les polyomes de Faber {F¥,n € N} (voir
[1]).0n dit que T € B(X) est Q-hypercyclique s’il existe x tel que { FS{(T)z,n €
N} soit dense dans X. Le vecteur x sera dit Q-hypercyclique pour T. =
Proposition 4.2.3 Soit T € B(X) et A\ € EE(T). Alors quelque soit Q ou-
vert connexe non vide ayant une fermeture compacte et une frontiere rectifiable
tel que

T n’est pas Q-hypercyclique.
Preuve. Si on a l’équation TR = ART ,alors on a
QT Q

E(X)R = RE(T%

pour tout n € N. D’aprés [1], O'(%) C Q implique qu’on a pour tout x € X,
e X" etn €N,

(m*,Ff(%)R@ = (z*, REYT)) — 0.

Supposons qu’on peut choisir x Q2-hypercyclique pour T et prenons € > 0.
Alors, il existe y € X et n € N tel que

£
IF(T)e = yll < 5o
2[|z [l R

et
(@, RE (1)) < .
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On a donc

[(z*, Ry)| < [(a*, R(y — F(T)x))| + |[(a*, REZ(T)x)|
< [lz* IRy — FH(T)x|l + [{z*, REZ(T)x)]
<e.

On trouve finalement |(z*, Ry)| = 0 pour tout y € X et x* € X*. Ainsi on
obtient R = 0 ce qui est tmpossible. T n’est donc pas Q-hypercylique. m
Corollaire 4.2.2 Soit T un opérateur Q2-hypercyclique sur X pour 0 € Q.
Alors EE(T) est borné.

Corollaire 4.2.3 Si T est Q-hypercyclique sur X pour 0 € Q tout opérateur
propre associé a des valeurs propres étendues de module strictement plus grand
que 1 est nilpotent.

4.3 Stabilité

Voici quelques liens entre le comortement des puissances d’un opérateur et son
spectre étendu.

Proposition 4.3.1 Soit T' € C, . Alors toute valeur propre étendue de mo-
dule < 1 n’admet que des opérateurs propres associés nilpotents.

Preuve. Si on a l’équation TR = ART avec |\| < 1, alors on a

TR™ = \"R™T,
pour tout m € N. Si |\| < 1, il existe m € N tel que
AT <1,

ainst T R™x = R™(A"T)"x —n—00 0 pour tout x de X. Mais T € Cy donc
R™ =0 et R est nilpotent. m

On a un résultat analogue pour les classes C' 1 et Cy 1. On regarde maintenant
ce qui se passe si on prend un opérateur a puissances bornées.

Lemme 4.3.1 Soit T € B(X) a puissances bornées. Si on a ’équation TR =
ART avec |A| < 1, alors ona T" Rx — 0 pour tout x € X. En particulier, si R
est a image dense alors T' € Cj .

Preuve. TR = ART implique T"R = \"RT"™ pour tout n € N. On a alors
l’existence d’une constante M > 0 tel que

A "
IS Bzl = I RT"z || < MRl
Donc |[T"Rx| < M| R|||z[||A"] — 0.
Supposons R a image dense. Alors Hy qui est fermé, contient limage de R.

Donc Hy = X et T est stable. m
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Corollaire 4.3.1 Soit T € B(X) a puissances bornées et Cy, . Alors
EE(T) C C\D.

Preuve. Supposons que X soit une valeur propre étendue de T telle que |\ < 1.
D’aprés le lemme précédent, T" Rx — 0 pour tout v € X. Or T € Cy  implique
que R =0 ce qui est une contradiction. =

Remarquons que le spectre étendu d’un shift tronqué d’ordre n ( qui est Cyp)
est C, avec pour tout X\ # 0, un opérateur propre associé Ry(x1,Ta,...,Ty,) =
(%ml, %xQ, . /\%x) qui est inversible.
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Résumeé

Dans ce mémoir e, nous avons intéresse en particulier aux
spectre étendu et quelque applications.

On commenceé par quelques préiminairessur les
opérateurslinéaire bornéset leurspropriétés, notions
initiales et les Théoreme fondamentaux sur lequelle
construire les opérateurs et resolvante de spectred'un
opérateur .

Apreson a étudié le spectre étendu, ainsl larelation
entrele spectre étendu d'un opérateur et son spectre et
nous avonsdonné quelques applications.
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