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Notations

H espace de Hilbert.

X espace de Banach.

⟨., .⟩ produit scalaire.

∥.∥ la norme.

T l’opérateur linéaire.

B(H) l’espace des opérateurs linéaires borné sur espace de Hilbert H.

IH l’opérateur identité.

OH l’opérateur nul.

T ∗ l’opérateur adjoint de l’opérateurT.

T−1 l’inverse d’un opérateur T.

σ(T ) l’ensemble spectrale de T.

ρ(T ) l’ensemble resolvante de T.

σp(T ) l’ensemble spectre ponctuel.

σc(T ) l’ensemble spectre continu.

σr(T ) l’ensemble spectre résiduel.

σap(T ) l’ensemble spectre approximatif.
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R(λ, T ) l’application resolvante de T.

r(T ) rayon spectral de T.

EE(T ) spectre étendu.

Cn,n la continuite de fonction f et fonction derivée f ′, f
′′
, ..., fn.
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Introduction

Dans ce memoire on s’intéresse au spectre étendu et quelques applications. Le
spectre étendu de T ∈ B(H) est :

EE(T ) = {λ ∈ C; ∃R ∈ B(H), R ̸= 0 TR = λRT} .

On remarque que le spectre étendu d’un opérteur apparait dans qulques problème de
physique mathématique. Pour justifier la terminologie spectrale, on donne quelques
liens entre le spectre étendu d’un opérateur et d’autres spectres. On obtient par
exemples les résultats suivants : Soit T ∈ B(X). Alors on a

• α
β
; α ∈ σp(T ), β ∈ σp(T

∗)/{0}} ⊂ EE(T ). Pour tout λ ∈ EE(T ),

λσ(T ) ∩ σap(T ) ̸= ∅.

• Si TR = λRT avec |λ| ̸= 1 σ(T ) ̸= 0 et R injectif ou à image dense, alors
0 ∈ σ(T ) et 0 n’est pas un point isolé deσ(T ).

• Si TR = λRT avec |λ| = 1, λ ̸= 1, R à image dense et T à puissance bornées,
alors

σ(T ) ∩ T ⊂ 1 ⇒ T n −→ 0fortement.

Le Théorème de Rosenblum [16] nous donne une relation entre le spectre
étendu d’un opérateur et son spectre :

EE(T ) ⊂ {λ ∈ C; σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅} .

Le spectre étendu a été utilisé dans plusieurs directions. Ce memoire est
répartit en quatre chpitres. Le premier étant préliminaire sur espace de hilbert,
queques proprietées et les opérateurs linéaires et et définitions les opérateur
linéaires et adjoint et auto-adjoint,et commutateur avec exmples et quelques
classes.
Le deuxième chpitre constitue un théorie spectrale des opérateur, les définitions
et les resultats sur le spectre d’un opérateur et resolvante. Dans le troisième
chapitre qui constitue l’objet de ce mémoire à developper les relations entre le
spectre étendu et d’autres spectres. Le dernier chapitre sera consacrée sur les
application de spectre étendu.
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Chapitre 1

Préliminaire

1.1 Espace de Hilbert

1.1.1 Produit scalaire

Définition 1.1.1 Soit X un C espace vectoriel, s’ il existe un nombre com-
plexe Z = ⟨x, y⟩ pour tout couple de vecteurs x et y dans X.qui verifie les
conditions suivantes :

1. ⟨x, x⟩ ≥ 0 ∀x ∈ X et ⟨x, x⟩ = 0 ⇔ x = 0;

2. ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ∀x, y ∈ X;

3. ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ∀x, y, z ∈ X;

4. ⟨λx, y⟩ = λ ⟨x, y⟩ ∀x, y ∈ X ∀λ ∈ C.
alors ⟨x, y⟩ est dit produit scalaire de x et y ; et on note par ⟨., .⟩ ou ⟨ | ⟩.
Définition 1.1.2 Soit X un C espace vectoriel, s’ il existe un nombre réel
a = ∥x∥, qui verifie les conditions suivantes :

1. ∥x∥ ≥ 0 ∀x ∈ X et ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0;

2. ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ∀x, y ∈ X;

3. ∥λx∥ = |λ| · ∥x∥ ∀x ∈ X,λ ∈ C.
on dit que ∥·∥ est une norme.
– Un tel espace X muni d’ une norme ∥.∥ est dit espace vectoriel normé.
Définition 1.1.3 On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel muni d’
un produit scalaire. On pose ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩.

Nous verrons que cette appliquation définit une norme sur un espace préhil-
bertien X.

1.1.2 Quelques proprietées

• Inégalité de Schwarz : pour tout x, y ∈ X, on a

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥ · ∥y∥ ; (1.1)
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• Loi de parallélogramme : pour tout x, y ∈ X, on a

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2(∥x∥2 + ∥y∥2); (1.2)

• Identité de polarisation : pour tout x, y ∈ X et i ∈ C, on a

⟨x, y⟩ = 1

4

[
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2 + i ∥x+ iy∥2 − i ∥x− iy∥2

]
. (1.3)

Proposition 1.1.1 Un espace préhilbertien X est un espace vectoriel normé
avec la norme ∥x∥ =

√
⟨x, x⟩ induit par le produit scalaire.

Preuve. Le seul axiome non evident à démontrer est l’ inégalité tringulaire.
On a

∥x+ y∥2 = ⟨x+ y, x+ y⟩ = ∥x∥2+|⟨x, y⟩|+|⟨y, x⟩|+∥y∥2 = ∥x∥2+∥y∥2+2 ⟨x, y⟩ ;

de l’ inégalité de Schwarz, on déduit que :

∥x+ y∥2 ≤ ∥x∥2 + ∥y∥2 + 2 ∥x∥ · ∥y∥ ;

∥x+ y∥2 ≤ (∥x∥+ ∥y∥)2;

⇒ ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ .

Définition 1.1.4 Un espace préhilbertien muni de la norme induite par le
produit scalaire est dit un espace de Hilbert.
Exemple 1.1.1

1. L’espace euclidien

Ck = {x = (x1, ..., xk);xi ∈ C, i = 1, 2, ..., k} ,
muni du produit scalaire

⟨x, y⟩ =
∑k

i=1 xiyi,

est un espace de Hilbert ;
2. L’espace

l2 =
{
x = (xj)j; xj ∈ C,

∑∞
j=1 |xj|2 < ∞

}
,

muni du produit scalaire

⟨x, y⟩ =
∑∞

j=1 xjyj

est un espace de Hilbert.
Définition 1.1.5 Si g, h ∈ H, on dit que g et h sont orthogonaux, et on
écrit g⊥h si ⟨g, h⟩ = 0. Si M est une partie de H, l’orthogonal de M est
définit par :

M⊥ = {h ∈ H t.q. ∀g ∈ H, h⊥g} = {h ∈ H t.q. ∀g ∈ H, ⟨g, h⟩ = 0} .
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1.1.3 Convergence

Définition 1.1.6 On considère une suite {xn}n∈N d’ un espace normé X. On
dit que :

1. {xn}n∈N fortement convergente vers x ∈ X si ∥xn − x∥ → 0 lorsque
n → ∞;

2. De Cauchy si ∥xm − xn∥ → 0 lorsque n,m → ∞.

Définition 1.1.7 Un espace normé X est dit complet si toute suite de cauchy
dans X est convergente.
Définition 1.1.8 Dans un espace préhilbertien X, une suite {xn}n∈N est dit
faiblement convergente vers x si ∀y ∈ X ⟨xn, y⟩ − ⟨x, y⟩ → 0 lorsque n → ∞.

1.2 Opérateurs linéaires sur espace de Hilbert
Définition 1.2.1 Une application T : H → H;H est un espace de Hilbert,
est dit opérateur linéaire si et seulement si T satisfait les deux conditions
suivantes :
(i) Additivité :

T (x+ y) = Tx+ Ty ∀x, y ∈ H;
(ii) Homogénité :

T (λx) = λ · Tx ∀x ∈ H, λ ∈ C.
Notations :
• On note d’abitude les opérateurs par T,R, S,A, U, ...

• Pour alléger les écritures, l’image d’un vecteur x ∈ H par l’opérateur T sera
généralement notée Tx.

• IH : l’ opérateur identité dans H ;

IH : H → H
x → IHx = x.

• OH : l’ opérateur nul dans H ;

0H : H → H
x → 0Hx = 0.

• On notera kerT le noyau de l’opérateur T ; i.e.

ker(T ) = {x ∈ H; Tx = 0}

et aussi noté parfois N(T ).
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• Im(T ) désignera l’image de H par T . On le notera aussi T (H) ; i.e.

Im(T ) = {Tx; x ∈ H}

et aussi noté parfois R(T ).
Définition 1.2.2 Soient T et S deux opérateurs linéaire. On dit que T et S
sont égaux si et seulement si Tx = Sx for all x ∈ H on note alors, T = S.
Exemple 1.2.1

1. Soit H = L2([0, 1]) et

T : H → H

f → Tf(x) =
∫ 1

0
(x− t)f(t) dt.

2. L’opérateur de multiplication :

M : H → H
f → Mf(x) = x.f(t) ∀x ∈ [0, 1] .

3. L’ opérateur de Volterra :

V : C([0, 1]) → C([0, 1])
f → V f(x) =

∫ x

0
k(x, t)f(t) dt.

où k(x, t) est une fonction en x et t (noyau).
4. Soit H est un vecteur dans C2

T : H → H

U → V = TU =

(
1 i
0 −1

)
U

;

soit U =

(
i
3

)
, TU =

(
1 i
0 −1

)(
i
3

)
=

(
4i
−3

)
.

Définition 1.2.3 L’ opérateur T définit sur un espace de Hilbert est dit borné
s’ il existe un c > 0 tel que :

∥Tx∥ ≤ c ∥x∥ ∀x ∈ H (1.4)

Exemple 1.2.2

1. I : C([0, 1]) → C([0, 1])
est bien borné car :

∥Ix∥ = ∥x∥ ≤ c ∥x∥ ;∀c ≥ 1.
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2. Soit H = L2([0, 1])

T : H → H

f → Tf(x) =
∫ 1

0
(x− t)f(t)dt.

T est borné car :

∥Tf∥2 =
∫ 1

0

|Tf(x)|2 dx =

∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

0

(x− t)f(t) dt

∣∣∣∣2 dx

≤
∫ 1

0

(

∫ x

0

|x− t|2 dt)dx+

∫ 1

0

∫ x

0

|f(t)|2 dt dx

=

∫ 1

0

[
x3

3

∫ x

0

|f(t)|2 dt

]
dx ≤ 1

3
∥f∥2 ,

d’où
∥Tf∥2 ≤ 1

3
∥f∥2 , ∀f ∈ L2

⇒ ∥Tf∥ ≤ 1√
3
∥f∥ , (c =

1√
3
).

3. L’opérateur de multiplication T défini sur l’espace C([1, 2]), alors :

∥Tf∥ = sup
x∈[1,2]

|(Tf)x|

= sup
x∈[1,2]

|xf(x)|

≤ 2 ∥f∥ (c = 2) ∀f ∈ C([1, 2])

donc T est borné.
Définition 1.2.4 On dit que un opérateur T est inferieurement borné si :

∃k > 0 ∥Tx∥ ≥ k ∥x∥ ∀x ∈ H. (1.5)

Remarque 1.2.1 On dénote par B(H) l’espace des opérateurs linéaires bor-
nés définis sur un espace de Hilbert H.
Définition 1.2.5 On définit la norme de l’ opérateur T ∈ B(H) par :

∥T∥ = inf {c > 0 : ∥Tx∥ ≤ c ∥x∥ ; ∀x ∈ H} (1.6)

Théorème 1.2.1 Soit T ∈ B(H) la norme de T est donnée par :

∥T∥ = sup {∥Tx∥ , x ∈ H; ∥x∥ = 1}
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Preuve. T borné ⇒ ∥Tx∥ ≤ ∥T∥ ∥x∥ , ∀x ∈ H. On pose a = sup {∥Tx∥ , x ∈ H; ∥x∥ = 1} ;
si : ∥x∥ = 1 ∥Tx∥ ≤ ∥T∥ ; si on passe au supremum :

sup
{
∥Tx∥ , ∥x∥x∈H = 1

}
≤ sup ∥T∥ = ∥T∥

D’ où a ≤ ∥T∥ .
maintenant montrons que : ∥T∥ ≤ a
On a :

∀x ∈ H : ∥Tx∥ =

∥∥∥∥T ∥x∥ x

∥x∥

∥∥∥∥ = ∥x∥
∥∥∥∥T x

∥x∥

∥∥∥∥ .
∥Tx∥ ≤

∥∥∥∥T ∥x∥ x

∥x∥

∥∥∥∥ ≤ sup

∥∥∥∥T ∥x∥ x

∥x∥

∥∥∥∥
⇒ sup ∥Ty∥∥y∥=1 ≥ ∥T∥ .

D’ où
∥T∥ = sup {∥Tx∥ , x ∈ H; ∥x∥ = 1} .

Théorème 1.2.2 Soit T un opérateur linéaire définit sur un espace de Hilbert
H, Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) T est borné.
(ii) T est continue sur H.
(iii) T est continue sur un point x0 ∈ H.
Preuve. (i) ⇒ (ii) Soit T borné x0 vecteur quelquonque dans H xn une suite
converge vers x0 comme :

∥Txn − Tx0∥ = ∥T (xn − x0)∥ ≤ ∥T∥ · ∥xn − x0∥

(xn → x0) ⇒ ({Txn} → Tx0)

D’ ou la continuité de T .
(iii) ⇒ (i) Soit T continu en x0 ∈ H
supposons que T est non borné ( i.e : ∀n ∈ N, ∃xn ̸= 0 vecteur dans H :
∥Txn∥ > n ∥xn∥). On pose yn = xn

n∥xn∥ ; ∥yn∥ = 1
n

Or yn → 0 alors yn+x0 → x0

mais

∥T (yn + x0)− T (x0)∥ = ∥Tyn∥ =

∥∥∥∥T xn

n ∥xn∥

∥∥∥∥ =
1

n ∥xn∥
∥Txn∥ >

n ∥xn∥
n ∥xn∥

= 1

D’ où
∥T (yn + x0)− T (x0)∥ > 1, ∀yn

D’ où T n’ est pas continu en x0, d’ où la contraduction donc T est borné.
Théorème 1.2.3 [7] Soit H un espace de Hilbert, et f une forme linéaire
continue sur H. Il existe un vecteur a ∈ H et un seul, tel que :

∀x ∈ H, f(x) = ⟨a, x⟩ .
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1.2.1 L’ adjoint d’un opérateur

Théorème 1.2.4 Soit T ∈ B(H) ,il existe un unique opérateur T ∗ ∈ B(H),
pour tout x, y ∈ H, on ait

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩ . (1.7)

Preuve. Soit y donné dans H, l’application x → ⟨Tx, y⟩ est forme linéaire
continue sur H. Par le théorème (1.2.3), il suit qu’ il existe un unique z ∈ H
tel que, pour tout x ∈ H, on ait⟨Tx, y⟩ = ⟨x, z⟩. On note z = T ∗y.
T ∗ est bien défini, et ce de manière unique, en tant qu’ application de H dans
H car pour y donné, on définit z, l’image de y par T ∗, de façon unique.
Montrons que T ∗ est linéaire :

⟨x, T ∗(αy1 + βy2)⟩ = ⟨Tx, αy1 + βy2⟩

= ⟨Tx, αy1⟩+ ⟨Tx, βy2⟩ = α ⟨Tx, y1⟩+ β ⟨Tx, y2⟩

= α ⟨x, T ∗y1⟩+ β ⟨x, T ∗y2⟩ = ⟨x, αT ∗y1 + βT ∗y2⟩

d’ où pour tout x ∈ H,

⟨x, T ∗(αy1 + βy2)⟩ = ⟨x, αT ∗y1 + βT ∗y2⟩

Montrons maintenant que T ∗ est borné.

∥T ∗y∥2 = ⟨T ∗y, T ∗y⟩ = ⟨TT ∗y, y⟩ ≤ ∥TT ∗y∥ ∥y∥ ≤ ∥T∥ ∥T ∗y∥ ∥y∥

⇒ ∥T ∗y∥ ≤ ∥T∥ ∥y∥ ⇒ T ∗ est borné et de plus

∥T ∗∥ ≤ ∥T∥ (1.8)

il suit que T ∗ ∈ B(H).
Définition 1.2.6 L’ opérateur T ∗ définit ci-dessus est appelé l’ opérateur ad-
joint de T .
Exemple 1.2.3 1. L’ adjoint de l’ opérateur identité IH est I∗H = IH car :

⟨IHx, y⟩ = ⟨x, I∗Hy⟩ ∀x, y ∈ H

.
2. Soit C2 est {e1, e2} base authonormé

et T = (aij) est matrice, l’ adjoint de l’opérateur T est T ∗ = (aji)

soit
(

x1

x2

)
,

(
y1
y2

)
∈ C2.

([
a11 a12
a21 a22

] [
x1

x2

]
,

[
y1
y2

])
=

([
x1

x2

]
,

[
b11 b12
b21 b22

] [
y1
y2

])
8



([
a11x1 + a12x2

a21x1 + a22x2

]
,

[
y1
y2

])
=

([
x1

x2

]
,

[
b11y1 + b12y2
b21y1 + b22y2

])
a11x1y1+a12x2y1+a21x1y2+a22x2y2 = b11y1x1+b12+y2x1+b21y1x2+b22y2x2

a11 = b11, a12 = b21, a21 = b12 et a22 = b22.

donc
[
bij
]
=
[
aji
]
.

3. On considère opérateur shift S : l2(C) → l2(C) défini par :

S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...).

Soit (xn) et (yn) dans l2(C) : Alors

⟨S∗xn, yn⟩ = ⟨xn, Syn⟩

= ⟨(x1, x2, ...), (0, y1, y2, ...)⟩

= x2y1 + x3y2 + ...

= ⟨(x2, x3, ...), (y1, y2, ...)⟩

Alors S∗ est défini par :

S∗(x1, x2, ...) = (x2, x3, ...)

Théorème 1.2.5 Soit T, S ∈ B(H) T ∗, S∗ leurs adjoints (respectivement),
alors on a les propriétés suivantes :

1. (T ∗)∗ = T .
2. (T + S)∗ = T ∗ + S∗.
3. (αT )∗ = αT ∗ ∀α ∈ C.
4. ∥T ∗∥ = ∥T∥.
5. (TS)∗ = S∗T ∗.

9



Preuve.

1. Soit x, y ∈ H.

⟨x, (T ∗)∗y⟩ = ⟨T ∗x, y⟩ = ⟨y, T ∗x⟩ = ⟨Ty, x⟩ = ⟨x, Ty⟩ .

d’où :
(T ∗)∗ = T.

2. Soit x, y ∈ H.

⟨x, (T + S)∗y⟩ = ⟨(T + S)x, y⟩ = ⟨Tx, y⟩+⟨Sx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩+⟨x, S∗y⟩ = ⟨x, (T ∗ + S∗)y⟩

d’où
(T + S)∗ = T ∗ + S∗.

3. Soit x, y ∈ H,α ∈ C.

⟨αTx, y⟩ = α ⟨Tx, y⟩ = α ⟨x, T ∗y⟩ = ⟨x, αT ∗y⟩ .

d’où
(αT )∗ = αT ∗.

4. En combinant avec (1.8) :

∥T ∗∥∗ ≤ ∥T∥∗ (1.9)

⇒ ∥T∥ ≤ ∥T ∗∥ .

Donc (1.8) et (1.9) ⇒ ∥T ∗∥ = ∥T∥

5. Soit x, y ∈ H

⟨TSx, y⟩ = ⟨Sx, T ∗y⟩ = ⟨x, S∗T ∗y⟩ .

d’où
(TS)∗ = S∗T ∗.

Corollaire 1.2.1 Pour T ∈ B(H) on a :
1. ∥TT ∗∥ = ∥T ∗T∥ = ∥T∥2 ;
2. T ∗T = 0 ⇔ T = 0.
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Preuve.
1.

∥T ∗T∥ ≤ ∥T ∗∥ ∥T∥ = ∥T∥2 .

∥Tx∥2 = |⟨Tx, Tx⟩| = |⟨x, T ∗Tx⟩| ≤ ∥x∥ ∥T ∗T∥ ∥x∥ ≤ ∥T ∗T∥ ∥x∥2 ;

∥Tx∥ ≤ ∥T ∗T∥1/2 ∥x∥ ;

passon
∥T∥ ≤ ∥T ∗T∥1/2 ;

∥T∥2 ≤ ∥T ∗T∥ ;

d’où ∥T ∗T∥ = ∥T∥2 . la deuxième égalité changer T par T ∗.

2. on montre si T ∗T = 0 alors T = 0

∥T ∗T∥ = 0 ⇔ ⟨T ∗Tx, x⟩ = 0 ∀x ∈ H

⇔ ⟨Tx, Tx⟩ = 0 ∀x ∈ H

⇔ Tx = 0 ∀x ∈ H

Réciproquement, si T = 0 alors TT ∗ = 0

T = 0 ⇔ Tx = 0 ∀x ∈ H

⟨Tx, Tx⟩ = 0 ∀x ∈ H

⟨T ∗Tx, x⟩ = 0 ∀x ∈ H

⇔ T ∗T = 0.

Théorème 1.2.6 Soit T ∈ B(H); ⟨Tx, x⟩ = 0 ⇒ T ≡ 0 ∀x ∈ H.
Preuve. Comme

⟨T (x+ y), x+ y⟩ = 0

on voit que
⟨Tx, y⟩+ ⟨Ty, x⟩ = 0 (x, y ∈ H) (1.10)

On remplace y par iy en (1.10), le rśultat est

−i ⟨Tx, y⟩+ i ⟨Ty, x⟩ = 0 (1.11)

Multiplions (1.11) par i et additionne à (1.10) on trouve :

⟨Tx, y⟩ = 0 (1.12)

on pose
y = Tx
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(1.12) donne ∥Tx∥2 = 0, alors

Tx = 0, ∀x ∈ H

Donc
T = 0.

Théorème 1.2.7 Soit T ∈ B(H), les assertions suivantes sont equivalents :
(i) T = 0 ;
(ii) ⟨Tx, x⟩ = 0 ∀x ∈ H ;
(iii) ⟨Tx, y⟩ = 0 ∀x, y ∈ H.
Théorème 1.2.8 Soit T ∈ B(H), alors on a

1. kerT = (Im(T ∗))⊥.
2. Im(T ) = (ker(T ∗))⊥.

Preuve.

1. On a

kerT = {x ∈ H Tx = 0} = {x ∈ H ∀y ∈ H, (Tx, y) = 0}

= {x ∈ H ∀y ∈ H, (x, T ∗y) = 0} = (Im(T ∗))⊥.

2. D’après le 1., on a

(ker(T ∗))⊥ = (Im(T )⊥)⊥ = Im(T ),

d’où le résultat.

1.2.2 Quelques classes d’ opérateurs

Soit T un opératreur dans B(H), on dit que T est :
* Positive : si et seulement si ⟨Tx, x⟩ ≥ 0 ∀x ∈ H et on note T > 0.

Exemple 1.2.4 IH l’ opérateur identité et OH : l’ opérateur nul sont opé-
rateur positive car : si x ∈ H alors

⟨IH , x⟩ = ⟨x, x⟩ ≥ 0;

⟨OH , x⟩ = ⟨0, x⟩ = 0.

* Isométrie : si et seulement si T ∗T = IH (opérateur identité).
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Exemple 1.2.5 L’opérateur de décalage S (ou shift) est un opérateur iso-
métrie, car pour

S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...)

S∗(x1, x2, ...) = (x2, x3, ...)

On a :
S∗S(x1, x2, ...) = S∗(0, x1, x2, ...) = (x1, x2, ...)

Alors, S∗S = IH .
* Unitaire : si et seulement si T ∗T = TT ∗ = IH .

Exemple 1.2.6 Soit H = L2 [0, 1] définissons un opérateur U sur H par

(U) [x(t)] = x(1− t)

⟨Ux, x⟩ = ⟨x(1− t), x⟩ = ⟨x, x⟩ =
⟨
x, (1− t)−1x

⟩
= ⟨x, U∗x⟩

donc UU∗ = U∗U = IH d’où, U est Unitaire.
* Projection :si et seulement si T 2 = T .
* Projection ortohogonale :si et seulement si T 2 = T = T ∗.

Exemple 1.2.7 Soit l’operateur Tdéfini par :

T : R3 → R3

(x1, x2, x3) → (x1, 0, x3)

On peut vérifier que
T ∗(x1, x2, x3) = (x1, 0, x3)

Alors,

T (x1, x2, x3) = T ∗(x1, x2, x3) = T 2(x1, x2, x3) = (x1, 0, x3)

donc T est une projection orthogonale.
* Anti-hermitien : si et seulement si T ∗ = −T .

Exemple 1.2.8 Soit H un espace de Hilbert, T est un opérateur tel que :

Tx = ix , ∀x ∈ H, i ∈ C

on a
⟨Tx, x⟩ = ⟨ix, x⟩ = i ⟨x, x⟩ = ⟨x;−ix⟩ = ⟨x, T ∗x⟩

T ∗x = −ix = −Tx

d’où T ∗ = −T , donc T est anti-hermitien.
* Normal : si et seulement si T ∗T = TT ∗.
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Exemple 1.2.9

1. La mutiplication Tφ par une fonction mesurable bornée φ est un opéra-
teur normal sur L2([0, 1]), car

Tφ : L2[0, 1] → L2[0, 1], φ ∈ C([0, 1])

(Tφf)(t) = φ(t)f(t)

On a
⟨Tφf, g⟩ = ⟨f, Tφg⟩ ,∀f, g ∈ L2([0, 1])

⟨φ(t)f(t), g(t)⟩ =
⟨
f(t), φ(t)g(t)

⟩
donc

(T ∗φg)(t) = φ(t)g(t)

d’où
T ∗φ = Tφ

Alors,
T ∗
φTφ = TφTφ = TφTφ = TφT

∗
φ

Donc Tφ est un opérateur normal.
2. Soit l’opérateur shift

S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...)

pour (x1, x2, ...) ∈ L2(C) On a montré précédent que S∗S = IH , et

S∗(x1, x2, ...) = (x2, x3, ...)

d’où
SS∗(x1,x 2, ...) = S(x2, x3, ...) = (0, x2,3 , ...)

Alors S∗S ̸= SS∗, donc S n’est pas normal.
* Hyponormal : si et seulement si T ∗T − TT ∗ ≥ 0.

1.2.3 Opérateur auto-adjoint

Définition 1.2.7 Un opérateur T est dit auto-adjoint si T = T ∗, i.e.

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, Ty⟩ ∀x, y ∈ H. (1.13)

Exemple 1.2.10 1. Considérons l’opérateur T défini sur L2(R) par

(Tx)(t) = e−|t|x(t)
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T est un opérateur borné auto-adjoint. En effet ,

⟨Ax, y⟩ =
∫ +∞

−∞
e−|t|x(t)y(t) dt

=

∫ +∞

−∞
x(t)[e−|t|y(t)] dt

= ⟨x,Ay⟩ .

2. L’opérateur identité IH est un opérateur auto-adjoint car :I∗H = IH

⟨IHx, y⟩ = ⟨x, I∗Hy⟩ ∀x, y ∈ H.

3. Soit le matrice A de M2(R) tel que A =

(
0 1
1 0

)
, d’où A∗ =

(
0 1
1 0

)
On remarque A = A∗ donc A est auto-adjoint.

Proposition 1.2.1 Soit T ∈ B(H) alors T est auto-adjoint si et seulement
si le produit scalaire ⟨Tx, x⟩ ∈ R ∀x ∈ H.
Preuve. Soit T est un opérateur auto-adjoint dans B(H) (i.e : T ∗ = T )
si T auto-adjoint alors ⟨Tx, x⟩ ∈ R ∀x ∈ H.

⟨Tx, x⟩ = ⟨x, T ∗x⟩ = ⟨x, Tx⟩ = ⟨Tx, x⟩

⇒ ⟨Tx, x⟩ ∈ R, ∀x ∈ H.

Réciproquement, si ⟨Tx, x⟩ ∈ R alors T est auto-adjoint.
soit ⟨Tx, x⟩ ∈ R

⟨Tx, x⟩ = ⟨Tx, x⟩ = ⟨x, Tx⟩ = ⟨T ∗x, x⟩

∀x ∈ H T ∗ = T. Donc T est auto-adjoint.

1.2.4 commutateur d’un opérateur

Définition 1.2.8 Soit T ∈ B(H), on dit que {T}
′
est l’ ensemble des commu-

tateur de T ( commutant de T ) si {T}
′
donné par {T}

′
= {S ∈ B(H) : TS = ST} .

proprietés :

1. T ∈ {S}
′
⇔ S ∈ {T}

′
.

2. {T}
′′
=
{
{T}

′
}′

;

{T}
′′
=
{
R ∈ B(H) : R ∈ {S}

′
, S ∈ {T}

′
}
.

3. {T}
′′

est une sous algèbre commutative dans B(H).

4. tout polynome en T est appartenant a {T}
′′
.
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Théorème 1.2.9 Si T ∈ B(H);
(i) T est un opérateur auto-adjoint alors λT est un aut-oadjoint ∀λ ∈ R;
(ii) T1, T2 sont deux opérateurs auto-adjoints alors T1+T2 est un auto-adjoint ;
(iii) T1, T2 sont deux opérateurs auto-adjoints et T1 · T2 est auto-adjoint si et

seulement si T1 ∈ {T2}
′
.

Preuve.
(i) T est un opérateur auto-adjoint alors,

montrons que
(λT )∗ = λT ∀λ ∈ R

on a ∀x ∈ H

⟨λTx, x⟩ = λ ⟨Tx, x⟩ = λ ⟨x, T ∗x⟩ = λ ⟨x, Tx⟩ = ⟨x, λTx⟩ .

Donc λT est un auto-adjoint ∀λ ∈ R.
(ii) T1, T2 deux opérateurs auto-adjoints alors,

montrons que T1 + T2 est un auto-adjoint.
Alors on :

⟨(T1 + T2)x, x⟩ = ⟨x, (T1 + T2)
∗ x⟩ = ⟨x, (T ∗

1 + T ∗
2 )x⟩ = ⟨x, (T1 + T2) x⟩ .

D’où (T1 + T2) = (T1 + T2)
∗, donc T1 + T2 est un auto-adjoint.

(iii) T1 · T2 est un auto-adjoint si et seulement si T1 ∈ {T2}
′

alors on a
(T1 · T2)

∗ = T1 · T2

T ∗
2 · T ∗

1 = T2 · T1, car T1, T2 sont deux opérateurs auto-adjoints.
Le resulte est : T1 · T2 = T2 · T1.
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Chapitre 2

Théorie spectrale des opérateurs

2.1 L’inverse d’un opérateur
Définition 2.1.1 Soit T ∈ B(H) on dit que T est inversible s’ il existe un
opérateur S ∈ B(H), qui vérifie

T.S = S.T = IH (2.1)

l’identité sur H. S sera dit l’inverse de T et on note S = T−1.
Remarque 2.1.1

1. On peut utiliser l’inversibilité d’ un opérateur T pour résoudre les pro-
blèmes : equation oû système. Soit l’equation : AX = B, où A et B sont
deux opérateurs donnés et X inconnu, si A est inversible, alors :
l’equation A−1AX = A−1B d’où IX = A−1B donc X = A−1B

2. pour résoudre le système :{
a1x+ a2y = c1
b1x+ b2y = c2

(2.2)

les ai et bi sont donnés et le couple (x, y) est inconnu.

le système (2.2) sera sous la forme
(

a1 a2
b1 b2

)(
x
y

)
=

(
c1
c2

)
si on pose A =

(
a1 a2
b1 b2

)
, X =

(
x
y

)
, C =

(
c1
c2

)
alors AX = C ⇔ si A inversible ⇒ X = A−1 · C.

Exemple 2.1.1

1. L’opérateur IH est inversible, et I−1
H = IH .

2. Soit h ∈ C [0, 1] soit Th ∈ B(L2 [0, 1]) definit par

(Th)(t) = h(t)g(t)
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si f ∈ C [0, 1] definit par f(t) = 1 + t alors Tf est inversible.
soit k(t) = 1

1+t
alors K ∈ C [0, 1] et

(TkTfg)(t) = (Tkfg)(t) = k(t)f(t)g(t) = g(t),

pour tout t ∈ [0, 1] alors (TkTf )g = g ∀g ∈ L2 [0, 1] TkTf = I TfTk =
I
alors Tf est inversible T−1

f = Tk.
Lemme 2.1.1 Soit T1, T2 ∈ B(H) si T1 et T2 sont inversibles alors

(T1T2)
−1 = T−1

2 T−1
1 .

Lemme 2.1.2 Soit T ∈ B(H) est inversible alors

∀x ∈ H ∥Tx∥ ≥
∥∥T−1

∥∥−1 ∥x∥ .

Preuve. ∀x ∈ H on a ∥x∥ = ∥T−1 (Tx)∥ ≤ ∥T−1∥ ∥Tx∥ ,
alors

∥x∥
∥T−1∥

≤ ∥Tx∥

donc ∥∥T−1
∥∥−1 ∥x∥ ≤ ∥Tx∥ .

Théorème 2.1.1 Un opérateur T ∈ B(H) est inversible si et seulement si T ∗

est inversible, et alors on a

(T ∗)−1 =
(
T−1

)∗
.

Preuve. Si T ∈ B(H)est inversible alors, on a T inversible ⇔ T−1T =
TT−1 = IH ,
on passe à l’adjoint (

T−1
)∗

T ∗ =
(
TT−1

)∗
= I∗H = IH ,

et
T ∗ (T−1

)∗
=
(
T−1

)∗
T ∗ = IH

d’où T ∗ ∈ B(H) est inversible et

(T ∗)−1 =
(
T−1

)∗
.

Réciproquement, si T ∗ ∈ B(H) est inversible alors l’ étape précédente montre
que (T ∗)∗ = T ∈ B(H) est inversible.
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Théorème 2.1.2 Si T ∈ B(H) tel que ∥T∥ < 1, alors IH − T est inversible,
de plus

(IH − T )−1 =
∑
n≥0

T n.

Preuve. Posons U = IH − T. On a T = IH − U. Comme ∥U∥ < 1, la série∑∞
n=0 ∥U∥n converge. Comme

∥Un∥ ≤ ∥Un∥ ,∀n ∈ N

la série
∑∞

n=0 U
n est absolument convergente. L’espace B(H) étant complet, et

soit la série : V =
∑∞

n=0 U
n converge dans B(H).

On montre que
(IH − U)V = V (IH − U) = IH (2.3)

on remplace V par
∑∞

n=0 U
n en (2.3), le résultat est :

(IH − U)V = (IH − U)
∞∑
n=0

Un

on trouve

=
∞∑
n=0

Un −
∞∑
n=0

Un+1 =

(
∞∑
n=0

Un

)
IH −

(
∞∑
n=0

Un

)
U (2.4)

(2.4) donne
∑∞

n=0 U
n (IH − U) = V (IH − U), donc T = IH −U est inversible

et V = T−1.
Corollaire 2.1.1 Le groupe GLB(H) des élèments inversibles de B(H) est
ouvert.
Preuve. Soit T ∈ GLB(H) et soit η = ∥T−1∥−1

. GLB(H) est ouvert :
si ∥T − S∥ < η alors S ∈ GLB(H).
soit ∥T − S∥ < η alors∥∥(T − S)T−1

∥∥ =
∥∥IH − ST−1

∥∥ ≤ ∥T − S∥ ∥T∥−1 <
∥∥T−1

∥∥−1 ∥∥T−1
∥∥ = 1.

d’où IH − (T − S)T−1 est inversible par théorème 2.1.2.
donc

IH − (T − S)T−1 = IH −
(
IH − ST−1

)
= ST−1.

S = ST−1T est inversible par conséquent par Lemme 2.1.1. alors S ∈ B(H).

Lemme 2.1.3 Soit T ∈ B(H), si T est infrieurment borné alors son image
Im(T ) est fermé.
Preuve. Soit T ∈ B(H) tel que ∃k > 0 ∥Tx∥ ≥ k ∥x∥ ;∀x ∈ H.
soit yn ∈ Im(T ) yn = Txn tel que yn → y0.

∥ym − yn∥ = ∥Txm − Txn∥ = ∥T (xm − xn)∥ ≥ k ∥xm − xn∥ .
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{yn} est de cauchy ⇒ {xn} l’est aussi.
{xn} est de cauchy dans un Hilbert donc elle est convergente vers un x0 ∈ H
on a

∥y0 − Tx0∥ = ∥y0 − Txn + Txn − Tx0∥ ≤ ∥Txn − y0∥+ ∥Txn − Tx0∥
≤ ∥yn − y0∥+ ∥T∥ ∥xn − x0∥ → 0n→+∞

donc y0 = Tx0 ⇒ y0 ∈ Im(T ) donc Im(T ) est fermé.(Im(T ) = Im(T )).
Théorème 2.1.3 Soit T ∈ B(H), H est Hilbert, T est inversible si et seule-
ment si
(i) T est inferieurement borné ; (i.e. ∃α > 0 ∥Tx∥ ≥ α ∥x∥ ∀x ∈ H).
(ii) Im(T ) est dense dans H

(
Im(T ) = H

)
.

Preuve.
On montre que T est inversible ⇒ Im(T ) = H,

soit y ∈ H ⇒ ∃x ∈ H tel que : x = T−1y (i.e. y = Tx), alors H = T = Im(T ),

donc Im(T ) = H.

On montre que T est inversible ⇒ T est inferieurement borné,

On a x = T−1Tx ⇒ ∥x∥ = ∥T−1Tx∥ , ∀x ∈ H

alors ∥x∥ ≤ ∥T−1∥ ∥Tx∥

d’où 1
∥T−1∥ ∥x∥ ≤ ∥Tx∥

⇒ ∃k > 0 (k = 1
∥T−1∥) : ∥Tx∥ ≥ k ∥x∥ , ∀x ∈ H

Donc T est inferieurement borné.

Réciproquement, si T est inversible a lieu, on a H = Im(T ) ⊂ Im(T ) ⊂ H.

Donc Im(T ) = Im(T ) = H (Im(T ) est fermé dans H), ce qui donne le
résultat.

Si Tx1 = Tx2, alors

0 = ∥Tx1 − Tx2∥ = ∥T (x1 − x2)∥ ≥ k ∥x1 − x2∥ ⇒ x1 = x2

Alors : ∀y ∈ H, il existe unique x ∈ H : y = Tx, il existe une transforma-
tion :

S : H → H
y → x;
Sy = x.
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∥y∥ = ∥Tx∥ ≥ c ∥x∥ > 0

∥y∥ ≥ c ∥Sy∥ ⇒ ∥Sy∥ ≤ 1

c
∥y∥

d’où
∥S∥ ≤ 1

c
et STx = Tx = y ∀y ∈ H d’où, TS = ST = I donc, T est inversible et son
inverse S.

2.2 Spectre d’un opérateur

2.2.1 La valeur propre d’ un opérateur

Définition 2.2.1 Soit T ∈ B(H), le nombre complexe λ est dit valeur propre
de T s’il existe un vecteur x dans H (s’appelle vecteur propre associé à λ) tel
que

(T − λIH)x = 0, Tx = λx. (2.5)

Remarque 2.2.1
1. x n’est pas unique car tout vecteur αx, α ∈ C− {0} verifie (2.5)

T (αx) = αTx = αλx = λ (αx)

αx est un vecteur propre associé aussi à λ.
2. pour un vecteur x ̸= 0 fixe : λ est unique, en effet :

si λ1 ̸= λ2 valeur propre associé à x
Tx = λ1x, Tx = λ2x ⇒ λ1x = λ2x
Donc, λ1 = λ2.

Théorème 2.2.1 Pour T ∈ B(H), H est un Hilbert si T est auto-adjoint,
alors toutes les valeurs propres de T sont réeles.
Preuve. Soit T auto-adjoint dans B(H)et λ un valeur propre de T ( i.e.
Tx = λx, x ̸= 0)

λ ⟨x, x⟩ = ⟨λx, x⟩ = ⟨Tx, x⟩ = ⟨x, T ∗x⟩ = ⟨x, Tx⟩ = ⟨x, λx⟩ = λ ⟨x, x⟩ .

mais x ̸= 0 ⇒ λ = λ ⇒ λ ∈ R.

2.2.2 Resolvante et spectre d’un opérateur

Définition 2.2.2 Soit T ∈ B(H), on dit que λ ∈ C appartient à l’ensemble
résolvant de T si T −λIH est une bijection de H dans H et que (T − λIH)

−1 ∈
B(H).
L’ensemble résolvant de T est noté ρ(T ). (i.e.)

ρ(T ) = {λ ∈ C : T − λIH inversible}
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Définition 2.2.3 Soit T ∈ B(H), on appelle spectre de T et on note σ(T )
le complémentaire dans C de ρ(T ). le spectre de T est donc l’ensemble des
λ ∈ C tels que T − λIH non inversible, ceci équivalant à définir σ(T ) comme
l’ensemble des λ ∈ C tels que T − λIH n’est pas bijective. (i.e.)

σ(T ) = {λ ∈ C : T − λIH non inversible} ;

Remarque 2.2.2

σ(T ) ∪ ρ(T ) = C

σ(T ) ∩ ρ(T ) = ∅

Définition 2.2.4 On appelle spectre ponctuel de T l’ensemble des valeurs
propres de T , noté σp(T ) tel que

σp(T ) = {λ ∈ σ(T ), T − λIH non injectif} .

Remarque 2.2.3 Lorsque H est dimension finie, alors σ(T ) = σp(T ).
Mais si H est dimension infinie, on a σp(T ) ⊂ σ(T ).

Exemple 2.2.1 Soit A ∈ M2(R) défini par A =

(
0 1
4 0

)
On a

det(A− λIH) =

∣∣∣∣ −λ 1
4 −λ

∣∣∣∣ = λ2 − 4 = (λ− 4)(λ+ 4)

det(A− λIH) = 0 ⇒ λ = 4 ou λ = −4

Alors,
σ(T ) = σp(T ) = {4,−4} .

Définition 2.2.5 On appelle spectre continu de T et on note par σc(T ), l’en-
semble

σc(T ) =
{
λ ∈ σ(T ), T − λIH injectif et Im(T − λIH) ̸= Im(T − λIH) = H

}
.

Définition 2.2.6 On appelle spectre résiduel de T et on note par σr(T ), l’en-
semble

σr(T ) =
{
λ ∈ σ(T ), T − λIH injectif et Im(T − λIH) ̸= H

}
.

Définition 2.2.7 On appelle spectre approximatif de T et on note par σap(T ),
l’ensemble

σap(T ) = {λ ∈ C, T − λIH n′est pas infrieurement born} .

Remarque 2.2.4 Le spectre σ(T ) est la réunion disjointe de trois ensembles

σ(T ) = σp(T ) ∪ σc(T ) ∪ σr(T ).
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Exemple 2.2.2
1. Sur l’espace H = L2([0, 1]), on considère l’opérateur de multiplication

par x

T (f)(x) = xf(x),

on a ∥T∥ = 1 et donc

σ(T ) ⊂ {λ ∈ C, |λ| ≤ 1}
Si λ est en dehors de l’intervalle [0, 1], la fonction x 7−→ (x − λ)−1 est
borné sur l’intervalle [0, 1] et l’opérateur T par cette fonction est borné,
c’est l’inverse de
T − λIH .Donc

σ(T ) ⊂ [0, 1].

D’autre part, la relation Tf − λf = 0 implique que f est nulle sauf
éventuellement au point λ, l’opérateur T n’admet donc pas de valeur
propre σp(T ) = ∅.
Enfin, pour tout λ ∈ [0, 1], l’opérateur T−λIH n’ est pas surjectif, puisque
l’ unique solution de l’équation Tf − λf = 1 est la fonction (x − λ)−1

qui n’appartient pas à L2([0, 1]).
En conclusion

σ(T ) = [0, 1] et σp(T ) = ∅.

2. Considérons dans l’espace l2(C) l’opérateur shift définit par :

S : x = (x1, x2, ..., xn, ...) −→ S(x) = (0, x1, x2, ..., xn, ...).

Cet opérateur n’a pas de valeurs propres.
Car l’opérateur S−1 est borné, mais il n’est défini dans l2(C) que sur
le sous-espace x1 = 0, c’est-à-dire λ = 0 est un point du spectre de cet
opérateur.

3. Soit IH est un opérateur identité, si µ ∈ C alors

σ(µIH) = {µ} .

Si τ ∈ C et τIH n’est pas inversible alors τ = 0.

σ(µIH) = {λ ∈ C/µIH − λIH n′est pas inversible} .

= {λ ∈ C/(µ− λ)IH n′est pas inversible} .
= {µ} .

Définition 2.2.8 On appele application resolvante de T :

R(., T ) : C → B(H)
λ → R(λ, T ) = (λIH − T )−1

L’opérateur (λIH − T )−1 est appellé la resolvante de T en λ .
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Théorème 2.2.2 Soit T ∈ B(H), l’application résolvante de T :
R(λ, T ) = (λIH − T )−1 verifie les proprietés suivantes :

1. ∀λ, µ ∈ C(λ, µ ∈ ρ(T ))

R(λ, T )−R(µ, T ) = (µ− λ)R(λ, T )R(µ, T ) = (µ− λ)R(µ, T )R(λ, T ).

2. R(., T ) est une application analytique sur ρ(T ).
3. si λ ∈ C : |λ| > ∥T∥ ; alors λ ∈ ρ(T ) et R(λ, T ) =

∑∞
n=0

Tn

λn+1 .

4. dnR
dλn (λ, T ) = (−1)nn!Rn+1(λ, T ) ∀n ∈ N∗, λ ∈ ρ(T ).

Preuve.
1.

R(λ, T )−R(µ, T ) = (λIH − T )−1 − (µIH − T )−1

= (λIH − T )−1
[
IH − (λIH − T )(µIH − T )−1

]
= (λIH − T )−1 [(µIH − T )− (λIH − T )] (µIH − T )−1

= (µ− λ)R(λ, T )R(µ, T ).

2. Soit λ0 ∈ ρ(T ), D(λ0, ∥R(λ, T )∥−1) est disque centre λ0 et rayan r; r =
∥R(λ, T )∥−1 alors λ ∈ D
On a :

λIH − T = [IH − (λ0 − λ)R(λ0, T )] (λ0IH − T )

Ona :
∥(λ0 − λ)R(λ0, T )∥ = |λ0 − λ| ∥R(λ0, T )∥ < 1

car |λ0 − λ| < r
donc d’ aprés Téorème(2.1.2) IH − (λ0 − λ)R(λ0, T ) est un inversible.
D’où l’inversible de (λIH − T ) car (λ0IH − T ) est inversible.
Et on a :

R(λ, T ) = (λIH − T )−1 = (λ0IH − T )−1 [IH − (λ0 − λ)R(λ0, T )]
−1

et la série

[IH − (λ0 − λ)R(λ0, T )]
−1 =

∑
n≥0

(λ0 − λ)nR(λ0, T )
n;

est normalement convergente dans B(H) ( série de Newman),ce qui per-
met de définir l’opérateur R(λ, T ) par :

R(λ, T ) = R(λ0, T )
∑
n≥0

(λ0 − λ)nR(λ0, T )
n

=
∑
n≥0

(−1)n(λ− λ0)
nR(λ0, T )

n+1

d’où R(., T ) est application analytique sur ρ(T ).
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3. Si |λ| > ∥T∥ alors λ ∈ C et λ ̸= 0

|λ|
|λ|

>
∥T∥
|λ|

⇒ ∥λ−1T∥ < 1 d’aprés théorème 2.2. IH − λ−1T est inversible, i.e.et on
a

(IH − λ−1T )−1 =
∞∑
n=0

(λ−1T )n =
∞∑
n=0

T n

λn

par conséquent

R(λ, T ) = (λIH − T )−1 =
[
λ(IH − λ−1T )

]−1
= λ−1(IH − λ−1T )−1.

= λ−1

∞∑
n=0

T n

λn

=
∞∑
n=0

T n

λn+1
.

4. Par reccurence :
n = 1 dR

dλ
(λ, T ) = d

dλ
(λIH − T )−1

= −(λIH − T )−2 = −R(λ, T )2

supposons que c’est vrai jusqu’ à l’ordre k :

dkR

dλk
(λ, t) = (−1)kk!R(λ, t)k+1

et montre la relation pour k + 1

dk+1R

dλk+1
(λ, t) =

d

dλ

[
(−1)kk!(λIH − T )−k−1

]
= (−1)kk!(k + 1)(λIH − T )−k−2

(−1)k+1(k + 1)!(λIH − T )−(k+2)

= (−1)k+1(k + 1)!R(λ, T )k+2

d’où la relation de sérié.

Théorème 2.2.3 Soit T ∈ B(H) ; l’ensemble ρ(T ) est un ouvert.
Preuve. Soit λ0 ∈ ρ(T ) alors T − λ0IH est inversible .
soit λ ∈ C,On a :

T − λIH = T − λ0IH − (λ− λ0) IH

= (T − λ0IH) [IH − (λ− λ0)R(λ0, T )]
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T − λ0I est inversible, T − λIH est inversible si IH − (λ− λ0)R(λ0, T ) l’est.
(i.e. ∥(λ− λ0)R(λ0, T )∥ < 1)
autrement dit :

|λ− λ0| < ∥R(λ0, T )∥−1

donc si λ0 ∈ ρ(T ) le disque Sr(λ0) du rayan r = ∥R(λ0, T )∥−1 et de centre λ0

est continue dans ρ(T ).
D’où ρ(T ) est ouvert.
Corollaire 2.2.1 Soit T ∈ B(H), l’ensemble σ(T ) est un fermé.
Lemme 2.2.1 Soit T ∈ B(H), λ valeur propre de T , alors λ ∈ σ(T ).
Preuve. Soit λ valeur propre de T alors ∃x ̸= 0 :

Tx = λx ⇔ (T − λIH)x = 0 ⇔ x ∈ ker(T − λIH) x ̸= 0;

⇔ ker(T − λIH) ̸= {0} non injectif.
Donc T − λIH est non inversible et alors λ ∈ σ(T ).
Théorème 2.2.4 Si U ∈ B(H), alors on a :

1. U unitaire alors σ(U) = {λ ∈ C : |λ| = 1} ;
2. U auto-adjoint alors σ(U) ⊂ R.

Preuve.

1. Soit U un opérateur unitaire si et seulment si UU∗ = U∗U = IH
soit λ ∈ σ(U); |λ| = 1
soit

x, y ∈ H ⟨Ux, Uy⟩ = ⟨x, U∗Uy⟩ = ⟨x, IHy⟩ = ⟨x, y⟩ .

pour
x ∈ H : ∥Ux∥2 = ⟨Ux, Ux⟩ = ∥x∥2

∥Ux∥2 = ∥x∥ .

D’où U est isometrie .

∥U∥ = sup {∥Ux∥} = 1 alors ∥U∥ = 1.

λ ∈ σ(U); alors : |λ| ≤ 1

d’autre part si |λ| < 1 alors

∥λU∗∥ ≤ |λ| ∥U∗∥ < 1.

Car
∥U∗∥ = ∥U∥ = 1.

Donc
λIH − U = −U(IH − λU∗)
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car U∗U = I alors d’aprés théorème(2.1.2) IH − λU∗ est inversible, et
par conséquent λIH − U l’est.alors λ /∈ σ(U) d’où la contradiction et
donc

|λ| ≥ 1 (2.7)

de (2.7) et (2.6) on a : |λ| = 1.

2. Soit U ∈ B(H) auto-adjoint (U∗ = U);σ(U) ⊂ R
i.e. λ ∈ σ(U) alors λ ∈ R.(λ = α + iβ ⇒ β = 0).

∥(U − λIH)x∥2 = ⟨(U − λIH)x, (U − λIH)x⟩

= ⟨(U − α)x− iβx, (U − α)x− iβx⟩ = ∥(U − α)x∥2+∥βx∥2−iβ ⟨x, (U − α)x⟩+iβ ⟨(U − α)x, x⟩ .

Or U∗ = U alors (U − α)∗ = U∗ − α = U − α.
Donc

∥(U − λIH)x∥2 = ∥(U − α)x∥2+|β|2 ∥x∥2−iβ ⟨x, (U − α)x⟩+iβ ⟨x, (U − α)x⟩ .

D’où
∥(U − λIH)x∥2 = ∥(U − α)x∥2 + β ∥x∥2

alors ∥(U − λIH)x∥2 > β ∥x∥2 .
Donc

∥(U − λIH)x∥ > β ∥x∥

si β ̸= 0 alors U − λIH est inferieurement borné donc inversible.
alors λ /∈ σ(U) d’où la contraduction, donc β = 0 ; alors λ ∈ R σ(U) ⊂
R.

Définition 2.2.9 Soit T ∈ B(H), On appelle rayon spectral de T , et on note
r(T ), la quantité

r(T ) = sup {|λ| ;λ ∈ σ(T )} .

Exemple 2.2.3 Sur l’espace H = L2([0, 1]), on considère l’opérateur de mul-
tiplication par x

T (f)(x) = xf(x),

on a ∥T∥ = 1 et donc

σ(T ) ⊂ {λ ∈ C, |λ| ≤ 1}

alors, σ(T ) = [0, 1], donc r(T ) = 1.

27



Chapitre 3

Spectre étendu

Dans ce chapitre, on définit le spectre étendu d’un opérateur et consacrée à
développer les relations entre le spectre étendu et d’autre spectre. Le spectre
étendu utilise dans but de donner des critères d’hypercyclicité du même type
que celui de Godefroy-Shapiro.

3.1 Préliminaires
Définition 3.1.1 Soit H est espace de Hilbert et X un sous-ensemble de H.
Un vecteur T ∈ H s’ appelle cyclique pour tout X si l’ensemble {AT ; A ∈ X}
est dense de H, c-à-d, si {AT ; A ∈ X} = H.
Définition 3.1.2 Soit T ∈ B(X). On rappelle qu’ un opérateur T est hyper-
cyclique s’ il existe x dans X, tel que Orb(T, x) = {T nx, n ∈ N} est dense
dans X. Le vecteur x sera alors un vecteur hypercyclique pour T.
On remarque qu’ un opéateur T ∈ B(X) n’ a pas de sous-ensemble invariant
si tout les vecteurs de X sont hypercyclique pour T.
Définition 3.1.3 Soit T ∈ B(X). On dit que un opérateur T est sypercy-
clique s’ il existe x dans X, tel que {µT nx, n ∈ N, µ ∈ C} est dense dans
X.
Définition 3.1.4 Soit T ∈ B(X).
On dit que un opérateur T est Ω-hypercyclique s’ il existe x dans X, tel que
{FΩ

n (T )nx, n ∈ N} est dense dans X. Le vecteur x sera dit Ω-hypercyclique
pour T .
Définition 3.1.5 Soit T ∈ B(H). On appelle de T et on note |T | l’uniqe
S ∈ B(H) tel que S = TT ∗, l’est à dire que |T | =

√
T ∗T

Théorème 3.1.1 (Godefroy-Shapiro)
Soit T ∈ B(T ). On définit

H−(T ) = span{x;∃λ ∈ C; |λ| < 1, Tx = λx},

et
H+(T ) = span{x;∃λ ∈ C; |λ| > 1, Tx = λx},
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si H−(T ) et H+(T ) sont denses dans X, T est hyercyclique. On rappelle qu’ un
opérateur T est hyercyclique s’ il existe x dans X tel que Orb(T, x) = {T nx, n ∈
N} est dense dans X. le vecteur x sera alors un vecteur hyercyclique pour T .
On remarque qu’ un opérateur T ∈ B(X) n’a pas de sous-ensemble invariant
si tout les vecteur de X sont hyercyclique pour T .
Lemme 3.1.1 Soit T ∈ B(X). Les affirmations suivantes sont équvalantes :

1. T est hypercyclique.
2. T a un Gδ dense de vecteurs hypercycliques.
3. Pour U, V ouverts non vides de X, il existe n ∈ N tel que T n(U)∩V est

non vide.
Preuve. Si x est un vecteur hypercyclique pour T , tous les éléments de l’orbite
de T sont hypercycliques et donc les vecteurs hypercycliques de T sont denses
dans X. Soient {Bn}n∈N une base d’ouverts de X et hc(T ) l’ensemble des vec-
teurs hypercycliques deT . On remarque que

hc(T ) = ∩m ∪n T
−n(Bm).

Posons Gm = ∪nT
−n(Bn). La continuité de T nous dit que les Gm sont ouverts

et donc, si hc(T ) est non vide, hc(T ) est un Gδ dense. On a donc (1) ⇔ (2).
Pour la suite, la condition (3) est équivalente á Gm dense, c’est à dire à hc(T )
est une intersection dénombrable d’ouverts denses. Donc le Théorème de Baire
et la condition (3) nous donne (2) et dans, chaque Gm doit être dense et (3)
est vraie.
Définition 3.1.6 Pour T ∈ B(T ), on définit H−(T ) et H+(T ) comme étant
les espaces vectoriels engendrés par les noyaux Ker(T − λI) pour les λ de
module respectivement stictement inférieur à 1 et strictement supérieur à 1.
Théorème 3.1.2 Soit T ∈ B(X). Si H+(T ) et H−(T ) sont denses dans X,
alors T est hypercyclique.
Soient U V deux ouverts non-vide de X, v+ un vecteur appartenant à H+(T )∩
V et u− un vecteur appartenant à H−(T ) ∩ U . On peut écrire v+ =

∑r
i=1 αivi

avec Tvi = λvi où |λi| > 1. On a alors de façon évidente

r∑
i=1

αiλ
−n
i vi + u− −→n−→∞ u−.

T n(
r∑

i=1

αiλ
−n
i vi + u−) −→n−→∞ v+.

Donc pour n assez grand, T n(
∑r

i=1 αiλ
−n
i vi + u−) ∈ T n(U)

∩
V . Le lemme

précédent nous donne alors le résultat.
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3.2 Spectre étendu d’un opérateur
Définition 3.2.1 On définit le spectre étendu de T ∈ B(X) par :

EE(T ) = {λ ∈ C;∃R ∈ B(X), R ̸= 0, TR = λRT} .

Si on a l’equation TR = λRT , l’opérateur R sera appelé opérateur propre de
T associé à la valeur propre étendue λ. On dira aussi que Tλ-commute avec
R.
On remarquons que le spectre étendu d’un opérateur apparaît dans quelques

problème de physique mathématique. Pour justifier la terminologie spectrale, on
donne quelques liens entre le spectre étendu d’un opérateur et d’autres spectres.
Le Théorème de Rosenblum [16] nous donne une relation entre le spectre étendu
d’un opérateur et son spectre :

EE(T ) ⊂ {λ ∈ C; σ(T ) ∩ σ(λT ) ̸= ∅} .

Exemple 3.2.1

1. Soit V est l’opérateur de volterra sur L2[0, 1] définit par :
V f(x) =

∫ x

0
f(t)dt, alors σ(V ) = {0}, donc

EE(V ) =]0,∞[.

2. On considère opérateur shift S : l2(C) → l2(C) défini par :

S(x1, x2, ...) = (0, x1, x2, ...).

Donc EE(T ) = C.

3.2.1 Relation entre le spectre ponctuel d’un opérateur
et son spectre étendu

La proposition suivante donne un lien entre le spectre étendu et le spectre
ponctuel d’un opérateur.
Lemme 3.2.1 Soit T ∈ B(X). Alors on a{α

β
;α ∈ σp(T ), β ∈ σp(T

∗)− {0}
}
⊂ EE(T ).

On remarque que si T agit sur un espace de dimension finie, ces deux ensembles
sont égaux (voir [5]).
Preuve. Soient α ∈ C, β ∈ C−{0} et x0 ∈ X−{0} et y∗0 ∈ X∗−{0} tels que
Tx0 = αx0 et T ∗y∗0 = βy∗0. On définit l’opérateur R sur X par Rx = ⟨x, y∗0⟩x0,
pour tout x ∈ X. On a alors

TRx = ⟨x, y∗0⟩Tx0 = α⟨x, y∗0⟩x0,
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et
α

β
RTx =

α

β
⟨Tx, y∗0⟩x0 =

α

β
⟨x, T ∗y∗0⟩x0 = α⟨x, y∗0⟩x0.

Ainsi on obtient TR = α
β
RT et α

β
est bien contenu dans EE(T ).

On voit donc que si 1 est dans le spectre ponctuel de T ∗, le spectre ponctuel de
T est inclus dans son spectre étendu. Mais ce n’est pas le cas en général. En
effet si on prend T = λI où λ ∈ C, on a alors σp(T ) = {λ} mais EE(T ) = {1}.

3.2.2 Relation entre le spectre approximatif d’un opéra-
teur et son spectre étendu

Voici une relation ente les spectre d’un opération et le spectre d’une extension
de cet opérateur.
Définition 3.2.2 Soit T ∈ B(X). Une extension (

∼
X,

∼
T ) de (X,T ) consiste

en un espace de Banach
∼
X dans lequel X est inclus grâce á une isométrie i et

un opérateur borné
∼
T sur

∼
X tel que

∼
T ◦ i = i ◦ T .

Lemme 3.2.2 Soient T ∈ B(X) et (
∼
X,

∼
T ) une extension de (X,T ). Alors

pour tout λ ∈ EE(T ),
λσ(T ) ∩ σ(

∼
T ) ̸= ∅.

Preuve. Si on a TR = λRT et
∼
T ◦ i = i ◦ T avec i injectif, alors on a

∼
T ◦ iR = i ◦ TR = λiRT,

avec iR ̸= 0. Un théoréme de Rosenblum [16] nous donne alors le résultat.
Corollaire 3.2.1 Soit T ∈ B(X). Pour tout λ ∈ EE(T ),on a

λσ(T ) ∩ σap(T ) ̸= ∅.

3.2.3 Le comportement du spectre d’un opérateur au voi-
singe de 0

S’ il existe un opérateur propre á image dense ou injectif associé á une valeur
propre de module différent de 1, on obtient une sorte de rigidité sur le spectre.
Théorème 3.2.1 Soit T ∈ B(X). Si TR = λRT avec |λ| ̸= 1, σ(T ) ̸= {0}
et R injectif ou á image dense, alors 0 ∈ σ(T ) et 0 n’est pas un point isolé de
σ(T ).
Preuve. On peut supposer qu’ on a TR = λRT avec |λ| ̸= 1 et R á image
dense. Si T était inversible, R serait nilpotent et donc ne serait pas á image
dense. Donc 0 ∈ σ(T ). Si 0 est isolé dans σ(T ), d’aprés [13], X = K(T ) ⊕
H0(T ) où

K(T ) = {x ∈ X, ∃(xn)n≥0,∃c > 0;x = x0, xn = Txn+1 et ∥xn∥ ≤ cn∥x∥, ∀n ∈ N},
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et
H0(T ) = {x ∈ X, lim

n
→ ∞∥T nx∥1/n = 0}.

Montrons que R laisse invariant ces deux sous-espaces.
Soit x ∈ K(T ). Il existe donc une suite (xn)n≥0 telle que x = x0, Txn+1 = xn

et il existe c > 0 tel que pour tout n ∈ N,

∥xn∥ ≤ cn∥x∥.

On définit x′
n = λ−nRxn. On a alors x′

0 = Rx, x′
n = Tx′

n+1 et il existe une
constante c′ > 0 telle que ∥x′

n∥ ≤ c′∥Rx∥ pour tout n ∈ N. Donc on trouve
R(K(T )) ⊂ K(T ). Soit x ∈ H0(T ). Alors pour tout µ ̸= 0,

∑
n≥0 µ

−n∥T nx∥
converge. Ainsi pour tout µ ̸= 0,∑

n≥0

µ−n|λ|n∥RT nx∥

converge, ce qui revient à dire que pour tout µ ̸= 0,
∑

n≥0 µ
−n∥T nRx∥ convrge,

et Rx est dans H0(T ). On obtient donc R(H0(T )) ⊂ H0(T ). Donc dans X =
K(T )⊕H0(T ), on puet décomposer T en T1⊕T2 et R en R1⊕R2. L’équation
TR = λRT implique alors que T1R1 = λR1T1 et T2R2 = λR2T2.
Mais T1 est inversible et |λ| ̸= 1. En utilisant [12], on obtient que R1 est
nilpotent et R ne peut pas être á image dense.
Cela nous donne une contradiction et donc 0 n’ est pas isolé dans σ(T ).
On rappelle que T ∈ B(x) est une transformée quasi-affine de S ∈ (BX) s’ il
existe un opérateur R ∈ B(X) injectif et á image dense tel que

TR = RS.

On obtient le corollaire suivant.
Corollaire 3.2.2 Soit T ∈ (BX). Si σ(T ) ̸= {0} et s’ il existe λ de module
différent de 1 tel que T est une transformée quasi-affine de λT , alors 0 est
dans σ(T ) et 0 n’ est pas un point isolé de σ(T ).
On dit que λ est un point de Riesz de σ(T ) s’il est un point isolé de σ(T ) et
si l’espace de Riesz associé á λ est de dimension finie.
Corollaire 3.2.3 Soit T ∈ B(H). Si 0 est un point de Riesz de σ(T ), EE(T ) =
C.
Preuve. En reprenant les notation du Théorème(3.2.1), si 0 est isolé dans
σ(T ) alors dans H0(T ) ⊕ K(T ), T peut se décomposer en T1 ⊕ T2. H0(T )
est un espace de dimension finie. Ainsi, T1 est un opérateur non inversible sur
un espace de dimension finie. D’apres [5], EE(T1) = C. Cela implique que
EE(T ) = C.
Théorème 3.2.2 Si T ∈ B(X). Supposons qu ’il existe λ ∈ C et R ∈ B(X)
à image dense tels que TR = λRT .

1. Si T à puissances bornées et non-stable alors pour tout n ∈ N, il existe
un élément de σ(T ) sur le cercle C(0, 1

|λ|n ).
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2. Si σ(T ) a un point isolé µ, alors pour tout n ∈ N,
µ

λn
∈ σ(T ).

De plus, λ ne peut pas appartenir á un certain ouvert contenant 1.
Corollaire 3.2.4 soit T ∈ B(X) á puissances bornées et C1,.. Alors pour tout
λ dans EE(T ),

λσ(T ) ∩ T ̸= ∅.
Corollaire 3.2.5 Soit T ∈ B(X) á puissances bornées et C∗,.. Soit λ ∈
EE(T ). Alors, λσ(T ) ∩ T = ∅, λ, n’admet pas d’opérateur prope assoicé à
image dense.

3.2.4 Le comportement du spectre périphérique d’un opé-
rateur

On donne quelques liens entre le comportement du spectre périphérique Γ d’un
opérateur et son spectre étendu.
Proposition 3.2.1 Soit T ∈ B(X). Si TR = λRT avec |λ| = 1, λ ̸= 1, R á
image dense et T á puissances bornées, alors

Γ(T ) ⊂ {1} ⇒ T n → 0fortement.

Preuve. Soit x ∈ X et ε > 0, il existe y ∈ X tel que

∥x−Ry∥ ≤ ε.

On a alors pour tout n ∈ N,

∥T nx∥|1− λ| = ∥T nx− λT nx∥

≤ ∥T nx− T n+1x∥+ ∥T n+1x− λT nx∥

≤ ∥T nx− T n+1∥∥x∥+ ∥(T
λ
)n+1x− (T

λ
)nx∥

≤ ∥T nx− T n+1∥∥x∥+ ∥((T
λ
)n+1 − (T

λ
)n)(x−Ry)∥

+∥((T
λ
)n+1 − (T

λ
)n)Ry∥

≤ ∥T n − T n+1∥∥x∥+ 2 sup ∥T n∥ε+ ∥R(T n − T n+1)y∥

≤ ∥T n − T n+1∥∥x∥+ 2 sup ∥T n∥ε+ ∥R∥∥T n − T n+1∥∥y∥.
Or d’apré le Théorème de Katznelson-Tzafriri [11], Γ(T ) ⊂ {1} implique que
∥T n−T n+1∥ tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Le dernier terme de l’inéga-
lité précédente tend donc vers 0 quand n tend vers l’infini. Donc T est stable.
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Proposition 3.2.2 Soit T ∈ B(X). Si TR = λRT avec |λ| = 1, λ ̸= 1, R
surjectif et T à puissances bornées, alors Γ(T ) ne peut pas être l’ensemble des
zéros d’une fonction g(z) =

∑
anz

n qui est de synthèse spectrale par rapport
à Γ(T ) sauf si Γ(T ) est invariant par rotation.
Preuve. On suppose que Γ(T ) est l’ensemble des zéros d’une fonction g(z) =∑

anz
n qui est de synthèse spectrale par rapport à Γ(T ). On a d’aprés

∥g(T )T n∥ → 0.

D’après le Théorème de l’application ouverte, il existe c > 0 tel que quelque
soit x ∈ X, il existe y ∈ X tel que x = Ry et ∥y∥ ≤ c∥x∥. On a lors
∥g(T

λ
)(T

λ
)nx∥ = ∥

∑
am(

T
λ
)m(T

λ
)nRy∥

= ∥R
∑

amT
mT ny∥

≤ ∥R∥∥g(T )T n∥c∥x∥.
En particulier

Γ(
T

λ
) ⊂ {g = 0} = Γ(T ).

∥g(T
λ
)
T n

λ
∥ → 0.

Cela implique

Γ(
T

λ
) ⊂ {g = 0} = Γ(T ).

Donc on a Γ(T )
λ

= Γ(T ) et Γ(T ) est invariant par rotation
Remarque 3.2.1 La proposition précédente montre que si T a un opérateur
propre surjectif associé à une valeur propre étendue de module 1 et différente
de 1, alors le spectre périphérique de T est soit invariant par rotation, soit vide,
soit a un cardinal infini. En effet, si Γ(T ) est de cardinal fini et non-invariant
par translation, alors la fonction g(z) = Πµ∈Γ(z − µ) est de synthése spectrale
par rapport à Γ. Cela contredit la proposition précédente.

34



Chapitre 4

Quelques cas où les solutions de
l’équation TR = λRT sont des
opérateurs nilpotents

On rappelle le résultat de Lambert.
Théorème 4.0.3 Si T ∈ B(X) est inversible, alors tout opérateur propre
associé à une valeur propre étendue de module ̸= 1 est nilpotent. De plus,
EE(T ) est inclus dans un anneau.
Voici quelques classes d’opérateurs dont le comportement du spectre étendu est
similaire.

4.1 Opérateurs super-expansifs
Définition 4.1.1 On dit que T ∈ B(X) est super-expansif si pour tout n ∈ N
et tout x, x0, . . . , xn−1 ∈ X, l’égalité

T nx = x0 + Tx1 + . . .+ T n−1xn−1,

implique toujours que

∥x∥ ≤ ∥x0∥+ ∥x1∥+ . . .+ ∥xn−1∥.

Théorème 4.1.1 Soit T ∈ B(X) super-expansif. Alors il existe ε > 0 tel que

EE(T ) ⊂ C−D(0, ε).

En particulier, tout opérateur propre associé à une valeur propre étendue de
module strictement plus petit que 1 est nilpotent.
Preuve. On reprend une construction de [2]
La relation d’équivalence : On pose X0 = X
timesZ et en définit (x, t) ∼ (y, s) s’il existe m ∈ N tel que s + m et t + m
sont dans N et

T s+mx = T t+my.
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On pose X1 = X0/ ∼ et classe contenant (x, t) sera notée [x, t]. Chaque classe
contient un élément (x, t) avec t ∈ N.
Les opérations : On définit pour tout x, y ∈ X, t, s ∈ N et α > 0,

[x, t] + [y, s] = [T sx+ T ty, s+ t],

α[x, t] = [αx, t].

Avec ces opérations, X1 devient un espace vectoriel.
La norme : On df́init pour tout x ∈ X et t ∈ N,

|[x, t]| = inf
{ n∑

i=0

∥xi∥;n ∈ N,
n∑

i=0

[xi, i] = [x, t]
}
.

On vérifie comme dans [2] que c’est une norme. Les opérateurs : On définit

Π : x → [x, 0],

l’inclusion (injective) de X dans X1 et l’operateur inversible sur X1

S[x, t] = [x, t− 1].

Ces opérateurs sont bien définis (voir [2]) et

SΠ = ΠT.

On complète X1 en un espace de Banach Y .
Supposons qu’on ait TR = λRT avec |λ| < 1 et R ̸= 0. On définit pour tout
x ∈ X et t ∈ N

R′[x, t] = [λtRx, t].

R′ bien défini : Si on a [x, t] = [y, s] pour x, y ∈ X et t, s ∈ N, alors il existe
m ∈ N tel que m+ t et m+ s sont dans N et

Tm+sx = Tm+ty.

On a donc

RTm+sx = RTm+ty ⇒ 1
λm+sT

m+sRx = 1
λm+tT

m+tRy,

⇒ Tm+sλtRx = Tm+tλsRy,

⇒ [λtRx, t] = [λsRy, s].

R′ est donc bien défini.
R′ est linéaire : Soient x, y ∈ X et t, s ∈ N, on vérifie seulement que R′([x, t]+
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[y, s]) = R′[x, t] +R′[y, s] :

R′([x, t] + [y, s]) = R′[T sx+ T ty, s+ t]

= [λs+tRT sx+ λs+tRT ty, s+ t]

= [λtT sRx+ λsT tRy, s+ t]

= [λtRx, t] + [λsRy, s]

= R′[x, t] +R′[y, s]

R′ est borné : Soit x ∈ X et t ∈ N, si on a

[x, t] =
n∑

i=0

[xi, i],

alors on a

R′[x, t] =
n∑

i=0

R′[xi, i] =
n∑

i=0

[λiRxi, i].

Ainsi par définition de la norme, on a trouve

|R′[x, t]| ≤
∑n

i=0 ∥λiRxi∥

≤ ∥R∥|[x, t]|,

car |λ| < 1. R′ est donc bien borné.
λ ∈ EE(S) : On a

SR′[x, t] = S[λtRx, t] = [λtRx, t− 1]

et

λR′S[x, t] = λR′[x, t− 1] = λ[λt−1Rx, t− 1] = [λtRxt, t− 1].

Ainsi, SR′ = λR′S et λ est dans spectre étendu de S.
S étant inversible, nous dit que le spectre étendu de S est contenu dans un
anneau. Ainsi, il existe ε > 0 tel que EE(T ) ⊂ C−D(0, ε).
Si R n’était pas nilpotent, on aurait TRn = λnRnT pour tout n ∈ N avec
Rn ̸= 0 et donc λn ∈ EE(T ). Le fait pouvoir prendre |λn| aussi petit qu’on
veut est une contradiction avec le fait que EE(T ) ⊂ C−D(0, ε). Donc R est
nilpotent.
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4.2 L’opérateur hypercyclicité, supercyclicité et
Ω-hypercyclité
Proposition 4.2.1 Si T est hypercyclique sur X, alors

EE(T ) ⊂ D(0, r(T )).

Preuve. Supposons que λ soit dans EE(T ). Il existe donc un opérateur R
dans X non nul tel que TR = λRT . Supposons λ ̸= 0, cela implique que

RT n =
1

λn
T nR,

pour tout n ∈ N. Ainsi, on a

R(orb(T, x)) = orb(
1

λ
T,Rx).

Si on prend pour x un vecteur hypercyclique de T , l’ensemble de gauche de la
dernière égalité est dense dans l’image de R et est donc non-borné. Par contre
si choisit ∥T∥

|λ| ≤ 1, c’est à dire

∥T∥ ≤ |λ, |

l’ensemble de droite est alors borné par ∥R∥∥x∥. Ainsi, si T est hypercyclique
et si λ ∈ EE(T ), |λ| < ∥T∥.
Or d’après un rèsultat d’Ansari, T n est aussi hypercyclique. La première partie
de la preuve et les équations T nR = λnRT n pour tout n ∈ N nous donnent
|λn| < ∥T n∥ pour tout n ∈ N . On obtient le rśultat en passant à la limite.
Corollaire 4.2.1 Si T est hypercyclique sur X, tout opérateur propre associé
à une valeur propre de module strictement supérieur à 1 est nilpotent.

Proposition 4.2.2 Soit T ∈ B(H) supercyclique tel que σp(T
∗) = {α}. Alors

tout opérateur propre associé à une valeur propre de module strictement plus
grand que 1 est nilpotent.
Preuve. Soit T un opérateur supercylique sur H tel que σp(T

∗) = {α}, et soit
λ ∈ EE(T ) et R ∈ B(X) tels que TR = λRT . Supposons que |λ| > 1.
Il existe donc n ∈ N tel que |λn| > ∥T∥

|α| . On va alors montrer que R3n = 0.
Comme σp(T

∗) = {α}, T se décompose en T ′ ⊕ αIC dans une décomposition
de la form H ′ ⊕C. De plus, T est supercyclique si et seulement si α ̸= 0 et T ′

α

est hypercyclique.
Regardons maintenant ce que nous donne l’équation TR = λRT . On pose dans

H ′ ⊕ F, Rn =

(
R1 R2

R3 aI

)
. On a alors

λnRnT = λn

(
R1T

′ αR2

R3T
′ aα

)
et T nR =

(
T ′R1 T ′R2

αR3 αa

)
.
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On a donc a = 0 et T ′R1 = λnR1T
′.

Supposons que R1 soit nul. Rn s’écrit alors
(

0 R2

R3 0

)
; mais les équations

T ′R2 = λnαR2 et λnR3T
′ = αR3 nous donnent

αλ2nR3R2 = R3R2.

On trouve alors R3R2 = 0 et R3n = 0.
Supposons maintenant que R1 ̸= 0, on obtient alors l’équation

T ′

α
R1 = λnR1

T ′

α

avec R1 non-nul et T ′

α
hypercyclique. D’aprés le théorème précédent, on a

|λn| ≤ ∥T ′∥
|α|

.

Cela nous donne une contradiction avec les hypothèses. Ainsi R1 est nul et
R3n = 0.
A chaque ouvert connexe Ω non vide ayant une fermeture compacte et une
frontière rectifiable, on peut associer les polyômes de Faber {FΩ

n , n ∈ N} (voir
[1]).On dit que T ∈ B(X) est Ω-hypercyclique s’il existe x tel que {FΩ

n (T )x, n ∈
N} soit dense dans X. Le vecteur x sera dit Ω-hypercyclique pour T .
Proposition 4.2.3 Soit T ∈ B(X) et λ ∈ EE(T ). Alors quelque soit Ω ou-
vert connexe non vide ayant une fermeture compacte et une frontière rectifiable
tel que

σ(
T

λ
) ⊂ Ω

T n’est pas Ω-hypercyclique.
Preuve. Si on a l’équation TR = λRT ,alors on a

Ω

n
(
T

λ
)R = R

Ω

n
(T ),

pour tout n ∈ N. D’aprés [1], σ(T
λ
) ⊂ Ω implique qu’on a pour tout x ∈ X,

x∗ ∈ X∗ et n ∈ N,

⟨x∗, FΩ
n (

T

λ
)Rx⟩ = ⟨x∗, RFΩ

n (T )⟩ → 0.

Supposons qu’on peut choisir x Ω-hypercyclique pour T et prenons ε > 0.
Alors, il existe y ∈ X et n ∈ N tel que

∥FΩ
n (T )x− y∥ ≤ ε

2∥x∗∥∥R∥

et
|⟨x∗, RFΩ

n (T )x⟩| ≤
ε

2
.
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On a donc

|⟨x∗, Ry⟩| ≤ |⟨x∗, R(y − FΩ
n (T )x)⟩|+ |⟨x∗, RFΩ

n (T )x⟩|

≤ ∥x∗∥∥R∥∥y − FΩ
n (T )x∥+ |⟨x∗, RFΩ

n (T )x⟩|

≤ ε.

On trouve finalement |⟨x∗, Ry⟩| = 0 pour tout y ∈ X et x∗ ∈ X∗. Ainsi on
obtient R = 0 ce qui est impossible. T n’est donc pas Ω-hypercylique.
Corollaire 4.2.2 Soit T un opérateur Ω-hypercyclique sur X pour 0 ∈ Ω.
Alors EE(T ) est borné.
Corollaire 4.2.3 Si T est Ω-hypercyclique sur X pour 0 ∈ Ω tout opérateur
propre associé à des valeurs propres étendues de module strictement plus grand
que 1 est nilpotent.

4.3 Stabilité
Voici quelques liens entre le comortement des puissances d’un opérateur et son
spectre étendu.
Proposition 4.3.1 Soit T ∈ C1,.. Alors toute valeur propre étendue de mo-
dule < 1 n’admet que des opérateurs propres associés nilpotents.
Preuve. Si on a l’équation TR = λRT avec |λ| < 1, alors on a

TRm = λmRmT,

pour tout m ∈ N. Si |λ| < 1, il existe m ∈ N tel que

∥λmT∥ < 1,

ainsi TmRmx = Rm(λmT )nx −→n→∞ 0 pour tout x de X. Mais T ∈ C1,. donc
Rm = 0 et R est nilpotent.
On a un résultat analogue pour les classes C.,1 et C1,1. On regarde maintenant
ce qui se passe si on prend un opérateur à puissances bornées.
Lemme 4.3.1 Soit T ∈ B(X) à puissances bornées. Si on a l’équation TR =
λRT avec |λ| < 1, alors ona T nRx → 0 pour tout x ∈ X. En particulier, si R
est à image dense alors T ∈ C0,..
Preuve. TR = λRT implique T nR = λnRT n pour tout n ∈ N. On a alors
l’existence d’une constante M > 0 tel que

∥T
n

λn
Rx∥ = ∥RT nx∥ ≤ M∥R∥∥x∥.

Donc ∥T nRx∥ ≤ M∥R∥∥x∥|λn| → 0.
Supposons R à image dense. Alors H0 qui est fermé, contient l’image de R.
Donc H0 = X et T est stable.
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Corollaire 4.3.1 Soit T ∈ B(X) à puissances bornées et C1,.. Alors

EE(T ) ⊂ C \ D.

Preuve. Supposons que λ soit une valeur propre étendue de T telle que |λ| < 1.
D’aprés le lemme précédent, T nRx → 0 pour tout x ∈ X. Or T ∈ C1,. implique
que R = 0 ce qui est une contradiction.
Remarquons que le spectre étendu d’un shift tronqué d’ordre n ( qui est C0,0)
est C, avec pour tout λ ̸= 0, un opérateur propre associé Rλ(x1, x2, . . . , xn) =
( 1
λ
x1,

1
λ2x2, . . .

1
λnx) qui est inversible.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons intéressé en particulier aux
spectre étendu et quelque applications.

On commencé par quelques préliminaires sur les
opérateurs linéaire bornés et  leurs propriétés, notions

initiales et les Théorème fondamentaux sur lequelle
construire les opérateurs et resolvante de spectre d'un

opérateur.

Après on a étudié le spectre étendu, ainsi  la relation
entrele spectre étendu d'un opérateur et son spectre et

nous    avons donné quelques applications.

ملخص
بالطيف المدد و بعض تطبيقاته . نبدأ ببعض التمهيدات حول هذه المذكرة تتعلق 

المؤثرات الخطية المحدودة و خصائصها، مفاهيم أساسية و نظريات رئيسية حول 
دد.ف المالمؤثرات و الطي

مدد و طيف المؤثر، و أخيرا م، أيضا العلاقة بين الطيف الددمثم ندرس الطيف الم
بعض تطبيقات الطيف الممدد.
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