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Introduction

Les mathématiques et la mécanique ont été des partenaires complémentaires depuis le temps
de Newton, et ’histoire des sciences montre beaucoup de preuves de I'influence bénéfique de
ces domaines 1'un sur 'autre. Le contact entre corps déformables abondant dans I'industrie
et la vie quotidienne.

En raison de I'importance industrielle des procédés physiques qui ont lieu lors d’un
contact, un effort considérable a été fait dans leur modélisation, ’analyse, analyse numérique
et simulations numériques, et par conséquent, la théorie mathématique de la mécanique de
contact a fait des progrés impressionnants ces derniers temps.

Dans la sience des matériaux, 'usure des surfaces désigne le phénomeéne de dégradation
des couches superficielles d’un solide sous l'action mécanique du milieu extérieur. L’usure
dans les systéemes coulissants est souvent trés lente mais persistante, continue et cumulative.
Les aspérités sous de fortes contraintes de contact peuvent se déformer plastiquement ou
se briser. Dans le premier cas, la morphologie de surface change et, par conséquent, la
contrainte de contact normale et la traction de frottement sont affectées.

Pour modéliser I'usure des surfaces de contact on introduit une fonction d’usure, qui tient
compte de la profondeur, dans la direction normale, du matériau retiré. Par conséquent,
elle rend compte de la variation de la géométrie de surface et représente la quantité cumulée
de matériau éliminé, par unité de surface. Pour plus des détails, voir par exemple [15, 16] .

Les matériaux piézoélectriques ont été découverts au début du siécle par les époux Curie.
Ce sont des diélectriques particuliers qui permettent de transformer 1’énergie de déformation
élastique en énergie électrique, et inversement. Plus précisement, la piézoélectricité est
la capacité de certains matériaux a se polariser lorsqu’ils sont contraints mécaniquement,

la charge apparaissant & leur surface étant proportionnelle a la déformation engendrée.
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Introduction

L’effet piézoélectrique inverse est ’obtention d’une déformation par application d’un champ
électrique.

Les matériaux piézoélectriques sont trés nombreux. Le plus connu est sans doute le
quartz, toujours utilisé dans les montres pour générer des impulsions d’horloge. Mais ce
sont des céramiques synthétiques, les PZT (plomb, zirconate, titanate) qui sont le plus
largement utilisées aujourd’huit dans I'industrie.

De maniére plus générale, I'effet direct peut étre mis a profit dans la réalisation de cap-
teurs (capteur de pression etc.) tandis que effet inverse permet de réaliser des actionneurs
(injecteurs & commande piézoélectrique en automobile, nanomanipulateur). L’utilisation
de la piézoélectricité a explosé ces derniéres années et est en pleine expansion. La capac-
ité de ces matériaux a convertir 1’énergie mécanique en énergie électrique et vice versa est
une valeur inestimable pour les transducteurs acoustique, ’échographie médicale, et pour
la haute précision des pompes et des moteurs. Des performances piézoélectriques élevées

“ récupération d’énergie”, en utilisant le

ont également ouvert de nouvelles possibilités de
mouvement ambiant et les vibrations pour produire de 1’électricité ou les piles ou autres
sources d’énergie sont impraticables ou indisponsables [1, 5].

L’objectif de ce mémoire est de proposer une contribution & I’étude d’un probléme aux
limites en mécanique de contact avec usure. En effet nous considérons la lois de com-
portement non linéaires pour des matériaux électro-viscoélastiques dans le processus qua-
sistatique; les conditions de contact sont avec compliance normale. nous commencons par
décrire le probléme mécanique de départ et, apres avoir précisé les hypotheses sur les don-
nées, nous présentons une formulation variationnelle du probléme mécanique pour laquelle
nous démontrons l’existence et 'unicité de la solution faible du probléeme étudié.

Le manuscrit se compose de trois chapitres que nous décrivons brievement.

Dans le premier chapitre, nous passons en revue quelques résultats concernant les espaces
fonctionnels, les équations et inéquations variationnelles, le lemme de Gronwall et quelques
théorémes qui seront d’une grande utilité pour les démonstrations.

Dans le deuxiéme chapitre on commence par définir le cadre physique, les lois de com-

portement des différents matériaux, les conditions aux limites et de frottement.



Introduction

Enfin, le dernier chapitre de ce mémoire est consacré a I’étude d’un probléme de contact
avec frottement pour des matériaux électro-viscoélastiques avec mémoire longue et usure
dans un processus quasistatique. Le probléme se formule par un systéme qui comporte une
inéquation varitionnelle par rapport au champ des déplacements, une équation variationnelle

2 . , . . 2 . ) N
par rapport au champ électrique et une équation différentielle d’ordre un par rapport a
I'usure. On établit un résultat d’existence et d’unicité de la solution. La démonstration est

basée sur des arguments des inéquations variationnelles et des arguments de point fixe.

vi



Notations

Notations

Si  est un domaine de R? (d = 2, 3), on note par
Q I’adhérence de ().
r la frontiére de 2 supposée souvent réguliére.

I; (z =1,3,a, b) une partie de la frontiére I'.

mes I'y la mesure de Lebesgue (d-1) dimensionnelle de I'y.

v la normale unitaire sortante a I'.

Uy, Ur les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v définies
sur Q.

C! (ﬁ) I’espace des fonctions réelles continfiment différentiables sur €.

D (22) I’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support

compact contenu dans €.

D' (Q) I’espace des distributions sur €.
H=12(Q)"
H=L* ()"
H, = H' (Q)".
Hy={o € H | Dive € H}.
Hz (T) Pespace de Sobolev d’ordre 3 sur T'.
Hp = Hz (I)*
H2 (T) Pespace dual de Hz (T).
H{ Pespace dual de Hp = H—2 (T')*.
~v:Hy — Hrp I’application trace pour les fonctions vectorielles.

Si H est un espace de Hilbert réel et d € N*, on utilise les notations suivantes
HY = {0 = (a;) | ;€ H, i = T,d).
Hng = {JI = (xw) | Tij = Tj; € H, 1,] :m}

(. )y le produit scalaire de H.

-1l & la norme de H.

2H I’ensemble de toutes les parties de H.
H Iespace dual de H.

vil



Notations

(IR P le produit de dualité entre H'et H.
x, — x la convergence forte de la suite (x,,) vers 1’élément = dans H.
x,— x la convergence faible de la suite (x,) vers I’élément x dans H.

L(H) I’espace des applications linéaires et continues de H dans H.

Si de plus [0, 7] un intervalle de temps, k € N et 1 < p < +00, on note par

C(0,T;H) I'espace des fonctions continues sur [0,7] dans H.

C'(0,T;H)  lespace des fonctions continfiment dérivables sur [0,7] dans H.

L?(0,T;H) I'espace des fonctions u mesurables de (0,7") dans H telles que
fOT |u (t) |5,dt < +o0o avec les modifications usuelles si p = +oc.

WHP(0,T; H) Vespace de Sobolev de paramétres k et p.

Pour une fonction u, on note par

U, 1 les dérivées premiére et seconde de u par rapport au temps.
oiu la dérivée partielle de u par rapport a la ¢ éme composante x;.
Vu le gradient de w.

e(u) la partie symétrique du gradient de u = 1(Vu + V7'w).

Divu  la divergence de u.

Si H' et H? sont deux espaces de Hilbert réels, on note par
L (H H?) 'espace des applications linéaires et continues de H! dans H2.

M 2,2 la norme de £ (H', H?).
Autres notations

S?  Tespace des tenseurs symétriques du second ordre sur R? = R%*4,
c une constante générique strictement positive.

pP-p- presque partout.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse

Ce chapitre, dans lequel nous présentons les outils d’analyse fonctionnelle et des notations
de la mécanique de contact, contient trois sections. Dans la premiére section nous faisons
quelques rappels d’analyse comme, par exemple, un survol des propriétés fondamentales des
espaces de Banach, de Hilbert ainsi que les espaces de type Sobolev. Dans la deuxiéme
section, nous introduisons certains espaces fonctionnels pour la mécanique dont nous avons
besoin dans I’étude des problémes de contact que nous abordons dans le reste de ce mé-
moire. Dans la troisiéme section, nous présentons un bref rappel portant sur les opérateurs
monotones. Puis, nous rappelons un résultat d’existence et d’unicité pour les inégalités

variationnelles avec ce type d’opérateur et le lemme de Gronwall.

1.1 Espaces fonctionnels

Dans cette section nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans ce mémoire. Nous
donnons aussi quelques propriétés utilisées dans la suite. Partout dans cette section, () est
un domaine borné de R? (d = 2, 3), de frontiére I'. Nous supposons que €2 est un domaine
lipschitzien, c’est-a-dire que I' est représentable localement comme le graphe d’une fonction
lipschitzienne sur un ouvert de R%!, Q étant situé localement d’un seul coté de I'. Par
ailleurs, nous considérons deux décompositions de I', ' =Ty UTl'yUT's et I' =T, UT', avec

[Ny =0,4+# j telle que 'y, 'y, '3, Ty, T’y sont mesurables et mesI'y > 0, mesI, > 0.



1.1. Espaces fonctionnels

1.1.1 Rappels et compléments

Dans ce paragraphe nous faisons quelques rappels sur les espaces de fonctions & valeurs
réelles et vectorielles. Nous allons aborder les espaces de fonctions continues, contintiment
différentiables et les espaces L”, qui nous permettrons d’introduire les espaces spécifiques a

la mécanique dans la suite. Tout d’abord, nous introduisons la notation classique

d
dans laquelle gurent le multi-index o = (ay,...,aq) € N? et sa longueur |a| = Zai'
=1

1=
Le cadre étant bien posé, commencons tout d’abord par les espaces de fonctions continues
et contintiment différentiables.
Espaces de fonctions continues et continiiment différentiables. Nous notons par

C(Q) I'espace des fonctions continue sur Q. Toute fonction de C'(Q) est bornée.

Par ailleurs, I’espace C'(2) est de Banach s’il est muni de la norme
Vle@ = sup {|v (2)|, z € Q} = max {|v ()|, z € Q}.

Pour tout entier m, C™(£2) désigne I’espace des fonctions continues sur Q dont les dérivées

d’ordre au plus m sont également continues sur €2, i.e.
C™(Q) ={veC@Q); D*veC(Q) pour |af<m}.
C’est également un espace de Banach muni de la norme

’U’cm(ﬁ) = Z \D%’c@)

la|<m

Par ailleurs, nous introduisons 'espace C'*(£2) des fonctions infiniment différentiables
C*(Q) ={velC®); veC™() VmeN}.

C5e(£2) désigne l'espace des fonctions indéfiniment dérivables sur ’ensemble §2 & support

inclus dans (2, i.e.

Ce Q) = {U € C*(Q); suppv C Q },



1.1. Espaces fonctionnels

ou le support d’une fonction v se définit de la facon suivante

suppv = {x € , v (x) # 0}.

La fonction v est dite a support compact dans €2 si son support suppv est un sous en-
semble propre de I'ensemble 2. 1l est clair que I'inclusion C§°(Q) C C*°(Q) est val-
able.

Les espaces C (0,7; X) et C' (0,7; X). Soit 0 < T' < +o0 et soit (X, ].|y) un espace de
Banach réel. Nous notons par C' (0,7; X) et C* (0,T; X) les espaces des fonctions continues
et continiment dérivables sur [0, 7] avec valeur dans X respectivement, avec les normes

= t
|U|C(O,T;X) tgﬁ% v )y

|U|Cl(0,T;X) = tg%&% v ()] + tgﬁ% [0 ()] x -

Nous notons par C,. (0,7 X) I’ensemble des fonctions continues a support compact dans
(0;T) a valeurs dans X.

Définition 1.1.1. Une fonction u : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un
sous-ensemble E C [0;T] de mesure nulle et une suite (uy),.y de fonctions appartenant
a C.(0,T; X) telle que |u, (t) —u(t)| — 0 quand n — +o0, pour tout t € [0,T] — E.

Définition 1.1.2. Une fonction u : [0,T] — X est dite fortement dérivable dans
to € (0,T) s'il existe un élément % (tg) € X appelé la dérivée forte de u dans to, tel
que

du

liir%)’%(u(toth)—u(to))—a(to) X=0

Définition 1.1.3. Une fonction u : [0,T] — X est dite intégrable s’il existe une suite
(tn),en de fonctions appartenant o C, (0,T; X) telle que
T

lim [ty (t) —w(t)|x dt =0

n—-+o0o 0

Théoréme 1.1.4. (Bochner) Une fonction u : [0,7] — X mesurable et intégrable si

et seulement si t — |u (t)|y : [0, 7] — R est intégrable. Dans ce cas

/OTu(t)th§/0T|u(t)|th.




1.1. Espaces fonctionnels

Les espaces L. Soit p € [1, +oo[. De fagon usuelle, nous désignons par LY (€2) I'espace

des fonctions mesurables et p-intégrables au sens de la mesure de Lebesgue définies sur €2 &

ey = ([ o@Pde)” <

C’est un espace de Banach muni de la norme |[.[;, q, -
L’espace L>®()) désigne I'espace des fonctions mesurables et essentiellement bornées

valeurs dans R telles que

définies sur 2 a valeurs dans R. Muni de la norme

V] oo () = supess v ()] < o0
€N

il est également de Banach.
Soit p € [1,00]. Alors le conjugué de p, noté ¢, est défini par

=

+=-=1 sip=1

LSRRI
8@

si p=1

Soient u € LP(Q) et v € LI(£2). Alors, I'inégalité suivante, dite de Holder, a lieu

| @ @lde < ol bl
L’espace L7 () est un espace de Hilbert ’il est muni du produit scalaire

/|u r)|dx Yu,v e LY(Q).

(u,v) LP (@

De plus, I'inégalité de Cauchy-Schwarz, correspondant & I'inégalité de Holder pour p = 2

est vérifée, i.e.
[ @ @lde < ol ol Vav € 7@,

Les espaces vectoriels L7 (0,7;X). Soit 1 < p < +oo. L’espace de Lebesgue

LY (0,T; X) est 'ensemble des classes de fonctions u : (0;7) — X mesurables, telles que

application ¢ — |u(t)|y appartient & L7(0;T). On sait que L (0,7; X) est un espace

vectoriel normé avec la norme

(I lu o)t dt)”

‘U|LP(O,T;X) =
inf{c>0/ |u(t)|]y <c ppte(0,T)}

si 1<p<—+o0

sip=+o0



1.1. Espaces fonctionnels

Proposition 1.1.5. (1) L¥ (0,7; X) (1 <p < +00) est un espace de Banach.
(2) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)x ; alors L*(0,T;X) est

ausst un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(1) = | (wlt) v )y

1.1.2 Espaces de Sopolev

Dans ce paragraphe, nous faisons quelques rappels sur les espaces de Sobolev.
Espaces de Sobolev W#? (Q) . Soient k € N et p € [1, 00]. Nous définissons les espaces

de Sobolev par 1'égalité
W (Q) = {ue L” (Q) tel que D*(u) € L” (Q) avec 0< |a| <k},

les espaces W*P(£2) sont des espaces de Banach, muni de la norme

»
(Z]Du]Lp ) sil<p<+4oo,
|U|Wkp Q) = || <k
Dul oo i p= :
lIlIl1|EE§| Ul o () si p=+o0

Pour p = 2, W*?2 (Q) sera noté par H*(€2), qui est un espace de Hilbert dont le produit

scalaire est donné par

(s V) () = /ZDO‘ Dy (x)dr  Vu,v € H¥(Q).

la|<k

Pour k = 1 espace H'(f2) est défini par
H Q) ={uel?Q) / duel*( ), i=1,..,d}.

On note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L*(Q)? pour tout u € H(Q).

On sait que H'(f2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(U, V) () = (U, V) 2y + (O3, Oi0) 12

et la norme associée

|u|H1(Q) (u, U)Hl(g) :



1.2. Espaces fonctionnels pour la mécanique

Par ailleurs, nous avons les résultats suivants

C'(Q) est dense dans H*(Q)
HY(Q) C L*(Q2) ave injection compacte (Théoréme de Rellih),

il existe une application linéaire et continue ~: H'(Q) — L*(T)

telle que yu = u|p pour tout u € C*(Q) (Théoréme de trace Sobolev)

Remarque 1.1.1. L’application ~ s’appelle application de trace ; elle est définie comme
le prolongement par densité de l’application u — ulr définie pour u € C*(Q). On note que
Uapplication de trace v : H*(Q)) — L*(T') est un opérateur compact. L’application de trace
n’est pas surjective. L’image de H'(Q)) par cette application est notée HV/?(T) ; c’est un
sous-espace de L*(T) qui est de Hilbert pour la structure transportée par . Son dual sera
noté H=Y%(T). Pour plus de détails voir [3,5].

Espaces vectoriels de Sobolev W*?(0, T; X). Nous utilisons la notation classique
WEP(0,T; X) = {u e LP(0,T; X)| ™ € LP(0,T;X) 0<i<k}

afin de désigner les espaces vectoriels de Sobolev pour k € N, p € [1,400], ul? étant la
dérivée d’ordre ¢ de wu.
Dans le cas particulier o p = 2, si (X, (-,-)x) est un espace de Hilbert, 1'espace

H%(0,T; X) = Wk2(0,T; X) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(u, U)Hk(o,T;X) = Z / (“(i) (t) , v (t))x dt.

o<i<k 0

Pour plus de détails sur les espaces de Sobolev nous pouvons nous référer a [3].

1.2 Espaces fonctionnels pour la mécanique

L’analyse variationnelle des problémes de piézoélectrique nécessite 'introduction d’espaces
de fonctions spécifiques. Nous donnons dans ce paragraphe les espaces ainsi que quelques

unes de leurs propriétés.



1.2. Espaces fonctionnels pour la mécanique

On introduit les espaces suivants:

(H:{U:(Ui)| u; € L2 (Q)},
H={o=(0y) | 0y5=05¢€Ll?(Q)},
Hy={u=(w) | £(u)€H},

| Hi={oeH | DivoceH}.

(1.2.1)

Les espaces H, H, H, et H, sont des espaces de Hilbert réels munis des produits scalaires

donnés par

(1.2.2)

respectivement, ot € : Hy — H, Div : H; — H sont les opérateurs de déformation et de
divergence, définis par

e(u) = (eij (u), ey (u) =g (uij +ui),  Divo = (07).

Les normes sur les espaces H, H, H; et H; sont notées par ||y, [.l5, [lg, et [,
respectivement. Puisque la frontiére I' est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur v a
la frontiére est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v € H; nous utilisons la notation v
pour désigner yv la trace de v sur I'.

Nous rappelons que I’application de trace v : H; — L?*(I")? est linéaire et continue, mais
n’est pas surjective. L’image de H; par cette application est notée par Hr = H 2 (T); ce
sous-espace s'injecte contintiment dans L?(T)%.

Nous introduisons a présent un sous-espace fermé de Hi, dont la définition est donnée
ci-apres

V={veH | v=0 surI'i}. (1.2.3)

Puisque mesI'; > 0, I'inégalité de Korn s’applique sur V' ; il existe une constante cx > 0

dépendant uniquement de 2 et I'; telle que
e (V)] > ek vly, YveV. (1.2.4)

Une preuve de cette inégalité peut étre trouvé dans [12].



1.2. Espaces fonctionnels pour la mécanique

Sur V nous considérons le produit scalaire donné par
(u,v)y, = (e (u),e(v))y Vu,vevV, (1.2.5)
et soit |.|,, la norme associée; c’est-a-dire
vl =le ()], YveV. (1.2.6)

Par I'inégalité de Korn et (1.2.6), il vient que |.|; et |.|;, sont des normes équivalentes
sur V' et ainsi (V) (.,.)v) est un espace de Hilbert.
En outre, d’aprés (1.2.4), (1.2.6) et le théoréme de trace de Sobolev, trouvons qu'il existe

une constante c¢g > 0 dépendant uniquement de €2, I'; et '3 telle que

[Vl oyt < colvly, Vo eV (1.2.7)

On introduit également les espaces suivants
W={pecH () | ¢=0 sur [\,}, (1.2.8)

W={D=(D;) | D;eL*(Q), divDe L*(Q)}, (1.2.9)

ou divD = (D;;). Ces espaces W et W sont des espaces de Hilbert réels munis des produits

scalaires donnés par
(0, 0w = (Vo. Vo), (D, E)y, = (D,E)y + (divD,divE)sq . (1.2.10)
soient || et |.|,,, les normes associées; c’est-a-dire
|Gl =Vl IDly = Dl + [divDlzay - (1.2.11)

Puisque mesI’, > 0, l'inégalité de Friedrichs-Poincaré est vérifiée ainsi il existe une

constante cp > 0 dépendant uniquement de €2 et I', telle que
IVély = crldlpq) YoeW (1.2.12)

Une démonstration de 'inégalité de Friedrichs-Poincaré peut étre trouvé dans [11].
Pour des détails sur les résultats de cette section nous renvoyons par exemple aux

référence [14].
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1.3 Eléments d’analyse non linéaire

Dans cette section, nous présentons quelques éléments d’analyse fonctionnelle. Nous intro-
duisons également quelques résultats concernant les équations et les inéquations variation-
nelles qui interviennent dans I’étude des problémes considérés par la suite. Pour finir, nous

rappelons le lemme de Gronwall qui sera utilisé plus tard.

1.3.1 Opérateurs fortements monotones

Nous commencgons ici par un bref rappel sur les opérateurs fortements monotones et de
Lipschitz. Pour cela, on considére un espace de Hilbert X munit du produit scalaire (.,.)
et de la norme associée |.|,. Soit A: X — X un opérateur non linéaire.

Définition 1.3.1. L’opérateur A est dit:

(1) monotone si

(Au— Av,u—v)y >0 VYu,v e X;

(2) fortement monotone s’il existe m > 0 tel que
(Au— Av,u —v)y >mlu—v% Yu,v € X;
(3) de Lipschitz s’il existe M > 0 tel que
|Au — Av|y < M |u—v|y Yu,veX.

Théoréme 1.3.2. (Théoréme du point fixe) Soit X un espace de Banach, A : X —
X un opérateur satisfait (3) avec 0 < M < 1. L’opérateur A admet un point fize unique
r € X, cest-a-dire Ax = x et nous appellons A un opérateur contractant.

Définition 1.3.3. Une forme bilinéaire a : X x X — R est continue s’il existe un réel
M >0 tel que

la (u,v)| <cluly |vly Yu,veX.

Définition 1.3.4. Une forme bilinéaire a : X x X — R est dite coercive s’il existe une

constante m > 0 telle que

alu,u) >mluly  Vue X.



1.3. Eléments d’analyse non linéaire

Théoréme 1.3.5. (Théoréme de Lax-Milgram). Soit X un espace de Hilbert,
a: X x X — R une forme bilinéaire continue et coercive. Soit | : X — R une forme linéaire

continue. Alors, il existe une solution unique u € X qui satisfait

a(u,v)=1(w) YveX.

1.3.2 inéquation variationnelle de type elliptique

Nous allons rappeler dans ce paragraphe un résultat sur une inéquations variationnelle de
type elliptique.

Définition 1.3.6. La fonction j : X — R est propre si elle n'est pas identiquement égala
a +o0o et si elle ne prend jamais la valeur —oo.

Définition 1.3.7. La fonction j : X — R est semi-continue inférieurement en u de
Uespace X si pour toute suite (uy,), d’éléments de X convergeant vers u dans X, elle vérifie

liminfj (u,) > j (u)

n—-+00

Théoréme 1.3.8. Soit A : X — X un opérateur fortement monotone et de Lipschitz
et 7 : X — R une fonctionnelle propre, convexe et semi-continue inférieurement. Alors

I'tnéquation variationnelle elliptique de seconde espéce suivante
trowver u € X : (Au,v —u) +j(v) —j(u) > (f,v—u) YveX.

admet une solution unique.

1.3.3 Lemme de Gronwall

Nous rappelons ici le lemme du type Gronwall qui intervient dans de nombreux problémes
de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution.
Lemme 1.3.9. Soient m, n € C(0,T;R) telles que m(t) > 0 et n(t) > 0 pour tout
t €10,7], a > 0 une constante et ¢ € C(0,T;R)
(1) Si
t t
o(t) < a+/ m(s)ds—i—/ n(s)e(s)ds Vtel0,T],
0 0

10



1.3. Eléments d’analyse non linéaire

alors
o(t) < (a—l—/otm(s)ds) exp (/Otn(s)ds) vVt € [0,7].
(2) Si t
o) <mt)+af o()ds e,
alors

/Ot¢(5)d8§e“t/0tm(s)ds vt € [0,77.

Dans le cas particulier a = 0, n = 1, la partie (1) de ce lemme devient.
Corollaire 1.3.10. Soit m € C(0,T;R) telle que m(t) > 0 pour tout t € [0,T]. Si
¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

¢(t)§/0m(s)ds+/0t¢(s)ds vVt € 0,77,

alors, il existe ¢ > 0 tel que
t
o(t) < c/ m(s)ds Vtel0,T].
0

Pour avoir plus détails sur les rappels figurant dans ce paragraphe, on pourra consulter

par exemple [14].
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Chapitre 2

Modélisation

Dans ce chapitre, nous introduisons dans un premier temps le cadre physique des problémes
de contact ainsi qu'un bref rappel sur la mécanique des milieux continus et le comportement
des solides déformables (lois électro-visoélastiques). Puis, nous présentons les diférentes

conditions aux limites de contact avec frottement qui sera utilisée dans le chapitre suivant.

2.1 Cadre physique et modéles mathématiques

Dans cette section, nous fixons le cadre physique, puis nous établissons le modéle mathéma-
tique qui servira de base pour ’étude du probléme de contact entre un corps piézoélectrique

déformable avec mémoire longue et une fondation.

2.1.1 Cadre physique

Nous considérons un corps matériel déformable qui occupe un domaine borné Q C R¢
(d = 2,3), avec une surface de frontiére réguliére I', partitionnée en trois parties mesurables
I'y, I's et I's, correspondant aux conditions aux limites mécaniques, d'une part, et en deux
parties mesurables I', et I',, correspondant aux conditions aux limites électriques, d’autre
part, telles que mesI'y > 0, mes(I',) > 0 et I's C T, On note par v la normale unitaire
sortante & I'. Le corps est encastré sur I'y dans une structure fixe. Sur I'y agissent des
tractions surfaciques de densité f, et dans () agissent des forces volumiques de densité fj et

des charges électriques de densité volumiques qg. Nous supposons que f, et fp varient tres

12



2.1. Cadre physique et modéles mathématiques

lentement par rapport au temps. Le corps est soumis & I'action de potentiel nul sur la partie
I', de la frontiere ainsi qu’a 'action des charges électriques de densité surfacique go, agissent
sur la partie I',. Soit T > 0 et soit [0; 7] 'intervalle de temps en question. I's correspond
a la partie du corps déformable susceptible d’entrer en contact avec une fondation mobile,

constituée d’un corps rigide couvert d’une couche molle.

2.1.2 Notations

Nous désignons par S? I'espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R? (d = 2,3),

W

7, |.| représentent respectivement le produit scalaire et la norme euclidienne sur R? et S¢.

Ainsi,

[V

wv = v,  |v| = (v)?2, Yu,veRY
0.T = 04T, || = (T.T)% . Vo,7e S

avec la convention de 'indice muet.

On note par u : Q x [0,7] — R? le champ des déplacements, o : Q x [0,7] — S? le
champ des contraintes, ¢ : 2 x [0, T] — R le champ potentiel électrique, D : Q x [0, T] — R?
le champ des déplacements électriques et w : I's x [0,7] — R la fonction d’usure, € (u) et
E () le champ des déformations linéarisées et le champ électrique.

Pour un vecteur u, nous désignons par u, et u, les composantes normale et tangentielle
Uy = UV, Ur =U— U. (2.1.1)

Pour le champ des contraintes o, nous notons par o, et o, les composantes normale et

tangentielle du tenseur des contraintes de Cauchy ov
o, = (ov)

v

donc

o, = (ov).w, o,=o0v—o,v. (2.1.2)

En utilisant (2.1.1) et (2.1.2), on a la relation

(ov).u = o,u, + 0r.r, (2.1.3)

13



2.1. Cadre physique et modéles mathématiques

qui va intervenir tout au long de cette thése pour établir les formulations variationnelles des
problémes mécaniques.
En outre, @ désigne le champ des vitesses et i désigne le champ des accélérations. Nous
rappelons que les opérateurs de déformation et de divergence sont donnés par
1

e(u) = (g5 (u), ey (u) = 5 (uij +uji), Dive=(0y5;) 1<4,j<d.

Dans ce mémoire, le champ électrique est donné par

E(p) = =V,

soit encore
E(p)=(Ei(p), Ei(lp)=-p,; 1<i<d

Nous passons maintenant & la description le modéle mathématique associé au cadre

physique ci-dessus.

2.1.3 Modéles mathématiques

Nous commencons avec les modéles mathématiques qui décrit I’évolution du corps. La loi
fondamentale de la mécanique des milieux continus exprimant ’équivalence entre des efforts
extérieurs et le tenseur des accélerations pour un systéme quelconque conduit a I’équation

de mouvement de Cauchy
Divo + fy = pti  dans Q x (0,7, (2.1.4)

ou p: Q — R, désigne la densité de masse. Les processus d’évolution définis par (2.1.4)
s’appellent processus dynamiques. Dans certaines situations, cette équation peut encore se
simplifier. Par exemple, dans le cas ot u = 0, il s’agit d’'un processus statique. Dans le cas
ou le champ des vitesses varie lentement par rapport au temps, c’est-a-dire que le terme pii
peut étre négligé, nous somme en présence d’un processus quasistatique. Dans ces deux cas

I'équation (2.1.4) devient

Divo + fo =0 dans Q x (0,7).

14



2.2. Lois de comportement

Dans le cas d'un matériau piézoélectrique, nous avons une nouvelle inconnue, le champ
électrique E, d’ou la nécessité d’introduire une autre équation d’équilibre pour la gérer.

C’est I’équation de Maxwell-Gauss ou équation de conservation de la charge
divD = qy dans Q x (0,7). (2.1.5)

Les équations précédentes sont insufisantes a elles seules pour décrire le mouvement du
corps matériel considéré. Il est nécessaire de décrire ce qui est propre au matériau lui méme;

c’est ’objet des lois de comportement.

2.2 Lois de comportement

Dans cette section, nous considérons les lois de comportement pour les matériaux électro-
visoélastiques. Ces lois sont utilisées dans de nombreux ouvrages portant notamment sur

I’étude mathématique des problémes de contact.

2.2.1 Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques.

Un matériau est dit électro-viscoélastique si sa loi de comportement est de la forme

o= As() + Fe(u) — E*E(y),

(2.2.1)
D=Es(u) + BE(yp),

dans laquelle interviennent I'opérateur de viscosité A : Q x S¢ — S¢, opérateur d’élasticité
F : QxS — 59 non linéaires, F (p) = —V est le champ électrique, £ = (e;;;) est le
tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité entre la charge et la déformation a
champ constant ou nul et B = (B;;) est le tenseur diélectrique & déformation nulle qui
constitue un tenseur symétrique défini positif. Par ailleurs £ = (ej;;) ol €, = egij, dénote

le transposé du tenseur £ tel que
Eovw=0.E YoeS veR

Par ailleurs, nous notons que les deux opérateurs A et F dépendent aussi de la variable

spatiale z, mais pour simplicité, nous ne signalons pas explicitement cette dépendance, par
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2.3. Conditions de contact

conséquent, tout ce qui suit est valable pour les matériaux non-homogénes. Nous utilisons
respectivement les notations Ae(w) et F e(u) pour A (x,e()) et F (z,e(u)) . En particulier,
nous supposons que le tenseur des contraintes o est une fonction linéaire du tenseur des
petites déformations ¢ et du gradient du potentiel électrique ou le champ électrique F,
c’est-a-dire
0ij = QijkiEri(W) + fijriepi(u) + €0k,

ot A = (aijr) est un tenseur d’ordre quatre, ses composantes a;j; s’appellent coefficients
de viscosité et F = (fijr) est un tenseur d’ordre quatre, ses composantes f;;i s’appellent
coeflicients d’élasticité et £ = (e;;i) est le tenseur des constantes piézoélectriques. Dans le
cas non-homogene a;x, fijn €t e;r dépendent du point x € €2 et dans le cas homogene a;j;,

fijkl et e;;, sont des constantes.

2.2.2 Loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

avec mémoire longue.

Dans ce cas la loi de comportement est donnée par

o= Ae(tt) + F (e (u), B) + [y M (t —s)e(u(s))ds — E*E(p),

(2.2.2)
D=Ee(u) + BE(p),

ou M = (M;;) est un tenseur de relaxation. Si M = 0, on retrouve la lois électro-
viscoélastique donnée par (2.2.1).

Nous passons maintenant aux conditions de contact utilisées dans le chapitre 3.

2.3 Conditions de contact

Dans cette section, nous allons introduire les conditions de contact utilisées dans le probleme
aux limites que nous allons considérer dans ce mémoire. On définit maintenant les conditions
aux limites mécaniques et électriques sur chaque partie de I'.

La condition aux limites de déplacement. Le corps est encastré dans une position

fixe sur la partie I'y, le champ des déplacements y est par conséquent nul

u=0 sur Ty x(0,7).
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La condition aux limites de traction. Une traction surfacique de densité f5 agit sur

I's et par conséquent le vecteur des contraintes de Cauchy ov satisfait
ov=fy, sur I'yx(0,7),

Les conditions aux limites électriques. Ces conditions sont déterminées a partir des

deux équations

=0 sur TI,x(01T),

Dv=¢qg sur T,x(0,7),

2.4 Lois des frottements

Dans cette section nous allons introduire les lois de frottement qui seront utilisées par la suite
dans ce mémoire. Ces lois sont représentées par des relations entre la composante tangen-
tielle du champ de contraintes o, , la composante normale du champ de contraintes o, et le

déplacement normal ou le déplacement tangentiel.
a). Loi d’Archard

L’évolution de la fonction d’usure w est décrite par la loi d’Archard suivante
w=—kv*o,.
Ici k1 est une coefficient d’usure strictement posotive, v* représente la vitesse de la fondation.

b). Loi de frottement avec usure et compliance normale
Nous supposons maintenant que la contrainte normale satisfait une loi de compliance
normale avec usure

-0, =py(u, —h —w) sur I's x (0,7).

ol p, est une fonction positive, h représente le gap entre le corps et la fondation, et u, est
le déplacement normal.

La contrainte tangentielle satisfait une loi de type Coulomb suivante
or=—-AV" —u,),
los| = pr(uy, —h —w) .

Ou A est une constante strictement posotive, u, représente le déplacement tangentiel.
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Chapitre 3

Probléme de contact quasistatique en
électro-viscoélasticité avec mémoire

longue et usure

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a ’étude théorique d’un probleme de contat avec
frottement entre un corps de loi constitutive électro-viscoélastique avec mémoire longue
et une fondation déformable mobile. Nous prenons en considération 1'usure des surfaces
de contact. Ceci revient en fait, a introduire une nouvelle variable, la fonction d’usure,
satisfaisant la loi d’Archard et de ce fait le probléme est quasistatique.

Le probléme est formulé par un systéme d’équations aux dérivées partielles contenant
I’équation de mouvement ou d’équilibre du corps, la loi de comportement du matériau, une
équation différentielle modélisant la fonction d’usure et les conditions aux limites auxquelles
il est soumis.

Ce chapitre comporte trois sections. Dans la premiére section, nous écrivons le probléme
mécanique et nous précisons les hypothéses adéquates sur les données afin d’obtenir la
formulation variationnelle. Puis, dans la deuxiéme section, nous énoncons la formulation
variationnelle du probléme mécanique. Ensuite, dans la troisieme section, nous énongons et
nous démontrons notre résultat principal d’existence et d’unicité de la solution faible, Les
techniques employées sont basées sur les résultats des inéquations variationnelles de type

elliptique et la théorie des opérateurs monotones, suivi par les arguments de point fixe.
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3.1. Formulation mécanique du probléme

3.1 Formulation mécanique du probléme

Nous considérons que le corps est électro-viscoélastique, plus exactement nous utilisons une
loi de comportement de la forme (2.2.2). En ce qui concerne le contact, nous modélisons
par une compliance normale et usure.
Sous ces considérations, le probléme électro-mécanique que nous étudions est le suivant.
Probléme P. Trouver le champ des déplacements u : Q0 x [0,T] — R?, et le champ des
contraintes o : 0 x [0,T] — S¢, le potentiel électrique ¢ : Q x [0,T] — R, le champ des
déplacements électriques D : Q x [0,T] — R? et la fonction d’usure w : Tz x [0,T] — R, tels

que

o= As(t) + F(e (u)) + /Ot M(t — s)e(u(s))ds + E*Ve  dans Q x (0,7, (3.1.1)

D = E&e(u) — BV dans Q x (0,7), (3.1.2)
Divo + fo =0  dans Q x (0,7, (3.1.3)
divD = qo dans Q x (0,7T), (3.1.4)

uw =0 sur T;x(0,7T), (3.1.5)

ov =fy sur T3x(0,7), (3.1.6)

( _Uuzpu(uy_h_w)a

’O-T|:p7'(ul/_h_w)7

sur I's x (0,7, (3.1.7)
or=-Av"—u;), AX>0
[ W= —kvio,.
=0 sur I['yx(0,7), (3.1.8)
Dv=gqy sur T,x(0,7T), (3.1.9)
u(0) = up, w(0) =0 dans €. (3.1.10)

Ici et ci-dessous, afin de simplifier la notation, nous ne signalons pas explicitement la
dépendance des diférentes fonctions de la variable spatiale x. Nous décrivons maintenant
les équations et les conditions aux limites du probléme P.

Tout d’abord, les équations (3.1.1) et (3.1.2) représentent la loi de comportement électro-

viscoélastique non linéaire & mémoire longue ot A représente I'opérateur de viscocité, F
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3.1. Formulation mécanique du probléme

représente 'opérateur d’élasticité et M = (M;;) est le tenseur de la relaxation. L’équation

(3.1.3) représente ’équation de ’équilibre. Nous supposons que le processus est quasistatique

et, par conséquent, nous négligeons le terme d’inertie dans 1’équation du mouvement, la

relation (3.1.4) représente I’équation de conservation de la charge, tandis que les conditions

(3.1.5) et (3.1.6) sont la condition de déplacement et la condition de traction, respectivement.

Les conditions (3.1.7) représentent les conditions aux limites avec compliance normale et

usure. Les équations (3.1.8) et (3.1.9) sont les conditions aux limites électriques et pour

finir (3.1.10) représentent les conditions initiales.

Pour I’étude du probléme mécanique (3.1.1) — (3.1.10) on considére les hypothéses suiv-

antes: L’opérateur de viscosité A : Q x S¢ — S? satisfait

9

(a) Il existe une constante L4 > 0 telle que
|A(z,e1) — A(z,82)| < Lgler — &3]
Ver,e0 € S¢, pop. €S
(b) II existe une constante m 4 > 0 telle que
(A, e1) = Ala,22)-e1 — ) > maler — & (3.L.11)
Ver,e0 € 8¢, pp. €A
(c) L’application z — A(x,¢) est Lebesgue measurable

sur € pout tout £ € S9.

\ (d) L’application x — A(x,0) appartient a H.

L’opérateur d’élasticité F : Q x S¢ x R — S? satisfait

( (a) Il existe une constante Lx > 0 telle que
| F(z,e1) = F(z,e2)| < Lr(ler — e2])
Vei,e9 € 54, pp. x € Q.
b PP (3.1.12)
(b) L’application x — F(z,¢) est Lebesgue measurable

sur € pour tout € € S¢ .

| (c) L’application x — F(x,0) appartient a H.
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3.1. Formulation mécanique du probléme

La fonction de compliance normale p, : I's x R — R, (r = v, 7) satisfait

( (a) Il existe une constante L, > 0 telle que
|Dr (2, u1) — pr(@,u2)| < Ly Jug — ugl
Vui,us € R, p.p. x €.

(b) L’application z — p,(x, u)

est Lebesgue measurable sur I's pour tout u € R.

| (¢) pr(z,u) =0 pour tout u <0, p.p. z € ['s.

Le tenseur diélectrique B = (b;;): Q x R? — R? satisfait

(

(b) bij = bjz'» bz‘j € LOO(Q)
(c) 1l existe une constante mp > 0 telle que

BE.E>mp|E” YE=(E)€eR? pp. ze€qQ.

\

Le tenseur piézoelectrique £ : Q x S¢ — R? vérifie

(a) E(x)T = (esjk(x)Tjr) V7= (745) € S%, p.p. © € Q.

(b) ek = eir; € L®(Q).
Le tenseur de relaxation M = (M,;) satisfait
M e C(0,T;H).
Les forces volumiques fj et les tractions surfaciques f; ont la régularité
fo € C(0, T3 H), fo€ C(0,T;L*(T)?),

De méme, la densité de charge volumique qq et surfacique g, satisfont

Qo € C(O>T7 Lz(Q))7 G2 € C(OvTa L2<Fb>)7 q2 = 0 sur F3-

La fonction de gap h vérifie la condition
he L*T3), h>0 pp. z€ls.
Finalement, le champ initial des déplacements u, satisfait

ug € V.
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3.2. Formulation variationnelle

Nous définissons la fonction f : [0,7] — V par
(o = [ foltywdo+ [ fu(o)da
Q Iy
la fonction ¢ : [0,7] — W par
(a®. 0w = [ atyodo~ [ a0,
Q T,
Les conditions (2.1.23) et (2.1.24) impliquent
fec,T;V), qe CO,T;W).

Finallement, nous définisson la fonctionnelle j : V x V x L*(T's) — R par

j(u7 va) = / py<uy - h —Ww )Ul,da,
s

—I—/ pr(uy, —h —w) v, —v*|da ,
I's

pour tout u,veV, w € L*(T'3) et t € [0, T].
La fonctionnelle j : V x V' x L?(I'3) — R satisfait

pour tout u,v € V et w € L*(T's)

v — j(u,v,w) est propere, convexe et semicontinue sur V.

3.2 Formulation variationnelle

(3.1.21)

(3.1.22)

(3.1.23)

(3.1.24)

(3.1.25)

Dans cette section, nous allons donner la formulation variationnelle du probléme P.

Nous supposons dans ce qui suit que le couple (u,0) € V x H sont des fonctions suff-

isamment réguliéres, nous utilisons la formule de Green

/U.E(U—u)das—l—/Diva. (v—u)dx:/Uu. (v—1)da Vv € Hy,
0 0 r

nous trouvons

/Qo—.g(v—u)dH/QDm. (v — ) dz /n”' (v — 1) da
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3.2. Formulation variationnelle

—I—/ay.(U—U)da —I—/Ul/.(v—u)da Vv eV,
FQ FS
en utilisant la définition de I’espace V' avec (2.1.6), (2.1.7) et (2.1.4), nous obtenons
/a.s(v—d)dx: /fg. (v—1)dz+ fg.(v—u)da+/ ov.(v—1)da YveV
Q Q Iy I's

On a

ov.(v—u)=0,(v—10),+0o,. (V—1),

donc sur I's nous avons

ov.(v—1)=—p,(uy —h—w)v, +p, (v, —h—w)i, +o,.(v—1u)_,

alors
or.(V—1) =0, (v —V + V" — 1)
=0, (U — V) + 0. (V" —1,),
puisque
or (v —0*) > —|o,| vy — v
et

lor| = pr (u, — h —w)
nous obtenons
or (v =) > —p; (u, — h —w)|v, —v*|.

D’autre part, nous avons

or (VU —iy) = o] JU* — ],

alors
ov.(v—1u) > —p, (U, —h —w)v, +p, (u, —h —w)u,
—pr (uy, — h —w) v, —0*| + pr (u, — h —w) |4, — V7|
= [py (uy, — h —w)u, + pr (u, —h —w) |t —v*|]
—[pv (wy — h —w)v, +p- (u, — h—w) v, —0*].
D’ou

(0,e(v—="10))y +Jj(u,v,w) —j(u,i,w) > (f(t),v—"10)y. (3.2.1)
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3.2. Formulation variationnelle

En outre, Soit (¢, D) € W x W un couple des fonctions suffisamment réguliéres, nous

employons la formule de Green

/D.ngder/divD.ngdx:/D.ygbda Vo e W.
Q Q r

de (3.1.4) et la définition de W, nous trouvons

/D.qudx—l—/ngﬁdx = D.voda Yo € W,
Q Q Iy

puisque

D.voda = D.voda + / D.vgda Yo e W,

Ty I's Iy—T'3
de (3.1.9) et (3.1.18) nous obtenons

D.vpda = / G¢da Yo e W,
Iy T'p—Is

donc

DN ¢dx = —/qoqbd:c—i—/ q2¢da

de (3.1.22) nous obtenons
(D, V) =—(q,0)w - (3.2.2)

De (3.1.1), (3.1.2), (3.1.7) et (3.2.1) — (3.2.2), nous obtenons la formulation variationnelle
du probléme P.

Probléme PV. Trouver le champ des déplacements u : [0,T] — V, et le champ
des contraintes o : [0,T] — H, le potentiel électrique ¢ : [0,T] — W, le champ des
déplacements électriques D : [0,T] — W et la fonction d'usure w : [0,T] — L*(T3) tels

que
o(t) = As(u(t)) + F(e(u(t))) + /Ot M(t — s)e(u(s))ds + E*Vp(t), (3.2.3)
(o(t)),e(v —a(®))w + j(ult),v,w(t)) — j(u(t), u(t), w(t)) (3.2.4)

= (f@t),v=u(t))y  YveV,
D(t) = Ee(u(t)) — BVp(t), (3.2.5)
(D), Vo)u = —(a(t). &)w Yo €W, (3.2.6)
W (t) = —kw'o, (1), (3.2.7)
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3.3. Existence et unicité de la solution

u(0) = up, w(0) =0, (3.2.8)

pour tout t € [0,T7].
La solvabilité unique du Probléme PV sera démontrée dans la section suivante. (u, o, ¢, D, w)

qui satisfait (3.2.3) — (3.2.8) s’appelle solution faible de Probleme P.

3.3 Existence et unicité de la solution

Dans cette section, nous énongons et prouvons le résultat de ’existence et d’unicité suivant.
Théoréme 3.3.1. Supposons que les hypothéses (3.1.11)-(8.1.20) sont satisfaites, le

probléme PV admet une solution unique {u, o, ¢, D,w} ayant la régularité

u € CY0,T; V), (3.3.1)
o€ C0,T; M), (3.3.2)
p € C0,T; W), (3.3.3)
D € C(0,T; W), (3.3.4)
w e CH0,T; L*(T3)). (3.3.5)

Nous concluons de ce qui précéde que le Probléeme P admet une solution faible unique
{u, o, p,D,w} , a condition que les hypothéses du Théoréme 3.3.1 sont satisfaites.

La démonstration du théoréme 3.3.1 sera faite en plusieurs étapes, elle est basée sur les
résultats des inéquations variariationnelles, les opérateurs monotones et les arguments du
point fixe. Nous supposons dans la suite de cette section que (3.1.11) — (3.1.20) sont vérifiés,
¢ désigne une constante positive qui dépend de Q, I'y, I's, I's, A, &, F, M, B, p,,pr et T
dont la valeur peut changer d’un endroit & un autre.

Dans la premiére étape, nous supposons que les fonctions w € C(0,7T; L3(T'3)), n €
C(0,T;H) et g € C(0,7;V) sont données et nous construisons le probléme intermédiaire
suivant.

Probléme PV, ,. trouver le champ des déplacements v,y : [0,T] — V et le champ

des contraintes 0.y, : [0,T] — H tels que, pour tout t € [0,T7],

Tung(t) = Ae (Vung(t)) + n(t), (3.3.6)
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3.3. Existence et unicité de la solution

(Tuwng(t)); (U — Vg ()2
+ 3(g(t), v,w(t)) — j(g(t), Vung(t), w(t))
> (f(t),v = Vung(t))y Yo eV. (3.3.7)

Lemme 3.3.2. PV, a une solution unique tel que
Uyng € C(0,T5V),  Ouyy € C(0,T;Hy). (3.3.8)
Preuve. Nous définissons 'opérateur A : V' — V tel que
(Au,v)y = (Ae(u),e(v))y Yu,v e V. (3.3.9)

L’opérateur A est fortement monotone et de Lipschitz sur V. En effet, en utilisant (3.3.9),

I’hypothese (3.1.11) et I'inégalité de Cauchy-Schwartz, pour tout u,v € V', nous avons
(Au — Av,u —v),, = (Ae(u) — Ae(v), e (u) — e(v))4
< [Ae(u) — Ae(v)ly le (u) —e(v)ly
< Lale (u) — e(v)ly,
< Lalu—v)l} .

Donc

| Au — AU|V < Lalu— U)|V7

qui prouve que A est Lipschitz sur V.

En outre, pour tout u,v € V, nous avons
(Au — Av,u —v),, = (Ae(u) — Ae(v), e (u) — e(v))4

> mu e (u) — e(v)l5,
> mA|u—U|%/,

c’est a dire que A est un opérateur fortement monotone sur V.
Nous utilisons le théoréeme de représentation de Riesz pour définir un élement F €
C(0,T;V) par
(F'(t),v)v = (f(t), v)v — (n(t),e(v))n. (3.3.10)

26



3.3. Existence et unicité de la solution

puisque 'opérateur A est Lipschitz et fortement monotone sur V' et de (3.1.25), nous con-
cluons d’apres un résultat standart sur les inéquations variationnelles elliptique de deuxieme

éspéce ( voir le théoreme 1.3.8 ) qu’il existe une fonction unique vy, (t) € V, qui satisfait
(AVwng (), V=0wyg(t))v
+5(g(t), v, w(t)) = j(g(t), Vung(t), w(t))
> (F(t), v=vuny(t)y YveV (3.3.11)

en combinant (3.3.6) , (3.3.9) et (3.3.10) — (3.3.11) , nous déduisons que vy, est une solution
unique de PV .

Nous utilisons la relation (3.3.6), ’hypotheése (3.1.11) et les propriétées du tenseur de
déformations a obtenir que g,,,(t) € H. Puisque v=v,,,,(t) & ¢ satisfait (3.3.7), ou ¢ €

D(Q)? est arbitraire, en utilisant la définition (3.1.21) nous trouvons
Dive yy(t) + fo(t) = 0.
Avec 'hypothese (3.1.17) sur la régularité de fo, nous voyons que
Divoy,, € C(0,T;H) . (3.3.12)
Alors que 0 4y,(t) € Hy. Dans la suite nous allons voir que
Vg € C(0,T5V), 0uyg € C(0,T;Hy).

Soit t1,t2 € [0,7] et pour simplifier les notations nous posons vyy,,(t;) = v;, g(t;) = g,
w(t;) = wi, n(ti) = n;, f(ti) = fi, Cung(ti) = os pour i = 1,2.

En appliquant I'inéquation (3.3.11) pour ¢ = ¢; nous obtenons
(Avi,v = 1)y + (g1, v, w1) — j(g1, v1, w1)

> (fi,v —v1)y — (N, e(v — 1))y (3.3.13)

et pour ¢ = to nous trouvons
(Avg, v — va)v + j(g2, v, wa) — j(ga, va, W)

> (fo,v —wv2)y — (Mg, 6(v —02))5 (3.3.14)
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3.3. Existence et unicité de la solution

nous remplacons v par vy dans (3.3.13) et v par v; dans (3.3.14) et faisons la soustraction
(A’Ul — AUQ, v — UQ)V

< j(g1,v2,w1) — j(g1,v1, w1) + J(92, V1, w2) — J(g2, V2, wo)
+(fi = f2, 01 = Va)v + (03 — N1, E(V1 — V2))yy

donc

ma vy — U2|%/ < (g1, v2,w1) — j(g1,v1, w1)
+ J(g2, v1, wa) — j(g2, V2, wa)|
+(|f1 — f2‘v + [y — 772|H) 1 — U2|v-

De (3.1.24) , nous avons

U(91,U27w1) - j(91,U17w1) +j(g2,U1,w2) - j(g2=U27w2)|

/ Py (g1 — h — wy) vo,da — / Py (g1, — h —wy) v1,da
Fg FS
+/ pr(g1, — h —wy ) |va, — v da — / pr(g1y — h —wy ) v, — v da
I's I's
+/ Py (920 — b — we) vy, da — / Pw (g2 — h — wa) va,da
F3 FS
4 [ o == wa ) ore = da= [ prlga— b —wn) o — v7]da
Fg P3
< / Iy (g1, — h —w1) — py (920 — b — wa)| |v1, — Vo, | da
T's

+ |p7'<glu —h—w ) —p7(92y —h —ws )| ||U1T - U*| - |Uzr - U*|| da.
I's

En utilisant le théoréme de trace de Sobolev, I'argument |u;| < |u| (i = v, 7) Vu,v € R? et

les hypothéses sur p,, p, et aprés quelques opérations élementaires, nous obtenons

17(g1, V2, w1) — (g1, v1,w1) + 5(92, V1, w2) — J(g2, V2, wo)|

< Luc(z) lg1 — 92|v vy — U2|v + Lyco |wy — w2|L2(p3) vy — szv

+LTC(2) g1 — g2|V |1 — '02’\/ + Lrco |wy — w2’L2([‘3) lvg — UQ‘V
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3.3. Existence et unicité de la solution

donc

ma |y — ’UQ‘V S (LV + LT) Cg |gl - 92"/ + (LV + L‘r) Co |'LU1 — W2 74

+‘f1—f2’v+|771_772’71 (3-3-15)

d’apres la régularité de {g,w, f,n} nous pouvons écrire
Vyng € C(0,T5V).
D’autre part, de (3.3.6) pour ¢t = t; nous avons
o1 = Ae (v1) + 1y,

et pour ¢ = {5 nous avons

09 = Ae (Ug) + by

par 'utilisation de (3.1.11), nous allons arriver a
o1 — a2ly < e(Jur —valy + [0 — Malyy)
d’apres la régularité de {v,n}et (3.3.12) nous concluons que
Tung € C(0, T3 Hy).

Ce qui termine la preuve du lemme 3.3.2. 0
Soit w € C(0,T; L*(T3)), n € C(0,T;H) et g € C(0,T;V) sont données. Nous définis-
sons maintenant l'opérateur A, : C(0,7;V) — C(0,7;V) par

t
Aung (t) = uo +/ Uwng(s)ds Vt €[0,T], (3.3.16)
0

Ol Vg est la solution du probléme PV ;.
Lemme 3.3.3. L’opérateur A, a un point five unique g,, € C(0,1;V).
Preuve. Soit pour tout ¢;, go de C(0,T;V)

U1 = Vuwngy, V2 = Vuwngy-

de (3.3.16) la définition de A,,,, nous avons

A ()= D (O < [ 0n(9) = ealo)ly s
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3.3. Existence et unicité de la solution

en employant (3.3.15) nous obtenons

maloy (t) = va ()| < (Ly + Ly) g lgr (8) = g2 (1)],

donc
t
R () = Mg 0y < [ 1or(5) = 29y
0
En réitérant m fois 'inégalité précédente, nous obtenons

_ ()

‘Agngl - AZWQQ‘C’(O,T;V) ml 91 = g2l -

Ay, est un opérateur contractant dans I'espace de Banach C' (0,7;V), donc A, a un point

fixe unique g¢,, € C(0,T;V). O
Maintenant nous considerons le probléme suivant.
Problem PV,, . Trouver le champ des déplacements w,, : [0,T] — V tel que pour

tout t € (0,7,
(AE (G (), £(V = Ty (£))) 22+ J (U (£), 0, w(E)) = J (thaon (£), Gy (1), w(E))

+(n(t), (v — ﬂwn(t))H > (f(t),v— uwn(t))v Vv eV, (3.3.17)
Uy (0) = . (3.3.18)

Pour le problem PV, nous avons le résultat suivant.

Lemme 3.3.4. Le probléme PV ., a une solution unique w,, qui satisfait la régularité
(3.3.1).

Preuve. Soit w € C(0,7; L*(T'3)) et n € C(0,T;H), nous notons par ¢,, € C(0,7;V)

le point fixe guaranté par le Lemme 3.3.3 et soit u,, la fonctions définies par
t
oy = 1ty + / Vg (s)ds ¥t € 0,7, (3.3.19)
0
comme g, est le point fixe de A,,,, donc
AwnGun = Gun; (3.3.20)
de (3.3.16) la définition de A, et (3.3.19) — (3.3.20) nous trouvons

Gun = Uwn- (3321)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Soit vy, la fonctions définies par

Vwn = Vwngun- (3.3.22)

De (3.3.19) la définition de u,,, et (3.3.22) nous obtenons
T = V. (3.3.23)

pour g = gy, combinons (3.3.6) — (3.3.7) et (3.3.21) — (3.3.23) nous trouvons que u,, est
la solution unique de PV,,,, en plus de ¢a la relation (3.3.23) et la régularité de v,,, nous
donne u,,, € C1(0,T;V). O

Dans la deuxiéme étape, soit w € C(0,T; L*(T'3)) et n € C(0,T;H), nous utilisons le
champ des déplacements wu,, qui est définie par (3.3.19) et qui est la solution unique de
PV,.

Nous considérons le probléme variationnelle suivant.

Probleme QV,,. Trouver le potentiel électrique ¢, : [0,7] — W tel que pour tout
te[0,T]

(BV @, (1), Vo) — (Ee(uuy(t)), VO)u = (q¢(t), @)w Yo € W, (3.3.24)

Nous avons le résultat suivant.
Lemme 3.3.5. QV, a une solution unique ¢,, qui satisfait la régularité (3.3.3).

Preuve. Soit ¢ € [0,T]. Nous définissons la forme bilinéaire b (.,.) : W x W — W par
De (3.3.14), (3.3.25), (1.2.11) et de I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

b, ) =b(d,0), 1b(w,d)| < clely oy, ble,p) > cloly Vo, €W,

c’est-a-dire que la forme bilinéaire b est continue, symétrique et coercive sur W.
Cependant, en utilisant le théoréme de représentation de Riesz, on peut définir une forme

liniéaire continue l,,, : W — R par

bun (9) = (4(8), D)w + (Ee(uuny(t), VO)u Vo € W,
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3.3. Existence et unicité de la solution

On applique le théoreme de Lax-Miligram pour déduire qu’il existe un élément unique

Oy € W tel que

b(Pun:®) = lun (@)
= (q@), P)w + (Ee(uwn(t)),Vo)u Vo €W,

Nous concluons alors que ¢, est une solution unique de QV,.
Dans la suite, nous allons vérifier que ¢, € C(0,7;W). Pour t;,t; € [0,7] nous adop-
tons les notations suivantes ¢, (t;) = @;, twy(ti) = u; et q(t;) = ¢ (i =1,2).

En utilisant (3.3.24) pour ¢ = ¢; nous avons
(BV¢1, Vo) = (Ee(u1), Vo) + (ar(t), o)w Vo € W,
et pour ¢ = to nous avons
(BVy, Vo) = (Ee(u2), Vo) + (2(t), o) w Yo € W,

nous faisons la soustraction des égalités précedentes avec ¢ = ¢, — p, et en utilisant les

hypotheses (3.1.14) , (3.1.15) sur B, £ et 'inégalité de Cahchy-Schwartz pour obtenir

2
mp |p; — 902|W < celur — U2|V o1 — 902|W + g — Q2|W oy — 902|W (3.3.26)

ol cg est une constante posotive dépend au tenseur piézoélectrique £.

Alors que I'inégalité (3.3.26) devient
o1 — ol < e(Jur — uly, + g1 — Goly)- (3.3.27)
Puisque v € C*(0,T;V), g € C(0,T; W) I'estimation (3.3.27) nous permet d’écrire
Py € C(0,T;W).

Ce qui termine la preuve du lemme 3.3.5. 0

Maintenant, pour t € [0, 7], nous considérons opérateur
A:C(0, T;H) — C(0,T;H),
défini par: pour chaque n € C(0,T;H)

A(t) = F(e(tn (1)) + / M(t — )= (tty(5))ds
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3.3. Existence et unicité de la solution

+EV (1), (3.3.28)

Ici, pour tout n € C(0,T;H); Uuy et ¢,, représentent le champ des déplacements et le
champ potentiel éléctrique obtenus dans les lemmes 3.3.4 et 3.3.5 respectivement. Nous
avons le résultat suivant.

Lemme 3.3.6. II existe un élément unique n* € C(0,T;H) tel que
An* =n*.

Preuve. Soient 7, et 7, € C'(0,7;H). Nous utilisons les notations t,,, = ;, Uy, =

Vun, = V; €t ¢, = ¢; pour i = 1,2. En employant (3.3.28) nous avons
Ay (£) — Ay (8)] = [F(e(ua(t))) — Fle(ua(t)))]
+/0 [M(t — 5) (e(ur(s))—e(ua(s)))| ds

+[E Ve (t) = E V(1)
de (3.1.12) et (2.1.15) — (3.1.16) nous obtenons

[Any () = Any ()] < Lr(le (ua (1)) — & (uz (1))])

+CM/O le(uy(s)—usa(s))| ds
+cex [V (g1 (1) — 2 (1))] (3.3.29)

ol ¢y et ceg+ sont constantes dépendantes & M et £* respectivement.

En mettant I'inégalité (3.3.29) a la puissance deux, utilisons les argumants

2ab < a® + b, (/ e (u |ds> /|5 NI ds,

et intégrons par rapport a z, utilisons (1.2.11) et (1.2.6) nous trouvons
Ay (£) = Ama(B)l, < elfua(t) — ua(t)]y;

t
+ [ un(s) =@l ds +101(0) ~ (o)) (3.3.30)
0
En plus, nous employons (3.3.17) pour = 1, puis 1 = 7, et nous faisons la soustraction de

ces inégalités nous trouvons

(Ae(v1) — Ae(va), e(v1 — v2)) < j(ur, v2,w) — j(ur, v1, w)
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—f-j(lbg, U1, UJ) - j<u27 V3, w) - (771 — T2 V1 — UQ)V7 (3331)
de (3.1.11) et 'inégalité de Cauchy-Shwartz nous avons
maoi(t) = v2(Of < [0 (t) = ma(t)l [r(t) — va(t)]y,
(1, vz, w) = j(ur, vi, w) + j(uz, v, w ) = j(uz, vz, w))|
Maintenant de (3.1.24) la définition de la fonctionnelle j nous avons
(1, vz, w) = j(ur, vi, w) + j(ug, v, w ) = j(uz, vz, w))|

<

/ (U1, — h —w )vey — pu(ur, — h —w )vy,da

I's

+ / pu(UZV - h —w )Ulu - pu(UQV - h —w )Ugyda,
I's

+ Ipr(u1y —h —w ) |vo; = V" = pr(ur, — h —w ) U1, — V¥
I's
+p,(ugy, —h —w ) vy, — V| — pu(ug, — h — w ) |ve, — v*|| da

nous utilisons les hypotheéses (3.1.13) sur p,, p, et aprés quelques calculs nous obtenons
maloi(t) = va(Of < 6§ (L + L) fua(t) = uz(b)]y, [or () = (8],

+ [m2(s) = m(8) ]3¢ |1 (s) — vals)ly (3.3.32)
donc
[vi(t) = va(t)]y, < e (ur(t) — ua(t)ly + |n2(t) — M (E)]5) -

grace a l'inégalité 2ab < a? + b? et I'intégration par rapport au temps nous allons arriver &

[ o) = vl s < [ ) =)y dste [ ml —m@hds @333)

Nous savons que
t
w; (t) = u; (0)+/ vi(s)ds i=1,2,
0
et
Ul(O) = UQ(O) = Uyg,

donc

s (t) — ua(t)]3 < c/o lu1(s) — va(s)[? ds, (3.3.34)
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nous combinons (3.3.33) avec (3.3.34) pour obtenir

[u1 (t) — ua(t)|}, < c/ i (s) — ug(s)|? ds + c/ NG (s)[5,ds (3.3.35)

en appliquant le lemme de Granwall dans l'inégalité (3.3.35) nous déduisons que

[uy (1) — ua(t)|y, < c/ |n, (s (s)[5,ds (3.3.36)

Pour le potentiel électrique, nous utilisons (3.3.24) pour 1 = 7,, obtenons

(BV¢1, Vo) = (Ee(ua), Vo)u + (q(t), d)w Vo e W, (3.3.37)
et pour 7 = 15, NOUS avons

(BVy, Vo) )g = (Ec(u2), Vo)u + (¢(t), )w Vo € W, (3.3.38)
nous posons ¢ = ¢, — p, et faisons la soustraction de (3.3.37) et (3.3.38), trouvons

(BV (01 = ¢3), V(1 = 92))11 = (Ec(ur — u2), V (91 — ¢9))a
de (3.1.14) — (3.1.15) nous avons
o1(t) = a(t)lyyy < clua(t) — ua(t)ly - (3.3.39)

Nous combinons (3.3.36), (3.3.39) avec (3.3.30) nous obtenons

|Any (t) — Any(t) n < C/ 171(s) ’Hds

En réitérant m fois I'inégalité précédente, nous obtenons

(CT)

m m 2 2
A" — A 772|c(o,T;H) < Iy — 772’@(0,7“;71);

nous déduisons que si m suffisamment grand, 'opérateur A est un contractant sur I’espace
de Banach C'(0,7;H), donc, A™ posseéde un point fixe unique n* € C(0,T;H) et par con-
séquent n* est 'unique point fixe de A. O

Soit w € C(0,T; L*(T'3)). Dans la quatrieme étape nous considérons le probléme varia-

tionnelle suivant.
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3.3. Existence et unicité de la solution

Problem PV,. Trouver le champ des déplacements u,, : [0,T] — V, le champ des
contraintes o, : [0,T] — H, le champ de potentiel électrique ¢, : [0,T] — W et le champ
des déplacements électriques D, : [0,T] — H tels que pour tout t € [0,T7],

0o (t) = Ac(itn,(t)) + F(e(uw(t))) + /0 M(t — 8)e(uy(s))ds + EVp, (1),  (3.3.40)

(0w(t),e(v =t (£))) + (1 (£), v, w(E))

— (U (t), Ty (£), w(t)) > (f(t), v—it(t))y Vv €V, (3.3.41)
Dy(t) = Ee(uy(t)) — BV, (1), (3.3.42)
(Dw(t),Vo)u = —(q(t), o)w Yo €W, (3.3.43)

1y (0) = ug. (3.3.44)

Lemme 3.3.7. Le probléme PV ,, admet une unique solution {,, 0y, ,, Dw} qui sat-
isfait (3.3.1) — (3.3.4).
Preuve. Soit n* € C(0,T;’H) le point fixe de A qui est défini par (3.3.28) nous adobtons

les notations

Uy = U, Py = Loyt - (3.3.45)

qui sont les solutions des problemes PV, et QV,,, obtenues dans les lemmes 3.3.4 et 3.3.5
respectivement pour 7 = n*.

Soit pour tout ¢ € [0, 7] nous posons

w(t) = Aec(ly(t)) + Feluy(t)) + /0 M(t — s)e(uy(s))ds
+E Ve, (t) Vt € [0,T]. (3.3.46)
D, (t) = Ee(uy(t)) — BV, (t) Vt € [0,T]. (3.3.47)

Nous montrons que (ty, 0., @, Diw) satisfaisant (3.3.40) — (3.3.44) et la régularité (3.3.1) —
(3.3.4). En effet, nous écrivons (3.3.17) pour = n* et en utilisant (3.3.45), nous obtenons

(A€<uw<t>>7 6(U - uw@)))H + j(uw(t)v v, w(t)) - j(uw(t)v Hw(t), w(t))

+(*(t), e(v — Uw(t)) = (f(t), v — Uy(t))y Yv eV, (3.3.48)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Nous combinons 'égalité An* = n* et (3.3.28) pour obtenir

n*(t) = Fe(uyw(t))) + /o M(t — s)e(uy(s))ds + EV e, (1), (3.3.49)

De (3.3.46) , (3.3.48) et (3.3.49), nous avons

(0w(t), (v = ()2 + J(w(t), v, w(t)) — j(uw(t), wu(t), w(t))
> (f(t),v —ty,(t)y YveV,te(0,T) (3.3.50)

Nous écrivons (3.3.24) pour nn = n* et en employant (3.3.47), nous obtenons

(Dw(t), Vo)u = —(q(t), ¢)w Yo € Wt € (0,T) (3.3.51)

Maintenant, de (3.3.46),(3.3.47),(3.3.50) et (3.3.51) avec la condition initiale (3.3.44) et
d’apres les lemmes 3.3.4 et 3.3.5, nous concluons que (U, 04, ©,,, Dw) €est une solution de
PV, 'unicité de cette solution est une conséquence de 'unicité du point fixe de I'opérateur
A. O

Nous considérons maintenant I'opérateur 7 : C(0,T; L*(T3)) — C(0,T; L*(T'3)) défini
par

Tw(t) = —kv* /t (0w), (s)ds Yt e[0,T]. (3.3.52)

L’étape finale de la démonstration du théoréme 3.3.1 est le résultat suivant.

Lemme 3.3.8. L’opérateur T a un point fize unique w* € C(0,T; L*(T3)).

Preuve. Soit wy,ws € C(0,T;L*(T'3)) et (tw;s Tuss Pu,» D) Délement qui satisfait
(3.3.40) — (3.3.44) pour w = w;, i = 1,2, nous utilisons les notations u; = wu,,,v; =
Uy, O3 = Oy O3 = P, €6 Dy = D, En plus, ¢ est une constante posotive qui dépend a k;
et v*.

en utilisant (3.3.48) et les mémes arguments que nous avons utilisé pour avoir la relation

(3.3.33) nous allons arriver a l'inégalité suivante

[ 6 = (o s

<ol [ )~ ualo) ds [ un(s) = wa(o) e, ), (3.3.53)
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3.3. Existence et unicité de la solution

Puisque 41 (0) = u3(0) = uy nous avons
2 ' 2
) = wa®ff < [ (o)~ valo)lt ds
0
nous combinons cette inégalité avec (3.3.53) trouvons
2 ' 2 ' 2
lug () —ua(t)[5, < c/o lug (s) — ua(s)|y, ds + C/O [wi(s) — wa(s)|72r,) ds- (3.3.54)
en appliquant le lemme de Gronwall de (3.3.54) nous avons
2 ! 2
[u1 (t) — ua(t)|y, < C/O [wi(s) — wa(s)|12ry) ds- (3.3.55)
en intégrant (3.3.55) par rapport au temps et combinons ce résultat avec (3.3.53) nous
pouvons écrire
' 2 ' 2
/o |u1(s) — va(s)]} ds < C/o wi(s) — wa(s)[72(ry) ds. (3.3.56)
En autre part, comme pour : = 1, 2
oi(t) = A(i(t)) + Feuslt / Mt — 8)2(ui(s))ds

+ETV,(t) Yt € [0,T]. (3.3.57)

donc
|o1(s) — o2(s)[3, < ¢ (Jva(s) = va(s)]5, + |ua(s) — ua(s)[})

nous intégrons l'inégalité précedente par rapport au temps

/|01 — 0a(s |Hds<c</ |v1(s) — va(s |Vds+/|u1 — us(s |Vds).

Nous substituons (3.3.55) et (3.3.56)

/yal — o9(s des<c/ lwi(s) )!Lm)ds (3.3.58)

De (3.3.52) et (3.3.58) nous déduisons que

[ Twi(t) — Twa(t) |32, < / |wi(s) = wa(s)[72(p, ds.
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En réitérant m fois 'inégalité précédente, nous obtenons

()™
m!

m m, |2 2
[T wy = T wal o0 1,12(r4)) < [wr = w2l ey

Pour m suffisamant grand I'opérateur 7™ est un contractant sur I'espace de Banach C'(0,T'; L?(T'3)),
donc il a un point fixe unique w* € C(0,T; L*(T'3)) qui est aussi 'unique point fixe de 7. [J
Maintenant, nous pouvons établir la démonstration du théoréme 3.3.1
Démonstration du théoréme 3.3.1.
Existence. Soit w* € C(0,T; L*(T'3)) le point fixe de 'opérateur 7 donné par (3.3.52) .

Pour w = w*, nous posons
* * * *
U = Uy, 0 = Opry ©F = @y, D* = Dy, (3.3.59)

d’apres le lemme 3.3.7, nous déduisons que (u*,0*, ¢*, D*) est la solution unique de PV,

qui satisfait (3.3.1) — (3.3.4) . En autre part, puisque
Tw* (t) =w*(t),
et de (3.3.52) nous avons

w* (t) = —klv*/o (ow+), (s)ds Vt € [0,T].
alors que
W (t) = —kv* (o), (t) YVt € [0,T)] (3.3.60)

avec

w* (0) =0 (3.3.61)

et des hypothéses sur p,,la régularité de o,+ nous avons
w* € C1(0,T; L*(Ty)) (3.3.62)

nous concluons de (3.3.59) — (3.3.62) que (u*, 0", ¢*, D*, w*) est une solution de PV qui
satisfait (3.3.1) — (3.3.5).

Unicité. L’unicité de la solution (u*, 0™, p*, D*, w*) est une conséquence de 'unicité des
points fixes de l'opérateur A et 7 qui sont définis par (3.3.28) et (3.3.52) respectivement.
0]
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié 'existence et 1'unicité de la solution d’un probléme
aux limites de contact en électro mécanique ( piézoélectricité), le probléme est un probléme
mécanique de contact avec usure entre un corps électro-viscoélastique & mémoire longue et
une base mobile.

On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de ce prob-
leme. Comme la frontiére de corps et les données du probléme ont des bonnes régularitées;
donc, la solution du probléme mécanique et du probleme variationnelle est la méme.

On a montré 'existence et I'unicité de la solution du probléme précédent par I'utilisation
des arguments suivants: inéquations variationnelles de type elliptique, équation variation-

nelle et point fixe.
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Résumé

Dans ce mémoire, on a étudié |'existence et I'unicité de la solution d’un probleme
auxlimites en piézoélectricité. Leprobléme est un probleme de contact entre uncorps
électro-visco-élastique a mémoire longue avec usure et une base mobile.On a utilisé
la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle du probleme.Puis, on
a montré I'existence et 'unicité de la solution par les arguments suivants:
inéquationvariationnelle elliptique,équation différentielle et point fixe.Mots
clés:inéquation variationnelle elliptique, équation différentielle et point fixe.

Abstract

In thisthesis, westudied the existence and uniqueness of the solution
ofboundarycontact problem in piezoelectricity. Itis a contact problembetweenan
electro-visco- elastic body with long memory and wear and a mobile base. Weused
theGreen's formula for obtain the variational formulation of the problem and
weproved the existence and uniqueness of the solution by the following arguments:
ellipticvariationalinequation, differentialequation and fixed point.Key
words:ellipticvariationalinequation, differentialequation and fixedpoint.
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