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Introduction

La plupart des phénomeénes naturels en physique, en chimie, en économie en biologie ou
en mécanique ont un comportement non linéaire, de tels problémes s’expriment, mathéma-
tiquement, sous forme d’équations différentielles non linéaires.

De nombreuses questions, liées & I'existence et a 1'unicité de solutions de certains types
d’équations peuvent étre ramenées a la question d’existence et d’unicité d’un point fixe pour
une application appropriée définie sur un espace métrique. Un des plus important outils
d’existence en analyse non linéaire est le théoréme dit de Krasnoselskii (voir [7]). C’est un
théoréeme hybride (combinant géométrie et topologie) établie en 1955 par Krasnoselskii. Ce
résultat est captivant et possede un domaine d’application trés étendu.

Ce mémoire contient une introduction et trois chapitres:

Dans le premier chapitre, nous intéressons a donner quelques notions préliminaires et
définitions:

o ['spaces métriques: Distances, espaces métrique.

e Les suites dans le espace métrique: Suite de Cauchy, suite convergente, suite bornée.

e L’application continue: La continuéte, la continuété uniforme, équicontinu.

e Les espaces compactes: L’espace métrique compact, séquentiellement compact, pré-
compact.

e Les opérateurs: L’opérateur linéaire borné, I’opérateur compact.

e Les applications contractantes: Contraction large.

Nous présentons dans Le deuxiéme chapitre, quelques résultats de la théorie du point
fixe. A savoir le théoréme du point fixe de Banach 1922 (de I’application contractante), celui
de Brouwer 1912 (voir [1]) et Schauder 1930 (une généralisation théoréme du point fixe de

Brouwer) (voir [3]), et enfin nous abordons le théoréme du point fixe de Krasnoselskii. Ce
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théoréme est trés efficace dans la résolution des équations différentielles non linéaires, il
apporte des réponses aux problémes d’existence et d’unicité.
Le troisieme chapitre contient une application pratique du théoréme de Krasnoselskii,

pour montrer I'existence et 'unicité des solutions des équations différentielles.



Chapitre 1
Préliminaires

Nous commencons d’abord par rappeler quelques définitions, et faisons également un
rappel de certains théorémes et des résultats connus qui nous seront utiles dans les chapitres

deuxiéme et troisiéme .

1.1 Espaces métriques

1.1.1 Distances

Définition 1.1.1 Soit E un ensemble non vide quelconque, une distance sur E est une

fonction d : £ x E — R, définit sur le produit cartésien £ x E a valeurs dans
I’ensemble R, des nombres réels, vérifiant les propriétés suivantes:

a) Vu ,v € E :d(u,u) =0 et d(u,v) =0< u=n0.

b) Yu,v € E : d(u,v) = d(v,u) (symétrique).

c) Yu,v,w € E : d(u,v) < d(u,w) + d(w,v)  (inégalité triangulaire).

pour u € E donné, le nombre réel positif d(u,v) est appelé distance de u & v.
Exemple 1.1.1  Soit (E,d) un espace métrique.

1) la distance euclidienne : E = R", n € N*

Soint u = (uy, ug, ...... Up) et v = (U1, Vg, ....... , Un)-



1.1. Espaces métriques

d: R"x R" — FE :

d(u,v) = \/(ul, v1)? + (ug,v2)% + ...... + (tn, vp)?

2) la distance sup metrique:

d(u,v) = sup {|(u; —v;)[}

1<i<n

Exemple 1.1.2 Soit E = C([0,1]) = {f :[0,1] — k\ f est continne sur [0,1]}

d:EXE—)R+

1

a(f.q) = / f (@) — g (@) da (L.11)

0

Vf,g,h € C([0,1])

d(f,f>=/|f<a:>—f<x>|dx=/0dx=o
i(f.g) = /!f(x)—g(x)!dfrZO
o 1f@)—g@)]=0s f(2)—g(x)=0
o f@=gl)sf=g
b-



1.1. Espaces métriques

1

d(f,h) = /If(l’)—h(flf)ldl’Z/If(x)—g(af)—h(x)Jrg(x)ldI

_ /,g(x)_g<x>>+<g<x>—h<x>>rdx

0

IN

/|f<x>—g<x>|dm+/|g<x>—h<x>|dx=d<f,g>+d<g,h>

Donc d est une distance.

Exemple 1.1.3 Soit (d,),en distance sur E on pose :

Va,y:d(x,y) =sup{d,(z,y);n € N} (1.1.2)
a—
Vo € E;d(x,z) = sup {d,(z,z);n € N}
On a
dy(x,z) = 0
& sup{d,(z,z);n e N} =0 < d(z,z)=0.
dz,y) = O;)Vx,y€FE
& sup {dn(z,y);n € N} =0
& VneNyd,(r,y)=0z=y
b-

Vae,y € E;d(y,z)=sup{d,(y,z);n € N}
= sup{d,(z,y);n € N} =d(z,y)



1.1. Espaces métriques

Ve,y,z € FE;d(x,z) =sup{d,(z,z);n € N}
d(z,y) +d(y,z) = sup{di(z,y) + dn(y,2); k,m € N}
On aVn € N:d,(z,2) <d,(x,y) + dn(y, 2)
Alors on pose : n=m =k

donc 'inégalité triangulaire est vérifiant.

Alors d est une distance .

1.1.2 Distances équivalentes

Parfois deux distances diffiérentes d; et dy sur un méme ensemble E sont assez “ ressem-
blantes” pour que les espaces métrique (F,d;) et (E,dy) possédent les mémes propriétés

pour certains objets mathematiques définis par d; d’une part, par dy d’autre part.
Définition 1.1.2 Soient dy et dy deux distances sur un méme ensemble E, elles sont dites
équivalentes s’il existe deux constantes réelles n > 0 et m > 0 telle que:
Vu,o € E:ndi(u,v) < ds(u,v) < mdi(u,v)

da(u,v)
dy(u,v)

— n< <m  (u#v)

1.1.3 Espaces métriques

Définition 1.1.3 Un espace métrique est un couple constitué par un ensemble non vide F,
et par une distance d sur E, on dit que E est muni de la distance d, un espace métrique est

noté (E,d) ou Ey.



1.2. Les suites dans le espace métrique

1.2 Les suites dans le espace métrique

1.2.1 Suite de Cauchy

Définition 1.2.1 [}/ Soit (E,d) un espace métrique, une suite (z,) dans E est dite de
Cauchy si :
Ve >0,IN e NVn,m > N :d(z,, z,) <€

1
Exemple 1.2.1 La suite qui définit par: x, = —; por tout n € N* est une suite de Cauchy.
n

Preuve. On a :c > 0 et N € N vérifiant : d (x,, ) < €

1
Onpose m>n |———|<e¢,
n o m
1 1
donc: 0<———<ce¢
n om
1 1 1 1
—<egcar — — — < —
n n m n
Alors:
1 1
n>—:>N:{—}+1
€ n
1
Dochn,mz[—}—l-l
n
1 1
d(xp, xm) = |— — —| <&
n om
Dot (x,) est de Cauchy. n

n

1
Exemple 1.2.2 [a suite x, = Z z n’est pas de Cauchy.
k=1

Preuve. z, ne pas de Cauchy :

Ve > 0,3IN € N,Vn,m > N tel que d(z,, z,,) > €

On posse:
1
€:§,n:Netm:2N,



1.2. Les suites dans le espace métrique

donc:

d(ffn, ffm) = d($N7$2N) = ToaN — TN
2N1 N 1
-3 i
k=1 k=1
= (I+5+...+ 1) (1+1+ +1)
N 2 2N 2 N
= L + L + o+ L
~ N+1 N+2 77 2N
- 1 N 1 - 1 1) 1
- 2N 2N 7 2N ON ) 2

1
Alors: d(zp, ) > 3= €.

Dot (x,) n’est pas de Cauchy. m

1.2.2 Suite convergente

Définition 1.2.2 Soit (F,d) un espace métrique, une suite (x,)nen dans E est dite

convergente s'il existe x € £ tel que lim(z,) — x, et (x,)nen Vérifiant:

n—oo

Ve >0,IN e NNVn e Nyn > N :d(x,,z) <e

Remarque 1.2.1 S’il n'existe aucun x € E tel que lim (x,) — x, dit (x,) est divergente.

n—oo

1.2.3 Suite bornée

Définition 1.2.3 Soit (E,d) un espace métrique, une suite (x,)neny dans E est dite bornée
St:

Ve >0,AN e N;Vn, k e N;n > Nt d(xpk, z,) < €
Proposition 1.2.1 /8] (z,) Suite convergente = (x,) de Cauchy = (z,) est bornée.

Définition 1.2.4 Un espace métrique (F,d) est dit complet si toute suite de Cauchy dans

E converge.
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1.3 Les espaces normé

1.3.1 Normé

Définition 1.3.1 [}/ Une norme sur un espace vectoriel E (sur le corps k), est une fonction

continue de E dans R™ noté par: r — ||z

vérifiant les propriétés suivantes:

1)Vz e E||jz]| =0 < (z =0) (séparation).
2Q)VAek,z e E || x| = | ||z]] (homogenété).
3) Ve,y € E, ||z +y| < =] + [y (inéaglité du triangle).

Remarque 1.3.1 |\| désigne respectivement la valeur absolue si k = R ou module si

k=C.

1.3.2 Espace normé

Définition 1.3.2 Tout espace vectoriel E sur K = R ou C', muni d’une norme, est appellé

espace vectoriel normé.

Proposition 1.3.1 Un espace normé est un espace métrique dont la distance est définie
par:

d(z,y) = ||z =yl

Cependant, un espace métrique n’est pas toujours un espace normé méme s’il posseéde

une structure vectorielle, car une distance n’est pas souvent associée & une norme.

Définition 1.3.3 Un espace de Banach est un espace normé complet pour la distance as-

sociée 4 sa norme.
Exemple 1.3.1 L7 (2) Q=[01]etl<p<o

associée par:

3=

1l = / f (@) da

est un espace de Banach.
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1.4 L’application continue

1.4.1 La continuité

Définition 1.4.1 Soient (E,d) et (F,d) deuz espaces métriques, et la fonction f: E — F

On dit que:

1) f est continue au point xy € E si:

lim f (2) = f (20)

Tr—XT0

2) f est continue sur E si elle est continue en chaque point de E.

1.4.2 La continuité uniforme

Définition 1.4.2 Soit f wune application de M C E dans E, on dit f est uniformément

continue sur E si etseulement si :

Ve > 0,da > 0,V(x,y) c E? e —y|l<a=|f(z)— fly)| <e

1.4.3 Equicontinu

Définition 1.4.3 L’ensemble M (I’ensemble de fonctions continues) est équicontinu si [’ensemble

M(x¢) = f(x0), f € M est équicontinu pour tout xy € X.

1.e:

Ve > 0,3V € V(xg),Ve € X,Vf e M,x €V =| f(z) — f(xg) [|[< e

1.5 Les espaces compactes

1.5.1 L’espace métrique compact

Définition 1.5.1 [4] Un espace métrique (E,d) est compact si de tout recouvrement de E

par des ouverts B on peut extraire un recouvrement fini.

Autrement dit compact si S C B (ouverte) tel que £ = UpcgB alors il existe

n € N et By, Bo,...B,, des ouverts de S tels que £ = B; U B>... U B,,.



1.6. Les opérateurs

1.5.2 L’espace séquentiellement compact

Définition 1.5.2 Un espace métrique (E,d) est séquentiellement compact si de toute suite

on peut extraire une suite qui converge dans E.

1.5.3 L’espace précompact

Définition 1.5.3 Un espace métrique (E,d) est précompact si pour tout € > 0 il existe

n e N etxy,xs,..1,, n points de E tel que:

E = B(z1,e) U B(xg,€)... U B(x,,e) = U B(x;,¢)

1<i<n

1.5.4 Le partie compacte

Définition 1.5.4 Une partie M d’un espace métrique (E,d) est dite compacte si toute

suite {x,} de M admet une sous suite convergeante vers une limite appartenant a M.

1.5.5 Relativement compacte

Définition 1.5.5 Un espace métrique (E,d) est relativement compacte si toute suite de E

admet une sous suite convergeante vers une limite appartenant a E.

i.e: si la fermeture de F est compacte.

1.6 Les opérateurs

1.6.1 L’opérateur linéaire borné

Définition 1.6.1 soient E et F' deux espaces vectoriels normés, on appelle opérateur linéaire

borné toute application linéaire continue de E dans F.

10



1.7. Les espaces convexes

1.6.2 L’opérateur compacte

Définition 1.6.2 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés surk =R ouC et T € L(E, F')
on dit que T est un opérateur compact si et seulement si une des trois hypothéses équiva-

lentes, suivantes est vérifiée :

1) toute image d’un borné de E est relativement compact dans F'.

2) T(Bg(0,1)) est relativement compact dans F.

3) de toute suite bornée (z,),en de E on peut extraire une sous suite telle que:
(Txnx)k € N converge dans F' quand k — oo.

L “ensemble des opérateurs compacts est noté K (FE, F).

1.7 Les espaces convexes

Définition 1.7.1 Soit (E,d) un espace métrique, un ensemle M de E est dite convexe si

est seulement si:

Ve,y e M\Va € [0,1] :ax+(1—a)ye M

Définition 1.7.2 Soit M C FE la fonction f : M — E est dite convexe si est seulement
si: Vx,y € M,Va € [0,1]: flax+ (1 —a)y) < af(z)+ (1 —a)f(y)

Définition 1.7.3 Soit M C E la fonction f : M — E est dite concave si —f est conveze.

Exemple 1.7.1 Soit M C R"™ un ensemble quelconque.
On définit le noyan K du M 1’ensemble défini par:

K={zxeM telque: Vy e M : [z,y] C M}

z€[ryleHel0,1]:z=te+ (1 -ty

Alor K est convexe.

Preuve.

Va,be KVt €]0,1[= ta+(1—t)bek (1.7.1)

11



1.8. Les applications contractantes

On a clair :

a€ K& a,z)] C M;Ve e M

Et:
be K& [bx] C M;Vx e M

d’apres (1.7.1) :

z € [ta+(1—1t)bz| <
z = a(ta+(1—=t)b)+ (1 —a)z;Yae€]0,1]

= (at)a+a(l-t)b+(1—a)x

a(l—t)b+ (1—-a)

= (at)a+ (1—at) (1—at) (1—at)$

Et :
_a(l-1) (1—a)
w = (1—at)b+ (1_at)x € [b,x]

a(l—t) (1—-a)
(I1—at) (1—at)
Alors:  z = (at)a+ (1 —at)w € [a,w] C M

Donc K convexe. m

1.8 Les applications contractantes
Définition 1.8.1 Soit (E,d) un espace métrique, une application T : E — E est dite :

1) Lipschitzienne ( ou k-Lipschitzienne) si est seulement si il existe une constante k& > 0
vérifie :[9]
Ve,y e E:d(T (z),T (y)) < kd(x,y).

2) contraction si est seulement si :

elle est k-Lipschitzienne et 0 < k£ < 1, c’est a dire:
Ve,ye E:d(T(x), T(y)) < kd(x,y), avec 0 < k < 1.

3) non expansive si est seulement si elle est 1-Lipschitzienne.

12



1.8. Les applications contractantes

4) contractive si est seulement si :
Ve,ye E:d(T (z),T (y)) < d(z,y).
5) isométrie est seulement si :
Ve,y € B d(T (x), T (y) = d(z,y).
Remarque 1.8.1 1l est clair que : si T est non expansive alors elle est Lipschitzienne.

Exemple 1.8.1

1 1
B= 32| d=11 1) -1
2 T
T est k-Lipschitizien.
Preuve.
1 1
T(zx)-T = |-—=
O
1
= v -yl
|z
L < <4
- x
4 — y =

Donc T est 4-Lipschitizien. m

Exemple 1.8.2

E=R, d= H,T(x):§+7
T est une contraction.
Preuve.
T Y
T(x) =T = |=4+7—-=-7
T()-T@w)| = [5+7-1
Lo -y
= — |\ —
3 Yy
1 )
K = 3 € 10,1[; T est une contraction. m

13



1.8. Les applications contractantes

1.8.1 Contraction large

Définition 1.8.2 Soit (E,d) un espace métrique et une application T : E — E .

T est une contraction large si pour tout ¢, ¢ € E avec ¢ # ¢ alors d(T, Tp) < d(v, )

et si pour tout chaque € > 0 il existe un 6 > 1 tel que:

[V, € T, d(, p) > €] = d(Ty, Tp) < 6d(¥, p).

Finissant ce paragraghe par la remarque suivante:

Remarque 1.8.2 f contractante = f Lipschitzienne = [ uniformément continue = f

continue.

14



Chapitre 2

Théoréme du point fixe de

Krasnoselskii

Le but de ce chapitre est ’étude de quelques théorémes du point fixe. On commencera par
le plus simple et le plus connu d’entre eux : le théoréme du point fixe de Banach pour les
applications contractantes. On verra ensuite le théoréeme du point fixe de Brouwer (valable
en dimension finie) puis le théoréme du point fixe de Schauder (qui est la “généralisation”
en dimension infinie).

Enfin nous abordons le théoréme du point fixe de Krasnoselskii.

2.1 Théoréme du point fixe de Banach

Ce théoreme est dit principe de I’application contractante, il est la base de la théorie du
point fixe. Ce principe garantit I’existence d’un unique point fixe pour toute application

contractante d’un espace métrique complet dans lui-méme.

2.1.1 Théoréme de I'application contractante
Théoréme 2.1.1 (Théoréme du point fixre de Banach(1922))[2]

Soit (F,d) un espace métrique complet, toute contraction 7" d’un espace métrique com-
plet E non vide dans lui-méme admet un point fixe et un seul .

De plus nous avons la propriété suivante qui est importante :

15



2.1. Théoréme du point fixe de Banach

Proposition 2.1.1 /6]

Sizg€e Eeta,=Tx,1
lim z, =z
n—00
et
d(xp, ) < K"(1 — K) (21, 20),n > 1
x étant le point fixe de T'.
Démonstration. =
a) L’existence
On va utiliser la méthode dite des approximations successive.

Soit xg un point quelconque de E, posons:

1 = f(x0), 22 = f(x1) = faxp), ... vy = f(xn_1) = fu(zo), ...

Nons formons ainsi une suite infinie xq, x1, Ta, ...., Ty, ..... d’éléments de F.
Nons allons montrer que (x,,),cy est une suite de Cauchy.

Comme f est une contraction, on a la suite des inégalités :

d(ﬂ?2,$1) = d(f(x1)7f<x0))

S kd($1,$0)
d(z3, x2) = d(f(z2), f(z1))

S k?d(l’g,{l)l)

S de($1,$0>

d(xn—i-h xn) = d(f($n>> f(xn—l))

< kd(zp,Tp-1)
< k"d(xq, )

A(Trips Tn) < d(Znips Tnip-1) + A(Tpnip-1, Tnip-2) + oo + d(@py1, Tp)
< (KPP kPP 4k DE (o, m)
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2.1. Théoréme du point fixe de Banach

(kP + kP14 ...+ k + 1) somme de (p + 1) terme d’une suite géometrique.

Alors:
1— kP kn
d<xn+paxn) < ﬁk d(x1,x0) < T x

On en déduit bien que d(z,+p,x,) tend vers 0 quand n tend vers +oo, donc la suite

d(xh l’o)

(Zn)nen est une suite de Cauchy par suite, elle admet une limite a, alors x,, tend vers a on
voit que x,+1 = f(z,) tend vers f(a) d’aprés la contituité de f, et comme x,,; tend aussi
vers a, on a bien a = f(a), et a est un point fixe.

b) L’unicité

Supposons que f admet deux point fixe a et b :

a#b fla)=a et f(b)=10

d(a,b) = d(f(a), f(b))

f contraction 0 < £ < 1
d(a,b) < kd(a,b) < d(a,b)

On suppose que a a # b alors d(a,b) # 0 donne k > 1

est une contradiction, alors a = b.
Remarque 2.1.1 L’unicité du point fize est évidente, méme si E n’est pas complet.

Conclusion 2.1.1 Si T est une application Lipschitzienne (pas nécessairement une con-

traction) mais l'une de ces itérées TP est une contraction, alors T a un seul point fize.

En effet, soit = 'unique point fixe de 7?7 on a T? (T (z)) = T (T? (z)) = T (x) ce qui
convient & dire que 7 (z) est aussi un point fixe de T? et grace a l'unicité 7' (z) = x.
Ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent 1'unicité du point

fixe.
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2.2. Le théoréme du point fixe de Brouwer

2.2 Le théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoréeme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie algébrique. 1l fait partie
de la grande famille des théorémes du point fixe. Il existe plusieurs formes de ce théoréme

selon le contexte d’utilisation.

Définition 2.2.1 On dit qu’un espace topologique a la propriété du point fixe si toute ap-

plication continue T : E — E posséde un point fixe.

On note par B, la boule unité fermée de E™.

On a le résultat suivant :
Théoréme 2.2.1 (Brouwer 1912)[1]

La boule B,, a la propriété du point fixe pour tout n € N.
Démonstration. Comme ce théoréme est déja démontré pour n pair [voir 1], il ne reste
plus qu’a montrer que si B,,,1a la propriété du point fixe, alors B,, I’a aussi.

Soient la fonction f : B,, — B, continue et 7 la projection définie par :

(l’l, To, ... ,l’nJrl) — (33'1,513'2, Ce 73:71)
On a alors 7(B,4+1) = B, et de plus f om est continue de B,,;; dans B,, C B,1.

Dong, il existe y € B,41 tel que (f om)(y) = y. Alors y € B,, donc 7(y) = y. On en
déduit que y est un point fixe de f sur B,. =

2.2.1 Autre forme de théoréme

La plus simple est parfois donnée sous la forme suivante :
Dans le plan : Toute application 7" continue du disque fermé dans lui-méme admet au

moins un point fixe.
Remarque 2.2.1 I est possible de généraliser a toute dimension finie.

Dans un espace euclidien : Toute application T' continue d’une boule fermée d’un
espace euclidien dans elle-méme admet un point fixe.

Il peut encore étre un peu plus général.

Convexe compact : Toute application T' continue d’un convexe compact M d’un

espace euclidien a valeur dans M admet un point fixe.
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2.3. Théoréme du point fixe de Schauder

2.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoreme prolonge le résultat du théoréme de Brouwer pour montrer existence d’un
point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de Banach.
Le Théoréeme du Point fixe de Schauder est plus topologique et affirme qu’une application
continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Schauder a généralisé le résultat de Brouwer en dimension infinie. Et nous avons le

résultat suivant :
Théoréme 2.3.1 (Schauder 1930)/3]

Soit E un espace de Banach et M C E un convexe, non vide et compact.
Alors toute application continue 17" : M —— M posséde un point fixe dans M.
Ou de maniere équivalente :

Soit E un espace de Banach et M C E un fermé, borné, convexe et non vide.

Alors toute application compacte T : M —— M posséde un point fixe dans M.

2.4 Théoréme de Krasnoselskii

En 1955 Krasnoselskii a observé que dans un bon nombre de problémes, I'intégration
d’un opérateur différentiel perturbé donne naissance a une somme de deux applications,
une contraction et une application compacte. Il déclare alors (I'inversion d’un opérateur

différentiel perturbé géneére la somme d’une contraction et une application compacte).

2.4.1 Théoréme d’Arzela-Ascoli

Théoréme 2.4.1 [5]
Soit (£, d) un espace métrique compact et soit (F), d) un espace métrique quelconque. On
considere I'espace méttrique C°(E, F') des applications f,g: E — F continue sur F;, muni

de la distance uniforme dy(f,g) = supd(f(z),g(z)), soit M une partie de Coo(Eq, Fy),
el

alors:
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2.4. Théoréme de Krasnoselskii

1) M équicontinue sur E.
M est relativement compact < { 2) Vx € E, 'ensemble H(z) = {f(z)/f € M}

est relativement compact dans (F, 9).

Exemple 2.4.1 Soit g : ([0,1]) x R — R application continue et considéron [’équation

intégrale

u(t) — /g(s,u(s))ds t€[0,1]

alors 'opérateur de Hammerstein:

G :C([0,1]) — C(]0,1])

t
u — Gu tel que Gu(t) = /g(s, u(s))ds

0

est compact.

Preuve. Il faut montrer que G est continue et 'image de tout borné est relativement
compact.

E = (C([0,1],R) est un espace de Banach muni de la norme de sup.

1- GG continue:

Soit (uy), C E est une suite telle que:

= ull = sup |uy (2) —u(@)] — 0

Comme ¢ est continue et la convergence de (u,,) vers u est uniforme, on en déduit que:

9(un () — g(u()

et donc

n—oo

(Guy,) () = /g (s,u, (s))ds — /g (s,u(s))ds = Gu(t)

alors GG continue.
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2.4. Théoréme de Krasnoselskii

2- [’image de tout borné est relativement compact.
Soit A C E borné et B = G(A) C E on a:

a) B est uniformément borné.

En effet, Vv € B,3u € A:v =G (u) .

Alors:

t

v(t) = Gu(t) = /g (s,u(s))ds,t e [0,1]
0
Comme A est borng, il existe M > 0 telle que ||u]] < M, Yu € A.

ie: |u(s)] < M,Vs €[0,1] et Vu € A. Comme g est continue, il est borné

sur le compact [—M, +M] et donc il existe K > 0 telle que:
lg (s,u(s))| < K,Vs € [0,1] (2.4.1)

Alors:

t
v (1) = |Gu ()] < K/ds ~ Kt < KVte[0,1]
0

Donc B est borné.
b) B est équicontinue.

Ona: YveB

v () - v (b)) = /g<s,un<s>>ds— /g<s,un<s>>ds

d’apres (2.4.1):

= K|t; —tof
Donc Ve > 0,36 < % telle que, Vt1,t5 € [0,1] :

‘tl—tgy <= |l/(t1>—V<t2)‘ Sk(SSE,Vl/EB
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2.4. Théoréme de Krasnoselskii

d’ou I’équicontinuité de B.

.| B borné .
D’aprés le théoréeme d’Arzela-Ascoli = B rlativement compact.
B équicontine

Donc l'opérateur GG est compacte. [

2.4.2 Théoréme de Krasnoselskii

Théoréme 2.4.2 [7]

Soit Y un espace de Banach, et D un ensemble non vide, fermé, borné et convexe de Y
et soient U et C deux opérateurs de D dans Y, verifie les conditions suivantes :
Uz + Cy € D, Vx, y € D.

— U est une contraction ( k étant la constante de contraction).

— (' est compact et continue.

alors il existe x € D tel que Uz + Cx = x.

Remarque 2.4.1 Si U = 0 alors ce théoréme coincide avec le principe de ’application

contractante de Banach, et si C' = 0 il coincide avec le théoréme de Schauder.

Démonstration. [ ]
On peut démontrer ce théoréme de deux méthodes:
1) Premiére méthode:
( la condition de théoréme de Schauder)
U est une contraction, soit y fixe dans D, L’operateur Zx + C'y admet une solution
unique

z dans D .On définit I'application F' par :

F : D—D
y — Fy==z
Fy=Uy+Cy (2.4.2)

On a F(D) C D donc F applique D dans D, on montre que F' est compact et continue.
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2.4. Théoréme de Krasnoselskii

F' continue Soit 3, un point de D alors on a:

Fy=UFy+Cy

Fy, =UFy, + Cy, (2.4.3)

Fy—Fy, = UFy+Cy— (UFy,+ Cy,)
= UFy—-UFy,+Cy—Cy,
| Fy—Fy, |=|UFy —UFy, + Cy—Cy, |
| Fy—Fy, |[<|UFy = UFy, || + || Cy — Cy, |
| Fy—Fy, < k| Fy—Fy. || + || Cy — Cy, |
(1—=Fk) || Fy—Fy, <[ Cy—Cyn |
| Fy—Fy.ll< 1 1 Cy—Cyy |

Donc F' est continue.

F (D) est relativement compact on montre que Fy;, F'ys,...F'y, est un e-réseau fini de
F(D).

ie:

F(D) C OB (Fyi,e)

i=1

Comme C' est compact donc C'(D) est relativement compact .
['={Cy,Cys,....,Cy,}
Yy € C(D),3y; € T : d(y,y2) < € implique que Cy; compact, on peut écrire :
Vy € C(D), 3y € C(D) : d(y, Cyz) < d(y, Cyr) +d(Cyr, Cya) < 2¢

Donc il existe 2e-réseau de C'(D)
Ve > 0,3(1 — k) e-réseau Cyy, Cypa, ...Cy,

i.e: les boules
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2.4. Théoréme de Krasnoselskii

(D) c | B(Fyr, (1 - k)e)

k=1

Comme || Fy — Fy, ||< le | Cy — Cy, |lalors Fyi, Fys,...Fy, est un e- réseau de

F (D), et ¢aimplique que F'(D) est totalement borné ce qui donne que F'(D) est relativement
compacte, donc F' est compact.

F est continue et compact d’aprés le théorém de Schauder on conclure qu’il existe y € D

tel que F'y =y pour xz € D :

Urx+Czr=uzx

2) Deuxiéme méthode:

Onpose T'=U + S et Tx = Uz + Sx, on peut demontrer que T'x = =

Ty = x

&S U+ Sr=x
& Sr=z—-Uzx
=

Sz =(I-U)zx

Si (I—U) est bijictive alors il admet un inverse (I —U)~! (I’lhoméomorphisme de Banach)
(I —U)™! est continue alors

r=I-U)'SeeTe=(I-U)"'Sz

Donc T verifie la condition de Schauder, alors il existe x € D tel que Tx = .

1) (I — U) bijictive de D dans S(D)

Soit y € D verifie y = Uy + Sz, on considere la suite (y,) tel que

Yp+1 = Uy, + Sz ((y,)est une suite de Cauchy)

| Yp+q — Yp ”:H pr+q—1 - pr—l ||

< k| Yp+rq—1 — Yp—1 || (U contraction)
<

K\l yg—wo ll—0 (0<k<1)

(yp) est une suite de Cauchy tend vers y.
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2.4. Théoréme de Krasnoselskii

Alors:
y=Uy+Sxr=Sxr=(I-U)y,y€e D

(I -U)(D)cC S(D)

Donc (I — U) est bijictive.

Si(I-U)(D)&S(D)Aye D tel quey— Uy & S(D), implique que :
y — Uy # Sz donc I — U surjective de D dans S(D)

(I = U) est injective (I — U)yr = (I — U)ys.

Et on a:

\Uyr — Uya| < Elyr — v

Donc:

1 — vl < Elyr — val

= y1—=0car0<k<l1

y1 = y2 ce que donne (I — U) est injective.
Donc elle est bejective et (I — U)(D) C S(D)
2) (I —U)™! continue:

On pose z, = (I — U)"!(x,), et on démontre que :
I-U) Y zy) - [T -U)2):2p — @
(z,) est une suite de Cauchy 7
Znam — Zn = Znam — UZnam + Znam — Uzn + Uzp — 2,

k
| Zngm — 2n || - | T — T [[= 0

U est un contraction, (z, suite de Cauchy converge vers z), o x = z — U(z) alors

I (zn = Uzn) = (2 = U2) | =0

Donc : (I — U)™! est continue.
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2.4. Théoréme de Krasnoselskii

OnaT(x)=(I—-U)"'S(z), (I —U)" ! est continue, et S est continue et compact alors
T est Continue et compact, D est fermé depuis le théoréme de Schauder, T admet un point

fixe verifie T'(z) = x.

ie:
(I-U)"'Sz = z
r = (U+S)xr=Uzx+ Sx.
On peut utilisé la lemme suivant pour démontrer la théoréme de Krasnoselskii :

Lemme 2.4.1 [1] Si (H,||||) est un espace normé, M C H etT : M — H une application
contractante, alors (I — B) est un homéomorphisme de M sur (I — B)M. En outre, si

(I — B)M est précompact, alors M [’est également.

Preuve. 1l est clair que I — T est continue. Comme 7" est une contraction, alors pour

tout x,y € M,z #y

(I =T)x = =Tyl = [l(x—y)—(Tz =Ty

v

le =yl =Te =Ty >z -yl - allz -y

> (I=a)fz -y

V

Ou a € [0,1]. Ceci montre que (I —T)~! existe et est continue. Cette dernicre inégalité-
montre aussi que si 71, ¥, ..., T, est un e-net pour M, alors (1 - 7). , (1 —T)

un (1 — a)e-net pour (/ —7T)M. =

x2 7

Preuve. (théoréme de Krasnoselskii )

Pour chaque y € M fixé, 'application
z=Bz+ Ay

Posséde une solution unique z € M, puisque z — Bz + Ay définit une contractionde M

dans lui méme .

Ainsi, z = (I — B) ! Ay est un élément de M.

Par le lemme(2.4.1), 'application (I — B)~'A est continue et compacte de M dans M.
D’apres le Théoréme du Schauder, (I — B)™' A posséde un point fixe y dans M.

Ce point y est I’élément cherché. m
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2.5. Extension du théoréme de Krasnoselskii

Remarque 2.4.2 La théoréme de Krasnoselskii peut étre formulé d’une fagon plus générale,
considerant d’'un seul opérateur F': D x N(D) — D tel que N et un opérateur de D dans
D.

F(z,y) =Uzr+y,N(z) =Cx

1) F est une contraction en x pour tout y € N(D).

2) F' est une contraction en y, parapport a x € D.

3) N est compact et continue.Alors sous ces conditions.
x = F(x,N(z)) a une solution dans D.

La condition Uz + Sy € D de théoréme de Krasnoselskii étre remplacé par Ux 4+ Sz €
D(Vx € D) .

2.5 Extension du théoréme de Krasnoselskii

Soit U et S deux opérateurs dans D tel que:
1) U est une ¢-contraction ( ¢ continue).

2) S est compact et continue .

3) Ur+ Sy € DVx,y € D.

alors il existe x dans D tel que x = Uz + Sz .

Remarque 2.5.1 La contraction est un cas particulier de la p-contraction.

2.5.1 Théoréme de Burton

Théoréme 2.5.1 [1]

Soit (E,d) un espace métrique complet et soit 7' : E — E une contraction large. On
suppose qu'il existe z € E et L > 0 tq d(xz, B"z) < L,Vn > 1.

Alors T' admet un point fixe unique dans E.

Preuve. Soit z € F et engendrons la suite { B"z},>1. de toute évidence si cette suite
est de Cauchy. Alors la limite sera un point fixe pour B.

Supposons alors que {B"z},>1 n’est pas de Cauchy, alors:

Je > 0, tel que pour K € N, Iny, my, > K avec my > ny, et d(B™ x, B"z) > ¢.
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2.5. Extension du théoréme de Krasnoselskii

Ainsi:

e < d(B™ux,B"x)
< d(B™ 'z, B )
< L <d(B™ "z, x)

Comme B est une contraction large, alors pour cet ¢ > 0, 36 < 1 tel que:

™
IA

d(B™Fx, B"x)

N

Sd(B™ gz, B™ )

< L <od(B™ R x) < O™ L

mais 0 < 1, cela produira, pour n; assez large, une contradiction.

D’ou la conclusion. m
Lemme 2.5.1 Si (S, ||.||)est un espace normé, si M C S et B: M — S une contraction

large, alors (I — B) est un homéomorphisme de M dans (I — B)M.

2.5.2 Théoréme de Krasnoselskii-Burton

Théoréme 2.5.2 [1/

Soit S un espace de Banach, et soit M une partie non vide, convexe, bornée
et fermée de S. On suppose A, B : M — M sont deux applications telles que:
1) Az + By € M,Vx,y € M.
2) A est continue et AM est contenu dans un compact .
3) B est une contraction large.
Alors dx* € M, Ax* + Bx* = x*.
Preuve. Pour chaque y € M fixé 'application Hz = Bz + Ay est une contraction large
sur M possédant un point fixe unique z (comme M est bornée 'existence du nombre
L du Théoréme (2.5.1)de Burton est assurée). Donc z = Bz + Ay posséde une unique

solution.

Ainsi, (I — B)z = Ay.
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2.5. Extension du théoréme de Krasnoselskii

Par le Lemme (2.5.1) Py := (I — B) ! Ay est continue de M dans M.

Mais, AM est contenu dans un sous ensemble compact de Met(I — B)™! est continue

de AM dans M, il est alors bien connu que (I — B)"!AM est contenu dans un sous
ensemble compact de M. Selon le Théoréme (2.3.1) de Schauder, il existe un point fixe
x* = (I — B) 'Az*

1.e:

Ax* 4+ Bx* = z*.
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Chapitre 3

La Application

Dans ce chapitre, on discutera les résultats d’existence des solutions pour les inégalités vari-
ationnelles définies par des formes non linéaires sur un espace de Banach et pour lesquelles

on peut appliquer le théoréme de point fixe de Krasnoselskii.

3.1 Stabilité par le théoréme de Krasnoselskii-Burton

Concrétement, ce travail concerne une classe d’équations qui s’exprime sous la forme suivante:[10]

ol(t) = —a(t)h(x(t)) + c(t)ar(t — r(t)) + bE)G(x(t), x(t — r(t))), t > 0, (3.1.1)

avec une condition initiale:

.ZU(t) = ¢(t)’t € [m()) 0]7
et
¢ € C([mo, 0], R),[mo,0] = {u <0;u=t—r(t),t>0}.
On suppose que a,b € C(R,, R) avec a(t) > 0,c € C'Y(R,,R),h: R — R une fonction
continue par rapport a ses arguments, on suppose aussi que h(0) = 0 et 7 € C?(R,, R)

tq:

rI(t) £ 1,t € Ry (3.1.2)
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3.1. Stabilité par le théoréme de Krasnoselskii-Burton

On suppose aussi que G(t,x,y) est globalement Lipschitzienne par rapport a x et v,

i.e., il existe des constantes positives Ny et Ny telles que:
|G (t,2,y) — G(t, z,w)| < Ny |lz = 2] + Ny [ly — w].

3.1.1 Transformation et inversion de I’équation

On doit donc inverser (3.1.1). Pour le faire, on va ’écrire sous une forme plus attractive
afin d’exprimer I’équation sous une forme d’une équation intégrale a partir de laquelle on va
définir une application de point fixe qui convient au théoréme de point fixe de Krasnoselskii-

Burton.

Lemme 3.1.1 [10]Supposons vraie la condition (3.1.2). Si x(t) est solution de [’équation
(3.1.1) sur un intervalle [0, o] et satisfait la condition x(t) = 1 (t) pourt € [my, 0] alors x(t)

est solution de l’équation intégrale:

c(0)

z(t) = [WO)—I_—T,(O)

w<—r<0>>] exp™ fi et (3.1.3)

c(0) / i
1_—Ww(t—r(t))—/u(s)x(s_r(s))exp Jo atwydu g

0

+

t

—I—/b(s)G(:c(s), xz(s—r(s)))exp” Jy atwdu g

+/a(s)H(:1:(s)) exp Jy aw)du ds,

0

! _ (er(t) +a(t)e(t)) (L —ri(t)) + c(t)rm(t)
u(t) = (1= ()2 (3.1.4)
et
H(x(t)) = z(t) — h(x(t)). (3.1.5)

Inversement, si une fonction continue x(t) est égale a ¥ (t) sur [mg,0] et est solution de

(3.1.3) sur un intervalle [0, 7] alors x(t) est solution de l’équation (3.1.1) sur [0, 7].
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3.1. Stabilité par le théoréme de Krasnoselskii-Burton

Preuve. En rajoutant aux deux membres de I’équation (3.1.1) le terme a(t)z(t) on aura

x(t) + a(t)x(t) = a(t)x(t) — a(t)h(x(t)) + c(t)z/(t — r(t)) + b(t)G(z(t), z(t — r(t)))
Multiplions les deux cotés de (3.1.1) par (exp_ Jo “(“)du> et puis en intégrant de 0 a ¢ on
obtient,

w(t) = ¥(0)exphoatwdn +fa H(z(s))] exp™Jx 2du gg (3.1.6)
+fc Yo (s —1(s)) exp_f:“(“)d“ ds
+fb(s)G(r(s), r(s—r(s)))exp” J3 atw)du gg
0

On réécrit
¢ ¢ tLoe(s)

f c(s)a!(s —r(s)) expJo d“ds_fm

En effectuant une intégration par partie on obtient

(1 —r1(s))xt(s —r(s)) exp™ Jo awydu g,

t

/c(s)x/(s —1r(s))exp” Jeatwdu g Lx/(s —r(t))

0

e (= (0)) exp o

—/u(s):v(s - r(s))exp‘f;“(“)du ds. (3.1.7)

0
ol u(s) est donnée par I'expression (3.1.4).
Enfin, en substituant (3.1.7) dans (3.1.6) on aboutit & (3.1.3). Inversement, supposons
qu’une fonction continue z(t) est égale a ¥(t) sur [mg,0] et est solution de (3.1.3) sur un
intervalle [0, 7]. Alors, x(t) est différentiable sur [0, 7]. La dérivé de (3.1.3) redonne (3.1.1).

3.1.2 Bornétude et convergence vers zéro des solutions

Pour appliquer le théoréme de Krasnoselskii-Burton, on doit choisir un un espace de Banach
convenable dépendant sur la donnée initiale 1/ et construire deux applications, une contrac-

tion large et une application compacte qui obéissent aux conditions du théoréme. Pour cela,
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considérons S l’espace de Banach de fonctions continues et bornées ¢ : [mg, co[ — R muni
de la norme du suprémum ||.||.[10]

Soit L > 0 et définissons ’ensemble:

Sy = {¢ € S/ Lipschitzienne, p(t) < L,t € [mg, 00[, ¢(t) = (t) si t € [myg,0let p(t) — 0sit— oo}.

(3.1.8)
S est convexe, borné et de Banach avec la norme ||.||.[voir 10]
Pour ¢ € Sy, et t > 0, définissons les applications A, B et I sur S, par:
t
A . C(t) _ b(s)G B — [ a(u)du d
o) 5 = et =) + [ HGel). s = r(s)) exp £ s
0
t
+ / u(s)p(s —r(s))exp” Js atwdu g (3.1.9)

et

Fo(t) == Ap(t) + By(t). (3.1.11)

Si on sera capable de montrer que F' posséde un point fixe ¢ sur I'espace Sy, alors ce
point ¢ va vérifier automatiquement, x(¢,0,%) = ¢(t) pour t > 0,2(¢,0,1) = () sur
[mo, 0], z(t,0,1) et sera solution de (3.1.1) et aussi z(¢,0,v¢) — 0 si t — oc.

Soit: «a(t) := (t)

1 —ri(t)
et supposons qu’il existe des constantes ki, ko, ks > 0 qui, pour 0 < 1 < t,, vérifient:

to

/a(u)du <k lts—t], (3.1.12)

t1

|r(ta) —r(t1)] < ko [t — t1] (3.1.13)

33



3.1. Stabilité par le théoréme de Krasnoselskii-Burton

et
la(ts) — a(ty)| < ks |ta — t4] (3.1.14)
Supposons que pour t > 0,
lu(t)| < da(t), (3.1.15)
(N1 + Na) [b(t)] < Ba(t), (3.1.16)
sup |a(t)| = a, (3.1.17)
>0
et que
Ja+p+90) <1, (3.1.18)
2
max(|H(~L)|, [H(L)) < 27 (3.1.19)
avec «a, 3,6 et J sont des constantes avec J > 3.
Choisissons v > 0 assez petite de sorte que
c(0) ot 3L
14 |——— Joatwdu L 72 < 7, 1.2
< + 1_7,/(0)')7@(1) 0 —l—J < (3.1.20)

Ce choix de = dans la relation (3.1.20) sera utilisé pour prouver que, si ¢ = L et si
||| < v alors les solutions vont satisfaire z(t,0,1) < .

Supposons aussi que:

t
t—r(t) — oo et / a(u)du — oo; lorsque t — oo (3.1.21)
0

t b(t
a(t) — 0, u(t) — 0 et ot — 0 lorsque t — oo. (3.1.22)

(
a(t) a(t)
Nous rappelons que l'application (3.1.5) H(x(t)) = x(t) — h(x(t)) est une large contrac-

tion sur Sy. la fonction h : R — R est continue sur [—L, L] et différentiable sur [—L, L] et

sup (M/(t)) < 1.
te[—L,L]

Par plusieurs étapes on va montrer que les conditions du théoréme (2.5.2) de Karsnoselskii-

Burton sont vérifiées.

34



3.1. Stabilité par le théoréme de Krasnoselskii-Burton

Lemme 3.1.2 Supposons que (3.1.15), (3.1.18) et (3.1.21) sont valides. Si p € Sy alors
L
|Ap(t)| < 5 < L ou A est lapplication donnée par (3.1.9). En outre, Ap(t) — Olorsque

t — o0.

Preuve. 1)Ap(t) est bornée par L :
En utilisant les conditions (3.1.15),(3.1.18) et I'expression (3.1.9) de A, on obtient:

|Ap(t)] < 1_6(—7%90@ —r(t))| + Oft 16(s)| |G ((s), p(s — (5)))| exp~ I+ @ g

+ [ Ju(s)p(s — r(s))] exp Js 24w g,
0

t . ¢ )
= |Ap(t)| < aL + [ (N1 + Ny) |b(s)| Lexp™Js ®Wdu gs + [ |u(s)| Lexp~Js @Wdu gs
0 0

<L (a + jﬁa(s) exp” JSatwydu gg 4 ftda(s) exp” J alw)du ds) < Lla+p+9) < % < L.

Alors ASy, 0est bornée par L. ’

2)Ap(t) — 0 lorsque t — oo :

Il est clair que, diie aux conditions t — () — oo si t — oo de (3.1.21) et (3.1.17), le
premier terme sur le coté droit de A tends vers 0 lorsque ¢t — oo.

C’est a dire:
c(t)

1 —rI(t)

Il reste & montrer que les deux autres termes intégraux de A tendent vers 0 lorsque

ot —r(t)| < alpt—r(t))| — 0 quand t — oco.

t— oo. Vers cela, soit ¢ > 0 donné. Choisissons 7" de telle facon que |¢(t — r(t))| < € pour

t>1T:

L t

[ lu(s)e(s —r(s))|exp™ Jiawdu gl <
0

lu(s)p(s —1(s))] exp™ Ji alwydu g

¢ T
+ [ |u(s)e(s —r(s))] exp~J (Wi gg < [ exp~ Jratwdu [ |u(s)] exp™ Js alw)du gg
T 0

¢
+e [ Ju(s)|exp™ Joadu gg < [ exp~ Jre@du g 4 g5,
T

Le terme L expf; alwdu § o0, lorsque t — oo, arbitrairement due & la condition (3.1.21).
Le terme intégral restant de A converge vers zéro par une procédure similaire. Cec iachéve

la démonstration. m

Lemme 3.1.3 Supposons que les conditions (3.1.15),(3.1.19) et (3.1.21) sont valides. Pour
A et B définies par (3.1.9) et (3.1.10) on a, si ¢, p € Sy, sont arbitraires, alors |By + A¢| <
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L. En outre, B est une contraction large sur Sy possédant un point fixe unique dans Sy et

Bp(t) — 0 lorsque t — oo.

Preuve. En utilisant les définitions (3.1.9) et (3.1.10) de A et B et en appliquant
(3.1.15), (3.1.19), on obtient:

|Be(t) + Ad(t)] < (1 + ‘LO)D [ exp~Jo e@du T,

1 —7r1(0)
t t L t 2L L t
+ f(N1+N2 b(s)| Leprfs a(u)du ds+Lf lu(s)| eprfs a(u)du d8+7 fa(s) eprfS a(u)du Jg
0 0
c(0) 2L
< fo u)du i
< (1+‘1 71(0) ||| exp™ +L(a+ B +6) + 7

c(0 L 2L

< _— Jo alu)du —
< (1 |20 ) x4 22

Par conséquent, en choisissant une fonction initiale ¢/ avec une amplitude assez réduite,

disant [|¢|| < v, alors, de I'inégalité précédente et faisons référence a (3.1.20), on obtient

0 3L
|Be(t) + Ag(t)] < <1+ % ~ exp~ Jo awdu 4 2~ . < L.

Mais 0 € Sy, on a aussi prouvé que ||By(t)|| < L. La preuve que By est Lipschitzienne

est similaire a celle de I’application Ay ci-dessous. B est une contraction large sur S, ayant
un point fixe unique,H (x(t)) = z(t) — h(z(t)) est une large contraction sur Sy, on a trouvé

¢ tel que:

|Be(t) — Bo(t)] < /a(s)|(H¢)(s)_(H¢(S))|exp—f§a(u>duds

< < [als) o — oll exp Feuds < c g — o]
0

Pour démontrer que By(t) — 0 si t — oo, on applique (3.1.21) pour le premier terme et

pour le deuxiéme terme on argumente par une méthode analogue & celle utilisée pour A. =

Lemme 3.1.4 Si les conditions (3.1.15), (3.1.18) sont satisfaites. Alors, lapplication A

est continue sur Sy.

36



3.1. Stabilité par le théoréme de Krasnoselskii-Burton

Preuve. Soient p,¢ € Sy, alors:

[Ap(t)] < ale(t—r(t) — ot — )| +
/ b(s) [G(p(s), p(s — 1(s))) — G(B(s), 8(s — r(s)))] exp™ Js o gs

0
t

T / u(s) (s — 1(s)) — (s — r(s))] exp™ =« g

(e ||90 - ¢|| + /(Nl + NQ) |b(3)| ||gp — ¢|| exp_fs a(u)du dS

0

IA

t
t
+ HSO - ¢H / |u (S)’ exp* fs a(u)du
0

¢
- tau U 1
< (a+B+0) ool [ al)em o0 as < o~ o
0
Pour £ > 0 arbitraire, définissons n = ¢.J . Alors si ||¢ — ¢|| < 1 on aura

1
Ap— A9 < S llp— ol <<
Cela montre bien que A est continue. m

Lemme 3.1.5 Supposons que les conditions (3.1.12),(3.1.17) et (3.1.22) sont satisfaites.
Alors, la fonction Ap est Lipschitzienne et l’application A envoie Sy dans un sous ensemble

compact de Sy.
Preuve. Soit ¢ € Sy et soient 0 < ¢; < t5. Alors

st = rlt) -

n / b()G(0(5), s — r(s))) exp 22w g

0
t1

- / b(s)G(p(s), p(s — r(s))) exp ™I+ e gg (3.1.23)

Ag(ts) - Ap(t)] < ' c(t) ot = r(0)

1-— T/(tl

t1

0
to
| atohets = sl expm 00 ds = [u(o)ols = s s s
0 0

37



3.1. Stabilité par le théoréme de Krasnoselskii-Burton

la

Des hypotheses (3.1.13),(3.1.14), on a

(t2) p(t2 — r(t2)) — a(ty) p(ts — r(t1))|

IN

| (t2)] [o(ta = r(t2)) — p(tr —r(t2))]  (3.1.24)
+ et —r(t)]|a(te) —a(t)] < aK|(ta —t1)) = (r(t2) — r(t1))| + LK [tz — ti]

(OéK + CYKKQ + LKg) |t2 - tl‘

IN

ou k est la constante de Lipschitz de ¢. Des hypothéses (3.1.12) et (3.1.15), on en déduit:

IN

IN

IN

IN

to t
[ o)t = e o0 s u(s)(s — () e o ds (3.1.25)
0 0

t1 to
[ u)ets = s exp 200 (exp 20 1) st [ us)pls — r(s)) exp 20
0 t1

t1 to
L ‘eXpi fttlz a(u)du _1‘ /(5@(8) exp™ f:l a(u)du ds + L/ ‘U(S)| exp” f:2 a(u)du ds

L5/ ds+L/exp . d“d(/ lu(v |dv)

t1
t2 to

s t2
L5/a(s)ds+L [expf:2“(“)d“/ \u(v)\dv] +/ (s)exp ~J2a /]u )| dvds
t1

t1

L5/ ds+L/|u )| ds 1+/(s)exp J? atwdu g <L5/ ds+2L/|u )| ds

De méme, de (3.1.12) et (3.1.16), on obtient:

<

to t1

/ b(s)G (p(s), (s — r(s))) exp™ I+ o gs / b(s)G ((s), (s — 7(s))) exp~ =" (0 g
33:5[(1 Ity — 1] . 0 (3.1.26)
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Ainsi, en substituant (3.1.24) , (3.1.25) dans (3.1.23), il vient:

+3L(5K1 ’tg - t1| + 3L6K1 |t2 — t1|

< K|ty —ty]

Pour une certaine constante positive K > 0. Ceci montre bien que Ay est lipschitzienne
si ¢ l'est et que AS,, est équicontinue. Aussi, on remarque que pour une fonction arbitraire

© € Sy on aura:

c(t)

A < |7 gyt =r(®) j|<>r|a< () (s = r(s)))| exp™ s eI ds
Hft [u(s)p(s = r(s) | exp™ I 2 ds < La(t) + Of (N7 + o) Lf a(s) [[b(s)| /a(s)] exp™ =« ds

+L [ a(s) [Ju(s)] /a(s)] exp™ e ds = g(t).

En roaison de (3.1.22) et en adoptant une méthode analogue a celle utilisée pour 'application
A on voit que ¢(t) — 0 lorsque t — co. L’ensemble AS,, réside dans un ensemble compact.

Toutes les conditions du Théoreme de Krasnoselskii-Burton sont remplies. Par con-
séquent, il existe une solution pour (3.1.1) vérifiant |z (¢,0,v)| < L et telle que z (¢,0,7) — 0

Sit—o00. W
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