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() : ensemble non vide.

Q : la fermeture de .
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[a] : désigne la partie entiére de «
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| . | : valeur absolue ou module.
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e * = sup{llz(®)]] : ¢ € I}

AC([a, b)) : espace des fonctions absolument continues sur [a, 0]
AC™([a, b)) : {f: 2= C: f®W e C([a,b]),k=0...n—1, f* Y € AC([a, b))}

MNC' : mesure non-compaciteé.
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INTRODUCTION GENERALE

Les théoréemes du point fixe sont parmi les théories les plus importantes et les
plus largement utilisées dans les problémes d’équations différentielles, en particulier
pour prouver l'existence et 'unicité des solutions. Depuis I’émergence des théories
du point fixe, elles ont été utilisées dans de nombreux problémes d’analyse non
linéaire et dans des problémes de physique, de chimie, de biologie et autres.

Les théorémes du point fixé sont souvent basés sur certaines propriétés (telles que
la continuité compléte, la monotonie, la contraction....) que Iapplication considérée
doit satisfaire. Les célebres théorémes de point fixé sont le théoréeme de Banach,
théoreme de Schaefer et ’alternative non linéaire de Leary- Schauder. Le théoréeme
du point fixe deMonch est une extension des théorémes du point fixe de Brouwer,de
Schauder et de Darbo.

le théoreme de point fixe de Monch combiné avec la mesure de non compacité
de Kuratowski. C’est I'une des méthodes les plus efficaces pour prouver 'existence
de solutions aux équations différentielles, en particulier aux équations différentielles
d’ordres fractionnaires.

Ce mémoire comprend trois chapitres.

Le premiére chapitre intitulé "Préliminaires", contient un ensemble de défini-
tions et résultats qui nous seront utiles pour la suite de cette étude.

-La section 1, sera consacrée aux différentes définitions de base.

Espaces métriques, espaces de Banach, compacité, convexité et lemme d’Ascoli-
Arzéla.

-La section 2, sera réservée a un petit rappel sur la mesure de non compacité au
sens de Kuratowski et de Hausdorf.

-La section 3, nous donnons quelques théorémes de point fixe.

-La section 4, sous le titre calcul fractionnaire, sera consacrée aux définitions et
résultas (lemmes) importants concernant la théorie du dérivée et intégrales frac-
tionnaires.
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Dans le deuxiéme chapitre nous avons utilisé la théorie de Ménch pour étudier
I'existence et 1'unicité des solutions au probléme aux limites pour des équations
fractionnaires de type Caputo suivant :

‘D(t) = f(t,z(t)) ,0<t<1, 2<a<3

z(0) = z(1) =0,

ou f :1]0,1] x R+ — R+ est une fonction continue et D® est la norme Dérivée
d’ordre fractionnaire Caputo.

Dans Le troisiéme chapitre nous avons utilisé la théorie de Monch pour étu-
dier I'existence et I'unicité des solutions au probléme aux limites pour des équations
fractionnaires avec conditions initiales intégrales suivant :

Dex(t) + f(t,x(t), DY) =0,0<t<1,1<a<?2
3.1< ax(0) —bz'(0) =0
z(1) = [ g(s,2(s))ds + A
ol ‘D, est la deérivée fractionnaire de caputo, et f, g

a
a+b

f:]0,1]]xR—=R,g€[0,1] xR—R,R),a,b,\ € Ry,a+ b > Oet <a-—1
Dans ce mémoire on s’intéresse a 1’étude des quelques équations différentielles

en utilisant Point fixé de Moch.On transformer la solution du probleme d’équation

différentielle en une solution de probléme pour le point fixe en adaptant les hypo-

theses des deux problémes. Finalement, on donnera des exemples pour voir 1'utilité

du notre résultat.

Puis on donne une conclusion du travail effectué.

sur le theorémes de point fixe de Monch est ses application 2



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons des notations, définitions, résultats, lemmes
et théorémes nécessaires qui sont utiles pour la suite de cette étude.
La plupart de ces définitions se trouvent dans [12] et [7].

1.1 Espaces de Banach

1.1.1 Espaces métriques

On dispose sur R de la distance usuelle
d . R+ X ]R+ — R+
(z,y) — d(z,y) = |z —yl.

On I'utilise pour définir la convergence des suites et la continuité des fonctions. Le
but ici est de généraliser cette notion.

Définition 1.1. Une distance sur un ensemble E est une application
d: Ex E— Ry telle que :

1. Ve,y € E.d(z,y) =0< x =y, ( séparation).

2. Vx,y € E,d(x,y) = d(y,x), (symétrie).

3. Vr,y,z € B d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2), (inégalité triangulaire).
Le couple (E,d) est appelé un espace métrique.

Seconde inégalité triangulaire :
Va,y,z € E, | d(z,y) —d(y, 2) |[< d(z, 2).

Définition 1.2. Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E. On dit que
A est bornée si et seulement si

IM € Ry tel que Y(x,y) € A% ona d(z,y) < M.

3
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Définition 1.3. Dans un espace métrique (E,d), on appelle boule ouverte (resp.
boule fermé) de centre a € X et de rayon r > 0, le sous-ensemble

B(a,r) ={z € E,d(a,x) <r} (resp.B¢(a,r)={r € E,d(a,x) <r}).

Définition 1.4. Soit A une partie non vide et bornée de E.
On appelle diame “tre de A le nombre §(A) tel que

6(A) = sup d(z,y).
(z,y)€A?

1.1.1.1 Suites dans les espaces métriques

Définition 1.5 (Convergence).
Soit (E,d) un espace métrique et soit (x,), € E une suite de points de E.
Soit v € E. On dit que (x,), € E converge vers x si l'on a :

Ve >0,AN € E,Vvn € E:n > N = d(z,,x) < €.

Définition 1.6 (Suite de Cauchy).
Une suite (x,,), € E est de Cauchy si et seulement si :

Ve > 0,3dng € N,Vn,m € N telque n,m >ng= d(z,, x,) <c.
Proposition 1.1.

1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

2. Toute suite de Cauchy est bornée.

Définition 1.7 (Espace métrique complet). On dit que l’espace métrique (E, d)
est complet si toute suite de Cauchy converge.

1.1.1.2 Continuité dans ’espace métrique

Définition 1.8. Soient (E,d) et (E',d’) deuz espaces métriques et f : E — E'
est une application,on dit que f est continue en a € E si et seulement si

Ve > 0,3a > 0,Vz € E,d(x,a) < a = d(f(z), f(a)) < e.

Remarque 1.1. L’application f est continue sur E si et seulement si elle est
continue en tout point a de E.

Définition 1.9 (Applications lipschitziennes).
Une application [ : (E,dg) — (E',dg) est dite lipschitzienne s’il existe une
constante k > 0 telle que

V(z,y) € B*, dp(f(2), f(y)) < kdp(z,y).

Remarque 1.2. Si la constante k < 1, on dit que f est une contraction.

sur le theorémes de point fixe de Monch est ses application 4
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1.1.2 Espaces de Banach

Dans tout le chapitre K représente le corps R ou C.

Définition 1.10 (Norme).
Soit X un espace vectoriel. Une norme sur E est une application de E dans R

habituellement notée ||.|| vérifiant pour tous x,y dans E et tout a dans K :
¢ |z] =0 x=0,
o |ax| = laf [lz]| (homogénéité),

o |lx+yll < |||+ |yl (inégalité triangulaire).

Définition 1.11 (Espace vectoriel normé).
Un espace vectoriel E muni d’une norme ||.||, noté (E,||.||) sera appelé un espace
vectoriel normé.

Remarque 1.3. Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach.

Proposition 1.2. Soit A une partie de E et x un élément de E. Alors x est un
élément de A si et seulement si x est un limite d’une suite (x,)pen des €léments

de A.

Définition 1.12. Soient (E, ||.||g) et (E',||.||) deuz espaces vectoriels normés et
f: E — E' est une application, on dit que f est continue en a € E si :

Ve > 0,30 > 0,Vz € B, |z —allp < a = | f(z) — fla)|lp <e.

1.1.3 Compacité et convexité

Définition 1.13 (Compacité). Un ensemble A de E est compact si de toute suite
d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite converge vers un élément de A.
Proposition 1.3.

1. 51 A est compact, alors A est fermé et borné.

2. 51V est de dimension finie, alors A est compact si et seulement si A est
fermé et borné.

On peut en fait énoncer un résultat bien plus général qui souligne la différence entre
la dimension finie et la dimension infinie.

Théoréme 1.1. /7] La boule unité fermée de V' est compacte si et seulement si V'
est de dimension finie.

Définition 1.14. Un ensemble A de E est faiblement compact si de toute suite
d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite converge faiblement vers un élé-
ment de A.

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 5)
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Définition 1.15. On dit que partie A de E relativement compact (faiblement re-
lativement compact) si et seulement si A est compact (faiblement compact).

Soient E, I' deux espaces de Banach et 2 une partie non vide de FE.

Définition 1.16 (L’application compacte). Une application f : Q2 C E — F
est dite compacte si et seulement si ['image de tout ensemble borné X de €} est un
ensemble relativement compact de F, c’est-a-dire, f(X) est compact.

Définition 1.17. Une sous-ensemble X d’un espace vectoriel normé E est dit
convexe si et seulement si :

V(z,y) € X,YA€[0,1], (1—-Nz+ Ay € X.

Autrement dit, un ensemble est convexe s’il contient tout segment passant par deux
de ses points.

Lemme 1.1 ( d’Ascoli-Arzela ). [15] Soit (E,d) un espace métrique compact,
(F,d") un espace métrique complet. Une partie A de C(E, F) est relativement com-
pacte si et seulement si

1. l’ensemble A est borné, i.e. il existe une constante K > 0 Tel que
| f(@)]| < K pour tout x € E et tout f € A.

2. A est équicontinue,i.e., pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
|21 —xo| < § = || f(x1) — f(z2)|| <e Vay,ze € E et VfeA.

3. Pour tout x € E, l’ensemble A(x) = {f(x); f € A} est relativement compact.

1.2 Théorémes de point fixe

Dans cette section, Nous allons juste nous concentrer sur plusieurs théorémes
du point fixe que nous appliquerons dans 1’étude de 'existence des solutions aux
problémes proposés. Dans ce section on présente la théoreme de Darbo et quelques
ses généralisations qui étude 'existance du point fixe des applications continues sur
un sous-ensembles non vides, bornes, fermes et convexes des espaces de Banach.
Maintenant nous rappelons le théoréme de point fixe suivant qui est une version du
point fixe classique théoréme pour les applications lipschitziennes dans le contexte
des mesures de non-compacité.

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 6
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1.2.1 Théoréme de Brouwer

En 1912, Brouwer a énoncé son célébre théoréme qui est bien connu dans la
théorie du point fixe. Ce théoréme a beaucoup d’applications dans I’analyse.

Théoréme 1.2. [1]] Soit A un sous ensembles non vide, fermé, borné et convexe
de R" et n > 1. Si l'application F' : A — A est est continue, alors, F' admet au
moins un point fire dans A.

1.2.2 Théoréme de Schauder

Plus tard en 1930, Schauder a prolongé le théoréme de Brouwer au cas de di-
mension infinie.

Théoréme 1.3. [14] Soit X un espace de Banach réel; A une partie non vide,
conveze, fermée et bornée de X . Si l'application F' : A — A est compacte, alors F
admet au moins un point fixe dans A.

1.2.3 Théoréme de Darbo

En 1955, Darbo a formulé la généralisation suivante du théoréme de Schauder.

Théoréme 1.4. [9/;[11] Soit 2 un sous-ensemble non vide, borne, ferme et convexe
d’espace Banach E etT : Q — Q une k-contraction stricte d’ensembles, alors T
admet au moins un point fixe dans €.

1.2.4 Théoréme de Sadovski

En 1967, Sadovski a généralisé le théoréme de Darbo pour les application conden-
sante.

Théoréme 1.5. [14] Soit Q un sous-ensemble non vide, borne, ferme et convexe
d’espace Banach E et'T : Q) — € une application condensante. Alors, T admet
un point fixe dans Q.

1.2.5 Théoréme de Monch

En 1980, Monch a généralisé les théorémes du point fixe de Schauder, de Darbo
et de Sadowski dans le théoréme suivant :

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 7
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Théoréme 1.6. /8] Soit D un sous espace fermé, borné et convexe d’un espace de
Banach, tel que 0 € D et soit N une application continue de D dans D.
St Uimplication :

V =comoN(V) ouV =N(V)U0 = ~(V)=0.

est vérifiee pour tout sous ensemble V- de D, alors N admet un point fixe dans D.

1.3 Mesures de non-compacité

Dans cette section, nous définissons les mesures les plus connues de non-compacité
et de rappel briévement certaines de leurs propriétés de base.
Considérons E est un espace de Banach avec la norme ||.||. On noté par Mg la
famille de tous les sous-ensembles bornés non vides de E et par Ng sa sous-famille
constituée de tous les ensembles relativement compacts.

Définition 1.18. /1, 2/ On dit que application p : Mg — R, est une mesure de
non-compacité dans E sl satisfait aux conditions suivantes :
1. La famille ker p = {X € Mg : n(X) =0} est non vide et ker y C N.
X CY = p(X) <uY).
u(X) = p(X).
u(ConvX) = u(X).
pAX + (1 =N)Y) < Apu(X)+ (1= N)u(Y) pour A € 0,1].

Si { X} n>1 est une suite imbriquée. d’ensembles fermés de Mg tel que

S S e

lim p(X,,) = 0, alors l’ensemble d’intersection X, = (| X, est non vide.

n—00 n=1

La famille ker p décrit dans 1 est appelée le noyau de la mesure de non-compacité pu.
En remarquant ’ensemble d’intersection X, est un membre du noyau ker u.

En effet, puisque (X ) < p(X,) pour tout n € N. Alors (X ) = 0.
Cela donne X, € ker .

Dans la suite, nous allons utiliser des mesures de non-compacité ayant des pro-
priétés supplémentaires.

Une mesure est dite sous linéaire si elle satisfait aux deux conditions suivantes :

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 8
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7. p(AX) = Np(X), AeR
8. (X +Y) < u(X) + p(Y).

On dit qu’une mesure de non-compacité p a la propriété maximale si

9.0(X UY) = max{pu(X), u(Y)}.

Une mesure de non-compacité sous-linéaire p qui a le maximum et est telle que
kerp = Ng est appelé une mesure réguliére.

Proposition 1.4. /3] Invariance sous traduction : Soit X ensemble borné
(X 4+ zo) = p(X), pour tout xg € £

Dans cette section, nous définissons les mesures de non-compacité les plus connues
et rappelons brievement certaines de leurs propriétés de base. On commence par
définir les mesures de non compacité de Kuratowski et nous allons donner leurs
propriétés fondamentales.

Soit E un espace métrique et €2 un sous ensemble non vide, borné de

1.3.1 Mesure de Kuratowski

Définition 1.19. [3/ La mesure de non compacité de Kuratowski, de [’ensemble €2,
notée a(2) est l'inf des nombres d > 0, tel que £ admet un recouvrement fini par
des ensembles de diametre inférieur a d, i.e.,

1=1

a(Q)) = inf {d >0, = ﬂQZ tel que 9(§2;) < d} :

La fonction o définie sur [’ensemble des sous-ensembles non vide et borné de (X, d)
est appelé mesure de non-compacte de Kuratowsk:.

Proposition 1.5. [3] Soit 2, 4 et Qo des sous-ensembles non vides et bornés d’un
ensemble espace métrique (X, d). alors

a(Q) =0 < Q est compact, ou Q désigne la fermeture de .
a(Q) = Q.

Q; C Q= a(21) < a(fd).

a( UQy) = max{Q, Q}.

Oé(Ql N QQ) = min{Ql, QQ}

AR NS

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 9
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Proposition 1.6. [3/ Soit 2, Qy et Qs des sous-ensembles non vides et bornés d’un
espace de Banach (X, ||.]|) sur F (F =R ou C). Alors

Ql + QQ S Oé(Ql) + Oé(QQ).
a(Q+z) =a(),Vr € X.
a(AQ) = [A|a(Q), VA € F.

4. a(convQl) = a(Q2) ou conv()) désigne l’enveloppe convexe de ’ensemble (2.

Lo o=

Lemme 1.2. [5]/ Soit D un sous-ensemble borné d’un espace de Banach X. Si
f X — X est une application de la forme L+T, ot L est une application linéaire

et T est complétement continue.
Alors,

a(f(D)) = alf(conv([D U {6})].

Lemme 1.3. [2/ Soit C' un sous-ensemble borné, fermé et convere dans espace du
Banach C(J, E), pour tout V de C borné et équicontinu, on a a(V (x)) est continu

o o ( /J V(:r)d:c) < /J oV (2))dz.

Lemme 1.4. [10] SiV C C(J, E) est un ensemble borné et équicontinu, alors

i. la fonction v : t — a(V(t)) est continue sur J, et ||v|| = sup ((V(t))
0<t<T
1.

« (/OTx(s)ds X € V) < /OToz(V(s))ds,oa V(s)=A{z(s):x eV} seJ

Lemme 1.5. [13] Soit D un sous-ensemble borné, fermé et convere de [’espace
de Banach C(J,X), G une fonction continue sur J x J et f une fonction de
J x X — X qui satisfait les conditions de Carathéodory, et supposons qu’il existe
p € LY(J, R,) tel que, pour chaque t € J et chaque ensemble bornée B C X, on a

im p(f(Jp x B)) < pt)u(B); ici Jyp = [t — h,t] N J.

h—0t

S1 V' est un sous-ensemble équicontinu de D, alors

ul{ | K 0fGtonds:u e v < [ 1K) [ auvio)ds

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 10
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1.4 Rappel sur le calcul fractionnaire

Le concept de dérivée fractionnaire est apparu pour la premiére fois dans une

céleébre correspondance entre G.A. de L’Hospital et G.W. Leibniz, en 1695.
Beaucoup de mathématiciens ont développé ce domaine.Au cours des soixante der-
niéres années, le calcul fractionnaire avait joué un role treés important dans divers
domaines tels que la physique, la chimie, la mécanique, électricité, biologie, écono-
mie, théorie du controle, traitement du signal et de I'image, biophysique, phéno-
meénes de flux sanguin, aérodynamique, ajustement de données expérimentales, etc.
Le plus important de ces modéles sont celles décrites par des équations différentielles
contenant des dérivés d’ordre fractionnaire.
De nouvelles théories et méthodes sont donc nécessaires a développer spécifique-
ment, dont ’enquéte devient plus difficile. En comparant avec la théorie classique
des équations différentielles, les recherches sur la théorie des équations différentielles
fractionnaires n’en sont qu’a leur stade initial de développement.

1.4.1 Fonctions utiles

La fonction Gamma

Définition 1.20. On appelle fonction Gamma eulérienne (ot intégrale eulérienne
de seconde espéce)la fonction notée I définie par :

400
o) = / t e tat
0

ot v est un nombre compleze quelconque tel que Re(a) > 0.

Proposition 1.7. Nous avons la relation suivante :
MNa+1) =al(a).
En particulier, nous avons

I'n+1)=n! VneN.

1.4.2 Intégrale fractionnaire

Définition 1.21. /6] L’intégrale d’ordre fractionnaire de la fonction f € C(|a,b])
d’ordre o € R, est définie par

10 = e [ =9

sur le theorémes de point fixe de Monch est ses application 11



Bouta+Larguet Préliminaires

Proposition 1.8. Nous avons les propriétés suivantes :

i) I°f(t) = f(1).
i) I°IP f(t) = ITP£(¢).

ii1) Uopérateur intégral I* est linéaire.
ICONf(t)+g() = M"f(t)+1%g(t),a e Ry, A e C.
iiii) g(I°f)(t) = 1°7f ().

1.4.3 Dérivéées fractionnaires

Il existe plusieurs approches pour la dérivation fractionnaire, dans cette partie
on va citer celles qui sont les plus utilisées dans les applications.

1.4.3.1 Dérivées fractionnaires au sens Riemann-Liouville

Définition 1.22. [6/ Soit f une fonction intégrable sur [a,b], alors la dérivée frac-
tionnaire d’ordre a (avec n — 1 < a < n) au sens de Riemann-Liouville est
définie par :

. t
D) = ke [ (s (s)ds

= L f() = D),

icin = [a] + 1 et [a] désignant la partie entiére de c.

1.4.3.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.23. [6] Pour une fonction donnée f sur lintervalle |a,b] la dérivée
d’ordre fractionnaire au sens de Caputo de f, d’ordre o > 0 est définie par :

c o _ 1 ' _Sn—a—l (n)s s
D*J(0) = oy [ (=90

icin = |a] + 1 et [a] désignant la partie entiére de a.

Propriétés
Nous donnes les propriétés suivant :

sur le theorémes de point fixe de Monch est ses application 12
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1. La relation avec la dérivée de Riemann-Liouville
On suppose que n—1 < a < n,m,n € N*, o € R et soit la fonction f(t) telle
que D f(t) et BLD? f(t) existe, alors

n—1 ( a —a k—a
CDaf(t) _RL Daf(t) o Z f ;?)((k %ta . i)
k=0

On déduit que si f*)(a) =0 pour k =0,1,2,...;n — 1; on aura :
D f(t) =KL Do (1),

2. Composition avec 'opérateur d’intégration fractionnaire
Si f est une fonction continue on a :

[y

3

f ) a)(t = a)*

DU = f et I7Df(E) = f(t) - !

e
Il

0

Donc l'opérateur de dérivation de Caputo est un inverse gauche de 'opérateur
d’intégration fractionnaire mais il n’est pas un inverse a droite.

3. Non-commutativité
On suppose que n — 1 < a < n,m,n € N,a € R et soit la fonction f(t) telle
que ‘D f(t) existe, alors :

‘DYD™ f(t) = DT f(t) #£ D™ *Df(t).
4. Soitn—1<a<n,neN, acRetsoit f(t) telle que “D*f(t) existe alors :

HmeDf(t) = fM(¢).

a—n

lim “Df(t) = f" V(1) — f*79(0).

a—n—1
5. Linéarité.
La dérivation fractinnaire de Caputo est un opérateur lineaire.
Soitn—1<a<nneNaeC. :

“DU(Af(E) + g(t)) = XD f(t) +° Dg(2).

Exemple 1.1. La différentiation de la fonction constante pour opérateur de Ca-

puto est

1 t
‘DY — ___— +— n—a—1 (n)d —0.
c T —a) /0( x) c"dx

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 13
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Alors *D“c =10, ¢ = const.

Et pour Riemann-Liouuville :

RLpae = o= a)t_ #0, c¢=const.
Lemme 1.6. Soit o > 0, alors ’équation différentielles
CDaf(t) —

admet le solution
f(t) =co+ 1t + 02t2 44 Cnfltn_l
telque RS R7Z 2071727"' ,n — ].7’]’L: [O{] +1

ou
f) =t et 24 eyt
pour ¢; € R;i=0,1,2,--- /N, N =|[a]+ 1.

Démonstration. Supposons que ‘D f(t) = 0,
d’apré”s la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo on obtient

e (%)nm) ~,

(n —1a ) /Ot(t — )" (%) f(s)ds = 0;

puisque a) 74 0; on a

[a=sr () s =o

ey F () = 0.
on applique la transformée de Laplace aux deux membres de I'égalité
L (t”_a_l X f<n>(t)) (s) = L(0)(s) = 0.
Posant F'(s) = L(f)(s), on obtient
F(n — Oé) i —k —
( (5) = sy | = o,

k=1

c’est a dire

et par suite

sur le theorémes de point fixe de Monch est ses application 14
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alors
n

$"F(s) =Y s"F D (0) = 0.
k=1

Donc
n

F(s) =35 10 (0)

k=1
on applique maintenant la transformée inverse de Laplace :

L(F(s)=L" (Z skf(’”)(o)) (t)

k=1

il s’ensuit que

(@)
pourci:fi—!(o)ona:

n—1
) =Y at'
=0

Supposons maintenant que
n—1

f(t) - Z Citin

i=0
et en appliquant I'opérateur de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo aux deux

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 15
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membres de 1’égalité.

CDaf(t) — Do (nz: Citi>

Puisque (0 <i<n—1<n),ona
‘Df(t) = 0.
Ce qui achéve la démonstration. ]
Lemme 1.7. Soit a > 0, alors
I°DOf(t) = f(t) +co+ert + et + - 4 cpqt"
pourc; ERi=0,1,2,....n—1,n=[a]+1
ou

I°DYf(t) = f(t) + it + et 24 o ent?
pourc; E Ri=0,1,2,....Net N=[a]+1

Démonstration. On a par la définition de la dérivée fractionaire de Caputo
cDaf(t) _ In—af(n) (t),
on applique 'opérateur de 'intégral fractionnaire aux deux membres de 1’égalité
IGED° f(t) = 1T fO(t) = "™ D" f (1

=I0-2 sl O

j=1

par le changement de variable £k = n — j on obtient :

—_

3

tk

IPDUf(t) = f(t) -

il

0

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 16
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n—1 (k) (0) n—1
_ f E_ k
= 10 - S =+ e
k=0 k=0
(k)
avec ¢ = f k!(o). []
sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 17



Chapitre 2

Application 1

Dans ce chapitre, nous proposons d’étudier 1'existence de solutions pour les pro-
blémes aux limites avec les équations différentielles d’ordre fractionnaire, et cela en
utilisant le théoréme du point fixe de Monch.

2.1 Position du probléme

L’objet principal de ce chapitre est d’étudier l'existence de solutions pour le
probléme au limite d’ordre fractionnaires suivant :

‘D(t) = f(t,z(t)), 0<t<1, 2<a<3
(2.1.1)
z(0) =z(1) =0.

Lemme 2.1. Supposons que g € C([0,1]).
Soit 2 < a < 3 et x € C([0,1]). La solution unique du probléme aux limites
fractionnaire suivant

‘D%(t)+¢g(t) =0, 0<t<1, 2<a<3
(2.1.2)

donnée par :
a:(t):/o G(t,s)h(s)ds (2.1.3)

ot G est une fonction de Green donnée par

ta—l(l_s)a—l_(t_s)(x—l
o) , 0<s<t<1

G(t,s) = (2.1.4)

18
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Démonstration.
Par lemme 1.7 on réduit (2.1.2) a une équation intégrale équivalente

1 t a—1 a—1 oa—2
x(t)——m/o(t—s) g(s)ds + ext™ ! 4 opt* 2.

Pour certaines constantes ¢y, ¢y € X.
Conditions de (2.1.3) donne

z(0)=co=0et (1) = ﬁ/o (1—5)""g(s)ds+c; =0

alors
ta_l

— () /O (1 —5)*""g(s)ds.

Alors la solution de (2.1.2) est :

C1

1 a—1

x(t) = _m/o (t —s)*g(s)ds + o) /0 (1 —5)*"tg(s)ds

1 tafl tafl

:—m/()(t—s)a_lg(s)ds+r(&)/o(l—s)a_lg(s)dSJrF(&)/t (1—5)*"1g(s)ds

:/0 T (t — 3)01‘:(05 (t—s)*" o(5)ds +/t (1 —s5)* o(s)ds.

Ceci compléte la preuve.

2.2 Existence des solutions

Pour prouver I'existence de solutions, nous avons besoin de ces lemmes.

(0%

Lemme 2.2. Supposons que h : Ry — R est la fonction définie par h(z) = x
avec o > 1. Alors, pour tout t,s € [0, 1],

t* — s < alt — s.

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 19
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La preuve dépend de :
On prend ¢, s € [0, 1] avec t > s. En appliquant le théoréme de la valeur moyenne
a la fonction h sur 'intervalle [s, t].

Lemme 2.3. La fonction de Green G(t, s) apparaissant dans le lemme 2.1 satisfait :
(a) La fonction G :[0,1] x [0,1] — R est continue.
(b) Pour tout t,s, T € [0,1],

2(a—1)

|G(t,s) — G(T,s)| < o)

It — 7.

Démonstration.
(a) Il est évident.

(b) Pour s € [0, 1] fixed, on prend t,7 € [0, 1]. On peut distinguer trois cas.

Cas1:t,7<s.
Dans ce cas, nous avons

|G(t,s) = G(7,8)| = -

[(a) [(a)
1 a—1 a—1 — g a—1
=T t (1 = s)
_lta—l Ta—l‘.

Depuis 2 < a < 3, par Lemma 2.2, on en déduit
1
()

a—1 2(a—1)
I'(a) =7l =

|G(t,s) — G(1,s)] <

|ta—1 . 7_0[—1‘ S

Cas 2 :t,7 > s.
Dans ce cas, nous avons l’estimation suivante

ta_l(l _ S)a—l . (t . S)Oz—l 7_01—1(1 . S)a—l _ (7_ . S)a—l‘

|G(t,s) —G(7,5)] = T'(a) I'(a)

S N e

= ‘ - F(_o:)_a ) ’ ’ - S)QF(_Q()T —r ’

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 20
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a—1 a—1
< T(a) ‘t—T‘—f-mlt—S—(T—S)‘
~ 2(a—1) .

Cas 3 : 7 < s < t.Dans ce cas, nous avons

fo=1(1 — g)o=l — ro=l(f — S)a—l) . )(t _ S)a—l)

|G(t,s) — G(1,s)| <

() (@)
— ﬁw-l — (1 —s)* 4 ﬁl(t — )|
< OE(_&)ln — 7]+ ﬁ(f —s)"!

Alors 1 < s <t ,t—s <t— T et par conséquent
(t=s)"" < (t=7)" < (=),

parceque 1 <a—1let0<t—7< 1.

Donc,

a—1 1
S T - gt
o R 2(a—1) .

sur le theorémes de point fixe de Monch est ses application 21
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ol la derniére égalité a été obtenue en tenant compte du fait que 2 < a < 3.
Ceci compléte la preuve. H

Pour établir notre principal résultat concernant I'existence de solutions de (2.1.1),
nous imposer des conditions appropriées aux fonctions impliquées dans ce probléme.

Nous considérons les hypotheses suivantes :

(A1) : La fonction f :[0,1] x R+ — R+ est continue et satisfait

pour tout t € [0,1] et x,y € R+, out ¢ : R+ — R+ est une fonction non

décroissante et, de plus, ¢ est continu a ¢ty = 0.

(A2) : Pour chaque t € J et chaque ensemble borné B C E, nous avons

lim p(f(Jin x B)) < p(t)p(B); ici Jyp = [t — h,t] N J.

h—0+

ou i est une mesure de non-compacité.

(A3) : Il existe 19 > 0 tel que

2(a—1)
[(a)
ou M = sup{|f(t,0)| : t € [0,1]} .

(0(ro) + M) < 7o,

Théoréme 2.1. Supposons que les hypothéses (A1) - (A3) se vérifient. Si

K/lp(s)ds <1, (2.2.1)

alors le probléme au limite (2.1.1) a au moins une solution dans X .

Démonstration.

Considérons le cone P = {u € H1[0,1] : u > 0}.

On voit facilement que P est fermé dans Hy[0, 1] et, par conséquent, (P, d) est un
espace métrique complet, ot d(z,y) = ||lx — y||1.

Maintenant, on considére 'opérateur 1" défini sur P par

sur le theorémes de point fixe de Monch est ses application 22
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(Tx)(t):/O G(t,s)f(s,x(s))ds.

et D,y ={z € C([0;1]; X) : ||z|l1 < 10}, Dy, est bornée, fermé et convexe.
Clairement, les points fixes de I'opérateur T' sont des solutions du probléme (2.1.1).

Nous montrerons que 1" satisfait les hypothéses du théoréme 2.1.

La preuve sera donnée en trois étapes.

Etape 1 : T est continu pour la norme ||.| .
Pour ce faire, nous fixsons x € P N D,, et soit (x,) est une suite, (x,) C PN D,

tel que z,, M& x et nous devons prouver que T'x, @1 Tzx.

En fait, nous prenons ¢, 7 € [0, 1] avec ¢ # 7. Ensuite, nous avons :

[(Ta,)(0) - (T)(0] — [(Ta)(r) — (To)(r)
= ([t opsts.monas - [ G560
([ 6t mutends - [ Gtr.oppts,ats))as)
= | [ G s)Fssma(o) — s at)ts — [ Gl ) ule) — S,
= | [ (@10:9) - G ) s, a(5) ~ s,

< [ 1609 = Glr o)l (s.(5)) = (s, (5) s

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 23
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2(a — 1) !
< Zrlt =l [ ellao) —ao)s

2(a—1) (! 2(a — 1)
< Zr? [ el —alis < Somoe, = al)

ou nous avons utilisé (Al) et (A3).
Donc,

|\ Tz, — Tzl

(T'z)(t) = (T) () = (Tx)(7) — (T«%‘)(T))]}

= |(T,)(0) = (T2)(0)] + sup{ -

—1)
W@(Hxn — 1)

ou nous avons utilisé cela (T'z,)(0) = (T'z)(0) = 0.
Depuis ||z, —z||; — 0 quand n — oo et en tenant compte du fait que ¢ est continue

1 I-lla
a tg = 0, nous en déduisons 1'z,, $ Tx.
Par conséquent, T' est continu.

Etap 2 : Dans cette étape on va montrer que D, est invariante par 1" donc nous
allons monter que T'(D,) C D,.

Soit x € D, nous montrons que Tx € D, .

Nous avons, pour chacun ¢ € [0, 1], par (A1) et (a) de Lemme 2.3, pour x > 0, nous
avons T'x > 0. Dans la suite, nous prouvons que si x € H1[0, 1] alors Tx € H;[0, 1].

De plus, pour x € H1|0, 1], nous avons

(Tx(t)) — (Tx(7))

[t =l

|72l = |(T2)(0)] + sup trel0) i)

<| /01 G(0,5) (5, 2(s))ds| + %

sur le theorémes de point fixe de Monch est ses application 24
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Par G(0,s) =0 et (A3)
2(a—1)
W[@(Hl‘\ll) +M] <

il s’ensuit que pour chaque ¢ € [0, 1] nous avons

[Tz <

| Tz(t)|| < rg ce qui implique T(D,) C D,.

. Etap 3 : T(D,,) est borné et équicontinu.
Selon I’étape 2, nous avons

T(D,,)=A{T(z):x € D, } C D,,.

Donc, pour chaque z € D, nous avons ||T(x)|« < 79, ce qui signifie que T'(D,,)
est borné.
Soit t1,t9 € [0,1],t; < 3 et soit x € T'(D,) alors

1T (@) (t2) — T(2)(02)]) = | / Gi(ta, 8) f(s, 2(s))ds — / Gtr, 8)f(s,2(s))ds|
-y / IG(t2,5) — Gltr, 8)]|| (s, 2(s)) ds

M — 1 S, T\S)) — S S S
< Sl =l [ 17(sa(e) = 160 + 100

< 20— [ et + 17, 0)as
< 2o — i [ etlel) + 15,00
< 20Dt [ Tt + Mlas

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 25
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2(a—1)
W[Sﬁ(\xh) + Mty — t1,

ot nous avons utilisé (b) Lemme 2.3, (A1) et le fait que [|z||~ < ||z]1.

<

Comme ty — t1, le coté droit de 'inégalité ci-dessus tend & zéro.
donc T est équicontinu.

Soit V' C T'D,, tel que :

V={Tx,x € D,} ou V Cconv(T(V)U{0}) et K = max{G(t,s),t,s € [0,1]}

le sous-ensemble V' est borné et équicontinu, d’ott la fonction v :— u(v(t)) € R
est continu sur [0, 1]. En utilisant le lemme 1.5 et (A2) et les propriétés de la mesure
(i, nous avons, pour chaque t € [0, 1].

v(t) = p(V () < w(T(V)(t) U{0})

< u(T(V)(1))
parce que
u(T(V)U{0}) = max{u(T(V)), n({0})}).
D’autre part nous avons

T(v)(t) = {/01 G(t,s)f(s,z(s))ds, x € V} :

Alors
v@<u@®%ﬂ=u@40@$ﬂ&%w%wévh

en utilisant le lemmel.5

p(T(V)(1))) S/O G2, 5)[lp(s)u(V (s))ds

§K/O p(s)v(s)ds.
<ol [ plois

Ce qui implique
1
ol < ol [ pl5)ds.
0

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 26
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Par (2.2.1), nous obtenons ||v||o = 0, c’est-a-dire v(t) = 0 pour chaque t € [0, 1],
puis V (¢) est relativement compact dans X. Vu le théoréme d’Ascoli-Arzela, V' est
relativement compact en D,.

Appliquant maintenant le théorémel.6 de Monch, nous concluons que 7" a un point
fixe qui est une solution du probléme (2.1.1).

Ceci compléte la preuve. [

2.3 Exemple

Considérons le probléme aux limites d’order fractionnaire suivant :

cD3x(t) = £Vt + arctan(z(t)), ¢ € [0,1]
(2.3.1)

Notez que le probléme (2.3.1) est un cas particulier de probléme (2.1.1)

avec a = 5/2 et f(t, ) = $V/t + arctan(z(t)).

Il est clair quef : [0,1] x R+ — R+ et f est continu.

De plus, compte tenu du fait que |arctan(x) — arctan(y)| < arctan(|x — y|) pour
z,y € R+(voir [?]), on a :

|f(t,z) — f(t,y)| = |arctan(x) — arctan(y)| < arctan(|z — y|).

Cela prouve que 'hypothése (A1) du théoréme 2.1 est satisfaite de la fonction
©(t) = arctan(t) qui est non décroissant et continu.

L’inégalité apparaissant dans ’hypothése (A2) du théoréme 2.1 a pour expression
1
(arctan(rg) + 6) <7

puisque

M = sup|f(t,0)| : t € [0,1] = Sup{(é)\/i :te€[0,1]} = é

La derniére inégalité est

3 1
ng(arctan(ro) + 6) <

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 27
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et il est facile de vérifier que ry = 5 le satisfait.

De plus, depuis z(t) = ¢Vt et f(t,2) = v/t + arctan(z) , est non décroissant par
rapport a la deuxiéme variable, en utilisant le théoréme 2.2, nous avons ce probléme
(2.3.1) a au moins une solution positive appartenant a Hz[0, 1] avec 0 < 3 < 1.

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 28



Chapitre 3

Application2

Dans ce chapitre, nous avons utilisé la théorie de Monch pour étudier I'existence
et 'unicité des solutions au probléme aux limites pour des équations fractionnaires
avec conditions initiales intégrales

3.1 Position du probléme

Considérons le probléeme de Cauchy d’ordre fractionnaire.

Dex(t) + f(t,z(t), DY) =0,0<t< 1,1 <a<?2
3.1 ( )—bx( ) 0 (3.1.1)
fo z(s))ds + A

ol ‘D, est la deérivée fractionnaire de caputo, et f, g

Fi01]xR=R,g€[0,1] xR = R,R),a,b,\ € Ry a-+b> Ot ab<oz—1
a

Lemme 3.1. une fonction z(t) une fonction x est une solution de l’équation inté-
grale fractionnaire

+0 a+b
ot G est fonction de Green donnée par :

(1) =/0 G(t, 5)f(s)ds + “t+b+/0 g(s)ds + 05 (3.1.2)

. (a+0)(t—s5) 1+ (at +0)(1—5)*1, 0<s<t<1,

3.2G(t,s) = @To(a)

(at +b)(1 — s)>71, 0<t<s<l1.
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si et seulement si x est une solution du probléme aux limites fractionnaires

Dzx(t)=—f(t),0<t<1l,1<a<?2

ax(O) — b’ (O) 0 (3.1.4)
f() s)ds + A
Démonstration. Supposons que z(t) satisfait (2.1), alors d’aprés le lemme 2.8 nous
avons
L [
x(t) = ——— t—s)" " f(s)ds + ¢y + cit,
) I'(a) Jo
1 ! )
() = ——— [ (t— )" 2f(s)d
V) =~y | s

pour certains constantes ¢y, cy € R.
En appliquant les Conditions aux limites (2.1) , on a

acy — bCl = O,

et
—%&) /01(1 — ) f(s)ds + o + o1 = /Olg(s)ds Y
done o 1
co = a-bu; /O (1 —s)o‘_lf(s)der/O g(s)ds + A
o = aib :/01(1 —s)o‘_lf(s)der/Olg(s)der)\

Par conséquent, la solution du probléme (2.1) est

() = —%&) /O (t— 5)>! f(s)ds+aL+b[%&) /O (t— 5)™ L f(s)ds + /O h(s)d

at+b| 1 ! a—1 !
+ pa—? [F( )/O(t—s) f(s)d—|—/0 g(s) + A
/[at—l—b JA—=s)*" (1-35) ]f(s)ds+/0 (at +b)(1 — s) F(s)ds

(a+ b)) ['(«) (a+b)I'(«)
(at +b) (at +b)
+(+b)/g(s)d—|— >)\

(a+
o (at +b) (at + b)
_/0 G(t,s)f(s)ds + + (a+b) /0 g(s)ds + (a+0b) A

La preuve est complete
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Maintenant, nous supposons que :

(Hy) Il existe K > 0 et L > 0 tels que
[F (&, (t), u(t) = [t y(t), v(E)|oe < Kllz = yllo
(Hs) et pour chaque sous-ensemble borné A et B de X, on a
p(f(t, A, B)) < Kp(A) + Lu(B).

(H3) I existe N > 0 tel que Il existe ¢ € L*>(]0,1]), tel que

lg(t, z(t)) — g(t,y())[| < Nz —yl.
(H,) Et pour chaque sous-ensemble borné C' de X, on a

p(g(t,C)) < Nu(C).
Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (Hy) — (Hy) le probléme (3.1.1) a une solution

a condition que
2K

2—L)T(a+1)

+ N <1

Démonstration. Transformons le probléme (3.1.2) en un probléme de point fixe.
Considérons l'opérateur T': X = C([0, 1], R) — ([0, 1], R) défini par

at +b

Tﬂ'f(t):/0 G(t,s)f(s,x(s),c D*x(t))ds + + M/ g(ij(s))dwawb

A.
0 Cl—|—b

Clairement, les points fixes de T sont des solutions du probléme (3.1.1). Nous
montrons que T satisfait les hypothéses du Théoréme 3. 1 (Monch) La démonstra-
tion sera donnée en trois étapes.

Etape 1. T' est continu.

Soit (x,) une suite telle que =, — x dans C([0, 1],R). Alors, pour chaque
t €10,1], on a
1
T (n) (t) = T'(2)(1)] S/ (Gt s)|[f (s, 20(s),” DYn(t)) — f(s,2(s)"Dx(t))| ds

at+b
D [ lgma(o) - gl as

Les hypothéses (Hy) et (AH3) donnent :
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[f (s, @n(s)," Dn(t)) — f(s,2(s), D*2(t)) < Kl|wn — x| + LI*D%,(t) = D"x(t)]
< Klzy — x| + LI f (¢, 2n(t), D (b)) — f (¢, 2(8)"Dx(2))]
alors,

K
L—-1

[ (s, 2n(s),” D (1)) — f(s,2(s)," Dx(t)) <

‘xn_xa

et
|g(t, 2 () — gt 2(t))] < |zn(t) — 2(t)]

Donc
2K

T (anlt)) = T(a()] < T 7lon — al

Puisque x,, — x, pour chaque t € [0, 1], on obtient

|T (z,,) (t) — T(z)(t)]| — 0, lorsque n — oo

Par conséquent, 1" est continu.

Soit r une constante telle que

1
P2 AT DT(ag ) B ) AT g0+ A

ou

fo= sup |f(t,0,0)], go= sup |g(¢,0)|.
te0,1] te[0,1]

Soit B, = {z € C([0,1],R) : ||z|| < r}. Il est clair que B, est un sous-ensemble
borné, fermé et convexe de X. Etape 2. T (B,) C B,.

Soit x un élément de B,, nous montrons que Tx € B,. En effet, pour chaque
t €[0,1], on a
Vopérateur T': X = C([0,1],R) — ([0, 1], R) défini par

1 1
Ta(t)] = |/O G(t,S)f(S,ﬂf(S),cDax(Yf))dS++C;t::/0 g(s,z(s))ds + C;t::/\’.

at+b [! at+b
d A
[ ot atnias + S0

< / Gt ) f(s5. (). Dx(t))|ds + +
0
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< Fray (5,200 D]+ Hos, ()] + A

D’apreés les hypothéses (Hy) et (Hs), pour chaque ¢ € [0,1], on a :

1t 2(t),e D ()| = |f (¢, x(t) — f(2,0,0) + f(£,0,0)]
< [f (), D (t) — f(£,0,0)[ + [1f(2,0,0)]]
< Kllz|| + L||*D%z(t)|| + fo (3.1.5)

< L([(7“ + fo),

L—1
et
lg(t, (@)l = [lg(¢, z(¢)) — g(¢,0) + g(¢,0) ||
< lg(t,z(t)) — g(t, 0)|| + llg(¢, 0) |
< Nlz||+g  (3.1.6)
< N7+ go
alors :
2

IT=(2)] < (KT + fo) + (N7 +go) + A <7

(1-L)T(a+1)
Il en résulte que, pour tout t € [0,1], on a ||Tz(t)|| < r, ce qui implique que :

T (B,) C B,.
Etape 3. T'B, est borné et équicontinu.

D’apres I’étape 2, on a

TB,={Tz:x € B,} C B,.

Ainsi, pour tout z € B,, on a ||T(z)||« < r, ce qui implique que T'B, est borné.
Soient tq,ts € [0, 1] avec t; < ty et x € T'B,., alors on a

T (z)(t2) — T'(x)(ts
= [|f (s, 2( ||/ 1G(t1,5) — G(ts, s)ds +

D’apres (3.1.5) et (3.1.6), nous avons :

CL|t1 — t2|

gt a(0) + N).

a +
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a|t1 — tg‘
a+b

Comme to — t1, le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro, donc T’

est uniformément continu (car continu sur un compact) et |to —t1| — 0. Ainsi, T'B,

7)) — T(@)(t0)]| < 7 (K + foltg — 5] + (N7 + g0+ N

est équicontinu.

Soit V. C TB,, tel que V.= {Tx:z € B,}, donc V C conv(T(V) U {0}).
Le sous-ensemble V' est borné et équicontinu. D’aprés le Lemme 2, la fonction
v:t— pu(V(t)) € Rest continue sur [0, 1]. D aprés le méme lemme et les propriétés
de la mesure de non-compacité p, on a :

vo(t) = p(V (1)) < u(TV(t) U{0}) < u(TV(2)).
Ainsi,

p(TV(t) = p(Ta(t),z € V)
= ({/O G(t,s)f(s,x(s), Dx(t)) +

at +b at + b
a-+b a-+b

< (1] G601 D00 € V) e (2 atoatois + 00 e v

(/o 1 (g(s,z(s)))ds.

/Olg(s,x(s))ds + AT € V}) :

at + b
a+b

S/o G(t,s)u (f(s,x(s),” Dx(t))) +

Ainsi pour chaque s € [0, 1],

p{f(E @), D)), x(t) € V}) < Kp({z(t),z € v}) + Lp({f (&, x(t),c D x(t))})

< S u({a(0)) = Toold),
et
(gt v(t)) = p{g(t, x(t), z(t) € v(t)}) < No(t)
Alors :
UTW) < =i ) + S Nul(t)
2K at +0b
STty W Ve

( 2K JrcuH—b
1-L)T(a+1) a+bd
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Cela implique que :

2K at + b
+ N
(1-L)I'(a+1) a-+bd
Donc ||v]|sc = 0, ce qui signifie que v(¢) = 0 pour tout t € [0,1], et donc
V(t) est relativement compact dans X. D’aprés le théoréme d’Ascoli-Arzela, V' est
relativement compact dans B,.
En appliquant maintenant le théoréme de Monch, on conclut que 7" admet un
point fixe, qui est une solution du probléme (1).
Dans le suite , nous présentons les deux exemples suivants pour illustre le theo-
reme .

[v]loo <

)vlloo-

[]

3.2 Exemple

Considérons le probléme aux limites fractionnaire suivant :

1 1
— (tcosx — xe') + §cos(cDgx(t))t € [0,1]

ou

1 1
ft,x,u) = 1—0(tcoszc — ze') + §cos(cD§x(t)),

tel0,1, zeC([0,1],R

9

g(s, ) :2,960([0,1],1@,&:;, a=1, b=1.

8
. a 1
Clairement, =z <a—1, donc

at+b 3

1 1 1
7t 2,w) = £(t,y,0)| < ltlleoss — cosyl] + el 2 = yll + g lcosu — cosul

10
< fracl + el0||z — y|| + fracl9||u — v,
tx  ty t

Ainsi, toutes les conditions (Hy), (H3) sont satisfaites et

sur le théorémes de point fize de Monch est ses application 35



Bouta+Larguet Application 1

g=ttep 1yt
10 9 8
K 3(14+e) 1
N=22T9
I—DT(a+D) 10v7 8

Par conséquent, le probléme admet au moins une solution sur [0, 1].
Alors toutes les conditions du Théoréme 2.1 sont satisfaites, et ainsi, le probleme
admet une solution dans X.
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Conclusion générale

L’objectif de cet travail est d’utiliser le théoréme du point fixe de Monch pour
étudier 'existence et I'unicité des solutions aux problémes d’équations différentielles.

Cette théorie de point fixé est souvent utilisée dans plusieurs branches de ’ana-
lyse non linéaire. Spécialement cette technique a prouvé qu’elle est un outil tres
utile dans 'existence de solutions de plusieurs types d’équations différentielles.
Pour obtenir 'existence des solutions, des conditions suffisantes seront considérées
dans I’étude des différentes classes de ces problémes aux limites.

Et nous allons essayer de présenter les résultats que nous avons obtenus grace a
notre étude de I'existence et de I'unicité de solutions a certaines des différents types
des problémes d’équations différentielles.

Y compris les équations différentielles d’ordre fractionnaire impliquant des dérivées
de Caputo et de Riemann-Liouville avec des conditions aux limites .

Et nous avons conclu ce travail en donnant des exemples pratiques de chaque pro-
bléme pour confirmer ce travail.
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