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  "أخوالي، خالاتي ، عمي، عماتي "إلى كل الأهل والأقارب 

  إلى كل من ساعدني في إنجاز هذه المذكرة

  حقهم أترابي أصدقائي وأحبائي ورفقاء الدراسة إلى من أخشى ألا أنصفهم

  إلى كل من سيتصفح هذه المذكرة

 

  

 



  :الفهرس

  .الصفحة....................................................................:......الموضوع

  01.......................................................................:............مقدمة

  :الفصل الأول

  02............................................................المجموعات وخصائصها1-.1

  02..............................................................تعريف المجموعة -11.1.

  02.......................................................................الاحتواء –1.2.1

  02........................................................موعة أجزاء مجموعةمج -1.3.1

 02........................................................................المتممة -1.4.1

 02........................................................................التقاطع -1.5.1

  03........................................................................الإتحاد -  6.1ـ1

  03...........................................................العلاقات في المجموعات - 2ـ1

  03..................................................................علاقات التكافؤ - 1ـ2ـ1

  03.............................................................المرتبةالمجموعات  -1.2.2

  03...................................................... .....المجموعات القابلة للعد3.1- 

  04...................................................................الأعداد الأصلية - 4 ـ1

  04..................................................................نظرية كانتور -3.4.1

  04.............................................................................الزمرة - 1.5

  04...................................................................الزمرةمفهوم  -1.1.5

  05..................................................................مر الجزئيةالز  -1.3.5

  05...........................................................................الحلقات - 1.6

  07...............................................................يةالحلقات الجزئ -1.2.6

  07..............................................العناصر الخاصة في حلقةبعض  -1.3.6

 :الفصل الثاني

  10..........................................................................المثاليات - 2.1

  11........................................................بمجموعةالمثالي المولد  -2.1.2

  12......................................................تصنيف بعض المثاليات  -2.1.3

  



  :الفصل الثالث

  15...............................................................مةحلقة حاصل القس - 3.1

  16.................................................................التشاكلات الحلقية - 2.3

  16.................................................................تماثل الحلقات -1.2.3

  16......................................................بعض المبرهنات الأساسية -2.2.3

  19...............................................................وخواصها ℤالحلقة  - 3.3

  20..................................................................الحلقاتأنواع  - .4.31

  20.................................................................الحلقة العاملية -2.4.3

  20.................................................................الحلقة الرئيسية -3.4.3

  20............................................................حلقة كثيرات الحدود -4.4.3

  المراجع

 



1 

 

  ةــــــــــمقدم

ســيما فــي عصــرنا الحاضــر ع الجبــر مــن المواضــيع المهمــة ولاا لا شــك فيــه أن موضــو ممّــ

  .ليس في الرياضيات فقط بل في الفيزياء والكيمياء وعلم الحاسوب و غيرها

 إلـــي مـــدخلأن نتقـــدم ببحثنـــا هـــذا تحـــت عنـــوان  ارتأينـــاو مســـاهمة فـــي تقـــديم الخدمـــة فقـــد 

منــه وذلــك عنــد  ســتفادةلاا، وقــد توخينــا فيــه الســهولة التــي تســمح لزملائنــا الطلبــة  الحلقــات نظريــة

وقد دعم هذا العمل بالأمثلة المتنوعـة فـي كـل فصـل ، التـي . عرض المفاهيم المجردة و البراهين 

  .و الوصول إلى الهدف المنشودستيعاب تساعد الطلبة على الفهم والا

  :تطرقنا في عملنا هذا إلى ثلاثة فصول حيث تناولنا في 

بالمجموعات ثم  ةفي هذا الموضوع بداي تستخدماأهم المفاهيم العامة التي : الفصل الأول

ذكر بنظرية و نبها عناصر حلقة القسمة  ىالعلاقات وأنواعها لنصل إلي أصناف التكافؤ التي تبن

ثم نبدأ بتعريف الحلقة والحساب المتعلق بها لنتم هذا الفصل  حول الأعداد الصحيحة،كانتور 

  .ثم الحلقة التامة والحقل القابل للقلب والقابلة للاختزال وقواسم الصفربالعناصر 

عة والعمليات بمجمو  بالتعريف ثم المثالي المولد أبد مثالياتلفهو مكرس ل: الفصل الثاني

  .بعض المثليات وكذلك تصنيف ضرب المثاليات المرتبطة بها كجمع و 

يعرض بعض المبرهنات والنظريات حول الايزومورفيزم وهذا بعد التعرف على : الفصل الثالث

 كذالك و التي تعتبر وجه من تطبيقات نظرية الحلقة  وخصائصها ℤ والحلقة، عناصر حلقة القسمة

  .حلقة كثيرات الحدود التي تم التفصيل فيها 

 



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  ل الأولــــــــــصـالف

  عموميــــــــــات
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   المجموعات وخصائصها ـــ1ــ1

    تعريف المجموعة  ـــ1ـ1ـ1

  .تدعي هذه الأشياء بعناصر المجموعة . نسمي مجموعة كل تجمع لأشياء تربطها خاصية مشتركة

, عادة للمجموعة بالأحرف اللاتينية الكبيرة مثل يرمز , , , , ,...A B C D X Y  ويرمز لعناصرها بالأحرف اللاتينية

,الصغيرة مثل  , , , x, y,...a b c d .  

تتعين المجموعة إذا عرفت جميع عناصرها، ويمكن عندئذ كتابة المجموعة بذكر جميع عناصرها بين حاضنتين  

}من الشكل  }: مثل { }, ,A a b c=  .  

  .عناصرهاسطتها تمييز اأيضا بذكر خاصية يمكننا بو تتعين المجموعة 

}: مثل }:A x A، و نقرأ=xف															ردي        .هو عدد فردي xبحيث  xمجموعة العناصر  

ونعبر  ، Aلى المجموعةإينتمي  aفإننا نقول إن العنصر ،عنصرا ما منها a مجموعة ما وإذا كان Aإذا كانت   

a:عن ذلك بالشكل  A∈   

 ،Aلى المجموعة إلا ينتمي  bفإننا نقول إن العنصر ،Aعنصرا من عناصر المجموعة  b ذا لم يكنإما أ    

b:ونعبر عن ذلك بالشكل  A∉    

  :الاحتواء ـــ2ـ1ـ1
                     F من عنصر ھو E من عنصر كل كان إذا F مجموعة في محتواة أنھا ةمجموع عن نقول

  :ونكتب

( ):E F x x E x F⊂ ⇔∀ ∈ ⇒ ∈  

  :مجموعة أجزاء مجموعة ـــ3ـ1ـ1
) وتكون مجموعة جديدة ونرمز لها بالرمز E مجموعةال فيمجموعة كل المجموعات المحتواة هي  )P E وأن     

 ( )A E A P E⊂ ⇔ ∈  

  :المتممة  ـــ4ـ1ـ1
 Aالتي لا تنتمي إلى E مجموعة عناصر E بالنسبة لـ A نسمي متممة. جزء منها Aمجموعة و E لتكن

  :و نكتب AEC ونرمز لها بالرمز

{ }:A

E x AC E x= ∈ ∉  

  :التقاطع ـــ5ـ1ـ1

E هو مجموعة العناصر المشتركة بينها ونرمز له بـ F و E مجموعتينتقاطع  F∩    

{ }x : x xE F E F= ∈ ∧ ∈∩  
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  : الإتحاد ـــ6ـ1ـ1

E  إلى واحدة منهما على الأقل ونرمز له بـ تنتمي هو مجموعة العناصر التي Fو Eإتحاد مجموعتين  F∪

  :   بعبارة أخرى

{ }:E F x x E x F= ∈ ∨ ∈∪  

  على بعضها نتوزيعيتاالإتحاد والتقاطع عمليتان تجميعيتان و  :ملاحظة

  العلاقات في المجموعات ـــ2ـ1
  :أنھا ℜ الع�قة عن نقول  E  خالية غير مجموعة في معرفة ثنائية ع�قة ℜ لتكن

x:                                      : إذا كان  :انعكاسية – 1 E x x∀ ∈ ℜ   

,                          :إذا كان  : تناظرية2 -  :x y E x y y x∀ ∈ ℜ ⇒ ℜ   

)            :إذا كان :  ضد تناظرية3- ), :x y E x y y x x y∀ ∈ ℜ ∧ ℜ ⇒ =   

)                :إذا كان  :متعدية - 4 ), , :x y z E x y y z x z∀ ∈ ℜ ∧ ℜ ⇒ ℜ   

  علاقات التكافؤ  ـــ1ـ2ـ1

      متعدية ،تناظرية ،إنها علاقة تكافؤ إذا كانت انعكاسية Eعلاقة ثنائية في مجموعة غير خالية  ℜ نقول عن

xونسمي صنف التكافؤ
•

 :    { }:x y E x y
•

= ∈ ℜ                   

  :المجموعات المرتبة

ℜ نقول عن Eمعرفة على ثنائية ع�قة ℜمجموعة غير جالية و Eلتكن    إنھا ع�قة ترتيب 

  متعدية ،تناظرية ضد ،إذا كانت انعكاسية 

,E)و عندئذ تسمى الثنائية  ≥نرمز عادة لعلاقة الترتيب بالرمز     .     بالمجموعة المرتبة ≥(

  : المجموعات القابلة للعد ـــ3ـ1

  للعد كل                  نسمي مجموعة قابلة . إن أبسط المجموعات غير المنتهية هي مجموعة الأعداد الطبيعية

 بعبارة أخرى فإننا نعرف مجوعة قابلة للعد. مجموعة الأعداد الطبيعيةمجموعة يمكن أن نجد لها تقابلا بينها وبين 

1 على شكل متتالية غير منتهية وضعهاو على أنها مجموعة يمكن ترقيم عناصرها  2 n, , ,a a a…   

  :1خاصية-

  .كل مجموعة جزئية من مجموعة قابلة للعد مجموعة منتهية أو قابلة للعد 
  :2خاصية-

  .اتحاد منته أو قابل للعد لمجموعات قابلة للعد مجموعة قابلة للعدإن كل 
  : 3خاصية -

  .كل مجموعة غير منتهية تحوي مجموعة جزئية قابلة للعد
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  :الأعداد الأصلية ـــ4ـ1

F,ليكن  E  مجموعتان كيفية  

  :تعريفـــ 1ـ4ـ1

Fبينهما ونرمز بذالك  fلهما نفس الأصلي إذا وجد تقابل  Fو Eنقول أن  E=   

  .لهما نفس القوة Fو Eونقول أن 

  :تعريفـــ 2ـ4ـ1   

Eبحيث  nإذا وجد عدد طبيعي  مجموعة منتهية Eنقول أن   - أ n=. 

  .إذا كانت غير منتهية منتهيةلا مجموعة  Eنقول أن    - ب

  :ةملاحظ

Eإذا كانت = Eفإن ∅ = 0   

  :نظرية كانتورـــ 3ـ4ـ1   

  .مجموعتين كيفيتين Bو Aلتكن 

 A، فإن المجموعتينAعلي المجموعة Bجموعةمن الم g، وتباين Bعلي المجموعة Aمن fإذا وجد تباين 

B  متساويتا القوة و نكتبA B= .  

  :الزمرة ـــ5ـ1

) GALOIS(وكــان العــالم الفرنســي ) متعــدد الحــدود(عنــد حــل معــادلات  19فــي القــرن ظهــر مفهــوم الزمــرة  

، عند تأمل زمرة تباديل جذور معادلات كهذه، وقد ظهرت بديهيات الزمرة )GROUPE(أول من استعمل كلمة زمرة 

  . Hintington) (وينسب ذلك إلى العالم الأمريكي  1902بوضعها الحالي أول مرة في 

  : هوم الزمرة مف ـــ1ـ5ـ1

هـي أداة مهمـة تسـتخدم الطبولوجيـا، و هي إحدى أهم الأفكار التي تظهـر فـي مواضـيع مختلفـة مثـل التحليـل و 

  .في ميكانيك الكم وعلم البلورات وبمجالات كثيرة أخرى

  : تعاريف  ـــ2ـ5ـ1

  :تعريف العملية الداخلية

Eلتكن ) مجموعة ، نسمي      fكل تطبيق:  Eى عل) عملية داخلية (قانون تركيب داخلي أو  ∗(

E من E× نحو E معرف ب : ( ), : ,x y E f x y x y∀ ∈ = ∗   
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  :تعريف الزمرة

) مجموعة غير خالية مزودة بعملية داخلية Aلتكن )∗.  

) نقول إن ),A   :لها بنية زمرة إذا تحققت الشروط الثلاثة التالية ∗

)العملية   - أ )    :     تجميعية  ∗( ) ( ), , :x y z A x y z x y z∀ ∈ ∗ ∗ = ∗ ∗     

,      :     عنصر حيادي Aيوجد في  - ب :e A x A x e e x x∃ ∈ ∀ ∈ ∗ = ∗ =   

xنظيرA لكل عنصر من  - ت ′:             , :x A x x x x x e∀ ∈ ∃ ∗ ′= ∗′ =′   

  :ملاحظات 

) :ضربية نرمز لها بـ  Aإذا كانت الزمرة - 1 ),A 1xـ ب xنعبر عن نظير و ⋅ −  

):أما إذا كانت جمعية نرمز لها بـ  - 2 ),A )ـ ب xونعبر عن نظير + )x−   

) : تبديلية إذا كان Aنقول إن الزمرة - 3 ), : . .a b A A ab b a∀ ∈ × =   

   :الزمر الجزئية  ـــ3ـ5ـ1

)لتكن ),A   ,Aجزء غير خال من   e ،Hزمرة عنصرها الحيادي ∗

  :إذا تحقق ما يليA  إنها زمرة جزئية من   H نقول عن

,:الاستقرارشرط  - 1 y :x H x y H∀ ∈ ∗ ∈  

,:شرط وجود النظير - 2 'x H x H∀ ∈ ∃  A في xنظير x'حيث ∋

Hو نكتب A≤ للتعبير على أنH  زمرة جزئية منA .  
  :ملاحظة 

) لكل زمرة ),A )زمرتان جزئيتان بديهيتان هما ∗ ) { }( ), , ,AA e∗ ∗  

  :الحلقات ـــ6ـ1

يعتبر ديفيد هلبرت أول من استخدم مصطلح الحلقة ولم يظهر التعريف المجرد للحلقة كما نراه إلا في العقد 

  .الثاني من القرن العشرين

  :تعريف الحلقة ـــ1ـ6ـ1

)نسمّي حلقة كل ثلاثية   ), ,A + )حيث ⋅ ),A )زمرة تبديلية و + ، تجميعية وتوزيعية Aعملية داخلية في  ⋅(

)بالنسبة للعملية    :أي +(
( )

( )
, :a b A a b c a b a c

b c a b a c a

∀ ∈ ⋅ + = ⋅ + ⋅

+ ⋅ = ⋅ + ⋅
 

)تسمّى العملية  )بالجمع عنصرها الحيادي يرمز له بالرمز  +( )أو  0( )0A  ويسمى بصفر الحلقة وتسمى العملية

( aعوض  abبالضرب وغالبا ما نكتب  ⋅( b⋅   
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  :ملاحظات

1(  ( )+،( تمثلان عمليتين مجردتين وليستا عمليتي الجمع والضرب الاعتياديتين ولو أننا نسميهما بالجمع  ⋅(

 . والضرب

)إذا قبلت عملية الضرب عنصرا حياديا نرمز له بالرمز  )2 )عندئذ نقول إن الحلقة  1Aأو 1( ), ,A +  .واحدية ⋅

)إذا كانت عملية الضرب تبديلية فإننا نقول إن الحلقة  )3 ), ,A +   .تبديلية ⋅

  :أمثلة

, , ,ℤ ℚ ℝ ℂ  هي حلقات تبديلية واحدية حيث( )+،(   .هما الجمع والضرب العاديان ⋅(

  .في كل ما يلي نعتبر كل الحلقات واحدية إلا إذا ورد العكس •
  : بعض قواعد الحساب في حلقة

)لتكن  ), ,A +   حلقة  ⋅

  :لدينا

1( , , :a b c A∀ ∈ ( ) ( )a b c a b a c ⋅أ − = ⋅ − ⋅  

( ) ( )b c a b a c a −ب ⋅ = ⋅ − ⋅ 

2( : 0 0 0A A Aa A a a∀ ∈ ⋅ = ⋅ = 

3( 

( ) ( ) ( )
( )

...... 0

, : 0 0

...... 0

nرة																																																					م

n م																																																					رة

a a a n

a A n na n

a a a n

−


+ + + >




∀ ∈ ∀ ∈ = =

− + − + + − <




���	��


ℤ

�����	����


 

  ): 1لنثبت •

:لدينا   

 

aوبالتركيب بنظير  c⋅ )نحصل على) بالنسبة للجمع:  
( )
( )

a b c a c a c a b a c

a b c a b a c

⋅ − + ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅

⋅ − = ⋅ − ⋅
 

  ) ب(وبنفس الطريقة نبرهن على المساواة 

b بوضع فبرهنها) 2أما  • c=  أ(في.(  

  

( ) ( )( )

�
0

a b c a c a b c c

a b c c

a b

′′

⋅ − + ⋅ = ⋅ − +

  
= ⋅ + − +  

  

= ⋅
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  : الحلقات الجزئية ـــ2ـ6ـ1 

)لتكن   ), ,A + Bحلقة، وليكن  ⋅ )حلقة جزئية من الحلقة  Bنقول إن . Aجزءا من  ∅≠ ), ,A + إذا وفقط إذا  ⋅

  : تحقق ما يلي

1( ( ),B )زمرة جزئية من  + ),A +  

2( B مستقرة بعملية الضرب أي :, :x y B x y B∀ ∈ ⋅ ∈ 

   :مثال

)إن  ), ,A + }و ⋅ }( 0 , , )+ )حلقة جزئية من الحلقة  ⋅ ), ,A + ⋅  

    Q حلقة جزئية من الحلقة Z الحلقةإن و 

  :بعض العناصر الخاصة في حلقة ـــ3ـ6ـ1
)لتكن   ), ,A +   حلقة  ⋅

a( نقول عن عنصرين  :قاسم الصفرa وb  منA 0: إنهما قاسمان للصفر إذا وفقط إذا كانAa b⋅ مع  =

0Ab ≠ ،0Aa ≠ 

b( نقول عن  :العنصر عديم القوةa A∈ كان إنه عنصر عديم القوة إذا وفقط إذا: / 0m

Am a∗∃ ∈ =ℕ  

m..... :حيث 

mرة																																																				م

a a a a= ⋅ ⋅ ⋅��	�
  

nعندئذ أصغر عدد طبيعي  ∗∈ℕ  0يحققna   "دليل عديم القوة"نسميه  =

    c (نفرض أن : العنصر القابل للقلبA  حلقة واحدية( )1 0A A≠  وليكنa A∈  نقول عنa  إنه قابل للقلب

  : إذا وفقط إذا Aفي 
: 1Ab A a b b a∃ ∈ ⋅ = ⋅ =  

b  نسميه مقلوب a فيA  1ونرمز له دائما بالرمزa A، ونرمز للعناصر القابلة للقلب بـ− ∗  
d     ( العنصر غير القابل للاختزال فيA : نفرض أنA  تبديلية، نقول عن عصر حلقة واحديةp A∈  أنه غير

  :إذا وفقط إذا كان Aقابل للاختزال في 

1( p  عنصر ليس قابلا للقلب( )p A∉ ∗ 

 :بمعنى p أو مشارك لـ  Aهو إما قابل للقلب في pكل قاسم لـ  )2

)q A∈  وq يقسمp (p u q q A ∗= ⋅ ∨ ∈ uبحيث  ⇔ A ∗∈  

  .لا يحقق أحد الشرطين نقول أنه قابل للاختزال pوإذا كان 

   :مثال

)هي  ℤالعناصر القابلة للقلب في  ) { }1, 1U = − +ℤ أمّا العناصر غير القابلة للاختزال في ،ℤ  هيP±  مع

P ∗∈ℕ وP أولي.  
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(e   الحلقة التامة:  

}حلقة تبديلية بحيث  Aلتكن  }0A )إنها تامة إذا كانت لا تحوي قواسم الصفر  A، نقول عن≠ )0.  

  : مثال

)الصحيحة حلقة الأعداد .1 , , )+ ⋅Z  .حلقة تامة  

)في الحلقة .2 ), ,.+R
R لنعتبر التابعين المعرفين  بالشكل ،: 

  

  

  

  : بيانهما موضح بالشكل 

                                                                             20                                                                  

  
                                                                                                        

                                                                             0     ( )
( )

f x

g x
                                                                   

                                                                                       

                                                                                        20 -  

                             10                  �                      10-                

  :من جهة أخرى لدينا

                            ( ) ( ): 0x f x g x∀ ∈ ⋅ =ℝ                                                  
0fg أي أن ,0و  = 0f g≠ f,، إذن ≠ g   قواسم للصفر  

)مجموعة ، إن الحلقة  Eلتكن .3 )( ), ,p E ∆ 0Eغير تامة إذا كان ∩ > . 

  .المجموعات طع ايرمز لتق : ∩مع العلم أن 

  .يرمز للفرق التناظري : ∆و           

  

  

( )
( )

:
f x x x

x
g x x x

 = +
∀ ∈ 

= −
R

g

 

f
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(f    الحقل)الجسم : (  

  :تعريف

,A)نسمي حقلا كل حلقة واحدية  , )+ }و جميع عناصر المجموعة  ⋅ }0AA A∗ تقبل عنصر نظير بالنسبة  =

  لعملية الضرب
  :ةملاحظ

,A) تبديلية نقول )⋅( كانت إذا , )+ ⋅  .تبديلي  حقلا 

  :أمثلة

1( ( , , )+ ×ℝ تبديلي حقل  

2( ( , , )+ ×ℤ  حقلليست 

3( ( , , )+ ×ℚ تبديلي حقل 

  

  



  

  

  

 الثــــــــــانيل ــــــــــصـالف

  المثــــــــــاليات
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  : المثالياتـــ 1ـ2

) لتكن ), ,A +   .Aمجموعة غير خالية من  I,حلقة  ⋅

  :تعاريف  ـــ1ـ1ـ2

  	:تعريف 

  :إذا وفقط إذا من اليمين Aنه مثالي منإ Iنقول عن  

1( ( ),I )زمرة جزئية من  + ),A + :, :x y I x y I∀ ∈ − ∈ 

2( , :x I a A a x I∀ ∈ ∀ ∈ ⋅ ∈ 

  ما المثالي من اليسار يكون الاختلاف في الشرط الثانيأ

, :x I a A x a I∀ ∈ ∀ ∈ ⋅ ∈  
  .إذا كان مثاليا من اليمين ومن اليسار Aمثالي منإنه  Iونقول عن

   :أمثلة

nإذا كان  )1 ∈ℤ  فإنnℤ  تكون مثاليا من الحلقة( ), ,+ ⋅ℤ. 

)ليست مثاليا من  ℤإن  )2 ), ,+ ⋅ℝ  ولا من الحلقة( ), ,+ ⋅ℂ. 

}المجموعة  )3 }0,2,4B }هي مثالي من الحلقة  = }, ,
6

+ ⋅ℤ
ℤ

 

   :ملاحظة

  .أهميتهما "من اليسار" و  " من اليمين" في حالة حلقة تبديلية يفقد الوصفان  -1

  :والعكس ليس صحيحا وذلك حسب المثال التاليالمثالي هو حلقة جزئية  -2

( ), ,+ ⋅ℤ  حلقة جزئية للحلقة( ), ,+ ⋅ℚ  ولكنها ليست مثاليا لأنℤ ليست مستقرة بالنسبة للضرب بعناصر في ℚ 
ℤ ،1∋5:مثلا

2
∈ℚ  ولكن( ) 515

2 2
= ∉ℤ 

   :جمع وضرب المثاليات 

)إذا كان   ), ,I + ⋅،( ), ,J + )ن للحلقة التبديلية يمثالي ⋅ ), ,A + )كل من  :فإن ⋅ ), ,I J+ + ⋅ ،( ), ,I J⋅ + هو  ⋅

)مثالي للحلقة  ), ,A +   :بحيث ⋅

{ }

1

/ ,

/ , ,
n

i i i i

i

I J x y x I y J

I J x y n x I y J∗

=

+ = + ∈ ∈

 
⋅ = ∈ ∈ ∈ 

 
∑ ℕ
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    :البرهان

Iمن من الواضح أن كلا J+، I J⋅ ليكن و  ،مجموعة غير خاليةr  عنصرا فيA  وكل منa b+،c d+ 

Iعنصرا في  J+  حيث, ,b d J a c I∈ ∧ a, :عندئذ ∋ c I b d J− ∈ − ∈   

) :ولدينا ) ( ) ( ) ( )a b c d a c b d I J+ − + = − + − ∈ +  

) و )r a b r a r b I J⋅ + = ⋅ + ⋅ ∈ +  

): إذن ), ,I J+ + )مثالي للحلقة  ⋅ ), ,A + ⋅   

)وللبرهنة على أن  ), ,I J⋅ + )مثالي للحلقة  ⋅ ), ,A + من وكلا Aعنصرا في  rنفرض  ⋅

1 1

,
m n

j j i i

j i

y c d x a b
= =

= =∑ Iعنصرا في  ∑ J⋅  حيث, , ,i j i ja c I b d J∈   :عندئذ ∋

1 1

n m

i i j j

i j

x y a b c d
= =

− = −∑ ∑  / 1 i n≤ ≤ ،1 j m≤ ≤  

( ),k Max n m=   حيث 
1

k

i i

i

x y α β
=

− =∑  

x:وعليه فإن y I J− ∈ )وأن  ⋅ )
1 1

n n

i i i i

i i

r x r a b r a b I J
= =

⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ ∈ ⋅∑ ∑  

)إذن  ), ,I J⋅ + )مثالي للحلقة  ⋅ ), ,A + ⋅  

   :المثالي المولد بمجموعة ـــ2ـ1ـ2

 Aمن ، " بمفهوم الإحتواء "مثالي  هو أصغر Sالمثالي المولد بـ . Aجزءا غير خال من حلقة S	 ليكن: تعريف

  ،Sونعبر عنه بـ  Sيحوي

  :نظرية

Sو Aفي حلقة تبديلية     : لدينا. Aمنجزء غير خال  	

*

1

/ , , , :1
n

i i i i

i

S a x n a A x S i i n
=

 
= ∈ ∈ ∈ ∀ ≤ ≤ 
 
∑ ℕ  

aأي كل المجاميع المنتهية لعناصر من الشكل  A x S ax∈ ∈, ,.  

  : البرهان

Kونثبت أن  Kنضع الطرف الأيمن يساوي S=.  

∋1لدينا  A واضح أن ،KxxSx ∈⋅=∈∀ φأي أن  :1 ≠ ⊆S K.  

Sومنه  Sيحوي �مثالي من  �بالاعتماد على تعريف المثالي وكون الحلقة تبديلية يمكن إثبات أن  K⊆ .  

K  ،xمن �من جهة أخرى ليكن  a xi i
i n

=
≤ ≤
∑
1

nمع   ∈N  منته و∀ ∈ ∈i a A x Si i: يحوي   A؛ كل مثالي من,

S  فهو يحويa xi i مهما كانI وبالتالي يحويx   إذن ،x S∈  ومنهK S⊆ . إذنK S=.  

}: مثال }S A= =2 6, , Z .  
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}: تحوي عنصرين فقط وكون الجمع تبديلي لدينا Sمن كون }S a b a b= + ∈ = +2 6 2 6: , Z  

6لكن 6و  ⊃2 )زمر جزئية من  ,2 )Z,+ 2لذا 6 2+ Sومنه  = = 2.  

}وإذا كانت مجموعة أحادية ولتكن  }S a= فإن: 

 { }/a S r a r A〈 〉 = 〈 〉 = ⋅ ∈  

aونكتب " المثالي الرئيسي "ونسميه  a A= ⋅  

A: مثال = ℤ   { }3,6S =  

{ }
( ){ }
3 6 , ,

3 2 , ,

3

S α β α β

α β α β

= + ∈

= + ∈

⊆

ℤ

ℤ

ℤ

 

  : ومن جهة أخرى
3 3 /

3 6 0

x x k k

x k S

∈ ⇒ = ∈

⇒ = + ⋅ ∈

ℤ ℤ
 

}: إذن }3,6 3= ℤ.  

  :تصنيف بعض المثاليات ـــ3ـ1ـ2

  :المثالي الأعظمي •

  :إذا كان Aمثالي أعظمي في  I نإنقول  ،مثالي منها Iو  حلقة Aلتكن 

1( I A≠ 
 لدينا  Aمثالي من  Jمن أجل كل  )2

I J J I J A⊂ ⇒ = ∨ =  
  : نظرية

  .مثالي منها Iحلقة تبديلية  و  Aلتكن

إذا وفقط إذا  Aأعظمي في I:لدينا
A

I
  .حلقة تامة 

  :البرهان

  .  Aأعظمي في Iنفرض أن

يكفي إثبات أن لكل عنصر غير معدوم من 
A

I
  ). بالنسبة لعملية الضرب(نظير  

I A≠ ليكن ،
I

A
IaI   ).عنصر يختلف عن صفر الحلقة( ≠+∋

I a I≠ aيؤدي إلى  + I∉ . لديناI a I I a I≠ + ⊂ +, .  

aبما أن  I+ مثالي منA  وI أعظمي فيA  فإنa I A+ =.  

∋1لدينا  Aوهذا يؤدي إلى وجود ،b A u I∈ abبحيث  ,∋ u+ = 1.  

b I∉  1لأنه في الحالة العكسية يصبح∈ I  وهذا يؤدي إلى أنI A= تناقض .  
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)إذن  )ab u I I+ + = )ومنه  1+ )( )a I b I ab I I+ + = + = +1.  

A  تبديلية يؤدي إلى أن
A

I
aتبديلية وبالتالي   I+  يقبل مقلوبا، إذن

A

I
  .حلقة تامة 

,01عكسيا، لدينا  ∈A  و
A

I
Iإذن  حلقة تامة  I

A

I
,1+ وبالتالي  ∋

A

I
≥ 2 .  

1∉ I  لأن الحالة العكسية تؤدي إلىA I=  وهذا يستلزم
A

I
=   . تناقض 1

Iإذن  A≠ .  

Jبحيث  Aمثاليا من  Jليكن  I I J≠ Jونثبت  ,⊃ A= .  

J I≠  يؤدي إلى وجودa J∈  وa I∉ إذن ،I a I
A

I
≠ + aومنه  ∋ I+ يقبل مقلوباI b I

A

I
≠ + ، أي أن ∋

( )( )1+ = + + = +I a I b I ab I  1ومنه− ∈ab I 1، إذن− ∈ab J، a J∈ يؤدي إلى أنJab∈ 1ومنه∈ J 

Jوهذا كاف لكي يكون  A= .إذنI أعظمي في	A.  

  :مثال

nمع nZ الأعظمية هي من الشكل Z مثاليات  *أولي في  
Z    

   :المثالي الأولي •

   :إذا كان Aنه أولي فيإ Iنقول عن ،مثالي منها I، حلقة Aلتكن

1( I A≠ 

2( , :x y A x y I x I y I∀ ∈ ⋅ ∈ ⇒ ∈ ∨ ∈ 

A: مثال = ℤ   3I = ℤ  

1( 1 1 I∈ ∧ ∉ℤ ومنه I ≠ ℤ 

2( , : 3 /x y x y I x y k k∈ ⋅ ∈ ⇒ ⋅ = ∈ℤ ℤ 

xيقسم  3 y⋅ x y I⋅ ∈ ⇒  

  .yأو يقسم  xيقسم 3أولي فإن 3وبما أن

3x:وبالتالي ∈ ℤ  3أوy ∈ ℤ  

  .ℤأولي في 3ℤومنه 

   :ملاحظة

  .بصفة عامة، مثالي أعظمي في حلقة تبديلية هو أولي لكن العكس غير صحيح

  :نظرية 

  فان Aمثالية في Iحلقة تبديلية ذات عنصر حيادي ، و Aلتكن

A I  كانت ذاإ ⇔ تامةهي حلقةI  وليةأمثالية  
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  :البرهان 

Aنفرض I  فان. حلقة تامةA I≠ ، ولكل,a b A∈ إذا كانa I∉ وb I∉   

0فان 0a I I+ ≠ + 0و = 0b I I+ ≠ + A في = Iفان( )( ) 0a I b I I+ + ≠ = abأي أن   I I+ abفان ≠ I∉  

   Aمثالية أولية في Iأي أن

   Aمثالية أولية في Iلنفرض الآن أن

0لكل a I A I≠ + 0و ≠ b I≠   فان  +

a I I+ bو ≠ I I+ ≠   

abفان Aلية فيو أمثالية  Iنأبما  A I= فان( )( )ab I I b I a I+ ≠ = + +      

Aبهذا I  م.هـ.و(                     .حلقة تامة(  

  :المثالي الرئيسي • 

  .مثاليا منها Iحلقة و A لتكن

)  Aمن S إذا وفقط إذا وجدت مجموعة جزئية Aإنه مثالي رئيسي في Iنقول عن )S φ≠بحيث :I S=.  

  :مثال

nمن أجل  ∗∈ℕ لدينا :nℤ مثالي رئيسي منℤ لأن:n n=ℤ   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 



  

  

 الثـــــــــــالثل ــــــــــصـالف

  الحــــــــــلقات
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  :حلقة حاصل القسمة  ـــ1ـ3 
  : تعريف

) الزمرة هي زمرة جزئية اعتيادية في Iواضح أن Aمثالية في  Iحلقة ، ولتكن  Aلتكن , )A ، فأن مجموعة +

Aحاصل القسمة  I  زمرة بالنسبة لعملية الجمع، حيثهي{ }: aA I a I A= + ∈    

Aنعرف عملية ضرب مجموعتين مشاركتين في  I     :كالتالي   

a I, b I A ; ( )( )I a I b I ab I+ + ∈ + + = +  

  .عملية الضرب هذه معرفة بشكل جيد لأنه 

' , 'a I a I b I b I+ = + + = + , :إذا كان    , ' , 'a I B I a I b I A I∀ + + + + ∈  

                                  نفإ
  

, ' , 'h k I a a h b b k∃ ∈ / = + = +  

'                                       إذن  ' ' 'ab a b a k hb hk= + + +     

'                                   نأوبما  'a k hb hk I+ + ∈   

'                                        نأأي  'ab I a b I+ = +   

  : نظرية 

)الزمرة , )A I +   و عملية الضرب المعرفة أعلاه هي حلقة   

  : البرهان 

, ,a I a I a I A I∀ + + +   :                  فان  ∋
( ) ( )( ) ( )( )( )a bc I a I bc I a I b I c I+ = + + = + + +   

( ) ( )( ) ( )( )( )ab c I ab I c I a I b I c I+ = + + = + + +     

Aعلاه في أن عملية الضرب المعرفة أأي  I  تجميعية وكذلك :  

( )(( ) ( )) ( )(( ) ) ( ) ( )a I b I c I a I b c I a b c I ab ac I+ + + + = + + + = + + = + + =   
( ) ( ) (( ) ( )) (( ) ( ))ab I ac I a I b I a I c I+ + + = + + + + + + +    

  : ن إو بنفس الطريقة نبرهن 
(( ) ( ))( ) ( )( ) ( )( )b I c I a I b I a I c I a I+ + + + = + + + + + 	 

Aأي ان عملية الضرب المعرفة في  I نسبة لعملية الجمع لتوزيعية با .  

Aبهذا فان  I حلقة ، نسميها حلقة حاصل القسمة للحلقةA   بالنسبة للمثاليةI  حلقة تبديلية فان Aذا كانإ  

A I Aحلقة ذات عنصر حيادي فان Aذا كانت إ تكون تبديلية و    I  تكون ذات عنصر حيادي ، وعنصرها

1الحيادي هو I+ .  
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  : الحلقية )فيزمر و مو يز إ(التشاكلات  ـــ2ـ3

  : الحلقات )رفيزممو مو هو (تماثل  ـــ1ـ2ـ3

)لتكن  ), ,A + ⋅ ،( ), ,B ⊥   .حلقتين ∗

f:التطبيق A B→ حلقات إذا كان هو تماثل:  

1( ( ) ( ) ( ), :x y A f x y f x f y∀ ∈ + = ⊥ 

2( ( ) ( ) ( ), :x y A f x y f x f y∀ ∈ ⋅ = ∗ 

  حلقات  )فيزم ر مو يز إ(في حالة كون تماثل حلقات متقابلا نسميه تشاكل  •

  : بعض المبرهنات الأساسية ـــ2ـ2ـ3

)لتكن كل من  ), ,A + ⋅ ،( ), ,B ⊥ )تماثل من الحلقة  ϕحلقة واحدية و ∗ ), ,A + )إلى الحلقة  ⋅ ), ,B ⊥   :عندئذ∗

 : تطبيقا غامرا فإن ϕإذا كان  )1

a( ( )1 1A Bϕ = 

b( ( ) ( )( ) 11:a A a aϕ ϕ
−−∀ ∈  Aله نظير في  aحيث  =

)إذا كانت  )2 ), ,Τ + )حلقة جزئية للحلقة  ⋅ ), ,A +  : فإن ⋅

 ( )( ), ,ϕ Τ ⊥ )حلقة جزئية للحلقة  ∗ ), ,B ⊥ ∗  

)إذا كانت  )3 ), ,U ⊥ )حلقة جزئية للحلقة  ∗ ), ,B ⊥  :فإن ∗

 ( )( )1
, ,Uϕ − + )حلقة جزئية للحلقة  ⋅ ), ,A + ⋅  

)إذا كانت  )4 ), ,I ⊥ )مثاليا للحلقة  ∗ ), ,B ⊥ )فإن  ∗ )( )1
, ,Iϕ − + )مثالي للحلقة ⋅ ), ,A + ⋅. 

)تطبيقا غامرا وكان  ϕإذا كان  )5 ), ,J + )مثاليا للحلقة ⋅ ), ,A + )فإن ⋅ )( ), ,Jϕ ⊥ )مثالي للحلقة  ∗ ), ,B ⊥ ∗. 

   :نظرية 

f:مورفيزم غامرهو ، فائه يوجد Aمثالية في الحلقة Iلتكن A A I→ Kerfبحيث   I=.  

   :البرهان

f:نعرف  A A I→    :تيلأكا  
, ( )X A f x x I∀ ∈ = +  

x,لكل y A∈ اذا كانx y= )  :فانه    ) ( )f x f y=   . يعرف تطبيقا fبهذا 

x,وكذلك لكل y A∈  فان:   
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y x y I x I y I f x f y+ = + + = + + + = +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y x y I x I y I f x f y⋅ = ⋅ + = + ⋅ + = ⋅   

  .هومومورفيزم حلقات  fبهذا فان

aو نلاحظ انه لكل I A I+ aفان  ∋ A∈ )و يحقق   )f a a I=   .غامر fفان +

   :وكذلك 
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ker ( ) 0Aa f f a a I I a I I a I∈ ⇔ = + = + ⇔ + + ⇔ ∈   

kerبذلك f I=                     .         )م.ھـ.و(             

  :نظرية الهومومورفيزم 

1لتكن 2, ,B B A 1حلقات ، و ليكن 1:f A B→ 2و 2:f A B→  1ين يحققان الشروط مهومومورفيز 1( )f A B= و

1 2ker kerf f⊆     

1فانه يوجد هومومورفيزم واحد فقط 2:f B B→ 1بحيث   2f f f=�    

1 2( ) ( )f B f A= 1  و   2ker (ker )f f f=  

  :البرهان 

  تيةلآة ائلنبرهن هذه النظرية لابد من إستخدام التوط

  :توطئة 

2لتكن  1, ,G H H  1زمر ولتكن 1:h G H→، 2 2:h G H→  1هومومورفيزمين يحققان 1( )h G H=،

1 2ker kerh h⊂،  1فإنه يوجد هومومورفيزم واحد فقط 2:H Hϕ   :بحيث  →

1 2

1 2

1 2

( ) ( )

ker (ker

h h

H h G

h h

ϕ =

ϕ =

ϕ = )

�

    

  )المترجم بالعربية( 177صفحة  ��4أنظر المرجع : الإثبات 

1بإستعمال هذه التوطئة فإنه يوجد هومومورفيزم واحد فقط  2:f B B→ 1 معرف بالشكل 2, ( ) ( )a B f a f y∀ ∈ =   

a,1هومومورفيزم حلقات fحيث ان  b B∀ )1بمأن  ∋ )f a b=  فإنه يوجد,c d A∈  1بحيث( ) af c )1و = ) bf d =    

  :ذلك فان 

1 1 1 1

2 2 2

1 1

( ) ( ( ) ( )) ( ( )) (f )( )

( ) ( ) ( )

(f )( ) (f )( )

( ) ( )

f ab f f c f d f f cd f cd

f cd f c f d

f c f d

f a f b

= = =

= =

= ⋅

= ⋅

�

� �
  

  )م.هـ.و(                        هومومورفيزم حلقات ويحقق كل الشروط  fبهذا فان

  : )الايزرمورفيزمحول (نظرية 

B .على الحلقة Aغامر من الحلقةا هومومورفيزمϕليكن kerA بين fواحد فقط فانه يوجد ايزومورفيزم    ϕ      

f بحيث أن Bو χ = ϕ� حيث χ هو الهومومورفيزم الطبيعي في الحلقةA على الحلقةkerA ϕ .   

  : البرهان 

ϕنلاحظ   هومومورفيزم χو Bقة لعلى الح Aالحلقة هومومورفيزم غامر من  

kerA على الحلقة A غامر من الحلقة  ϕ  و كذلك  
ker ( ) ker ker kera a a a∈ χ⇔ χ = ϕ = ϕ⇔ ϕ   
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kerفان kerϕ = χ    

kerAمن fينتج انه يوجد هومومورفيزم واحد فقط السابقةفانه من النظرية  ϕ  فيB ويحقق كل الشروط  .  

  : فانه غامر ϕبالإضافة إلى ذلك ، بما إن

( ker ) ( ( ))f A f Aϕ = χ = ϕ(Α) = Β   

  :، و كذلك غامر fأي أن

 

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

ker ker ker : (ker 1

ker : ( ( ) 1

ker : ( 1

ker : ker

ker

B

B

B

f a A f

a f a

a f a

a a

= ϕ∈ ϕ ϕ) =

= ϕ χ ) =

= ϕ ) =

= ϕ ϕ

= ϕ

  

A/إيزومورفيزم بين fفأن متباين ، fنأ يأ Kerϕ وB  .     )م.هـ.و(  

  :نظرية

)لتكن , , ), ( ', , )A A+ ⋅ ⊥ :حلقتين تبديليتين و ∗ 'f A A→  حلقات ، لدينا مورفيزم للهومو:  

1( ( ) ( ){ }: 0 'Ker f x A f x= ∈ )مثالي في الحلقة = ), ,A + ⋅ . 

2( ( ) ( )A Im f
Ker f

≈   

  :البرهان 

)إن )1 )( , )Ker f ) زمرة جزئية من الزمرة + ),A )من جهة أخرى ليكن ، + ) ( ),a x A Ker f∈  :لدينا ×
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0f ax f a f x f a ax Ker f′ ⇒′= ∗ = ∗ = ∈   

)إذن )Ker f  مثالي من( , , )A + ⋅ .  

 :التطبيق  )2

( ) ( ): A Im f
Ker f

ϕ →   

             ( ) ( )x x f xϕ→ =ɺ ɺ     
  

  رفيزم للحلقات ، وبالتالي فإن ممو و مهو 

 ( ) ( )A Im f
Ker f

≈   

  :أمثلة 

1. { )مثالي من الحلقة التبديلية هو  0{ , , )A + }:و أن  ⋅ }0
A A≈ .  

2. A  هو مثالي من الحلقة التبديلية( , , )A + }: و أن  ⋅ }0A
A
≈ . 
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  :ة جنتي

kerAفانه يوجد ايزرموفيزم بين.  Bفي الحلقة Aهومومورفيزم من الحلقة ϕليكن ϕ   و( )φ A  هذه النتيجة هي

  .دائما   ϕ(Α)على Aغامر من الحلقة ϕ، حيت ان حالة خاصة من النظرية 

 :و خواصها  Z الحلقة ـــ3ـ3

) عداد الصحيحة و هي تبديلية ذات عنصر حيادي ، جميع الزمر الجزئية في الزمرةلأهي حلقة ا Zنأنعلم  , )+Z   

mحيث mمن الشكل ∈Z  لكل ن أبماn ∈Z فان,n m m∈ هي مثاليات  Z، فان جميع الزمر الجزئية في 

m ، نرمز لها بــ Zفي الحلقة ∈Z وأm 1,0.... حيث m=  .  

mZماذا ستكون خواص القسمة نلآا لنرى Z   .  

m نأنعلم  m− = 0mعندماننا سوف نلاحظ حالتين إ، لذلك ف  0mوعندما = > .  

0mعندما mفان = ≈Z Z Z .  

0mليكن mZ نأ ، نعلم < Z رهي مجموعة العناص{ }0,1,........, 1m 1،العنصر− 1 m= +   

mZهو العنصر الحيادي في Z  والتي هي حلقة بالنسبة لعمليتي الجمع والضرب.  

m نذا كاإ ) 1                                                                              وليا  أعددا غير   

1فان 2m m m= 1حيث 2,m m ∈Z 1و 2,m m 1من هنا فان �1< 0m 2و ≠ 0m خرى لديناألكن من جهة  ، ≠

1 2 1 2 0m m m m m= = mZنأي أ . = Z  ، نأي أتحتوي على قواسم حقيقية للصفرmZ Z   .ليست حلقة تامة  

mكان ذاإ ) 2  A=   وليا أعددا    

0aليكن AZعنصرا من الحلقة ≠ Z Aىلا يقبل القسمة عل a فان   A، وبما ان    ولي فانأ   

( , ) 1PGCD a A q,ي انه يوجدأ،  = p∈Z 1بحيثab aq+ = )، فان   ) 1ab q b= − �����ن أي أ + = ��	�� = 1 

0aي انه للعنصرأ bيوجد ≠ m∈Z Z 1بحيثab AZمن بهذا فان كل عنصر،  = Z  يختلف عن الصفر

  .عكوس 

  ولي أغير  mذا كان العددإ ) 3

mZالحلقةلنرى مجموعة العناصر العكوسة في   Z  كان ذاإعلاه أكما برهنة( , ) 1PGCD a m عكوس  aفان،  =

mZفي  Z.   

mZفي الحلقة  ةن العناصر العكوسأي أ Z هي العناصرia  ن أبحيث( , ) 1iPGCD a m = .   
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  :أنواع الحلقات ـــ4ـ3

  :العامليةالحلقة ــ ـ1ـ4ـ3

}إنها حلقة عاملية إذا وفقط إذا كان كل عنصر Aحلقة تامة، نقول عن Aلتكن }0x A∈ ) غير قابل للقلب ( −

  .وحيدة ءوعوامل هذا الجدا Aمنته لعناصر غير قابلة للاختزال في  ءيكتب على شكل جدا

 :أمثلة

ℤi مليةاحلقة ع.  

i5الحلقة − ℤ ليست عاملية { }( )5 5 / ,a b a b − = + − ∈ ℤ ℤ لأن:  

( ) ( )6 2 3 1 5 1 5= ⋅ = + − ⋅ −   .)تفكيك غير وحيد( −

  :الحلقة الرئيسية ـــ2ـ4ـ3

  .إنها رئيسية إذا كانت كل مثالياتها رئيسية Aحلقة تبديلية وتامة، نقول عن Aلتكن

  .هي حلقة رئيسية لأن كل مثالياتها رئيسية ℤ الحلقة: مثال

  :حلقة كثيرات الحدود  ـــ3ـ4ـ3


   + و ×بالرمز Aحلقة واحدية وتبديلية ندل علي العمليتين الداخليتين في 

)مجموع المتتالية ℓلتكن )n n
x  فيA حيث n 0x = ,( )0 0, ( n n )n∃ ∈ ∀ ≥N  

( ) ( )( ){ }n 0 0 nn
n n 0x A n x= ⊆ / ∃ ∈ ∀ ≥ =ℓ N   

+و عمليتين نعررف ℓ في   :كالتالي  ×

( ) ( ) ( )n n nn n n
x y z+ =   

( ) ( ) ( )n n nn n n
x y z× =   

  :حيث 

n n nz x y= +   

0

n n k

n

k

k

z a y −
=

=∑   

  :بنية حلقة تبديلية وواحدية حيث  ℓ هاتان العمليتان تحققان للمجموعة

) هي المتتالية المعدومة +العنصر الحيادي بالنسبة للعملية  1) ) ( )0 n n n
( n n : 0),e e∀ ≤ =                          

)nهي المتتالية × العنصر الحيادي بالنسبة لعملية 2) )ne   حيث:  

 0 1e =   )xىلإبالنسبة  Aعنصر حيادي للحلقة 1 ( 

  ( ) nn 1 0e∀ ≥ =   

(3  ( )n n
x− نظير العنصر( )n n

x   بالنسبة إلي+.  
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  :تعاريف  ترميز و ـــ1ـ3ـ4ـ3

)نكتب المتتالية )n n
x الشكل  ىعل :  

( ) ( )n 0 1 1n
, , , ,n nx x x x x +…= …   

)العنصر ندل علي    X:بالرمز  …,0,1,0,0 (

)ندل علي العنصر ) ,0,0,0,x     x:بالرمز  …

  :لدينا 
2X X X= ×                                                                                       (1 

     ( )0,0,1,0,0= …   
3 2X X X= × ( ) 0,0,0,1,0,0= …   

. 

. 

1n nX X X−= ×    �
1

0,0,0, . 1 ,0,0
n+

 
= … … 
 

  

�
1

0,0,0, . ,0,0
n

a
+

 
= … … 
 

 �
1

 ,0,0,0,  0,0,0( , . 1 ,0,0a )
n+

 
= … … …


× 


                                        (2 

                              . na x=   

)من خلال هذه الرميز كل عنصر )0 1, , ,0,na a a…   :الشكل  ىيكتب عل …

 0 1

n

na a a x+ +…   

]رمزالمتغير ال ℓ المجموعة ىندل عل ]A x    

  :تعريف 

  [ ]A xتسمي حلقة كثير الحدود ذات المتغير الواحد العنصر [ ]A x رات الحدود يتسمي كث.  

  :تكتب في هذه الحالة  +و × العمليتان

)مهما يكن )P x و( )xφ  عنصرين من[ ]A x  حيث:  

  

( ) 0 1

n

nP x a a x a x= + +… 	 
( ) ( )0 1

m

mx b b x b x m nφ = + +… ≤    

( ) ( ) ( ) ( ) 1

0 0 1 1 1

m m n

m m m nP x x a b a b x a b x a x a xφ +
++ = + + + +…+ + + +…+  

( ) ( ) 0 1

n m

n mP x x c c c xφ +
+× = + +…   

  :حيث 

0

k k ic i

k

i

a b −
=

=∑   
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  :درجة كثير حدود ـــ2ـ3ـ4ـ3

)ليكن ) 0 1

n

nP x a a x a x= + nكثير حدود حيث …+ 0a )يسمي درجة كثير الحدود nفإن العدد الطبيعي ≠ )P x  

):وندل عليه بالرمز  )d P x� :  

                                         ( )dn P x= �    

  :خواص  ـــ3ـ3ـ4ـ3
( ) ( )( ) ( ) ( )d d dP x x P x xφ φ× ≤ +� � � 	 

( ) ( )( ) ( ) ( )d max(d ,d )P x x P x xφ φ+ ≤� � �
  

  : ةملاحظ

  :تامة فإن حلقة  Aإذا كانت 

( ) ( )( ) ( ) ( )d d dP x x P x xφ φ= +� � �
  

  :القسمة الإقليدية  ـــ4ـ3ـ4ـ3


)جسم تبديلي ،  )P x،( )xφ كثيرا حدود من [ ]A x يوجد( )R x و( )d x  كثيرا حدود بحيث:  

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )d d

P x x d x R x

R x x

φ
φ

 = +


<
� �

 

 ( )d x يسمي حاصل القسمة  

( )R x  باقي القسمة من القسمة الإقليدية.  

)إذا كان )0 R x=)نقول إن) كثير حدود معدوم( )xφ قاسم لكثير حدود( )P x    

  :الإشتقاق لكثير الحدود ـــ5ـ3ـ4ـ3

]ليكن ] ( )A x P x∋  حيث:  

( ) 0 1

n

nP x a a x a x= + +…  

  :العنصر 

( ) 1

1 22 n

nP x a a x na x −′ = + +…+  

)يسمي مشتق )P x    

  :خواص الإشتقاق  ـــ6ـ3ـ4ـ3
( ) ( )( ) ( ) ( )' ' 'P x x P x xφ φ+ = +  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )'' 'P x x P x x P x xφ φ φ= +   

  :ترميز 

) :ليكن  ) 0 1

n

nP x a a x a x= + ) كثير حدود درجته  …+ )0 ,na n≠ ،  نضع :  
( ) ( ) ( )0

P x P x=  
( ) ( ) ( )1

P x P x= ′  
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( ) ( ) ( )2
' 'P x P x =    

. 

. 
( ) ( ) ( ) ( )1

'
n n

P x P x
− =    

  :ينا لد

m إذا كان( n>              (( ) ( ) 0
m

P x =   

                            ( ) ( ) !
n

nP x n a=   

  :الدالة كثيرة حدود ـــ7ـ3ـ4ـ3

]حدود  نرفق بكل كثير ] ( )A x P x∋ دالة كثير حدود  

f :A A→  

   ( )fx x→    

  : كالتاليمعرف 

) :إذا كان  ) 0 1

n

nP x a a x a x= + +…    

) :فإن  ) 0 1f n

nx a a x a x= + +…    

) نرمز لـ )f x   بالرمز:( )P x   

  :جذور كثير حدود  ـــ8ـ3ـ4ـ3

]ليكن ] ( )A x P x∋ 0نقول إنx  حدودالكثير لجذر( )P x إذا وفقط إذا كانت الدالة كثير الحدودP عدم عندتـن

0x   ( )( )0 0P x     Aفي +هو العنصر الحيادي بالنسبة إلي 0،=

  : تعريف ـــ9ـ3ـ4ـ3

) جذر كثير حدود 0xليكن  )P x و n  عدد طبيعي غير معدوم حيث( )P x ىيقبل القسمة عل ( )0

n
x x−   و

) ىلا يقبل القسمة عل ) 1

0

n
x x

+
−    

   0xيسمي رتبة الجذر  �العدد الطبيعي 

  : (�)ℝحلقة كثيرات حدود  ـــ10ـ3ـ4ـ3

  :1نظرية 

[ ] ( ),z x P xR ∋ R ∋  

) جذر لكثير حدود�  )P x برتبة n  إذا وفقط إذا تحقق ما يلي:  

(1 { } ( ) ( )0,1, , n 1 , 0
k

k P x∀ ∈ … − =  

(2 ( ) ( ) 0
n

P x ≠  
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  :2نظرية 

) كل عنصر )P x من [ ]xR  يكتب من الشكل:  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 2 2 2

1 2 1 1b
ji

h hk k k

i j jP x x x x x x x x d x e x d x e= − − … − + + …… + + 

1  :حيث  1 1 1 1, , , , , , , , , , , , ,i j i j jk k h h b x x d d e e… … ∈ … … … ∈N R     

    ( ) ( )1 2 1d 2i jP x k k k h h= + +…+ + +…+�           

  : (�)ℂحلقة كثيرات حدود  ـــ11ـ3ـ4ـ3 

  :1نظرية 

[ ] ( ),z x P xR ∋ C ∋   

z جذر لكثير حدود ( )P x برتبة n  إذا تحقق ما يلي إذا وفقط:  

1  { } ( ) ( )0,1, , n 1 , 0
k

k P z∀ ∈ … − =   

(2 ( ) ( ) 0
n

P z ≠   

  :2نظرية 

) كل عنصر )P x من [ ]xC  يكتب من الشكل:  

( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 2b
rk k k

rP x x z x z x z= − − … −  

,1 :حيث  , rb z z… ∈C         
( ) 1 2d rP x k k k= + +…+�           

  : مرافق كثير حدود ـــ12ـ3ـ4ـ3

 [ ] ( ) 0 1

n

nx P x a a x a x= + +…C ∋   

  :العنصر 

 ( ) 0 1

n

nx xP a a xa= + +…    

) يسمي مرافق )P x حيث ، 
ia مرافق ىيدل عل ia في ℂ   

  : ةملاحظ

) لكثير حدودحذرا  zإذا كان )P x فإن z حذرا لكثير حدود ( )P x    

  :نظرية  ـــ13ـ3ـ4ـ3

 [ ] ( ) 0 1

n

nx P x a a x a x= + +…C ∋   

0حيث 1, , , na a a…R∋     

)حذرا لكثير حدود  zإذا كان 1) )P x  فإنz  حذرا لكثير حدود( )P x   

   :يكتب من الشكل  2)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 1

1 1 1b
i

i r
k kk k h h

i i rP x x z x x z x z x x x xz= − − … − − − … −  
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حيث
1, iz z…   1مرافقة الأعداد المركبة, iz z…    

1, , rb x x…R∋   
( ) ( )1 1 2d 2 i rP x k k h h h= +…+ + + +…+�

 

  : �إنشاء جسم الكسور الناطقة ذات المتغير  ـــ14ـ3ـ4ـ3

] حلقة تبديلية ، واحدية و تامة في Aلتكن ] [ ]*A x A x× نعرف العلاقة R كالتالي [ ] [ ] { }( )*
0A x A x=    

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2 1 2 2 1, ,P x x P x x P x x P x xφ φ φ φ⇔ =R 	 

] ندل علي مجموعة حاصل القسمة بالرمز ]A x    

) للعنصر ؤفاصنف التك ندل علي ) ( )( ),P x xφ   بالرمز:( )
( )

P x

xφ
    

]ھو العنصر الوحدة للحلقة   1: إذا كان  ]A x  ندل علي صنف تكافئ للعنصر ( )( ),1P x  بالرمز: ( )P x   

]من خ$ل ھذا الرمز نعتبر أن  ]A x   مجموعة جزئية من[ ]A x إن الع$قة R  مت$ئمة مع العماليتين الداخليتين

] في ]A x  ومن ھذا نستخلص العمليتين في[ ]A x :  

( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2 2 1

1 2 1 2

P x P x P x x P x x

x x x x

φ φ

φ φ φ φ

+
+ =  

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

1 2 1 2

1 2 1 2

P x P x P x P x

x x x xφ φ φ φ
× =  

]لدينا  ]A x  مزود بـ هاتين العمليتين جسم تبديلي حيث:  

     × هو العنصر الحيادي بالنسبة إلي 1

    + هو العنصر الحيادي بالنسبة إلي 0

 ( )
( )
x

P x

φ
) نظير العنصر  )

( )
P x

xφ
   ( )( )0 ( ) 0P x x≠ ∧ ϕ    xـ بالنسبة ل ≠

  : تعريف  ـــ15ـ3ـ4ـ3

[ ]A x حلقة كثيرات حدود    

) نقول أن )P x  أنه كثير حدود أولي إذا تحقق ما يلي :  

 ( ) ( ) ( ) ( ). x P x x R xφ φ⇐ ) قابلة للقلب أو = )R x  قابلة للقلب يعني له نضير بالنسبة لـ( قابلة للقلب x (  

  : تعريف ـــ 16ـ3ـ4ـ3

) يكون )D x للعنصرين قاسم أكبر مشتركا ( )P x و ( )xφ  إذا تحقق ما يلي:  

(1 ( )P x   و( )xφ ىيقبلان القسمة عل ( )D x  

(2 ( )w x   كل عنصر قاسم للعنصرين( )P x   و( )xφ قاسم للعنصر فهو ( )D x   

  : تعريف  ـــ17ـ3ـ4ـ3
( )
( )

P x

xφ
) يكون  )P x و ( )xφ  أوليان في ما بينهما إذا كان قاسمهما المشترك الأكبر قابلا للقلب  
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  : تعريف  ـــ18ـ3ـ4ـ3

) يكون كسرا غير قابلا للإختزال إذا وفقط إذا كان )P x و ( )xφ  أوليان في ما بينهما.  

  : ةملاحظ

]ليكن ] [ ]A x x=R  أو[ ] [ ]A x x=C   

) ليكن )P x و ( )xφ كثيرا حدود ، يوجد ( )q x  و ( )D x  بحيث:  

( ) ( ) ( ) ( )P x x q x D xφ= +  

( ) ( )d dD x xφ<� �
 

):     لدينا  )
( )

( ) ( )
( )

P x D x
q x

x xφ φ
= +        ( )( )0xφ ≠    

  

  :نظرية  ـــ19ـ3ـ4ـ3

) كل كسر )
( )n
P x

x a−
] من   ]xC  )علي التوالي [ ]xR  (الشكل  ىيكتب عل  

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

1 2

2

n

n n

P x b b b
I x

x ax a x a x a
φ= + + +…+

−− − −
	 

,1:حيث  ,nb b…C∋  )التوالي أعداد حقيقية   ىعل(  

  :تعريف 

) الشكل  )I ة عناصر مبسط ىيسمي تحليلا إل  

   :مثال 

( ) ( ) ( )2

3

2

3 1
2

11 1
x

x

xx x
= + + +

−− −
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  الملخص

 كما درسنا .كذلك البنى الجبريةعلى المفاهيم الأساسية للمجموعات والعلاقات وأنواعها و  ركزنا في بحثنا   

و  ℤالتشاكلات الحلقية والحلقة النظريات حول و  مةسبدراسة حلقة حاصل الق عملنا وختمنا ،وتصنيفهاالمثاليات 

  .حلقة كثيرات الحدود

   .وحلقة كثيرات الحدود ℤالحلقة ، التشاكلات الحلقية  ،حلقة حاصل القسمة ،المثاليات :الكلمات المفتاحية

Résumé  

Dans ce mémoire, on a étudié quelques notions générales sur les groupes, les 

relations et ces types, ainsi que l'étude des structures algébriques. 

Nous avons aussi étudié des définitions et classifications de quelques idéales. On a 

terminé notre mémoire par l'étude l'anneau quotient, les théories des isomorphismes 

d'anneau, ℤ  groupe et Anneau polynomiaux. 

Mots clé: les idéales, l'anneau quotient, isomorphismes d'anneau, ℤ  groupe et 

Anneau polynomiaux. 

  Abstract  

We studied in this research general principals on groups, relations and their types and 

the algebric sturctures. We also studied definitions and classification of some ideals. 

Our work is finished by the study of quotient ring, theories on the isomorphism of ring, 

ℤ  group and ring of polynomials.       

Keys word: ideals, quotient ring, isomorphism of ring, ℤ  group and ring of 

polynomials. 
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