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Introduction générale

Nous étudions dans ce travail les problemes de programmation linéaire. Un probleme de
programmation linéaire est un probléme de minimisation d’une fonctionnelle linéaire sur un
polyédre de RY.

D’une fagon plus précise, dans le premier chapitre. On trouvera:

-Généralités sur 'optimisation : la théorie qui concerne les problémes d’optimisation sans
et avec contraintes, les résultats d’existence et d’unicité de solutions de ces problémes, car-
actérisation éventuelle d’une solution de ces probléme, c’est-a-dire des conditions nécessaires
et suffisantes dans certains cas.

Les conditions nécessaires font généralement intervenir la différentielle d’ordre 1 et 2.
Pour la recherche des minimum locaux, on a des autres conditions nécessaires et suffisantes,
on obtient aussi dans ce chapitre des conditions suffisantes dans les deux cas convenables,
le cas des contraintes égalités, on a I’existence des multiplicateurs de Lagrange qui permet
de déterminer le minimum d’une fonctionnelle sous ces contraintes. Aussi pour le cas des
contraintes inégalités. On obtient une condition suffisante qui permet de déterminer le
minimum d’une fonction sur ces contraintes (théoréme de Khun-Tucker).

Dans le deuxiéme chapitre. Nous considérons un probléme de programmation linéaire.
En ce qui concerne ’existence et 1'unicité d’une solution, les résultats antérieurement établis
ne donnent aucun renseignement. En effet, la fonctionnelle f étant convexe, tout au plus
peut-on-affirmer 'existence (mais non 'unicité) d’une solution dans le cas ou I'ensemble k
est borné.

Apres avoir passé rapidement en revue au paragraphe 2.3 quelques exemples de prob-
léme de programmation linéaire (d’origine essentiellement « économique » ), nous décrivons

en détail au paragraphe 2.4 la méthode du simplexe. Cette méthode, d’emploi universel, est



Introduction générale

tout a fait remarquable: Dans presque tout les cas, elle permet en effet a 'aide d’un nombre
fini d’opérations élémentaires. Il peut apparaitre néanmoins un phénomeéne de cyclage dans
certains cas exceptionnels.

Au paragraphe 2.5, nous commencons par montrer que les résultats du chapitre précé-
dent concernant la dualité sont d’une portée limitée lorsqu’on les applique au probléme (pl);
cette observation nous conduit ensuite & transformer ce dernier sous la forme équivalente
(p2) puis & définir un nouveau type de probléme dual (2.6.3). L’introduction de ces forme
((p2), (2.6.3)) de problémes nous permet d’établir le résultat fondamental concernant la
dualité en programmation linéaire (théoréme 2.6.2). Nous précisons enfin (théoreme 2.6.3)
le lien, a priori inattendu mais pourtant réel, qui existe entre la méthode du simplexe et la

dualité.
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Notations et conventions

I’ensemble des fonctions continues de RY dans R.

I’ensemble des fonctions continuement différentiable d’ordre 1.
I’ensemble des fonctions continuement différentiable d’ordre 2.
I’ensemble des applications linéaires de F dans F'.

deux espaces vectoriels normés.

la différentielle de f au point x.

le gradient de f.

la dérivée partielle de f .

la matrice hessiénne de f en x.

la matrice jacobienne de f en z.

I’espace des matrices de p lignes et N colonnes.

la norme.

la valeur absolue.

sous ensemble de RV,

la boule ouverte de centre T et de rayon «.

rang de la matrice C.

cardinal d’une partie I*(Z).

produit scalaire eiiclidien sur RY.

la borne inferieur de fonction f sur ’ensemble k.

la borne supérieur de fonction f sur ’ensemble k.

le minimum.

le maximum.



Chapitre 1
Généralités sur Yoptimisation

L’objectif de ce chapitre est de rechercher des minima ou des maxima d’une fonction
continue avec ou sans contrainte.

Pour commencer I’étude, on passe aux principales définitions et les résultats fondamen-
taux du calcul différentiel dans les espaces vectoriels normés.

Apres avoir rappelé des conditions nécessaires et suffisantes d’extremum relatif ou local.

On donne aussi quelques résultats d’existence et d’unicité d’extremum.

1.1 Rappels et notations de calcul différentiel

Définition 1.1.1 (Application différentiable). Soient E et F' deuz espaces vectoriels
normés, f une application de E dans F' et x € E. On rappelle que f est différentiable en x
s’il existe T, € L(E,F) (ou L(E,F) est l’ensemble des applications linéaires de E dans F)
telle que:

flx+h)= f(x)+T.(h)+ ||h| e(h) avec e(h) — 0 quand ||h|| — 0 (1.1.1)

L’application T, est alors unique et on note Df(x) = T, € L(E, F) la différentielle de f
au point x. Si [ est différentiable en tout point de E, alors on appelle différentielle de f
Uapplication Df : E — L(E, F) qui a x € E associe lapplication linéaire D f(x), de E dans
F.



1.1. Rappels et notations de calcul différentiel

Remarque 1.1.1 Remarquons tout de suite que si f est une application linéaire de E dans
F, alors f est différentiable, et Df = f. En effet, si f est linéaire, f(x+h)— f(x) = f(h),
et donc Uégalité( 1.1.1)est vérifice avec T, = f et ¢ = 0. Voyons maintenant quelques cas
particuliers d’espaces E et F':

Cas ou E =R et ' =R. i f est une fonction de R dans R, dire que f est différentiable
en x revient a dire que f est dérivable en x. En effet, dire que [ est dérivable en x revient

(z+h)—f(z)

a dire que: ,{ii%f - w = f(

existe, et lim it
h—0

Fe W ZI@ _ pay 1 e(n),

avec €(h) — 0 lorsque h — 0. C’est-a-dire f(x + h) — f(x) = T(h) 4+ he(h); avec T,(h) =

x), ce qui s’écrit encore

f(x)h, ce qui revient & dire que f est différentiable en x, et que sa différentielle en x est
Uapplication linéaire Ty, - R — R, qui & h associe f' (x)h. On a ainsi vérifié que pour une
fonction de R dans R, la notion de différentielle coincide avec celle de dérivée.

Cas o E = RVet F = R? Soit f : RN — RP, = € RNet supposons que f est
différentiable en x; alors Df(x) € LRY,RP), et il existe une unique matrice J;(z) €

M, n(R) telle que: Df (z) (y) = Ji(z)y, Yy € RY. On confond alors lapplication linéaire
—_— Y—

€RP €Rp
Df(z) € LIRY,RP) avec la matrice Jp(z) € M, n(R) qui la représente. On écrit donc:

Ji(x) = Dy(x) = (aij)1<i<pi<j<n 0U a;; = 0;fi (x). 0; désignant la dérivée partielle par
rapport a la j-éme variable.

La matrice Jy(x) s’appelle la matrice jacobienne de f au point x (d’ou la notation Jg).
Notons que si N =p =1, la fonction f est de R dans R et la matrice jacobienne en x n’est

autre que la dérivée en x : J;(x) = f (x). Voir [4]

Définition 1.1.2 (Point critique). Soit f : RY — R une fonction différentiable. Tout

vecteur x € RN tel que Vf(z) = 0 est appelé point critique ou point stationnaire de f.

Définition 1.1.3 (Extremum d’une fonction). Soit E un espace vectoriel et f : E — R.

On dit que T est un minimum local de f, s’il existe un voisinage V de T tel que:
F(@) < f(x). Vo € V.
De méme, on dit que T est un maximum local de [ s’il existe un voisinage V' de T tel que:

flz) < f(z),Yx € V.



1.2. Optimisation sans contrainte

On dit que T est un minimum global de f si
f(z) > f(z),Vx € E.
De méme, on dit que T est un mazximum global de f si
f(z) < f(z),Vx € E.

On dit que T est un extremum local (resp. global) de f si c¢’est un minimum local (resp.

global) ou un mazximum local (resp. global). Voir [4]

1.1.1 Différentielle d’ordre 2, matrice hessiénne

Revenons maintenant au cas général de deux espaces vectoriels normés E et I, et supposons
maintenant que f € C*(E, F). Le fait que f € C?(E, F) signifie que: Df € C*(E,L(E,F)).
Par définition, on a D?f(z) € L(E,L(E, F)) et donc pour y € E, D*f(z)(y) € L(E, F);
en particulier, pour z € E, D?f(z)(y)(z) € F. Considérons maintenant le cas particulier

E=RNet F=R. On a:
feC*RY,R) < [f € C*(RY,R) et Vf € CHRY,RM)].

Soit g = Vf € CHRY,RY), et x € RY alors Dg(x) € My(R) et on peut définir la matrice

hessienne de f, qu’on note Hy, par:
Hy(z) = Dg(z) = D(Df)(x) = (bi;)ij=1..8 € Mn(R).

ou b; = 9% f(x) ou 9%, désigne la dérivée partielle par rapport a la variable i de la
dérivée partielle par rapport a la variable j. Notons que par définition, Dg(z) est la matrice

jacobienne de g en z. Voir [3]

1.2 Optimisation sans contrainte

Définition 1.2.1 Soit f € C(E,R) et E un espace vectoriel normé (le plus souvent RY).

On cherche soit un minimum global de f, ce type de probléme s’écrit:

T€E
{f (7) = inff’ (1.2.1)
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1.2.1 Conditions d’optimalité
Condition nécessaire d’optimalité du 1°* ordre

Théoréme 1.2.1 soit E un espace vectoriel normé et soint f € C (E,R) et T € E telle que
f est différentiable en T. Si T est solution de (1.2.1), alors Df () = 0.

Preuve. Supposons qu’il existe o > 0, tel que f(T) < f(y), pour tout y € B (T, ) soit
z € E\A{0} dlors si |t| < 3 on a: T+ 1tz € B(T, ) (ot B(T,a) est la boule ouverte
de centre T et de rayon «) et on a: f(T) < f(T+tz) comme f et différentiable en T.
donc: f(T+tz) = f(T)+ Df (T) (tz) + |t|e. (t) ov e, (t) — 0 lorsque t — 0, on a donc:
[ (@) +tDf () (2) + [t]ex (1) > f(T), pour 0 <t < 352 Df(T) (2) + €. () = 0. On prend

t — 0 alors Df (T)(2) > 0,Vz € E, on a aussi Df (T) (—2) > 0= —Df (T) () > 0 =
Df(T)(2)<0,Vze E= Df(7)(2) =0,V2€e E= Df(7)=0. =

Remarque 1.2.1 Attention, la proposition précédente donne une condition nécessaire mais
non suffisante. En effet, Df(Z) = 0 n’entraine pas que f atteigne un minimum (ou un

mazximum) méme local, en T. Prendre par exemple E = R, T = 0 et la fonction f définie

par: f(x) = z* pour s’en convaincre. Voir [{].

Condition nécessaire d’optimalité du 2°™° ordre

Théoréme 1.2.2 Soit E un espace vectoriel normé et soint f € C (E,R), f est deux fois

différentiable en T et T est solution de (1.2.1), alors:
D*f(Z)x-x>0,Vo € E.

(D*f (T) est semi défini positive).
Preuwve. On prend la preuve précédente on a Df (T) =0, Df (T) (2) + ¢, (t) > 0 et la
formule de taylor a l'ordre 2 permet d’écrire pour tout v € E : D*f(T)x - x > 0 (pour le

passage a la limite det — 0). m

Condition suffisantes d’optimalité

Théoréme 1.2.3 Soit une fonction f : RN — R, deux fois différentiable dans un sous-
ensemble ouvert V de RN, et soit T € V qui vérifie les conditions Vf (T) = 0, et V2f (T)

est définie positive. Alors, T est un minimum local strict de f. Voir [?]
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1.2.2 Reésultats d’existence et d’unicité

Théoréme 1.2.4 (Existence). Soit E = RY et f: E — R une application telle que
(i) [ est continue.
(i1) f(x) — 400 quand ||z|| — +oo.
Alors il existe T € RN tel que f(T) < f(y) pour tout y € RY.

Preuve. La condition (ii) peut encore s’écrire
VAe R, AR e R;|jz| > R = f(z) > A. (1.2.2)

On écrit (1.2.2) avec A = f(0). On obtient alors: IR € R tel que ||z|| > R = f(x) > f(0)
On en déduit que }Ran f= iélff, ou B = {m e RY; |lz| < R} . Or, Bp est un compact de
R

RY et f est continue donc il existe 7 € By, tel que f(T) = iEr}f f et donc f(T) = ian f. =
R R

Remarque 1.2.2 1. Le théoréme est faux si E est de dimension infinie (i.e. si E est espace
de Banach au lieuw de E = RY ), car si E est de dimension infinie, Br n’est pas compacte.

2. L’hypothése (ii) du théoréme peut étre remplacée par

(i1)3b € RY IR > 0 tel que ||z]| > R = f(z) > f (b).

3. Sous les hypothéses du théoréme il n’y a pas toujours unicité de T méme dans le
cas N = 1, prendre pour s’en convaincre la fonction f définie de R dans R par f(x) =
2?2 (z—1)(x+1).

Convexité

Définition 1.2.2 Soit E un espace vectoriel et f : E — R On dit que [ est convere
si: ¥ (z,y) € E? tel que: x #y et t € [0,1],

flte+ (1 —t)y) <tf(z)+ (1 —1)f(y).
On dit que f est strictement conveze siV(x,y) € E? tel que: x # y et Vt €]0,1]:
fltx 4+ (1 —t)y) < tf(x).
Voir [4]
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Condition suffisante d’unicité

Théoréme 1.2.5 Soit E un espace vectoriel normé et f : E — R strictement convexe,

alors il existe au plus un T € E tel que: f(T) < f(y),Vy € E.

Preuve. Soit f strictement convexe, supposons qu'il existe T et T € F tels que f(T) =
f(T) = inf f. Comme f est strictement convexe, si T # T alors f (374 1%) < 3f(Z) +
RN
(@ = iI]}RfN f, ce qui est impossible ; donc T #7 . m
Remarque 1.2.3 Ce théoréme ne donne pas l’existence. Par exemple dans le cas N = 1
la fonction [ définie par f(x) = exp (x) n'atteint pas son minimumn; en effet, ianf =0 et
R

f(z) # 0 pour tout € R, et pourtant f est strictement convexe. Voir [4]

1.3 Optimisation sous contraintes

Définition 1.3.1 Soit E = RY, soit f € C(E,R), et soit k un sous ensemble de E. On

s’intéresse a la recherche de @ € k tel que:

Tek
{f@ s (1.3.1)

Ce probléme est un probléme de minimisation avec contrainte (ou “sous contrainte")
au sens oul ’on cherche  qui minimise f en astreignant  a étre dans k. Voyons quelques
exemples de ces contraintes (définies par I'ensemble k), qu’on va expliciter a 'aide des p
fonctions continues, g; € C (E,R),i=1,...,p.

1.Contraintes égalités: On pose k = {x € F,g; () =0,2=1,...,p}. On verra plus
loin que le probléme de minimisation de f peut alors étre résolu grace au théoréme des
"multiplicateurs de Lagrange".

2.Contraintes inégalités: On pose k = {z € E,¢; (z) < 0,i=1,...,p}. On verra plus
loin que le probléme de minimisation de f peut alors étre résolu grace au théoréme de
"Kuhn—Tucker".

— Programmation linéaire: Avec un tel ensemble de contraintes k, si de plus f est linéaire,

c’est-a-dire qu'il existe b € RY tel que f (x) = b-x, et les fonctions g; sont affines, c’est-a-dire
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quil existe b; € RY et C; € R tels que g; (x) = b; - x + C;, alors on dit qu’on a affaire un
probléme de “programmation linéaire". Ces problémes sont souvent résolus numériquement
a 'aide de 'algorithme de Dantzig, inventé vers 1950.

— Programmation quadratique: Avec le méme ensemble de contraintes k, si de plus f est

quadratique,c’est-a-dire si f est de la forme: f(r) = 1Az -z — b -z, et les fonctions g; sont

— 2
affines, alors on dit qu’on a affaire tin probléme de “programmation quadratique".
— Programmation convexe: Dans le cas ou f est convexe et k est convexe, on dit qu’on

a affaire un probléme de “programmation convexe".

1.3.1 Existence-Unicité-Conditions d’optimalité simple

Théoréme 1.3.1 (Existence). Soit E =R et f € C(E,R) :
1. Sik est un sous-ensemble fermé borné de E, alors il existe T € k tel que f(T) = i%ff.
2. St k est un sous-ensemble fermé de E, et si f est croissante a linfini, c’est—a—dire

que f(z) — 400 quand ||z|| — +oo, alors 3T € k tel que: f(T) = iﬁff.

Preuve. 1. Si k est un sous-ensemble fermé borné de E, comme f est continue, elle
atteint ses bornes sur k, d’ou 'existence de 7.

2. Si f est croissante a U'infini, alors il existe R > 0 tel que si ||z|| > R alors f(z) > f(0);
donc ilﬂ:f f= k}ﬁI}BfR f, ott By désigne la boule de centre 0 et de rayon R. L’ensemble kN By est
compact, car intersection d’un fermé et d’un compact. Donc, par ce qui précede, il existe

7 € k tel que f(T) :klmrlefRf zlélRff. |

Théoréme 1.3.2 (Unicité). Soit E =RY et f € C(E,R). On suppose que f est stricte-
ment convexe et que k est conveve. Alors il existe au plus un élément T de k tel que
f(@) = iﬁf f-

Preuve. Supposons que T et T soient deux solutions du probléeme (1.3.1), avec T # T.
Alors f (37 +37) < 3f (@) + 5[ (T) = ir]k}ff. On aboutit donc a une contradiction. Voir [4]

[
Remarque 1.3.1 k est convere < Vr,y € k,Vt € [0,1],tx + (1 —t)y € k.

Exemple 1.3.1 (Sur l’existence et l’unicite)

10
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soit E =R, f: R — R est définie par f (x) = 22, et pour les deux ensembles k suivants:

(i) k ={|z| <1}, (i) k = {|z| = 1} . la fonction f est continue, strictement conveze, et
croissante a l'infini. Etudions maintenant les propriétés de k dans les deux cas proposés:

(1) L’ensemble k = {|z| < 1}, est fermé borné et convere. On peut donc appliquer le
théoréme d’ezistence et le théoréme d’unicité. En remarquant que f (z) > 0 pour tout x € R
et que f(0) =0, on en déduit que l'unique solution du probléme (1.3.1)est donc T = 0.

(i) L’ensemble k = {|z| =1}, est fermé borné mais non convere. De fait, on peut
remarquer que k = {—1,1}, et donc {f (x),x € k} = {1}. Il existe donc deuz solutions du
probléme (1.8.1): Ty =1 et To = —1.

Condition simple d’optimalité

Proposition 1.3.1 Soient E = RY, f € C(E,RY) et T € k tel que f(T) = inff. On
suppose que f est différentiable en T
1.5i T €k, alors Vf (T) = 0.

2. Si'k est convexe, alors V[ (Z) - (x —T) > 0 pour tout = € k.

Preuve. 1. Si 7 € k, alors il existe ¢ > 0, tel que B(Z,¢) C k et f(z) < f(2),Vz €
B(Z,e). Alors on a déja vu que ceci implique Vf (T) = 0.

2. Soit € k. Comme 7 réalise le minimum de f sur k, on a:

@+t =) = f(te+ (1 - 1)T) = f(T),

pour tout t €]0, 1], par convexité de k. On en déduit que

f@+t (x —7)) - [ ()
t

.En passant a la limite lorsque ¢ tend vers 0 dans cette derniére inégalité, on obtient: V f (T)-

(x —7) > 0.Voir 4] =

> 0, pour tout ¢ €]0,1].

1.3.2 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes égalités

Dans tout ce paragraphe, on considerera les hypothéses et notations suivantes:
fed (RN,R) g € C1 (RN,]R) ci=1,...,p;
k={z e RN g;(z)=0, Vi=1,...p}; - (1.3.2)
9=(9,...9)" € C* (RV, R?).

11
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Remarque 1.3.2 (Quelques rappels de calcul différentiel)

Comme g € C* (RN, ]Rp), siz € RN, alors Dg (x) € L (RN, Rp), ce qui revient o dire, en
confondant l'application linéaire Dg (x) avec sa matrice, que Dg (x) € Mpn (R) . Par défini-
tion, Im (Dg (z)) = {Dg (z) -z, z € RN} CRP, et rang (Dg (z)) = dim (Im (Dg (z))) < p.
On rappelle de plus que

dg1 g1

oxr1’ U7 Oxn
Dg(x)=1 .., ..,

99p 99p

ox1’ 7 Oxpn

et que rang (Dg (z)) < min (N, P). De plus, sirang (Dg (x)) = p, alors les vecteurs Dg; (z) ,

i=1,...,p, sont linéairement indépendants dans RV .

Théoréme 1.3.3 (Multiplicateurs de Lagrange). Soit T € k tel que f (T) = ir]k}f f-
On suppose que [ est différentiable en T et dim (Im (Dg (T))) = p (ou rang (Dg (T)) =
p), alors: il existe (Aq, ..., )\p)t € RP? tels que:

i =1

(Cette derniére égalité a lieu dans RY).

Remarque 1.3.3 (Utilisation pratique du théoréme de Lagrange) Soit f € C! (RN , R) ,
g = (g1, ...,gp)t avec g; € C* (RN,R) pour: i =1,...,p, et soit

k = {xE]RN,gi(x) :0,i:1,...,p}.

Le probléme qu’on cherche a résoudre est le probléme de minimisation (1.3.1) qu’on rappelle
1ci:
Tek
f (@) =inf f
k
D’aprés le théoréme des multiplicateurs de Lagrange, si T est solution de (1.3.1) et Im(Dg(T)) =

RP, alors il existe (A1, ..., \p) € RP. tel que T est solution du probléme:

p
U@ LN NBD =0,j=1,..,N
i=1 : (1.3.3)
gz<f) = O,Z = 1, P
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1.3. Optimisation sous contraintes

Le systéme (1.3.3) est un systéme non linéaire de (N +p) équations et a (N + p) inconnues
(T1, oy TNy Ay oo Ap). Ce systéme sera résolu par une méthode de résolution de systéme non

linéaire (Newton par exemple). Voir [4]

Remarque 1.3.4 On vient de montrer que si T solution de (1.3.1) et Im(Dg(z)) = RP,
alors T solution de (1.3.83). Par contre, si T est solution de (1.3.3), ceci n’entraine pas que

T est solution de (1.3.1).

1.3.3 Conditions d’optimalité dans le cas de contraintes inégalités

Soit f € C (RV,R) et g; € C*' (RY,R)i = 1,...,p, on considére maintenant un ensemble k
de la forme:

k={rcRY g (z)<0,Vi=1,..,0p}

et on cherche a résoudre le probléme de minimisation (1.3.1) qui sécrit:

{ ek

f@ < f@),Veek

Remarque 1.3.5 Soit T une solution de (1.5.1)et supposons que g; (T) < 0, pour tout i €
{1,...,p}. 1l exziste alors: € > 0 tel que si v € B (T,¢) alors g; (x) < 0, pour touti =1, ..., p.
On a donc f (T) < f(z),Vx € B(T,¢e). On est alors ramené a un probléme de minimisation
sans contrainte, et ssi f est différentiable en T, on a donc V f (Z) = 0. On donne maintenant

sans démonstration le théoreme de Kuhn-Tilcker qui donne une caractérisation de la solution

du probléeme(1.3.1).

Théoréme 1.3.4 (Kuhn—Tucker). Soit f € C (RY,R), soit g; € C' (RY,R); pour
1=1,...,p, et soitk = {x eRN g;(z) <0,Vi=1, ...,p} . On suppose qu’il existe T solution
de (1.3.1), et on pose I (T) = {i € {1,...,p};9; (T) = 0} .On suppose que f est différentiable
en T et que la famille (de RY) {Vg; (T),i € I (T)} est libre. Alors il existe une famille
(Ai)ier@ C Ry telle que:
Vi@ + Y Vg (@) =0.
)

icl(@
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1.3. Optimisation sous contraintes

Remarque 1.3.6 1. Le théoréme de Kuhn-Tucker s’applique pour des ensembles de con-
trainte de type inégalité. Si on a une contraite de type égalité, on peut évidemment se

ramener o deux contraintes de type inégalité en remarquant que
k={zeR" g(z) =0} = {2 eRY, gi(z) <0 et go(x) <0}.

Cependant, si on pose (g1 = g et go = —g), on remarque que la famille {Vg,(T), Vg2(T)} =
{Vyg(Z),—Vg(T)} nest pas libre. On ne peut donc pas appliquer le théoréeme de Kuhn-
Tucker sous la forme donnée précédemment dans ce cas (mais on peut il existe des versions
du théoréme de Kuhn-Tucker).

2. Dans la pratique, on a intérét a écrire la conclusion du théoréme de Kuhn-Tucker

(i.e. Uexistence de la famille (\;)ici@) sous la forme du systéme de N + p équations et 2p

méquations a résoudre suivant:

)\zgz(j) = 077’ =1,...p
gl<x) §O7Z: ) 7p
AiZOaZ: yees D

Voir [4].
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Chapitre 2

Programmation linéaire

On s’intéresse dans ce chapitre, aux problémes de programmation linéaire.
On étudie I'existence et 'unicité de solutions de ces problémes et on donne aussi quelques

méthodes de résolution de ce type des problémes.

2.1 Probléme de programmation linéaire

Définition 2.1.1 Un probléme de programmation linéaire se présente sous la forme: trou-

ver T tel que

{fe k={zeRN,Cx<d},CeA, rdcR”
F@=mif@), flo)= @)y
Remarque 2.1.1 Dans un probleme de programmation linéaire, la fonction f est une fonc-
N

tionnelle linéaire sur RN : f (x) = Z a;x;, et l’ensemble k est encore de la forme
i=1

N

j=1
2.2 Généralités sur la programmation linéaire

Un probléme de programmation linéaire correspond a la minimisation d’une fonctionnelle

linéaire:
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2.2. Généralités sur la programmation linéaire

Mz

f:xeRY — f(z

a;T; = N .
=1

ol a = (a;)1<i<n est un vecteur donné de R, lorsque le vecteur = décrit un ensemble de la

forme

N

k = {l’ € RN, Zcijxj < di,lgiSM} = {[E S RN, Czx < d},

j=1

ot C' = (Cjj)1<i<m est une matrice donnée de type (M, N), et d = (d;)1<i<m est un vecteur
1<5<N
de RM,
N
On peut en effet toujours se ramener a cette forme puisque toute égalité Z ciiry =d

j=1
apparaissant éventuellement dans la définition de I’ensemble k peut étre remplacée par les

deux inégalités:
N N
/ U / /
Zcij:cj <d; et Z (—cij) x; < —d;.
j=1 j=1

Selon le type de question étudiée, nous serons amenés & distinguer trois formes canoniques

d’un probléme de programmation linéaire : trouver z tel que

N
i‘Ek:{JIERN,ZCUI’jSdz,lgléM}
=1 N : (2.2.1)

F@) =itf(2),f (@)= au,

zek -
=1

(forme ci-dessus); ou bien: trouver 7’ tel que

jlek/:{xleRf/;chl’<dl1§Z§MI}

LY

. : (2.2.2)

! (=1 f !/ ! / — I /

(@) = inf f'(a!), ' (2') X_;a:

(on rappelle que R, = {z = (z;) € RP;z; > 0,1 < i < p} ou bien: trouver z” tel que
N//
ek’ ={a" eRY;) Crafl=dl,1<i<M"}
=1 v (2.2.3)
f”( //) — inf f//( f// Za// "

.'E” e]kll
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2.2. Généralités sur la programmation linéaire

Il est alors facile de voir que les trois formes canoniques sont équivalentes, au sens suivant:
partant d’un probléme posé sous I'une des formes, on peut toujours lui faire correspondre un
probléme posé sous I'une quelconque des deux autres formes, de telle facon que la connais-
sance de l'ensemble (qui est peut-étre vide!) des solutions du probléme "initial" entraine

celle de ’ensemble des solutions du "nouveau" probléme, et inversement. La preuve est

dans [1].

Remarque 2.2.1 Dans un souci évident de simplification de l’écriture,nous omettrons doré-
navant lindication des "primes" et "secondes" en exposants des variables. des fonction-
nelles. etc.. apparaissant dans les problémes considérés. Avant d’énoncer un résultat général
d’existence, faisons deux remarques préliminaires trés simples, qui illustrent bien le carac-
tére "particulier” de la programmation linéaire, notamment vis-a-vis de la programmation
quadratique.

Premiérement, il est clair qu’aucun point intérieur o l'ensemble k ne saurait étre
solution, sauf si la fonctionnelle f est nulle. Soit en effet T un point intérieur o l’ensemble
k, et e > 0 le rayon d’une boule fermée de RY centrée en T et tout entiére contenue dans

lensemble k. La linéarité de la fonctionnelle f : © — f(x) = (a,x) montre que f(T —

Ha€||2a) = f(z)—e < f(z) sia+#0 et comme le point {T — Wa} appartient & l’ensemble k,
la conclusion en découle.

Deuxiémement, il se peut que le probléeme n’ait pas de solution lorsque [’ensemble k est
non borné: considérer 'exemple de la fonction f(x) = —x et de l’ensemble k = R,. Il s’agit
la d’une deuxieme différence avec la programmation quadratique, qui provient naturellement

de l'absence de coercivité d’une fonctionnelle linéaire. Voir [1].

Théoréme 2.2.1 On considére le probléme: trouver T tel que

{Eek: {xeRf,Cx:d},CEAMYN(R),
F@=intf (5). S (@)= (@)

On suppose ’ensemble k non vide. Alors on a alternative suivante:
(i) ou bien in£f (x) = —o0.
xe

(ii) ou bien in£f (x) > —o0, et le probléme admet au moins une solution.
S

Preuve. Voir [1]. =
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2.3. Exemples de problémes de programmation linéaire

2.3 Exemples de problémes de programmation linéaire

Une usine fabrique deux produits P; et P, & l'aide de matiéres premiéres ¢;, g2, q3. La
fabrication d’une unité du produit P; nécessite 1 unité de ¢;, 2 unités de ¢, 4 unités de gs;
la fabrication d’une unité du produit P, nécessite 6 unités de ¢; , 2 unités de ¢z, 1 unité de
q3. L’usine dispose de 30 unités de ¢;, de 15 unités de ¢o, de 24 unités de gs.

Enfin, la vente d'une unité de P; rapporte un bénéfice de 2 écus, celle d’'une unité de
P, un bénéfice de 1 écu. L’objectif de I'usine étant la recherche d’un bénéfice maximal,
comment doit-elle organiser sa production?

Appelant Z; et Ty les nombres "optimaux" d’unités des produits P; et P, & produire
respectivement, ce probléme d’organisation de production s’écrit: trouver = (Z,To) tel

que:

T €k={z=(x1,22) € R%;z1 + 635 < 30,221 + 235 < 15,47 + 25 < 24},
f(z) = gigrelif (z), [ (x) = =221 — 2.

c’est donc bien un probléme de programmation linéaire posé sous la forme (ps) et qui se
résout d’ailleurs "graphiquement" de fagon trés simple. En "déplagant" les droites {f(z) =
f(xo)}, on s’apercoit en effet que la solution est le sommet z = (4, 2) de 'ensemble k, ici
un pentagone (l'existence d’au moins une solution était de toute fagon évidente, puisque
I’ensemble k ci-dessus est non vide, fermé, borné).

C’est 1a le premier exemple d’une propriété générale, et fondamentale, des problémes de
programmation linéaire, que nous retiendrons pour l'instant sous la forme "vague" suivante:
si le probléme admet une solution, alors au moins z "sommet" de I'ensemble k (qui est un
"polyedre", borné ou non, de RY) est solution.

Il se peut d’ailleurs que plusieurs sommets soient solutions. C’efit été le cas dans le
probléme ci-dessus si, par exemple, la fonctionnelle f avait eu pour expression f(x) =
—4x1 — x5. Alors le segment fermé joignant les deux points (4, 2) et (6,0) et ét¢ I'ensemble

des solutions.

Remarque 2.3.1 Pour que la solution T = (%,2) soit acceptable, encore faut-il que les
unités de produit P, soient "divisibles". Sinon, on serait en présence d’un exemple de

probléeme de programmation linéaire "en nombres entiers”.
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2.4. La méthode du simplexe

-Montrons au passage comment le probléme ci-dessus peut étre immédiatement converti
en un probléme de type (p;): introduisant trois variables d’écart z;, i = 3, 4, 5, on est

ramené a trouver T tel que:

fek:{xERi’r;C’x:d},
flx) = inff (2), f(x) = (a,2),

ou
-2
-1 1 6 1 30
a = 0 , C=12 2 1 ,d=1 15
0 4 1 1 24
0

2.4 La méthode du simplexe

On considére un probléme de programmation linéaire posé sous la forme (p3): trouver Z tel

que:
N
fEk:{xGRJX,ZCZ]x]:dl,lgng}
j=1

zek

f(z) = inf f(2), f(z) = Z a;;

Désignant par ¢V € RM 1 < j < N, les vecteurs colonnes de la matrice C' = (¢;;) €

AM,N(R)v

on remarque que les trois écritures suivantes sont équivalentes:

N N
ZCZJI]:d“1§Z§M<:>Ol’:d<:>2l’jcjzd,
j=1 J=1

la derniére étant notamment d’un usage constant dans ce paragraphe.

En vue de préciser la notion de "sommet" de I’ensemble k, commencgons par quelques.

définitions générales: si k est une partie convexe d'un espace vectoriel, un point z € k
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2.4. La méthode du simplexe

est appelé point extrémal de I’ensemble k si 'implication:

rek yek 0<A<1

:}j:x:y)
=X+ (1-Ny

est satisfaite. Un polyédre de RV est un ensemble de la forme:

N N
k:{ZL‘ERN; ZCij:pjgdi, 1§Z§p, ZC’,-jxj:di, p‘l’lSZSM}

j=1 Jj=1
Enfin, un point extrémal d’un polyédre est appelé sommet du polyédre. Ces définitions
généralisent de fagon naturelle celles de polygone convexe (non nécessairement borné) du

plan, et de sommet d’un tel polygone. Voir [1].

Exemple 2.4.1 Soit un polyédre de R3, défini par k = {:c € R%; 21 + 229 + 43 = 4} . On
vérifiera que les seuls sommets de l'ensemble k considéré sont les points: (4,0,0),(0,2,0),(0,0,1).

Commencons par caractériser les sommets d’un polyédre de la forme

N
k= {:c € Rf; Z:ch’j = d}.
j=1
A un point quelconque x d’un tel ensemble, on associe l’ensemble d’indices
I"(z) ={1 < j < N;z; > 0}.

Si lorigine appartient a l’ensemble k (de fagon équivalente si d = 0), auquel cas I*(0) = ¢,

on notera que l'origine est déja un sommet, puisque

O=te+(1—-1t)y
r>0,y>0 0<t<1

= x=y=0.
Examinons le cas des autres sommets.

Théoréme 2.4.1 Un point T € k différent de 'origine est un sommet du polyédre

N
k={zeRY; > ;¢ =d},
j=1
CI: wvecteurs de RN si et seulement si les vecteurs C?,j € I*(z), ou I*(zZ) = {1 < j <

N;z; > 0}, sont linéairement indépendants.
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2.4. La méthode du simplexe

Preuve. Voir [1]. =

Théoréme 2.4.2 Si le probléme: trouver T tel que

N
zek={zeRY; Y 2,0/ =d}

=t .
f(@) =inff(x), f@) =) aw,

zek -
Jj=1

a une solution, alors (au moins) un sommet de l’ensemble k est aussi solution.
Preuve. Voir [1]. =

Théoréme 2.4.3 Si le polyédre:
k={zeRY;Cr=d},C € Ayn(R),deRY,

n’est pas vide, il posséde au moins un sommet. Par ailleurs, les sommets sont en nombre

fini. Voir [5].

La méthode du simplexe, due a G. B. Dantzig, repose sur le résultat ci-dessus: son
principe est en effet d’évaluer la fonctionnelle f en certains sommets de I’ensemble k, constru-
its par récurrence suivant une stratégie particuliére: partant d'un sommet Zj, on construit
une suite de sommets Zg, Z1, ..., Tk, Tkr1, -..cOrrespondant & des valeurs décroissantes de la
fonctionnelle. Si le probléme a une solution, et si ’on peut faire en sorte d’avoir uniquement
des inégalités strictes f (Zx) > f (Zr41) ce procédé conduit en un nombre fini d’itérations a

un sommet qui est aussi solution, puisqu’il y a un nombre fini de sommets.

Remarque 2.4.1 (i) Il arrive effectivement dans certains cas qu’on ne puisse obtenir l'inégalité
stricte f(Z) > f(Zr41); on a seulement 'égalité f(Ty) = f(Trr1). Celte circonstance peut
conduire au phénoméne dit de "cyclage”, sur lequel nous reviendrons.

(i1) L’éventualité on ;IE{ f(x) = —oo n'étant nullement exclue (reprendre l’exemple de la
fonctionnelle f(x) = —z, et de l'ensemble k € R, de sommet unique 0), il est remarquable
que la méthode en question permette aussi de reconnaitre cette éventualité, en [’absence

toutefois du phénomeéne de "cyclage” signalé ci-dessus.
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2.4. La méthode du simplexe

(i13) On pourrait songer & évaluer systématiquement la fonctionnelle f en tous les som-
mets de ’ensemble k, sans aucune stratégie particuliére. Leur nombre étant déja trés grand

pour des "petites" valeurs de M et N, ce procédé naif est a proscrire complétement. Voir

11].

-Nous allons d’abord nous attacher a la description d’une itération de la méthode du
simplexe, c’est-a-dire dans le cas le plus "courant", le passage d’'un sommet & un autre
sommet, d’autres éventualités étant en effet possibles. Ce n’est qu’ultérieurement que nous
examinerons la question de la détermination d’un sommet initial Z, (1I’"initialisation"de

I’algorithme). Rappelons la définition du probleme: il s’agit de trouver z tel que:

N
y_cek:{:ceRf;ijCj:d}
=1

zek

£(2) = inff (@), f(x) = 3 aaas,

ot les vecteurs C7 € RM 1 < j < N, sont les vecteurs colonnes d’une matrice C' = (c;;).
Sans restreindre la généralité, on va supposer que: rang(C') = M.

(ce qui impose M < N). En effet, si rang(C) = M’ < M, alors ou bien ’ensemble
N

{z € Rf ; ijCj = d} est vide, auquel cas le probléme n’a pas de solution, ou bien on
j=1
peut toujours extraire des équations:

N
ZCZ']'SC]' :dz,l SZS ]\47

J=1

un sous-ensemble de M’ équations équivalentes dont la matrice est de rang M’.

Remarque 2.4.2 (1) On peut également supposer tous les vecteurs colonnes C? de la ma-
trice C non nuls. En effet si l'un d’eux est nul, disons CN pour fizer les idées, alors ou bien
ay > 0, auquel cas toute solution du probléme vérifie Ty = 0 et on peut donc "éliminer la
N-éme variable”, ou bien ay < 0 (si ay = 0, la N-éme variable n’apparait pas ...), auquel
cas glcléif(x) = —o0 et le probléme n’a pas de solution.

(2) Dans le méme ordre d’idées, il devrait étre clair que le cas o M = N est sans grand

intérét pour la suite....
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2.4. La méthode du simplexe

-La description de la méthode du simplexe nous améne & une distinction préliminaire
entre deux types de sommets. Rappelons (théoréme 2.4.1) qu'un point z = (z;) € R est

un sommet de ’ensemble k si et seulement si

N
Jj=1 JEI* (%)

les vecteurs CV € RM j € I*(Z), sont linéairement indépendants, ou:

I"(z)={1<j <N,z >0}

On dit alors qu’un tel sommet est non dégénéré si card(I*(z)) = M, et dégénéré si
card(I*(z)) < M; c’est ainsi que 'origine est un sommet dégénéré de I’ensemble k lorsqu’elle
lui appartient, puisque I*(0) = ¢.

Or, pour des raisons qui vont apparaitre dans la description de la méthode, il est es-
sentiel de pouvoir associer & tout sommet exactement M vecteurs colonnes CV linéaire-
ment indépendants. C’est pourquoi dans le cas d’un sommet dégénéré z, pour lequel
card(I*(z)) = M' < M, on complétera les vecteurs C7, j € I*(z), par (M — M') vecteurs
Ci; j ¢ I*(Z), de telle fagon que les M vecteurs CY ainsi obtenus soient linéairement in-
dépendants. C’est toujours possible (puisqu’on a supposé rang(C') = M) mais en général
de fagon non unique.

On peut donc donner la définition équivalente: un point T = (7;) € RY est un sommet

de l'ensemble k si et seulement si il existe un ensemble:

IcA{l, 2, ..., N} avec card(/) = M,

tel que:

N
i=1 iel :
les vecteurs C;, 7 € I, sont linéairement indépendants,
On dit alors que (C%);c; est une base, associée au sommet Z. On retiendra que la base

associée a un sommet non dégénéré est définie de facon unique, mais que la base associée a

un sommet dégénéré n’est pas nécessairement définie de fagon unique.
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2.4. La méthode du simplexe

Remarque 2.4.3 Cette possibilité explique 'abus de langage parfois constaté (mais par
ailleurs fort commode, par exemple dans la description de la méthode du simplexe) qui con-
siste a considérer un méme sommet comme plusieurs sommets "différents” dans la mesure

ot plusieurs bases (réellement !) différentes peuvent lui étre associées.

-Supposons donc connu un sommet 7 = (7;)~; de 'ensemble k, de base associée (C?);c;.
L’idée de la méthode est d’effectuer le passage au sommet suivant (quand c’est possible) en
remplacant I'un des vecteurs C?, i € I, par I'un des vecteurs C7, j € I, ce qui définira la
base associée au sommet suivant. Soit j un indice n’appartenant pas & I’ensemble I. Le

vecteur CV s’écrit:

¢i=3 AcC,

el

les composantes ’yf étant définies de facon unique. Puisque:

Z(_ —9% YO+ 007 = sz = d, pour tout 0 € R,

el i€l

on déduit que les points de composantes
Ti— 0y, siicl,
0, sii=7,
0,sii¢g ITU{j},
sont des point, de I’ensemble k pourvu que:

0<<¢ éfmm{—;,zelet vl > 0}.
i
Naturellement, on espére que le point correspondant & # = ¢’ est un nouveau sommet
lorsque 0 < 67 < +00. Cest effectivement ce que Pon démontrera. Evaluée en ces points,

la fonctionnelle f vaut:

S aid — 09]) + ba; = £(3) + 0(a; — > 7).

iel i€l
de sorte que, pour pouvoir diminuer strictement la valeur de la fonctionnelle, il faut,d’une

part, que le nombre 6’ soit > 0 et, d’autre part, que le nombre {a; — ZVZ a;} soit < 0.
icl
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2.4. La méthode du simplexe

On est donc naturellement conduit a distinguer plusieurs éventualités, selon les signes des

nombres:

(a; = > ylai), maxy], 0/ = min{=%,i € I et 7] > 0}, pour j ¢ I.
m

Si tous les nombres (a; — Zﬂ a;), j ¢ I, sont >0 (cas A), on a l'intuition que le sommet
T est peut-étre une soluti(;fll (car on ne constate la non-décroissance de la fonctionnelle f
que "dans la direction des sommets voising"); c’est effectivement ce que I'on va montrer.
Sinon (cas B), 'objectif est de se retrouver en un autre sommet, en annulant 'une au moins
des "nouvelles" composantes (z; — 97{ ), © € I, pour une valeur finie de 6, qui ne peut étre
que 6 = ¢’. C’est impossible si toutes les composantes 7{ sont < 0 pour i € I (cas Bl),
auquel cas il est d’ailleurs clair que ir& f(x) = —oo. Par contre, si I'une des composantes
’yg ,i € I, est < 0, on montrera que le point Z*correspondant a 6 = ¢’ (qui est alors un
nombre fini) est effectivement un sommet, ce qui revient & montrer 'indépendance linéaire
des vecteurs colonnes associés au point Z+. Pour que celui-ci corresponde a I'inégalité stricte
f(z*) < f(Z), encore faut-il que le nombre 7 soit > 0 (cas B2): c’est le cas de progression
"courante" de l'algorithme. Sinon (cas B3), on est peut-étre en présence du phénomeéne de

cyclage. Le résultat qui suit rassemble, en les précisant, ces diverses éventualités.

Théoréme 2.4.4 Soit T un sommet de [’ensemble k, de base associée (C") Pour tout

i€l
j &1, on pose CV = Zw{ C'. Les seules éventualités possibles sont les suivantes:
iel
Cas A: a; — Z 7?%‘ > 0, pour tout j & I. Alors le sommet T est solution du probléme.
icl
Cas B: Il exieste (au moins) un indice j ¢ I pour lequel {a; — vaai} < 0: cette
éventualité se subdivise elle-méme en trois cas: !

Cas B1: Il existe (au moins) un indice j ¢ I pour lequel, on a simultanément:
aj — Z’Yfai <0 etvy] <0 pour tout i € I.
iel

Alors ;réif(x) = —00.
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2.4. La méthode du simplexe

Cas B2: Il existe (au moins) un indice j© ¢ I pour lequel, on a simultanément:

i+
aj+ — Z’yi a; < 0;

iel
J

+ . S . + _
v} > 0 pour au moins un indice i € I; pouri € I, v/ >0= z; > 0.

Alors le point T+ de composantes

=2 — 0y siie L0 sii=jT;0siig [U{jTY),

)

ol
9" = min{?' iel et yf >0} >0,
est un sommet différent du sommet T, pour lequel f(Z) > f(Z4).
Au sommet T est associée la base (C), v, oo IT = (I —{j7})U{j*}, j~ €1, étant
l'un quelconque des indices vérifiant:
o

T

j—efam*:J
V-

Cas B3: Il eziste (au moins) un indice j ¢ I pour lequel {a; — Z’y{ai} < 0, et pour
i€l
chacun de ces indices j & I, on a simultanément:

{a; = yla;} < 0;
i€l ;

v/ >0 et Z =0 pour au moins un indice i € I (le méme).

Alors on peut associer au méme sommet T une nouvelle base (C*),.,, ou (I —{j~}HU{j*},

jTétant l'un quelconque des indices vérifiant:

JT ¢TI et {a — Z’yfai} <0,

iel
et 77 étant l'un quelconque des indices vérifiant:

j_EIetvgi > 0.

Preuve. Voir [1]. =
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2.5. Méthodes de dualité

Remarque 2.4.4 FElle est commode d’intcrpréter les différents cas considérés en intro-

duisant l’ensemble:

Edif{jgéf, aj—Z’ygai <0}=EUEy,UE3,
el

avec

—{; o Iq. J <
El {j¢17 CL] Z’Yzal<07 Hiléajx’}/z—o}v

iel
E,={j¢1, aj—Z'ygai<0, maxy) >0,  min {x—i,}>0},
- icl . 'yj
el 1€l '
7 >0
Es={j¢l, aj—27{<0, maxy) =0,  min {ﬂ}>0}
- el . 'y].
el 1e1 '
fyf >0

Nous avons en effet les correspondances suivantes:

cas A <= E = ¢; cas B<= FE # ¢;

cas Bl <= E| # ¢; cas B2<= Fy # ¢; cas B8<—= Fy, =FE,

qui montrent que les cas A et B, B1, B2 et B3 sont exclusifs, alors que les cas Bl et B2

ne le sont pas.

2.5 Méthodes de dualité

Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées:

f € CHRN R),
g € C'RYR), i=1,...,p (2.5.1)
k={xeRN g(x) <0,i=1,..,p}

et k est non vide.
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2.5. Méthodes de dualité

On définit un probléme “primal" comme étant le probléme de minimisation d’origine,
c’est—a—dire
zek

(2.5.2)
f(@) < f(x), pour tout = € k.

On définit le “lagrangien" comme étant la fonction L définie de RY x R dans R par:

L(z,A) = f(z) + A g(z) = f(z) + Z Aigi(), (2.5.3)

9(z) = (91(2), -, 6p(2))" et A = (A(2), ..., Ap(2))',

On note C* I’ensemble défini par

Ct={NeR’, A= (\1,...,\)", N\ >0 pour tout i = 1,..., p}.

Remarque 2.5.1 Le théoréme de Kuhn-Tucker entraine que si T est solution du probléme
primal (2.5.2) alors il existe A € C* tel que D1L(z, \) = 0 (c’est—a—dire Df(z)+ ADg(x) =
0) et A\g(Z) = 0. On définit, alors l'application M de RP dans R par:

M(\) = inf L(z, \).

zCRN

pour tout A € RP. On peut donc remarquer que M () réalise le minimum (en ) du probléme

sans contrainte, qui s’écrit, pour A\ € RP fixé:

r e RN

| (2.5.4)
L(z,\) < L(y, \) pour tout y € RY

Voir [4].

Lemme 2.5.1 L’application M de RP dans R définie par (2.5.3) est concave (ou encore
Uapplication —M est conveze), c’est—a—dire que pour tous A, u € RP et pour tout t €]0, 1],

on a:

M@EN+ (L= t)pu) > tM(N) + (1 — t) M (p).
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2.5. Méthodes de dualité

Preuve. Soit A\, € RP et t €]0, 1], on veut montrer que M (tA + (1 — t)u) > tM(N) +
(1 — t)M(p). Soit z € RN alors: L(z,tA + (1 — t)p) = f(z) + (A + (1 — )u)g(z) =
tf(z)+(1=t)f(z)+{EA+(1—=t)u)g(x). On adonc L(z, tA\+(1—t)u) = tL(x, \)+(1—t)L(x, ).
Par définition de M, on en déduit que pour tout z € RY | L(x, tA + (1 — t)u) > tM(\) +
(1—t)M(u). Or, toujours par définition de M, M (tA+ (1 —t)u) = zie%fNL(I’ tA+(1—t)u) >
tM(A) + (1 —t)M(p). Voir [4]. =

On considére maintenant le probléme d’optimisation dit “dual" suivant:

peCT,

(2.5.5)
M(p) > M(X\),¥YA e Ct.

Définition 2.5.1 Soit L : RN x R? — R et (z,u) € RN x C*. On dit que (z, 1) est un
point selle de L sur RN x CT si L(z,\) < L(z, ) < L(y, p) pour tout y € R et pour tout
re O,

Proposition 2.5.1 Sous les hypothéses (2.5.1), soit L définie par L(z,\) = f(z) + Ag(x)
et (z,\) € RN x CTun point selle de L sur RY x C*. Alors:

1. T est solution du probléme (2.5.2),

2. u est solution de (2.5.5),

3. T est solution du probléme (2.5.4) avec A = p .

On admettra cette proposition.

Réciproquement, on peut montrer que (sous des hypothéses convenables sur f et g), si
p est solution de (2.5.5), et si T solution de (2.5.4) avec A = p, alors (Z, 1) est un point selle
de L, et donc T est solution de (2.5.2). De ces résultats découle 'idée de base des méthodes
de dualité: on cherche solution de (2.5.5).

On obtient ensuite une solution z du probléeme (2.5.2), en cherchant Z comme solution
du probléme (2.5.4) avec A = p (qui est un probléme de minimisation sans contraintes). La
recherche de la solution p du probléme dual (2.5.5) peut se faire par exemple par I’algorithme

trés classique d’Uzawa, que nous décrivons maintenant.

Proposition 2.5.2 Sous les hypothéses (2.5.1), on suppose que pour tout X € RY, le prob-

leme (2.5.4) admet une solution unique, notée x et on suppose que l’application définie de
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2.5. Méthodes de dualité

RP dans RY par X\ — z, est différentiable. Alors M(\) = L(xy,\), M est différentiable en
A pour tout A, et VM (X) = g(z)).

En conséquence, pour calculer VM ()N), on est ramené a chercher ) solution du probléme
de minimisation sans contrainte (2.5.4). On peut dont maintenant donner le détail de
[itération générale de l’algorithme d’Uzawa:

Itération de ’algorithme d’Uzawa. Soit p,, € CT connu;

1. On cherche z,, € RN solution de

z, € RN

L(zp, ) < L(z, p1,), Vo € RY .

(On a donc x, = x,, ).
2. On calcule VM (p,,) = g(z,),
3. lanJrl = My + va(/’Ln) = Uy + pg(lﬁ) = ((lanJrl)l? tt (lan+1)p)t’
4o g1 = pC + (), cest-a-dire pi, 1 = ((Bpsr)1s o (Hnga)p)' avee (pppq)i =

max(0, (ft,,1):) pour tout i = 1,....,p. On a alors le résultat suivant de convergence de

l’algorithme .

Proposition 2.5.3 (Convergence de l'algorithme d’Uzawa). Sous les hypothéses (2.5.1),
on suppose de plus que: 1. il existe a > 0 tel que (Vf(z) — Vf(y)(z —y) > alz—yl?
pour tout (z,y) € (RY)?,

2. il existe M; >0, [|[Vf(z) — Vf(y)|| < M|z — yl|| pour tout (z,y) € (RY)?,

3. pour tout X € C*, il existe un unique xy € RN tel que L(zx,\) < L(z,)\) pour tout
r € R.

Alors si 0 < p < ]?4—“? la suite ((zp, p,))n € R™ x CT donnée par Ualgorithme d’Uzawa
vérifie:
(i). x, — T quand n — 400 0w T est la solution du probléme (2.5.2),

(11). (14,)nen est bornée. Voir [4].

Remarque 2.5.2 (Sur l’algorithme d’Uzawa).
1. L’algorithme est trés efficace si les contraintes sont affines: (i.e. si g;(x) = a;x + B,

pour tout i =1, ..., p,avec a; € RY et 3, € R).
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2.6. Dualité et programmation linéaire

2. Pour avoir Uhypothése 3 du théoréme, il suffit que les fonctions g; soient convexes.
(On a dans ce cas existence et unicité de la solution x) du probléme (2.5.4) et existence et

unicité de la solution T du probléme (2.5.2). Voir [4].

2.6 Dualité et programmation linéaire

Etant donné la forme particuliére des ensembles k qui y ont été considérés, ces résultats
s’appliquent & des problémes de programmation linéaire de la forme (P;) ou (P3). Pour la

premiére de ces formes: trouver z tel que

{Eek— {zeRN,Ce<d},CeA, v, (2.6.1)

f @) =inkf (@), f (@) = (a,2)

nous obtenons comme théoréme immédiat des conditions nécessaires et suffisantes de mini-

muim.

Théoréme 2.6.1 (Conditions nécessaires et suffisantes de minimum en program-

mation linéaire). Soit T un point de l'ensemblek = {:c eRN, Cx < d} ,C €A, ), alors

M,N(

f(z) = inif (z), ou f(x) = (a,x)y, si et seulement s’il existe un vecteur A € RM tel que:
Te

A>0,CT\+a=0,
(A, CZ — d)ar = 0.

Preuve. Voir [1]. =

Remarque 2.6.1 (i) Compte-tenu des relations X\ > 0 et Cx — d < 0, on peut exprimer
la derniére relation du théoréme sous la forme équivalente N\; = 0 si (C;, Z)y — d; < 0,1 <
i < M, en notant C; le i-éme vecteur colonne de la matrice transposée CT (ce qui revient
noter C' le i-éme vecteur ligne de la matrice C).

(ii) Alors que les vecteurs colonnes. de la matrice C' jouaient un role essentiel dans
le paragraphe précédent, ce sont maintenant ses vecteurs lignes qui interviennent de fagon
naturelle. Cette observation sera mieux comprise lorsqu’on aura précisé les liens qui existent

entre la méthode du simplexe et la dualité.
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2.6. Dualité et programmation linéaire

(i1i) On vérifiera que, dans le cas particulier de la programmation linéaire considérée
ici, les conditions nécessaires et suffisantes du théoréme ci-dessus peuvent aussi étre établies

directement a partir du lemme de Farkas-Minkowski. Voir [1].

Théoréme 2.6.2 (La dualité en programmation linéaire). Soit les deux problémes:
trouver T telle que:

Tek={zeRY,Ce<d}et f(T)=inff(z),[(z)=(a,2)n, (2.6.2)

zek

trouver A tel que:

AeA={yeRY;CTy > —a} et F(\) =supF(y), F(y) = —(d.y)u, (2.6.3)
yeA

(1) Si l'un des problémes a une solution, alors 'autre probléme a également une solution (en
particulier, I’ensemble qui lui est associé est nécessairement non vide); de plus, supF(y) =
FN=f(z)= glCI€l£ f () en notant respectivement T et A des solutions quelconquesyfl? chacun
des deux problémes.

(i1) Une condition nécessaire et suffisante pour que l'un des deux problémes (et donne
Uautre aussi, d’aprés (i)) ait une solution est: k # ¢ et A # ¢.

(i) Un élément @ € RY est solution du probléeme (2.6.2)si et seulement s’il existe un

élément \ € Rﬂ‘f, qui n'est autre qu’une solution quelconque du probléme (2.6.3), tel que le

couple (T, \) soit un point-selle de la fonction:
L:(v,y) e RYxRY — L:(2,y) = (a,2)5 + (y,Cx — d)u,
c’est-a-dire que le couple (Z,\) vérifie:

(z,y) € RY x RY etsup L(7,y) = L(Z,y) = inf L(z,y).

M
yeR_']\ff $€R+

Preuve. Voir [1]. =
Remarque 2.6.2 De ce qui précéde, on déduit qu’un élément & € k est solution du probléme

(2.6.2) si et seulement si il existe un élément A € A tel que F(\) = f(Z), la réciproque étant

une conséquence de l'inégalité supF(y) < in£ f(x).
y€eA pAS
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Théoréme 2.6.3 (La dualité et la méthode du simplexe). On considére le probléme:

trouwver T tel que:

{%eﬂé:{f eRﬂf,C‘fﬁd};C*EAM,N(R),deIR{M. 264
F(@) =inff (i), f(&)=a’s onaec RV, -
ek
et le probléme équivalent: trouver T tel que
= _ N _
xfk—‘{xeRMCm—d}. (2.6.5)
f (@)= inff (). f (2) = aT.
re

ot (In: matrice unité de RN ):

C=(C|Iy)€eA, ([R),N=N+M

a’ =(a’l|o),acRY.

Lorsque la méthode du simplexe appliquée au probléme (2.6.5) conduit & une solution, elle

fournit du méme coup une solution du probléme dual du probléme (2.6.4): trouver A tel que

ANeA={yeRM;CTy+a>0}.

F()\) = s[EJ_EF(y)’ F(y) — —dTy. (2.6.6)

Preuve. Voir [1]. =
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Résumé

L’objet de ce travail est I’étude des problemes de programmation linéaire, il
y a des difficultés de montrer |’existence et I'unicité de la solution de ces
problémes.

On donne deux méthodes classiques de résolution de ce type de probleme la
premiere est la méthode du simplexe, cette méthode permet en effet a 'aide
d’un nombre fini d’opérations élémentaires, aussi la méthode de dualité, qui
donne un probleme dual particulier.

Mots-clés: Optimisation-Programmation linéaire-Simplexe-Dualité.
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Abstract:

The purpose of this work is the study of linear programming problems,
there are difficulties to show the existence and uniqueness of the solution of
this problem.

We give two classical methods for solving this type of problems the first is
the simplex method, this method makes it possible with a finite number of
elementary operations, also the method of duality, which provides a dual
problem particular.

Key- words: Optimization-Linear Programming-Simplex-Duality.
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