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Introduction

Introduction générale

De puis la nuit des temps, ’homme s’est intéressé aux problemes de contact entre
deux corps. Ces problemes de contact, avec ou sans frottement, entre deux corps
déformables ou entre un corps déformable et une fondation rigide, abondent en in-
dustrie et dans la vie de tous les jours. Le simple contact du sabot de frein avec la
roue, d’une roue de voiture avec la route, du piston avec la chemise, ’enfoncement
progressif dans un pouf ou un fauteuil lors d’une posture assise, les multiples frotte-
ments entre plaques tectoniques ou encore ’écoulement de la lave lors d’une éruption
volcanique, ne sont que quelques exemples qui font partie d’une liste non exhaustive
de problemes de contact. Vu I'importance du phénomene, des éfforts considérables
ont été consacrés a la modélisation, I'analyse ainsi que l'approximation numérique
des processus physiques provenant des contacts entre des corps déformables. Par
conséquent, une théorie mathématique générale de la mécanique du contact (Ma-
thematical Theory of Contact Mechanics : MTCM) a fait récemment un progres
impréssionant, voir par exemple [5] et les références qu’y sont incluses.

L’objectif de Cet mémoire est de proposer une certaine contribution a 1’étude
d’un problemes aux limites en mécanique du contact. Nous considérons un loi de
comportement pour des matériaux ayant des propriétés mécaniques ainsi que des
propriétés électriques (matériaux piézoélectriques).

Les matériaux piézoélectriques sont extémement utilisés comme interrupteurs et
actuateurs dans beaucoup de systemes d’ingénierie, en radioélectronique, 1’électroacoustique
et la mesure des équipements. Ils sont caractérisés par le couplage des propriétés
mécaniques et électriques. Ce couplage conduit a I'apparition d'un potentiel électrique
suite a une déformation mécanique et, inversement, une déformation mécanique est
générée lorsqu’'un potentiel électrique est appliqué. Les matériaux piézoélectriques,
pour lesquelles les propriétés mécaniques sont élastiques, sont appelés "matériaux
électroélastiques” et ceux pour lesquelles les propriétés mécaniques sont viscoélastiques
sont appelés "matériaux électroviscoélastiques”. Des modeles généraux pour des matériaux
élastiques ayant un effet piézoélectrique peuvent étre trouvés dans [4] et plus récemment
dans [I0]. Des problemes de contac statiques avec frottement pour des matériaux
électroélastiques ont été étudiés dans [3], sous I'hypothese que la fondation est iso-
lante. Un probleme de contact avec ”Slip-dependant” pour les matériaux éléctro-
élastiques a été étudié dans [3] et des problemes pour les matériaux électro-viscoélastiques
ont été considérés dans [7]. Actuellement, un intérrét considérable est porté aux

problemes de contact avec frottement impliquant les matériaux piézoéléctriques (voir



par exemple [0] et les références qu’y sont incluses). Cependant, il n’existe virtuel-
lement pas de résultats mathématiques a propos des problemes de contact pour de
tels matériaux et on a besoin de développer la théorie mathématique du contact
mécanique (MTCT) pour inclure le couplage entre les propriétés mécaniques et
électriques.

Ce mémoire comporte deux chapitres sont structurés de la maniere suivante :

Dans le premier chapitre, le but est d’introduire les éléments nécessaires pour une
bonne compréhension de la suite du probleme traité. Nous commengons par décrir
le cadre physique dans lesquels nous travaillons ainsi que le modele mathématique
correspondant, tout en donnant la loi de comportement et conditions aux limites
qui apparaissent dans mémoire. Ensuite, nous aborderons le cadre fonctionnel per-
mettant 'analyse mathématique des problemes ainsi considérés. Nous terminerons ce
chapitre en passant en revue quelques résultats fondamentaux d’analyse fonctionnelle
concernant les inéquations variationnelles, équations et inéquations variationnelles
d’évolution et enfin les lemmes de Gronwall.

Dans le deuxieme chapitre, est consacré a 1’étude d’un probleme de contact avec
frottement pour des matériaux électro-viscoélastiques dans un processus dynamique.
Le probleme se formule par un systeme qui comporte une équation varitionnelle
par rapport au champ de déplacement, une équation variationnelle par rapport au
champ électrique. On établit un résultat d’existence et d’unicité de la solution. La
démonstration est basée sur des arguments d’équations variationnelles, un résultat

classique concernant les inéquations paraboliques et des arguments de point fixe.



Notations générales

Notations générales

Notations diverses

N

R

c
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DivW
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dr
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Ce(Q)
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Ensemble des entiers naturels,
Ensemble des nombres réels,
Constante réelle strictement positive,
C’est a dire,

ov
ox;’

yeme

La dérivée partiellede W parrapport a la @
Gradientde I'application ¥ : V¥ = (01, ..., 9, V),
Divergencede 'application,V : Div W = o4V + ... + 9V,

composante x : O;¥ =

Sous-diérentiel de ’application W,

Paire d'un espace produit X x Y,

Espace des tenseurs symetriques du seconde ordre sur R? : S = R%*¢,
Produit scalaire sur R¢ ou S¢,

La norme euclidienne sur R? ou S¢,

La norme sur 'espace X,

Le produit scalaire sur ’espace X,

Le produit dual entreX’ et X,

Presque partout,

Ouvert de R?, parfois domaine Lipchitzien,

L’adhérence de QF,

La frontiere de Qf,

Les parties de frontiere I'Y, (i = 1,2, 3),

Mesure de Lebesgue (d — 1) dimensionnelle de T'%,

Mesure superficielle sur T'¢,

Normale extérieure unitaire a I'¢,

Les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel v défini sur €,
L’espace des fonctions réelles contintiment diffirentiables sur ¢,
L’espace des fonctions continues & support compact sur{2*

L’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables et a support compact,
Espace des distributions sur 2,
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Espace des fonctions u’ mesurables sur QF telles que fm }uef dr < +00,

1
La norme de L? (QY) définie par ||u€||L2(QZ) = (fm |u€|2 dQ£> °,

L

Espace des fonctions u mesurables sur QF telles que 3¢ > 0 : |u€} < ¢, p.p., sur QF,
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H:z ( Fe) L’espace de Sobolev d’ordre % sur I,

Hre L’espace (H% ( FZ))d,

H > ( I'Y)  L’espace dual de H? ( Fé) ,

r¢ Le produit de dualité entre H > ( FZ) ot H> ( FK) ,

aei(rey = S e

”“H—%( ) La norme de H~7 ( T*) définie par |||

Hy, L’espace dual de Hre, i.e, H, = <H*% ( FZ)>d.

Si de plus [0,7] un intervalle de temps, ¥ € N et 1 < p < +00, on note par
C([0,T]);H)  L’espace des fonctions continues de [0, 7] dans H,

C'([0,T]; H) L’espace des fonctions continiment dérivables sur [0,7] dans H,
C.([0,T]; H) L’ensemble des fonctions continues & support

compact dans|[0; T] a valeurs dans H ,

LP([0,T); H) L’espace des fonctions mesurables sur [0, 7] dans H,

“'HLP(O,T;H) La norme de L? (0,75 H),

WP (0, T; H) L’espace de Sobolev de parametres k et p,

I-lweorry Lanorme de WP (0,7 H) .



Notations générales

Notations en élasticité

O 02 Les domaines occupés par les corps déformables,

re La frontiere de Qf : I = 982,

Y. T% T3 Les parties de I'Y = T{ UTS U TS,

I's L’interface de contact entre les corps Q!, Q?,

ut Vecteurs des déplacements dans le domaine Qf, on écrit u!

les composantes du vecteur dans la base canonique,
T d traint dant au dépl t u’ Scrit of
o enseur des contraintes correspondant au déplacement u°, on écrit o;

les composantes du tenseur dans la base canonique,

@t Valeurs des potentiels électriques dans le domaine €2,

Dt Valeurs des déplacements électriques dans le domaine 2,

ot it Les dérivées premiere et seconde de u’ par rapport au temps,

e (uf Tenseur linéarisé des déformations : (e (uf))ij =1 (&uﬁ + 0juf),

ot ut Produit tensoriel (matriciel) de u’ par o : (o - u*), = of; - uf,

ot Composante normale des contraintes & la frontiere du domaine : ¢ = (051/) vt

ot ¥ est la normale unitaire sortante sur le bord du domaine QF,

ot Vecteur composante tangentielle des contraintes a la frontiere du domaine,
ul) Composante normale du déplacement u‘sur le bord du domaine : u!, = u - %,
ul vt Vecteur composante normale du déplacement u’ : (uf . yz)i =u’ -t

ul Vecteur composante tangentielle du déplacement u’ : uf = u® — u! - V*.






Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on commence par définir le cadre physique, une loi de compor-
tement d’un matériau électro-viscoélastique, les conditions aux limites ainsi que la
formulation électro-mécanique de probleme a étudier.

Ensuite, nous passons en revue quelques résultats concernant les espaces fonction-
nels, les équations et inéquations variationnelles, les lemmes de Gronwall et quelques

théoremes qui seront d’une grande utilité pour les démonstations.

1.1 Formulation mathématique d’un probleme de

contact

1.1.1 Cadre physique

Dans cette section, nous allons introduire le cadre physique et une modele mathématique
de probleme utilisés dans ce mémoire. Ensuite, nous indiquerons les formulations
mathématiques pour le probleme de contact avec frottement entre deux corps électro-
viscoélastiques.

Nous considérons deux corps matériels déformables qui occupent des domaines
bornes Qf € RY (£ =1,2;d =2,3), avec une frontiere réguliere 'Y = 9Q°, par-
titionnée en trois parties mesurables T4, Ty, T'§, correspondant aux conditions aux
limites mécaniques, d’une part, et en deux parties mesurables T'2 et I'j, correspon-
dant aux conditions aux limites électriques, d’autre part, telles que mes (Ff) > 0,
mes (Fﬁ) > 0. On note par v’ la normale unitaire sortante a I'‘. Le corps Qf est
encastre sur I'{ dans une structure fixe. Sur I'; agissent des tractions surfaciques de

densite fi et agissent des forces volumiques de densite f§ et des charges électriques
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de densité volumiques qo. Nous supposons que fi et f§ varient trés lentement par
rapport au temps. Les corps sont soumis a l’action de potentiel nul sur la partie I's.
Soit T > 0 et soit [0, 7] I'intervalle de temps en contact avec une fondation sur la

partie I's.

1.1.2 Modele mathématique
a. Equation de mouvement

Notons que le point au-dessus d'une fonction représentent la dérivation par rap-

port au temps, i.e :

o dut o,
U =—, U =—:F.
dt’ dt?
Les fonctions inconnues du probleme sont les champs des déplacements @ : Q° x
[0,7] — R? et les champs des contraintes o : Qf x [0,T] — S ¢ = 1,2. Notons la

densité de la masse p* : Q° — R, et la densité des forces volumiques f¢ : Q¢x[0,T] —

R? T'évolution du corps est décrite par 1’équation du mouvement de cauchy :
Div o + f§ = pii’ dans Q° x [0,7], (1.1)

ou i’ représente l'accélération et 4‘ la vitesse du corps.

Les processus d’évolution modelés par ’équation précédente s’appellent processus
dynamiques. Dans certaines situation, cette équation peut encore se simplifier : par
exemple dans le cas ot t1° = 0, il s’agit d"un probleéme d’équilibre (processus staticues),

! varie tres lentement par rapport au

ou bien dans le cas ou le champ des vitesse u
temps, c’est-a-dire que le terme p%i’ peut étre négligé (processus quasistatiques).

Dans ces deux cas ’équation du mouvement devient :
Divo'+ ff=0 dans Q° x [0,7]. (1.2)

L’équation équivaut a d relation scalaires, et mathématiquent cette équation ne
suffit par a modéliser le probleme d’équilibre du corps car, par exemple les d compo-

santes u¢ du champ de déplacement ne figurent pas dans cette équation.

A celles-ci se rajoutent les inconnues électriques du probleme, a savoir le champ de
déplacement électrique les potentiels électriques ¢* : Q¢ x[0,T] — R et les champs des
déplacements électriques D : Q° x [0, 7] — R% L’évolution du corps piézoélectrique

est décrite par 1’équation d’équilibre pour le champ de déplacements électriques :

div D' — g5 =0 dans Q° x [0,T], (1.3)



1.1. Formulation mathématique d’un probleme de contact

ou "div” est 'opérateur de divergence pour les vecteurs, divD! = (Dfl), et ¢

représente la densité des charges électriques volumiques sur 2.

b. Loi de comportement piézoélectrique

Nous considérons deux corps piézoélectriques qui occupent des domaines bornés
Of ¢ RY (£ =1,2;d=2,3) avec une surface frontiere réguliere et de Lipschitz I'*
subdivisée en trois parties mesurables T'Y, TS et I'y d'une part et de deux parties
mesurables I'; et Ty , telles que mes (I'{) > 0, mes (I'Y) > 0. et T'§ C T'j. Soit
T > 0 nous étudions I’évolution du corps due a ’application de force de volume et de
tractions de surfaces dans I'intervalle de temps [0, 7']. Dans ce qui suit, pour simplifier
les notations, nous n’indiquons pas explicitement la dépendance des fonctions par
rapport & x C Q°UT* et t € [0,T].

Les lois de comportement sont des relations entre le tenseur des contraintes et le
tenseur des déformations et leurs dérivées. C’est toute une série d’essais qu’il faut ima-
giner et réaliser pour établir une loi de comportement. Les expériences physiques pour
les matériaux unidimensionnels constituent le point de départ dans 1’établissement
des lois de comportement. Voici quatre exemples classiques d’essais sur les solides [1] :
essais de chargement monotone, essais de charge-décharge, essais de fluage et essais
de relaxation.

Dans la description des phénomenes purement électro-mécanique, par loi de com-
portement (ou loi constitutive) nous comprenons dans la suite une relation entre le
tenseur des contraintes of, le tenseur des déformations infinitésimales €’ et leurs
dérivées temporelles ¢ et £°. Cette d’énition se modifie légerement dans la des-
cription des phénomenes électromécaniques, car ici nous devons aussi prendre en
considération le champ de déplacement électrique D! = (Df) ainsi que le champ
électrique B = —V’. Nous présentons par la suite les lois de comportement de
matériau : matériaux électro-élasto-viscoélastique.

b.i. Loi de comportement des matériaux électro-élastiques

Nous considérons ici une catégorie de matériaux ou le tenseur des contraintes o’

et le vecteur des déplacements électriques D sont reliés par la loi de comportement :

ot = Ale (ut) — (€9 B,

D* = &' (u*) + B'E", (1.4)
Ef = _V90£7
ou A’ : Qf xS? — S est 'opérateur d’élasticité non linéaire, B¢ = —V o' est le champ

14

électrique, £¢ = (eijk) est le tenseur piézoélectrique qui traduit la proportionnalité
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entre la charge et la déformation & champ constant ou nul et B* = (ij) est le tenseur
diélectrique a déformation nulle qui constitue un tenseur symétrique défini positif. Par

ailleurs (£%)" = (ef;6)* ot (ef;,)* = e}y, dénote le transposé du tenseur £° tel que

ot v=0"- (5Z)* vt Vo' € S% vt € R (1.5)

b.ii. Lois de comportement des matériaux électro-viscoélastiques
Un matériau est dit électro-viscoélastique si sa loi de comportement est de la

forme :

{#:dehﬂ%WQ—@WEa (1.6)

D' = &' (u') + B'EY,
dans laquelle interviennent 'opérateur de viscosité A¢ : Qf x S* — S?, lopérateur
d’élasticité G, non linéaires.

Nous présentons maintenant la loi de comportement des matériaux électro-viscoélastiques

avec endommagement. Dans ce cas la loi de comportement est donnée par :

{ of = Ale (i) + 7" (e (uf) ,60") — (€")" B, (1.7)

D = &' (u) + B'E".

La température 6 est définie par une équation parabolique, que représente la

conservation de I’énergie comme suit :
0° — kEARY = O (0%, e(uf), 0°) + o', (1.8)

ol ©f est une fonction constitutive non linéaire qui représente la chaleur engendrée
par les forces intérieures. Ici et ci-dessous kj est une constante strictement positive

et p* une donnée, qui représente la source de chaleur du volume.

c. Conditions aux limites

D’énissions maintenant les conditions aux limites sur chacune des trois parties de
It

c.i. La condition aux limites de déplacement

Le corps est encastré dans une position fixe sur la partie I'f x [0, T, le champ des

déplacements u’ est par conséquent nul :
u* =0 sur T x [0, 7. (1.9)
c.ii. La condition aux limites de traction

10



1.1. Formulation mathématique d’un probleme de contact

Une traction surfacique de densité f5 agit sur T's x [0,T] et par conséquent le

vecteur des contraintes de Cauchy ‘v’ satisfait :
o't = ft sur T x [0, 7. (1.10)

c.iii. Les conditions aux limites électriques

Ces conditions sont déterminées a partir des deux équations :
©'=0 sur I x (0,77, (1.11)

D't =g sur T'§ x [0, 77. (1.12)

c.vi. Conditions continue aux limites de contact
On définit le déplacement normal relatif d’un corps par rapport a l'autre sur la

£ est la normale unitaire extérieure a

B T S
zone de contact I's par [u,] =u. +u>, on v

Q-

La continuité des contraintes sur l'interfaces I's se traduit par :

1_ 2 _ 1_ 2 _
o,=0,=0, 0, =—0.=0, surly (1.13)

c.v. Contact avec compliance normale
Dans ce cas, la fondation est supposée déformable et la zone de contact n’est pas
connue a priori. La contrainte normale o, satisfait la condition dite de compliance

normale
— 0o, =p,(u, — g), (1.14)

ou wu, estle déplacement normal, g représente l'interstice entre le corps et la
fondation et p, est une fonction positive donnée, appelée fonction de compliance
normale.

Cette condition indique que la fondation exerce une action sur le corps en fonction de

sa pénétration wu, - g. Comme exemple de la fonction p, nous pouvons considérer

pu(r) =cyry (1.15)

ol ¢, est une constante positive et 7, = max{0,r}. Un deuxieme exemple est

donné par

ary st r<a
pu(r) = { . (1.16)
c,ae Sior>ao

ou « est un coefficient positif relatif a la dureté de la surface. Dans ce cas, la

condition de contact (1.14) signifie que lorsque la pénétration est trop profonde,
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i.e. quand elle dépasse «, la fondation se désintegre et n’offre plus de résistance a la
pénétration. Maintenant, nous présentons les lois de frottement intervenant dans ce
mémoire.

c.iv. Loi de frottement de type Coulomb

C’est une des lois de frottement les plu répandues dans la littérature mathématique.
Elle se caractérise par l'intervention d la contrainte normale dans le seuil de frotte-

ment et elle peut s’énoncer comme suit :

lorll<ulon]
| or < p o |= u- =0, (1.17)
| o |=p] o, |= ilexiste A>0 tel que o, = —Au,,

ou p > 0 est le coeflicient de frottement. C’est une version statique de la loi de
Coulomb qui intervient dans la description du contact frottant des problemes étudiés

dans la deuxieme partie du mémoire.

Maintenant, nous remplagons le seuil de frottement o, de la loi (1.17)), par la

condition de compliance normale (1.14]), de fagon a obtenir les conditions suivantes.

| o7 [|1< ppy(u — g),
| or 1< ppo(w, — g) = ur =0, (1.18)
| o7 ||I= ppu(u, —g) = il existe A >0 tel que o, = —\u,.

Une version quasistatique de la loi de frottement de Coulomb utilisée en littérature
est donnée par

| o7 1< ppr(uy — 9),

ur #0207 = —pr{u — 9T (1.19)

ou p, est une fonction positive. Dans , la contrainte tangentielle ne peut pas
excéder le seuil de frottement p,(u, — g). De plus, quand le seuil de frottement est
atteint, le corps se met a glisser et la contrainte tangentielle tend a s’opposer au
mouvement. Cette condition de frottement a été utilisée dans différents papiers.

c.iiv. Conditions électriques a la surface de contact

Dans ce paragraphe nous allons énoncer les conditions de contact électrique, as-
sociées aux problemes électro-mécaniques, sur la partie I's de la surface. Nous sup-
posons que la fondation est électriquement conductive et son potentiel est maintenu

a g. La condition électrique sur I's est donnée par

D-v= ¢ (u,—g) ¢ (¢ — o) sur I's x (0,7). (1.20)

12



1.1. Formulation mathématique d’un probleme de contact

0 (s)

ILg s

FI1GURE 1.1 — Représentation graphique de la fonction ¢

ou Y et ¢ sont des fonctions données qui seront décrites ultérieurement. Cette
condition représente une condition régularisée qui peut étre obtenue a partir des
considérations suivantes.

Lorsqu’il n’y a pas de contact en un point sur la surface (i.e. u, < g), l'interstice
entre le corps et la base est supposé étre isolant (disons qu’il est rempli d’air) et la
composante normale du champ de déplacement électrique s’annule pour qu’il n’y ait

aucune charge électrique libre sur la surface. Ainsi,
u, <g = D-v=0. (1.21)

Durant le processus de contact, (i.e. quand u, > ¢ ) la composante normale du champ
de déplacement électrique ou la charge électrique libre est supposé étre proportionnelle
a la différence de potentiel entre la surface du corps et la fondation, avec une constante

positive k£ comme facteur de proportionnalité. Ainsi,

u,>g9g = D-v=Fk (¢ — o). (1.22)
Combinons , pour obtenir

D v = kXjo,00) (v — g) (¢ = 0), (1.23)

oll X[0,00) st la fonction caractéristique de I'intervalle [0, 00), qui est donnée par

() 0 if r<0,
c)\T") =
X[0e0) 1 if >0

La condition décrit le contact électrique parfait et elle est en quelque sorte
semblable a la condition bien connue de contact de Signorini. Les deux conditions
peuvent étre considérées comme des sur-idéalisations dans plusieurs applications.
Pour la rendre plus réaliste, nous régularisons la condition par la condition
dans laquelle ¢ est une fonction réguliere qui va étre décrite ci-dessous et ¢
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FIGURE 1.2 — Représentation graphique de la fonction v

est une fonction de troncation,

L¢ si s < _L¢7
¢(S) = S si —L¢ <s< L¢, (124>
L¢ si s> L¢.

ou L, est une constante positive tres grande. De cette fagon, la différence ¢ — ¢y
est remplacé par ¢(¢ — o). Notons que cette troncation ne pose aucune limitation
pratique sur I'applicabilité du modele puisque Ly peut étre arbitrairement grand et

donc dans les applications ¢(¢ — ¢g) = ¢ — ©o.
Les raisons de la régularisation ((1.20) de ((1.23) sont mathématiques.

Premierement, nous avons besoin d’éviter les discontinuités dans les charges électriques
lorsque le contact est établi et donc nous régularisons la fonction kxjo oy dans ([1.23))

par une fonction Lipschitzienne ). Un choix possible est I’exemple suivant :

0 si r<0,

. 1
Y(s) =4 kor si 0<r< 5 (1.25)
. 1
Eosir> 5

ou ¢ > 0 est un parametre assez grand. Ce choix veut dire que durant le processus
du contact, la conductivité électrique augmente avec le contact a travers les aspérités
de la surface, et se stabilise quand la pénétration w, — g atteint la valeur 5
Deuxiémement, nous avons besoin du terme ¢(¢ — o) pour rendre le terme

© — o borné. Notons que lorsque 1 =0 dans (|1.20)), nous obtenons
D-v=0 surl'sx(0,7), (1.26)

14



1.1. Formulation mathématique d’un probleme de contact

ce qui découple les problemes électriques et mécaniques sur la surface de contact.
La condition (|1.26) modélise le cas ou l'obstacle est un isolant parfait et a été
utilisée dans [2, [I1], 12} 13]. La condition a la place de ([1.26), introduit un
couplage fort entre les conditions aux limites mécaniques et électriques et mene vers
un nouveau modele mathématique, non standard. Par ailleurs, la condition (|1.20)
va étre utilisée dans le cinquieme chapitre du mémoire ou nous avons supposé que la

base est isolatrice (i.e. ¢ =0 ).

1.1.3 Formulation mathématique des problemes de contact.

On considere ici le probleme mécanique qu’on va étudier dans le chapitre 2.
Probleme P (Probléeme électro-viscoélasticité avec frottement ).

Pour ¢ = 1,2, Trouver le champ de déplacement u* : Q° x [0, 7] — R?, le champ
de contrainte o : Q° x [0,T] — S% le potentiel électrique ©* : Qf x [0,7] — R, le
champ de déplacement électrique D* : Qf x [0, T] — RY, tels que :

o' = Ale (ué) +G° (e (u‘;)) + (86)* ik dans Q° x 0,7,
Dt =&’ (ug) — B'yyt dans Q° x [0,7],
0 = Div o' + f} dans Q° x [0,7],
qy = div D dans Q° x [0,T7,
u' =0 sur T x [0,77,
o'vt = f} sur TS x [0, 77,
ol=02=o0,
sur I'3 x [0, 77,
o, = —pu(lw] — 9),
ol =—-02=0,
o+ ]| < p-([w] — g) sur I's x [0,77,
[ttr]
[ir] # 0= 07 = —p([w] — 9) 7
1Tzt ]l]
©'=0 sur T4 % 0,77,
D't =g sur I'y x [0,77,
u’(0) = uf dans €.



1.2 Rappels d’analyse

1.2.1 Rappels sur les espaces de Hilbert

Soit H un espace vectoriel réel et (.,.)y un produit scalaire sur H c’est-a-dire

(., )m : H x H— R est une application bilinéaire symétrique et définie positive.

On note par |||, 'application de H — R définie par :
1
[ull g = (u,w), (1.27)

et on rappelle que |.||; est une norme sur H qui vérifie 'inégalité de Cauchy-

Schwartz :
(u, )1 < Jully W0l s Y0 € H. (1.28)

On dit que H est un espace de Hilbert si H est complet pour la norme défnie par
(11.27)).
Soit H' 'espace dual de H c’est a dire I'espace des fonctionnelles linéaires et

continues sur H muni de la norme :

Y

_ <n7v>H’><H
||77||H = Ssup —r
veH—{0} ||U||H

ou (.,.) gy représente la dualité entre H' et H.

1.2.2 Espaces de Sobolev

On commence par un bref rappel de quelques résultats sur ’espase de Sobolev

H' (Q) défini par :
H () ={ueLl*Q)|0uecl’(Q)i=1,..d}.

D’abord, on note par Vu le vecteur de composante d;u. On a Vu € L? (Q)d pour
tout u € H' (Q2).

On sait qui H' (Q) est un espase de Hilbert pour le produite scalaire :
(1, 0) ) = (U V) p2q) + (951, 0i0) 2
et la norme associée :
3 P 2 2 2
[l g1 (@) = (u,0) g » €t on erit [|ullg gy = l[ullzzq) + [[Vullzzg)e -
On a les résultats suivants :

C' () est dense dans H' (12).
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1.2. Rappels d’analyse

Théoréme 1.2.1 (Rellich )
H'(Q) € L*(Q) avec injection compacte.

Théoréme 1.2.2 (trace de Sobolev)
Il existe une application linéaire et continue § : H' (Q) — L?(T) telle que du =
ulr pour tout u € C* (Q) .

Remarque 1.2.1 L’espase L*(T') ci-dessus represénte l’'espase de fonctions réelles
sur I' qui sont L? pour la mesure superficielle dT. L’applications § s’appelle applica-
tion de trace; elle est définie comme le pronlongement par densite de [’appliication

u— ulp définir pour u € C* (Q).

Remarque 1.2.2 On note que application de trase § : H' () — L*(T') est un

opérateur compacte.

1.2.3 Espaces fonctionnels

On introduit dans cette section les espaces de type Sobolev utilisés en mécanique
et associés aux opérateurs divergence et déformation, on montre leurs principales
propriétés, notam ment les théoremes de trace. On rappelle aussi quelques espaces de
fonctions définies sur un intervalle réel et a valeurs dans I’espace de Hilbert. Toutes les
notations ainsi que les espaces fonctionnels utilisés dans ce memoire sont introduits
dans cette section.

Nous désignons par S? I’espace des tenseurs symétriques d’ordre deux sur R,
(d=2,3), (-,-) et |-| représentent le produit scalaire et la norme euclidienne sur

R? et S?, respectivement. Ainsi,
3 d
u-v o= u-v;, || =(v,0)2,Yu,v € RY

o-T=04"Tij, |T| = (7, T)% Vo, 7 e S

Introduisons les espaces de Hilbert suivants, associés aux inconnues mécaniques

vhet T
H' = {v' = (uf) ol € 2 () } = (L2 ()",
i = {uf = (1)l < B (0] = (11 ()" oo
H' = {r! = () imy =7} € 12 ()} = (22 ()" |
H = {r" = (7)) ;7 e HY(QY), div 78 € H'}



Les espaces H*, HY, H¢ H{ sont des espaces réels de Hilbert munis des produits

calaires donnés par :

(uf,0") 0 = [t - vtdr;
Q[
(uf,0") e = [u-otde + [ Vb - Voldr;
Lo @ 1.30
(UE,T(Z)H(Z = [ o 7ldz; ( )
QZ
(07,0 = [ 0" - 7ldz + [ div 0" - div 78du.
\ oo Q¢

e et div sont les opérateurs de déformation et de divergence, définis par :

1
Vi = (i) € () = (6o (1)) 2 () = 5 (o 4 ) o € B,

div ot = (Ufm) , Yo' € HE.

Les normes sur les espaces HY, H{, H', H!, sont notées par ||-|| ;¢ , ||||H;Z e llpge s ||||H§ ;
respectivement. Puisque la frontiere I'? est Lipschitzienne, le vecteur normal extérieur
a la frontiere est défini p.p. Pour tout champ de vecteur v* € H{ nous utilisons la
notation v* pour désigner la trace de v’ sur I'* et nous notons par v/, et v¢ les com-

posantes normales et tangentielles de v* sur la frontiere données par :

Soit Hf, est un dual de Hpe = H: (Ff)d et soit (-, -)

dualité entre HJ,, et Hrc. Pour chaque élément ot € HY, soit o'V’ est un élément H,

, . , .
11 désigner 'appariement de
donne par :

(olye,v"“])%é’FZ = (05,5 (v’f))w + (div O'Z,UE)HZ

Désigne par v% et v* la trace normale et la trace tangential de o € HY, respecti-

vement. Si 0 est contintiment différentiable sur Qf U T, tel que :

C_ (00N L _ ¢
JV—(UV)'I/,O'T—JI/ -0,V

(914
pour tous v* € HY, olt da est un élément de mesure de surface. Pour obtenir la for-
mulation variationnelle du probleme ([2.1))-(2.11]), nous introduisons pour la domaine

de lient de ’ensemble :
Z={9eL>®(0,T,L*(T3);0<d(t) <1,Vte€[0,T],pp, sur Is}.
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1.2. Rappels d’analyse

'espace des déplacements admissibles V¢ est un sous-espace fermé de H{ défini
par :
{v EH vt =0, sung}

Puisque mes (F‘i) > (, I'inégalité de Korn s’applique sur V' il existe une constante

cx > 0 dépendant uniquement de Q¢ et T'* telle que :
e (v*) HH,_, > Cpp HUZHHf , Yot e VA (1.31)
Sur V¥ nous considérons le produit scalaire donné par :
(uﬁ,ve)w = (5 (ue) ,E ( ))H/ Yub vt e VE (1.32)
et soit |||, la norme associée, i.e.
le ()], = HUZ”Hf’ Vot € VA (1.33)

Par I'inégalité de Korn, il vient que ||-|[,¢ et ||-||;;c sont des normes équivalentes
sur V* et ainsi (V*, [|-||;) est un espace de Hilbert réel. En outre, par le théoréme de
trace de Sobolev, il existe une constante ¢y > 0, dépendant uniquement de Qf, I'{ et
I'5 telle que :

Hv 4 < ¢ HUEHW, Vot € VA (1.34)

¢
HLQ(Fg)
Pour le potentiel électrique et le champ de déplacement électrique nous utilisons

les espaces :
Eg=L*(Q),E{=H" (),

Wh={y' e H (Q) ;v =0sur Iy},
={D"' = (D});Dj e L* (Q) ;div D" € L* () } .

respectivement. Puisque mes (Ff;) > 0, 'inégalité de Friedrichs-Poincaré montre

qu’il existe une constante % > 0 dépendant uniquement de Q° et T telle que :
IV gyt 2 e 9 ey - W05 € W (1.35)
Sur léespace W* nous considérons le produit scalaire donné par :

("0, / Vet - Vi'tde,

et soit |||,y la norme associée. En utilisant (1.35) on peut vérifier que ||-|| 1t () et

|Ilyy¢ sont deux normes équivalentes sur W*.
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Il en résulte que (Wg, HHWz) est un espace de Hilbert réel. En outre, par le Sobolev

trace théoréme, il existe une constante cy, ne dépendant que de Qf, I' et I's telle que :
¢ ¢ ¢ ¢
1€ oy < o 1€ e » vE" € W (1.36)
L’espace W* est un espace de Hilbert réel avec le produit scalaire :

(D", EY),,. = / D' E'dx + / div D - div E'dr,
(914

(914

ou div D* = (DY), et la norme associée |||,y

Afin de simplifier les notations, nous définissons les espaces produits :
V=V'xV?* H=H"xH?* H =H{ x Hf, H=H"'xH?
Hy=HI x H3, Ey=EL x B2, E, = E! x E?,

W=W!'xW?2, W=WxW?

les espaces V', Ey, W, VW sont des espaces de Hilbert réel dotés des produits scalaires
canoniques notée (-, *)v, (-, ") g, (-, )w,(*, -)w,. Les normes associés seront désignés par
Nl 1l g, s I-llw > lIIly » respectivement. On rappelle les principaux résultats sur les
fonctions définies sur un intervalle de temps et a valeurs dans un espace de Banach
réel. Nous notons par C([0, 7], X) et C*(]0, T], X) les espaces des fonctions continues
et contintiment différentiables sur [0, 7] avec valeur sur X, respectivement, avec les

normes :

= t
HfHC([o,T],X) tg&% 1 Ol x -

I Fllor o) = mas 17 ()l + maxe || £ )]

Nous notons par C.([0,7],X) lensemble des fonctions continues a support com-

pact dans [0,7] a valeurs dans X.

Definition 1.2.1 Une fonction f : [0,T] — X est dite mesurable s’il existe un
sous ensemble E C [0,T] de mesure nulle et une suite (fn)nen de fonctions
appartenant a C.([0,T],X) telle que | fn (t) — f()|lx = 0 quand n — +oo, pour
tout t € [0, T\E.
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1.2. Rappels d’analyse

1.2.4 Rappels d’analyse non linéaire dans les espaces de Hil-
bert

I- Opérateurs fortements monotones

La modélisation de plusieurs classes de problemes physiques conduit aux inégalités
variationnelles elliptiques ou d’évolution, dans lesquelles la fonctionnelle non différentiable
dépend de la solution elle méme. Ces dernieres sont appelées ”inégalités quasivaria-
tionnelles”. Nous donnons par la suite un résultat d’existence et d’unicité pour ce
type de problemes.

Pour cela, nous considérons un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (-, ) x
et de la norme associée || - ||x et soit A : X — X un opérateur non linéaire,J :

X xX — Ret f e X. Compte tenu de ces données, nous considérons I'inégalité

quasivariationnelle suivante
ue X, (Au,v —u)x + J(u,v) — J(u,u) > (f,v —u)xVv € X. (1.37)

Pour résoudre cette inéquation, nous supposons que A est fortement monotone et de

Lipschitz, c’est-a-dire

(a) il existe m >0 tel que
(Au— Av,u—v)x >m|lu—v ||k Vu,veX;

(1.38)
(b) ilexiste M >0 tel que
| Au— Av [|[x< M ||u—v]| Vu,veX.
et la fonctionnelle J : X x X — R satisfait
(a) Pour tout ne€ X, J(n,.) estconvexe et s.c.isur X.
(b) il existe a >0 tel que (1.39)

J(Ul,UQ) — J(ul,vl) + J(UQ,’Ul) — J(UQ,UQ)

<allu —ue x|l vi —v2 ||lx  Vug,ug,v,v9 € X,

L’existence et 1'unicité d’une solution au probleme (1.37)) est donnée par le résultat

suivant.

Théoreme 1.2.3 Supposons que les hypotheses et sont satisfaites. Alors,
st < m, pour tout f € X, il existe une solution unique u € X au probleme .
Une démonstration du Théoréme se trouve par exemple dans [[14|] p.83].

Dans la troisieme partie du mémoire, nous utiliserons un résultat abstrait sur les
méquations quasi-variationnelles d’évolution. Ce résultat concerne les problemes du

type suivant
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Trowver w: [0,T] — X tel que
(Au(t),v —u(t))x + (Bu(t),v —u(t))x + J(u(t),v)

— J(u(t),u(t) > (f(t),v —a(t)x Yve X, te0,T), (1.40)

u(0) = uy. (1.41)

La différence entre le probleme et le probleme - consiste dans

le fait que le dernier probleme est évolutif. En effet, f et u dépendent maintenant du
temps, la dérivée U apparait dans la formulation du probléme et par conséquent, une

condition initiale, , est rajoutée.

Pour étudier le probléme - , en plus des hypothéses et , nous

avons besoin des hypothéses suivantes.

L’opérateur non linéaire B : X — X est de Lipschitz, c’est-a-dire

3 LB >0 tel que || Bu1 — BUQ ||X§ LB || U1 — U2 ”X Vul,uQ e X. (142)
AUSSi, nous supposons que
fe (o, 7] X), (1.43)

up € X. (1.44)

Dans l'étude du probléme - , nous avons le résultat suivant.

Théoreme 1.2.4 Soient (1.38]), (1.39) et (1.42]) - (1.44]) satisfaites. Alors :

1) Il existe une unique solution u € C*([0,T]; X) au probléme - (L.41)).
2) Si uy et up sont deux solutions du probléeme - correspondant
auz données f1, fo € C([0,T); X), alors il axiste ¢ >0 tel que

[ a1 (t) = a2(t) [|x< el f1(8) = f2(@) [[x + || wa(t) — u2(?) [[x)VE € [0, T7].
(1.45)
3) Si en plus f € WP (0,T;X) pour p € [1,00), alors la solution satisfait
uwe Wr(0,T; X).
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1.2. Rappels d’analyse

Ce résultat d’ezistence, d’unicité et de régularité a été prouvé dans [8] et peut étre
aussi trouvé dans [[9], p.232-236].

Regarde [[15] p.29-31].

Théoréme 1.2.5 (Théoréme du point fire de Banach) :
Soit K wune partie non vide et fermé de l’espace de Banach X etsoit A : K — K

une contractante, i.e, 3k €]0,1[ tel que :
[A(u) = A@)]lx < llu—vlyx, VuvelX

Alors il exists un unique élément uw € K tel que A(u) = u; i.e, possé de un

point fize unique dans K.

Nous allons ainsi utiliser une version du théoreme de point fize de Banach que
nous présentons ci-dessus.

Pour cela, nous rappelons que les puissances de 'opérateur sont définies récursivement
par A" = A(A"!) pour n > 2.

Théoreme 1.2.6 Sous les mémes conditions du Théoreme 1.2.1, on suppose que A"
est une contractante pour un certain entier n > 2. Alors A admet un point fize

unique dans K.

Definition 1.2.2 Une forme bilinéaire a: H x H — R est continue s’il existe un

réel M >0 tel que :
la (w, o)l < M ullg vy,  Yu,veH.

Definition 1.2.3 Une forme bilinéaire a: H x H — R est dite coercive s’il existe

une constante m >0 telle que :
a(u,u) >mlul?, Vu€ H,

Théoréme 1.2.7 (Théoréme du Lax-Milgram) :
Soit X un espace de Hilbert, a: X x X — R une forme bilinéaire continue et
coercive. Soit 1 : X — R wune forme linéaire continue. Alors, il existe une solution

unique u € X qui satisfait :
a(u,v)=1(w), WVvelX. (1.46)

De plus, si a(-,-) est symétrique, alors wu est caractérisé par la propriété :
1

ia(u, u) — (u,u) y < %a (v,v) = (v,v)y, YveH. (1.47)
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IT- Sous diéffirentiabilité

Nous considérons dans tout cette section que X est un espace de Hilbert, muni

du produit scalaire (-,-)x et de la norme associée.

Definition 1.2.4 Soit une fonction j: X x X — R et u un élément de [’espace
X tel que j(u) # +oo. Le sous-diffirentiel de la fonction j en w, noté 0j(u) est

l’ensemble défini par :
dj(u) ={u" € X"|j(v) > ju) + (v',v —u) VYveX}. (1.48)

Le crochet (-,-) désignant la dualité entre X’ et X.
Tout élément ' de léensemble 0j(u) est appelé sous-gradient de la fonction j
en wu. La fonction j est dite sous-différentiable en u si 9j(u) # 0. Elle est dite

sous-différentiable si elle I'est en tout point u de 'espace X.

III- équation différentielle ordinaire

Théoréme 1.2.8 (Théoréme de Cauchy- Lipschitz) :
Soit F (t,.): X — X est un véritable espace de Banach et soit F(t,.): X — X

un opérateur défini p.p. sur [0,T] qui satisfait les propriétés suivantes :

(a) il existe Lp >0 tel que
IF(t,2) = F(tylx <Lrlle—ylly, Vo,yeXpptel0,T],
(b) il existe 1<p<oo tel que
F(t,.) e LP([0,T],X), VreX.

Alors, pour tout x¢ € X, il existe une fonction unique, x € WHP([0,T], X) tel
que

#(t) = F(t,z(t)), ppte[0,T],

x(0) = xo.

Definition 1.2.5 S’il est Uinclusion de (V,||||;;) dans (H,|||,) est continue et
V' est dense dans H, le triplet

VcHCcCV,

s’appele le triplet de Gelfand, ou V' [’espace dual de V.
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1.2. Rappels d’analyse

VI- équation aux dérivées partielles d’évolution

Théoréme 1.2.9 Soit V C H C V' wun triplet de Gelfand. Soit A:V — V' un

opérateur hemicontinu et monotone satisfaisant :
(Av,0)y 0 > wvlll +X, Yo eV, (1.49)
|Avlly, < C(Jelly +1),  VoeV, (1.50)

pour des constantes w > 0, C >0 et A € R. Etant donné uyg € H et f €

L2([0,T],V"), il existe une fonction unique u qui satisfait :
u € L*([0,7),V)nC*([0,T], H), @ € L*([0,T],V"),
u(t)+Au(t) = f(t), pptel0,T],
u(0) = up.
Definition 1.2.6 Soit u‘ e H{. Alors e (u') =0 si u* € R, i.e
R' = {u’ € H{/e (u") =0}. (1.51)

Théoréme 1.2.10 (inégalité de Korn ) :

Soit V' un sous-espace fermé de HY{ tel que :
VINRE = {0}. (1.52)

Alors I'négalité de Korn est vérifice sur V¢, c’est a dire existe C > 0 ne

dépendant que QF et V' tel que :

e ) le = € lu e vt € V. (1.53)

V- Inéquation variationnelle d’évolution

Théoreme 1.2.11 Soit V C H C V' est un triplet de Gelfand, K est un sous-
ensemble fermé non vide et convexe de V', et soit a:V x V' — R est une forme

bilinéaire symétrique et continue qui satisfait
il eviste ¢ >0 et co tel que a(u,v)+colloly >ealloli, YoeV.

Alors, pour tout uy € K et f € L*([0,T], H), il existe une unique fonction u

qui satisfait :
ue€ HY[0,T), H)N L*([0,T),V), wu(t)€ K,vte|0,T],
(@), v=u())y oy +a(u),v-u(t) =
(f@),v—u(t)y, YueckK,tecl0,T],
u(0) = ug.
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1.2.5 Lemmes de Gronwall

Nous rappelons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans

de nom breux problemes de contact, en particulier pour établir leunicité de la solution.

Lemma 1.2.1 Soient m,n € C([0,T],R) telles que m(t) >0 et n(t) >0 pour
tout t €[0,T], a >0 wune constante, et ¢ € C([0,T],R) :

o 6(t) < a+/0tm(s)ds+/0t”(s)¢(s) ds, vt e 0,11,
whors o) < (a + /Otm(s)ds) exp (/Otn(s)ds) , VEE[0.T].
s ¢(t)§m(t)+a/0t¢(8)d57 vt € (0,71,
alors

/Otgb(s)ds §6“T/Otm(s)ds, vVt e [0,7].

Pour le cas particulier m =0 la partie (1) de ce lemme devient.

Corollary 1.2.1 Soit n € C([0,T],R) telle que n(t) >0 pour tout t € [0,T] et
soit a>0. Si ¢e€C([0,T],R) est une fonction telle que :

o (1) §a+/0tn(s)¢(s)ds, vVt € [0,7],

alors

(1) < aexp (/Otn(s)ds) . Vtelo,T].

Lemma 1.2.2 Soient m,n € C([0,T],R) telles que m(t) >0 et n(t) >0 pour
tout t€[0,7],a>0. 51 ¢ € C([0,T],R) est une fonction telle que :

% ) < a —|—/m d3+/0t (s)o* (s)ds, Yt €[0,T],

¢ (t)] < <a + /Otm(s)ds> exp </Otn(s)ds> , Ve [0,7].
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Chapitre 2

Probleme électro-viscoélastique

avec frottement

Nous décrivons dans ce chapitre un modele mathématique dans un processus
quasistatique d’un probleme de contact entre un corps électro-viscoélastique et une

fondation.

Le contact est modélisé par une condition modifiée de compliance normale et une
condition électrique régularisée. Le frottement est formulé par une version de la loi
de Coulomb. Nous dérivons une formulation variationnelle sous forme de systeme
couplé en terme des champs de déplacement et du potentiel électrique. Aussi, nous

établissons un résultat d’existence et d'unicité d’une solution faible pour le modele.

2.1 Formulation du probleme

Le probleme étudié dans ce chapitre entre dans le cadre physique (page 7) présenté
dans la premiere chapitre du mémoire et par conséquent nous utilisons le modele
mathématique (page 8). Pour que le modele soit complet, précisons que la loi de
comportement est électro-viscoélastique du type et la condition de contact avec
compliance normale est préscrite dans . Nous considérons les conditions de
frottement du type Coulomb .

Alors, le modele classique pour ce processus est le suivant :

Probléme P . Pour ¢ = 1,2, Trouver le champ de déplacements u* : Q¢x [0, T] — R?,
le champ de contrainte o* : Q°x[0, T] — S%, le potentiel électrique ¢* : Q°x[0,T] — R,
le champ de déplacement électrique D¢ : QF x [0,T] — R4, tels que :

o' = Ale (0') + G" (e (u')) + (5Z)* v dans Q° x [0,7], (2.1)
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D' = &' (u') — B'v¢ dans Q° x [0,7], (2.2)

0 = Div o’ + f} dans Q° x 0,77, (2.3)
gy = div D dans Q° x 0,7, (2.4)
u’ =0 sur 'Y x [0,77, (2.5)
o'vt = f} sur I'5 x [0, 77, (2.6)
1 _ g2 =g,
{ v =e sur Ty x [0, 77, (2.7)
Oy = _pu([u ] - g)a
ol=—-02=0,
ozl < pr([w] = 9) " sur I'y x [0,7], (2.8)
U
[ir] # 0 = 0r = —pr([us] — 9) 7=,
-]
o' =0 sur T x 0,7, (2.9)
D'V = ¢ sur T x [0, 77, (2.10)
u'(0) = uf dans €. (2.11)

Nous décrivons maintenant les notations dans f et fournissons quelques
commentaires sur les égalités et les conditions aux limites. D’abord, les équations
et représentent la loi constitutive électro-viscoélastique que nous avons
introduite dans ou A’ et G’ sont les opérateurs de viscosité et d’élasticité,
respectivement ; £° représente le tenseur piézoélectrique, (£°)* est son transposé et B
dénote le tenseur de permittivité électrique. Ensuite, les équations et (2.4) sont
les équations d’équilibre des champs de contrainte et du déplacement électrique, que
nous avons déja vu dans et . Les conditions et sont les conditions
aux limites de déplacement-traction, tandis que représentent les conditions aux
limites électriques que nous avons définis ([1.11]) et . Le contact avec compliance
normale est modélisé par la condition qui figure dans et le frottement est
décrit par la relation qui peut étre écrite sous la forme ol [u,] = ul 4+ u2,
[u;] = ul — u?. Finalement, est la condition initiale ou wuy est un champ de

déplacement donné.
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2.2. Formulation variationnelle

2.2 Formulation variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle du probleme mécanique P nous sup-

posons que l'opérateur de viscosité A : Qf x ST — S? satisfait :

(a) 11 existe L4 > 0 tels que

A (z,e1) — A* (z,62) || < Laeller — e2l|, Ver,e2 € S4, pp.x € QF.

(b) 11 existe m 4 > 0 tels que

(A" (z,e1) — A% (2,22)) . (61 — €2) = myeler — &3|?, Ver, 62 € ST p.p.x € Q.
(

(

c) A*(.,e) est Lebesgue mesurable sur Q¢ pour tout e € S

d) A*(x,.) est continu sur S, p.p.x € Q°.
(2.12)
L’opérateur d’élasticité G : Qf x S x R x R — S¢ satisfait :
( (a) 11 existe Mge > 0 tels que
1G (. 1) — G (2, &2) | < Mge|ler — 2|
Vei,e0 € S pp.ax € QF (2.13)
(b) G*(., €) est Lebesgue mesurable sur ¢ pour tout € € S¢,
(c) G°(.,0) € H".

\

Le tenseur de permittivité électrique B* = (Bf;) : Q° x R? — R satisfait :

(a) B'(x; B) = (B(x)E)), VE = (Ej) € R?, pp.x € Q.
(b) Bf; = Bl € L™ () ,1 <4,j <d.

2.14
(c) Il existe Mpe > 0 telle que By, (x)E;.E; > Mp:| E|?, (2.14)
VE = (E;) € RY, p.p.x € Q.
Le tenseur piézoélectrique £° = (efjk) Qf x ST — RY vérifie :
(a) E (z,7) = (e, () Tj) , V7 = (1j) € S4,p.p.x € QL (2.15)
(b) €5 = €b; € Lo (Q) 1 < ik, j < d. '
La fonction de compliance normale p, : I's x R — R satisfait :
(a) 11 existe M, > 0 tels que |p, (z,71) — py (x,72)| < M, (|r1 — r2|)
Vri,ro € R, p.p.x € T's.
71,72 b.p.x 3 (2.16)

(b) pu(.,7) est Lebesgue mesurable sur I's pour tout r € R.
(¢) pu(x,r)=0 ¥Yr <0,ppxels.
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La fonction de contact tangentiel p, : I's x R — R, satisfait :

( (a) 11 existe M, > 0 tels que |p, (x,7m1) — pr (@, 72)| < M, (Jr1 —1r2|)

Vri,ro € R, p.p.x € 1.

¢ (b) 1l existe m, = 0 tels que |p, (z,7)| < m,¥Vr € R, p.p.x € 3. (2.17)
(¢) pr(.,7) est Lebesgue mesurable sur I's pour tout r € R.

(@) pe(0) e 2(my).

On suppose que les forces volumiques f¢ et les tractions surfaciques f%, et les charges

électriques volumiquesont g§ et surfaciques g5 ont les régularités :
frew' .1 1), few (0,702 (1)), (2.18)

gb € W (0,75 L% (2)), gy € W (0,T; L% (T})) (2.19)

Le champ initial des déplacements satisfait :
uy € V4 (2.20)
Nous énoncons maintenant quelques définitions qu’on utilise dans la suite de ce cha-

pitre :
On définit la fonction f(t) € V' par

(f(t),v)y = Z/ f5(t) vde + Z/ fo(t) vda, Yo e Vit €[0,T], (2.21)
=1 7 =1 /T5

et la fonction ¢ : [0,7] - W par
2 2
@00 =3 [ d®de= [ d0).dda voew e ). (222)
=1/ =1 /1%

Les conditions ([2.18]) et (2.19) impliquent
fewW?(0,T;V), g€ W (0,T;W). (2.23)
Soit J : V x V — R tel que :

J(u, ) = / po((s] — g)[o,)da + / prlw] - g)los) e, (2.24)

conditions([2.16)) et (2.17)) entrainant que l'intégrale (2.24]) est bien définie.
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2.2. Formulation variationnelle

A T’aide des formules de Green on voit directement que si u et o sont des fonctions

suffe samment régulieres qui satisfont (2.3)), (2.5)), (2.7) et (2.8)) avec (2.24) pour tout

t € [0,7] on déduit que :
(O'K,S (UE))HZ + (Div O'Z,’UE)HZ = /F/f ot vtda, Yo' e Hf.
On a

/ ole (vg) dr+ Div ot vidr = / ng/g.vgda—i-/
Q¢ Qt r{ r

La formule de Green pour £ =1:

/ ole (vl) dr+ Div o' vlde = / alul.vlch—/
ox! r! r

La formule de Green pour ¢ = 2:

/ o’e (UQ) dx+
Q2

aél/.vzda%—/ ot vtda, Yo' e V.
I's

)4
2

Ull/l.vlda—l—/ clvtolda , Yo' € VI
s
(2.25)

1 1
Q 2

Div o?v2dx = / a2u2.v2da+/ U2y2.v2da—|—/ vt vida , Yo e V2,
2 2 Ts
1 2

02 r
(2.26)
a addition ([2.25)) et ([2.26])
2 2
Z/ ole (UZ) dr + Z Div ot vlde =
=1 79 =1 79

2 2 2
Z/ O'EVZ.UZdCL—l—Z/ O'ZI/.UZdCL-i-Z/ o'vtvlda, Wt e VY,
=1 7T =1 /T3 =1 7/Ts
d’aprés , et -on a:
2 2
ole (v°) dx + / — 5 Wldx =
> [ e+ [ (-5)

2

2
Z/FZ fiatda + Z/F o'vivtda , Yo' € VE
(=1""2 (=1""3

Alors : ) )
Z (aé, € (’U@))H[ — Z fé.’uzdx =
=1 =1/
2 2
Z/ frvtda + Z/ o'vivtda , W' e VE
=1 /1% (=1 /T3
Donc :

WE

2
14 14 L0
) [ wvidr =
(2 ()= Y [ st

~
Il

1
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2 2
Z/ ff.veda—l—Z/ o'vtvtda , W' e VY,
=1 /T3 =113

Alors : )
Y (e (v)) =
=1
2 2 2
Z/ fg.vzdx+2/ ff.vzda%—Z/ o'vtvtda, Yo' e VY,
—1 7 =1 7T5 =171
En suite :

2
Z (o', e (vg))H(Z =(f(t),v)y+ Z/ o'Vt atda , W' e VA
=171

2
(=1

2
0007 o
On calcule - [, o‘vf.v'da =7
=1
2
E / nyg.vzda:/ o'vtvlda —|—/ o?v? v?da
=1 7T I3 Is

1
:/ oT(vi—vf)dajL/ oy (v, + v}) da
I's I's

:/FgaT[vT]daJr/Fgay[vy]da

— u,,| — [UT] v a — Uy | — (% a
= [ el = oy elda [ pulid =) da

alors :
Z/r v vlda > —J(u(t),v) + J(u(t),u(t)).
Donc :
D (0f e(vf) — (@ () + J(ult), v) = J(u(t), a(t)) > (f(t),v —a(t))yv  (2.27)
=1

et de (2.1]), on obtient :

D (Ale (1)) e () = (@' (1)), + Y (G (u'(t)) e (v) — e(@'())),, +

2 2
(=1 /=1

S (€ 9t t.e(et) — (i)

J(u(t),v) = J(u(t),at) > (f(t),v—at)y, YweV,te[0,T).  (2.28)

HE
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2.2. Formulation variationnelle

En utilise la formule de Green pour les inconnues électrique du probleme ainsi que

les conditions (2.4)), (2.10]) et la définition (2.22)) on a :

(D", V'), + (Div D*,¢"),,, = | DvV'.¢'da, V¢'e W?,

T¢

D' V¢tde + | Div D .¢'dx = /

Dzyz.qﬁgda+/ D' ¢'da, Vo' e W
o o e

Ty
La formule de Green pour{ = 1
D'Voldr + | Div D'.¢lde = | DYW'¢'da+ | DYw'.¢lda, Vo' e W
Ql ol r ri
(2.29)

La formule de Green pourl = 2

D*V¢*dx + | Div D*.¢*dx = / D2 .¢*da + / D*2 . ¢*da, Vo* € W2.
r2 Iz

02 02
(2.30)
Pour ¢ = 1,2, on a d’aprés ([2.9) :
D' .¢'da = 0,
rg
a addition - et - on a :
2 2
> Dﬂ.v¢fdx+z / Div D*.¢'dx =) / DY .¢'da.
=1 7Y =1 7 =1 7T
On a d’aprés et (| -
Z va¢d:c+2/ q0<bda:—Z/ .4 da,
=1
2 2 2
Z (DE, ngg)wg + Z/ G:.¢'dx — Z/ ¢5.¢'da = 0.
=1 (=1 /9 =1 /1%
On a d’aprés (2.22) :
2
S [ ddtar=3" [ dhotda=(ale). o)
=1 7T
Donc :
2
> (DL, Ve) e+ (q(t) . 6)yy = 0. (2.31)
=1
De (2.2)) , on obtient :
2 2
> (Bt (1),V6) . — > (€ ). V')
=1 (=1



(q(t). )y Vo€ W,tel0,T]. (2.32)

De (2.28)) et , on obtient la formulation variationnelle du probleme P.
Probleme PV. Trouver le champ de déplacements u = (u',v?) : [0,T] — V, le
potentiel électrique o = (o', ©?) : [0,T] — W, tels que :

(2 . ) 2 .
Z_Z:I (Ale (d(1)), e (v') — a(uz(t)))w + 2—221 (G'e (u'(t)) ,e (v*) — e(ug(t)))w +
; (& et (t), e(v") — 1)) +J (w(t),0) = J (u(t),alt))
2 (f (t) U — u(t))V? Vo € Vat S [OaT]

e(a(t))),,0 +

(2.33)

; (B (t), V'), — ; (&% (u (1)), V'), = (2.34)

(q(t), )y, Vo e W, te[0,17,

u’(0) = uf. (2.35)

2.3 Existence et unicité de la solution

Notre intéret principal dans cette section est d’obtenir un résultat d’existence et

d’unicité pour le probleme variationnel PV. Par exemple regarde [15].

Théoréme 2.3.1 Sous les hypotheses (2.12))-(2.20)), le probléme PV admet une so-

lution unique {u,o,p, D} ayant la régularité suivante :
ue W (0,T;V), (2.36)

w € WhH (0, T; W), (2.37)

Un 7quadruple” des fonctions (u,o,p, D) qui satisfont - et —
(2.35) est appelé solution faible du probleme PV . Nous concluons par Théoréme
2.3.1 que, sous les hypotheses —, il existe une unique solution faible du
Probleme PV'. Pour préciser la régularité de la solution faible, notons que les relations
constitutives et, les hypotheéses - et la réqularité et
montrent que o € W (0, T;H), D € WP (0, T; W) ; de plus, en utilisant (u, o, p, D)
qui satisfont , , et il s’ensuit que et sont vérifiées
pour tout v €V, ¢ € W et t € [0,T]. Nous prenons v =u(t) £ z ot z € C.(Q)? dans
et ¢ € C.(Q) dans et utilisons les notations (2.21)),(2.22) et (2.24)) pour
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2.3. Existence et unicité de la solution

obtenir

Diva(t) = = f5 (t), divD"(t) = g(t)

pour tout t € [0,T]. Il s’ensuit maintenant des réqularités (2.18)) et (2.19) que Divo €
Whe(0,T; L*(Q)?) et divD € WhP(0,T; L*(Q2)) ce qui montre que

o€ Wh (0, T;H), (2.38)
D e W (0, T;W). (2.39)

Nous concluons que la solution faible (u, o, ¢, D) du probléme de contact piézoélectrique

PV posséde la régularité (2.36[)-(2.39)).

Preuve. La démonstration du théoréme 2.3.1 sera faite en plusieurs étapes, elle
est basée sur les résultats des inéquations variationnelles, les opérateurs monotones
et les arguments du point fixe.

Nous supposons dans la suite de cette section que— sont vériéfis,C désigne
une constante positive qui dépend de Qf, T'{, T's, p,, p-, et L dont la valeur peut chan-

ger d'un endroit a un autre.

Dans la premiere étape nous considérons le probleme auxiliaire suivant pour le
champ de déplacement, dans lequel n € C' (0, T;H) est donné.

Probleme PV .Trouver le champ des déplacements u, = (uy,u2) : [0,T] = V
tels que :
2 2
3 (A (1) & (o) = eCib(e) ,+ 32 (0% (uh(0) o2 (09) = <lih(1),

+(n(t) e (v) = ey (8)),, + J (uy (t) ,v) = T (uy(t), y(t))
> (f(t),v—1uy,(t)y, YveV,telo,T].
(2.40)

ul (0) = up. (2.41)

Nous avons le résultat suivant d’existence et d’unicité.

Lemma 2.3.1 [l existe une unique solution u, € C*(0,T;V) au probléme ([2.40)-
@a1).

De plus, si uy et ug sont deux solutions du probléeme (2.40)-(2.41) correspondantes
auz données my,my € C(0,T;H) alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
[ (t) = da(t) [lv< el m =2 [l + [ wa(t) —u2(t) lv) VE€[0,T].  (2.42)
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Preuve. Nous allons appliquer le Théoréme 1.2.4 dans le cas de 'espace de
Hilbert X = V muni du produit scalaire (-,-)y et de la norme associée || - ||y
définies par et dans le premiere chapitre. Nous utilisons le Théoreme de
représentation de Riesz-Fréchet pour définir les opérateurs A: V — V, B:V — V
et la fonction f, : [0,7] — V par les égalités

(Au,v)y = (As(w), e(v))y, (2.43)
(Bu,v) = (Ge(u), (), (2.44)
fa(t),0) = (f(1),v)v — (n(t), (v))n, (2.45)

pour tout u,v € V et t € [0,T]. Il s’ensuit des hypotheses (2.12) et (2.13]) que les
opérateurs A et B satisfont les conditions (1.38)) et (1.42]) , respectivement. Nous uti-

lisons ([1.34) pour voir que la fonctionnelle J définie dans (2.24)) satisfait la condition
(11.39) (a). Moyennant (2.16)) - (2.17) et (1.34) encore une fois nous obtenons

J(Ul,’Ug) — J(Ul,’Ul) + J(Ug,@l) — J(UQ,UQ) < 0,

qui montre que la fonctionnelle J vérifie la condition (|1.39))(b) sur X = V.
De plus, en utilisant (2.18) il est facile de voir que f défini par (2.21) satisfait
f e WhP(0,T; V) et, prenant en considération que n € C([0,T]; H), nous concluons

de (2.45) que f,, € C([0,7]; V). Finalement, notons que ({2.20)) montre que la condi-

tion (|1.44)) est satisfaite aussi.
En utilisant maintenant (2.43[)-(2.45)) nous remarquons que le Lemme 2.3.1 est une

conséquence directe du Théoréme 1.2.4 1), 2); ce qui acheve la preuve.
Ensuite, nous utilisons (2.45)) pour voir que sin € WH*(0,T; H) alors f,, € Wh(0,T;V);
donc, en utilisant le Théoréme 1.2.4 3), nous notons que le Lemme 2.3.1 peut étre

complété le résultat de régularité suivant.

n € W (0,T;H) = u, € W*(0,T;V). (2.46)

Dans l'étape suivante nous utilisons la solution u, € C'([0,T],V) obtenue dans le

Lemme 2.3.1 pour construire le probleme variationnel suivant.

Probleme PV?. Trouver le potentiel électrique , =: [0,T] — W tels que :

(BV@y(t), Vo)w — (Ee(uy(t)), Vo)w = (q(t), @)w Vo e Wit € [0,T].  (2.47)

Pour que le probleme PV, soit bien posé on a le résultat suivant.
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2.3. Existence et unicité de la solution

Lemma 2.3.2 [ existe une unique solution o, € WHP(0,T; W) qui satisfait (2.47)).
De plus, si @y, et p,, sont deux solutions de (2.47) correspondants any,ne € C([0,T); H)

alors il existe ¢ > 0 tel que

[ m () = n, () W< e || g, =y, lv - VE€[0,T]. (2.48)

Démonstration. Soit ¢t € [0, 7. Nous utilisons le Théoreme de représentation de

Riesz pour définir 'opérateur A, (¢) : W — W par
(Ay(D)p, w = (B @, VEw — (Ee(uy(t)), VE)w (2.49)

Pour tout ¢, & € W. Soient ¢, p2 € W ; nous utilisons les hypotheses (2.14)) et ([2.20))

pour trouver

(Ap(Oer = Ag(t)p2, 01 — p2)w = mss || o1 — o2 iy (2.50)

D’un autre coté, en utilisant de nouveau (2.14)), (2.15)) et (2.20)) nous avons

(Ay(t)pr = Ay() o2, w < ce [l 1 =2 [lwll E llw - VE €W, (2.51)

ce qui implique que
| Ap()pr — Ap(t)p2 [lw< ce || 1 — o2 [lw - (2.52)

Les inégalités (2.50) et (2.52) montrent que l'opérateur A, (t) est fortement mo-
notone et de Lipschitz sur W ; donc, en utilisant le théoreme de Lax-Milgram sur les

égalités variationnelles, il s’ensuit qu’il existe un unique élément ¢, (t) € W tel que

Ay (t)pn(t) = q(t). (2.53)

Nous combinons maintenant et pour déduire que @, (t) € W est 'unique
solution de I’équation variationelle .

Nous prouvons maintenant que ¢, € WH(0,T;W). A cette fin, considérons 1,1, €
[0,T] et, pour raison de simplicité, nous écrivons ¢, (t;) = @i, un (t;) = w;, q(t;) = ¢,
pour i = 1,2. Moyennant (2.47)), (2.14)), (2.15) et (2.20) nous dérivons I'inégalité

mp || o1 — e [ly<ce v —us vl o1 — @2 lw + | a1 — a2 [lwll o1 — @2 [lw, (2.54)
donc
o1 =2 [lw<e(llve —uz lv + | 1 — g2 [lw) (2.55)

ol ¢ est une constante positive. Notons aussi que les hypotheses (2.19) combinées
avec la définition (2.22)) impliquent que ¢ € W'?(0,T;W). Donc, puisque u, €
C'([0,T7; V), L’inégalité (2.55) implique que ¢, € WP(0,T;W).
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Considérons maintenant 'opérateur A : C([0,T]; H) — C([0,T); H) défini par
An(t) = E Ve, (t) Yne C([0,T);H),t € [0,T]. (2.56)
Dans la derniere étape, nous montrons que 'opérateur A possede un point fixe.
Lemma 2.3.3 1] existe un unique élément n* € WHP(0,T;H) tel que An* = n*.

Démonstration. Soit 1,7, € C([0,T]; H) et, pour simplicité, nous utilisons les

notations wu; et ¢; pour les fonctions u,, et ¢, obtenues dans les Lemmes 2.3.2 et

2.3.1, pour i = 1,2. Soit t € [0, 7], en utilisant (2.56)) et (2.15]) nous obtenons
| A () — Ana(2) 1< c || ¢1(t) — 2(t) [lw
et, gardant a lesprit (2.48)), nous trouvons que
| A () — Ana () |ln< e || wi () — ua(t) |lo - (2.57)
D’un autre coté, puisque
t
w;(t) = ug —I—/ U;(s)ds
0
nous obtenons .
[ ua(t) = ua(t) [y < / | 41 (s) — ti2(s) [l ds. (2.58)
0
Nous remplagons cette inégalité dans (2.42)), pour obtenir

[ () = tia(s) llv< e(ll m(t) = n2(t) [l +/0 | d1(s) = tia(s) [lv ds).

Il s’ensuit maintenant d’un argument de type Gronwall que
t t
[ i) = iao) e ds < [ ) = o) e ds. (2.59)
0 0
Combinons maintenant les inégalités (2.57)—(2.59) pour obtenir

I A (0) = At s c [ ) = malt) e ds.

Réitérant 'inégalité précédente n fois, nous déduisons

[t
I 87 (0) = A o< S5 [ m®) = m(0) o ds Vi € C(0,T) ).
+JO

La derniere inégalité montre que pour n suffisamment grand, 'opérateur A™ est une
contraction sur l'espace de Banach C([0,T];H) tel que An* = n* et donc il existe
un unique élément n* € C([0,T];H). La régularité n* € W'(0,T;H) découle de
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2.3. Existence et unicité de la solution

la régularité ¢,~ € W'P(0,7; W) obtenue dans le Lemme 2.3.2, combinée avec la
définition de opérateur A.

Nous avons maintenant tous les ingrédients pour prouver le Théoreme 2.3.1.

Existence. Soit n* € W'P(0,T;H) le point fixe de l'opérateur A, et soit w,-,
@n les solutions des problemes PV et PVY respectivement pour n = 7. Il s’ensuit
de que £*Vp,« = n* et donc (2.40), (2.41)) et (2.47) impliquent que (-, @,+)
est une solution du probleme PV. La régularité et (2.37) s’ensuit des Lemmes
2.3.2 et 2.3.3 combinés avec ([2.46]).

Unicité. L'unicité de la solution découle de I'unicité du point fixe de I'opérateur

A, donné par le Lemme 2.3.3. En effet, soit (u, ) solution du probleme variationnel
PV et soit
n=~&Ve, (2.60)

il s’ensuit de combinée avec que u est solution du probleme PVy, et
puisque par le Lemme 2.3.1 ce probleme possede une solution unique notée u,, nous
avons

U = Uy. (2.61)

De plus, ¢ satisfait 1'égalité donc ¢ est solution du Probleme PVY. Mais ce dernier

admet une solution unique par le Lemme 2.3.2, donc nous concluons que

© = py. (2.62)

Il résulte de (2.60)), (2.62) et (2.56) que An = n donc 1 est un point fixe de 'opérateur

A. D’apres le Lemme 2.3.3 il s’ensuit que
n=n" (2.63)

L’unicité de la solution résulte maintenant a partir de (2.61))—(2.63)).
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, on a étudié ’existence et 'unicité de la solution d’un probleme
de contact avec compliance normale entre deux corps électro-viscoélastique en piézoélectricité.
On a utilisé la formule de Green pour obtenir la formulation variationnelle de
ce probleme. Comme la frontiere des corps et donné de probleme ont de bonne
régularitée.Donc, la solution du probleme électro-mécanique et du probleme varia-
tionnelle est la méme.
On amontré I'existence et 'unicité de la solution de probleme précédent par 1'uti-
lisation des arguments suivants : équation variationnelle d’évolution, inéquation va-

riationnelle d’évolution du type parabolique, équation différentielle et point fixe.
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Résumé :

Cette mémoire contient une Etude théorique d’un probleme de contact
avec frottement entre deux corps piézoélectricité. Cette étude se compose
en deux chapitres, Le premier chapitre considere la formulation mathéma-
tique de probleme de contact et rappel d’analyse. Le deuxieéme chapitre
est divisé en trois sections. Dans la premiere section considere la forme
mathématique cet probleme noté par P, par I'utilisation de la forme de
Green on obtient aussi une forme variationnelle PV dans le deuxieme sec-
tion. Enfin, dans la troisiéme section, nous étudions I'existence et 'unicité
d’une solution faible du probleme.

Mots-Clés :

piézoélectricité, compliance normale, inéquation d’évolution, point fixe,
existence, unicité.

Abstract :

This memory contains a study theoretically with friction contact enter
two piezoelectricity body. This study consists of two chapters, The first
chapter considers the mathematical formulation of contact problem and
return analysis. The second chapter is divided into three sections. The
first section considers the mathematical form this problem noted by P,
by using the form of Green is also obtained a variational form PV in the
second section. Finally, in the third section, we study the existence and
uniqueness of a weak solution of the problem.

Key-words :

piezoelectricity, normal compliance, evolutionary inequality, fixed point,
existence, uniqueness.
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