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Notations générales

@ : la dérivée partielle:

@j : la dérivée partielle par rapport à la ji�eme composante.

E 0 : espace dual de E.
@u

@v
: la dérivée directionelle suivant la normale l�extérieure.

ru :

�
@u

@x1
;
@u

@x2
; :::::;

@u

@xn

�T
=
��!
gardu:


 : ouvert borné de Rn.

h; i : produit scalaire.

p:p : presque partout.

Cn : espace des fonctions de classe Cn:

Lp(
) : ff : 
 �! R; f mesurable et
Z



jf jp < +1g:

Wm;p (
) :
�
u 2 Lp (
) ; D�u 2 Lp pour tout NN t.q. j�j � m

	
:

k:k : la norme.

Ck(
) : fonctions k fois continûment di¤érentiables sur 
 (k entier � 0).
j:j : norme Hilbertienne

D�u :
@�1+:::+�N

@x�11 � :::� @x�NN
u; j�j =

Pn
i=1 �i:

�u :
Pn

i=1

@2u

@x2i
= Laplacien de u:

L1 (
) : fu mesurable sur 
 et il existe C tel que ju (x)j � C p.p. sur 
g :
@2u

@x2
: la dérivée seconde de u par rapport à x:

u00 : la dérivée seconde de u:par rappot à t:

max
x2A

f(x) : le maximum de la fonction f sur l�ensemble A:

min
x2A

f(x) : le minimum de la fonction f sur l�ensemble A:

inf : la borne inferieur.

sup : la borne supérieur.
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Introduction générale

Introduction générale

En analyse mathématique, les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels par-

ticulièrement adaptés à la résolution des problèmes d�équations aux dérivées partielles. Ils

doivent leur nom au mathématicien russe Sergueï Lvovitch Sobolev.

L�origine de la théorie des espaces de Sobolev remonte aux travaux e¤ectues par Sobolev

dans les années 40.

Plus précisément, un espace de Sobolev est un espace vectoriel de fonctions muni de la

norme obtenue par la combinaison de la norme Lp de la fonction elle-même ainsi que de

ses dérivées jusqu�à un certain ordre. Les dérivées sont comprises dans un sens faible, au

sens des distributions a�n de rendre l�espace complet. Les espaces de Sobolev sont donc des

espaces de Banach.

Les espaces de Sobolev sont un outil essentiel pour l�étude des équations aux dérivées

partielles. En e¤et, les solutions de ces équations, appartiennent plus naturellement à un

espace de Sobolev qu�à un espace de fonctions continues partiellement dérivables au sens

classique.

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons à donner quelques notions préliminaires

d�analyse fonctionnel et quelques dé�nitions et théorèmes principaux comme théorème de

Lax-Milgram.

Le second chapitre, nous le consacrons à présenter l�espace Lp puis les espaces de Sobolev

Hm et Wm;p avec la relation entre ces espaces et quelques propriétés élémentaires impor-

tantes.

Le troisième chapitre contient quelques exemples pratiques des espaces de Sobolev, en

passant par la fomulation variationnelle ou la formulation faible pour trouver l�espace qui

contient la solution unique en utilisant le théorème de Lax-Milgram.
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Chapitre 1

Rappel d�analyse fonctionnel

1.1 Espaces métriques

Soit E un ensemble. On veut dé�nir sur E une notion de �proximité� qui permette de

donner un sens à la convergence des suites de points de E.

Dé�nition 1.1.1 On appelle distance sur un ensemble E une fonction d de E � E dans

R+ satisfaisant pour tout x, tout y et tout z de E

1) d(x; y) = 0, x = y.

2) d(x; y) = d(y; x).

3) d(x; z) � d(x; y) + d(y; z).

Dé�nition 1.1.2 On appelle espace métrique un couple (E; d) où E est un ensemble et d

une distance sur E [7].

1.2 Produit scalaire dans un espace vectoriel

Dé�nition 1.2.1 Soit E un espace vectoriel réel, une application h:�:i : E�E 7! R�(x; y)!
hx; yi; est appelée un produit scalaire. Si elle posséde les propriétes suivantes:
1) Elle est bilinéaire.

2) Elle est symétrique. 8x�y 2 E�hx; yi = hy; xi:
3) Elle est positive: 8x 2 E�hx; xi � 0:
4) Elle est dé�nie. 8x 2 E�hx; xi = 0 =) x = 0:

2



1.3. Dé�nitions, propriétés élémentaires et projection sur un convexe fermé

Dé�nition 1.2.2 Soit E un espace vectoriel complexe, une application h:�:i E � E 7! C:

(x; y) ! hx; yi; est appelée un produit scalaire (parfois produit scalaire hermitien). Si elle
possède les propriétés suivantes:

1) Elle est sesquilinèaire.

2) Elle est hermitienne. 8x�y 2 E�hx; yi = hy; xi:
3) Elle est positive. 8x 2 E�hx; xi 2 R+:
4) Elle est dé�nie. 8x 2 E�hx; xi = 0 =) x = 0 [9]:

1.3 Dé�nitions, propriétés élémentaires et projection

sur un convexe fermé

1.3.1 Espace normé

Soit 
 un espace vectoriel sur R (pour simpli�er). Une norme sur 
 est une fonction

k�k : 
! R véri�ant pour tous x; y 2 
 et � 2 R les proporiétes suivantes:
- kxk � 0:
- kxk = 0() x = 0:

- k�xk = j�j kxk :
- kx+ yk � kxk+ kyk (l�inégalité triangulaire).

Dé�nition 1.3.1 Un espace normé (
; k�k) est un espace vectoriel 
 muni d�une norme

k�k [11].

1.3.2 Espace complet

Dé�nition 1.3.2 On dit que (E; d) est complet si toute suite de cauchy de E est converge

vers x 2 E [11].

1.3.3 Espace pré-hilbertien

Dé�nition 1.3.3 Un espace vectoriel réel ou complexe H est un espace préhilbertien s�il est

muni d�un produit scalaire h:; :iH .

3



1.3. Dé�nitions, propriétés élémentaires et projection sur un convexe fermé

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Cauchy Schwarz)

Dans un espace préhilbertien (H; h:; :iH)

jhx; yiH j � kxkH kykH x; y 2 H

[4].

1.3.4 Espace de Hilbert

Dé�nition 1.3.4 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d�un produit scalaire

hu; vi et qui est complet pour la norme hu; ui 12 :

Exemple 1.3.1

L2 (
) =
�
f 2 
! R :j f j22 L1 (
)

	
L1 (
) =

�
f 2 
! R :

Z



jf(x)j dx < +1
�

L2(
) muni d�un produit scalaire: hu:vi =
Z



u(x)v(x)dx est un espace de Hilbert [5]:

1.3.5 Espace de Banach

Dé�nition 1.3.5 Un espace de Banach est un espace normé complet [5].

Remarque 1.3.1 La �gure suivante présente la relation entre l�espace de Banach, Hilbert,

préhilbertien et vectoriel normé.
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1.4. Théorème de Stampacchia

Figure 1.2: La relation entre les espaces.

1.4 Théorème de Stampacchia

Dé�nition 1.4.1 On dit qu�une forme bilinéare a(u; v) : H �H ! R est:

Continue: S�il existe une constante C telle que

j a(u; v) j� C juj jvj�8u; v 2 H

Coercive: S�il existe une constante M > 0 telle que

j a(v; v) j�M jvj2 ;8v 2 H

Théorème 1.4.1 (De Stampacchia) Soit a(:; :) une forme bilinéaire continue et coercive

sur H.

Soit K un convexe, fermé et non vide de H. Etant donné ' 2 H 0; il existe u 2 K unique

tel que

a(u; v � u) � h'; v � ui�8v 2 K:

De plus, si a est symétrique. Alors u est caratérisé par la propriété

u 2 K; 1
2
a(u; u)� h'; ui = min

v2K

�
1

2
a(v; v)� h'� vi

�
[5].
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1.5. Dual Topologique

1.5 Dual Topologique

Le dual de H est l�ensemble des formes linéaires continues sur H. On le note par H 0[2].

1.6 Espace des fonctions tests D et D0

1.6.1 Espace des fonctions tests D

Choisissions un espace des fonctions tests qui présente toutes les carctéristiques nécessaires

aussi bien physiques que mathématiques.

Dé�nition 1.6.1 Les fonctions tests x 7! � (x) sont dé�nies pour x réel et sont à valeur

complexe.

On exige qu�elles soient indé�nimement dérivables pour toutes les valeurs de x (elles

sont donc C1). Elles sont de plus, nulles en dehors d�un intervalle borné. L�ensemble de

ces fonctions est désigné par D (R) ou simplement D.
L�ensemble des fonctions tests D constitue un espace vectoriel sur C.

1.6.2 Espace des distributions D0

En accord avec la discussion de l�introduction, nous dé�nission les distributions de la façon

suivante.

Dé�nition 1.6.2 Une distribution est une application T qui à chaque fonction de D fait

correspondre un nombre complexe T (�) �ni qui véri�e la propriété suivante

T (a�+ b ) = aT (�) + bT ( )

8a; b 2 C pour toutes fonctions tests � et  dans D.

Remarque 1.6.1 En termes algébriques, on voit donc qu�une distribution T est une forme

linéaire sur l�espace vectoriel D: D�où la notation D0 qui indique que l�espace des distribu-

tions est en fait un espace dual de l�espace vectoriel des fonctions d�essai (tests) [4].
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1.7. Formule de Green

1.7 Formule de Green

La formule de Green est un outil fondamental pour la résolution des EDP. Elle coïncide, en

dimension 1, avec la formule d�intégration par partie.

Théorème 1.7.1 (Formule d�Ostrogradsky) Soit 
 � Rn un ouvert borné de classe C1 et
� son bord. Soit F une fonction de C1

�
�

�
à valeurs dans R (un champ de vecteurs). Alors

Z



div (F (X)) dX =

Z
�

F (X) :n (X) d�

La formule de Green estZ



(�u) v =

Z
�

@u

@n
vd� �

Z



rurv 8u 2 C2
�


�
; 8v 2 C1

�


�
:

Remarque 1.7.1 Dans cette formule, n (X) est le vecteur unitaire normal à � au point X,

dirigé vers l�extérieur de 
:

Si u est une fonction assez réguliére dé�nie sur 
, on note

@u

@n
(X) := ru (X) :n (X) X 2 �;

la dérivée normale de u sur �.

Figure 1.1: L�ouvert U \ 
 est di¤éomorphe à Q+:

Ici X 2 R2 et X 0 = (x1; x2)
T 2 R2 [1]:
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1.8. Théorème de point �xe de Banach

1.8 Théorème de point �xe de Banach

Théorème 1.8.1 Soient X un espace métrique complet et S : X ! X une application telle

que

d(Sv1; Sv2) � Kd(v1; v2) 8v1; v2 2 X avec K < 1: (1.8.1)

Alors S admet un point �xe unique, u = Su [5]:

1.9 Théorème de Riesz

Théorème 1.9.1 Soient H 0 le dual topologique de H. et a 2 H , on note �a : x 2 H !
ha; xi 2 K; IK = R ou C:

Alors � : a 2 H ! �a 2 H 0 est bien dé�nie, et c �est un isomorphisme de H sur H 0 [7]:

1.10 Identité du parallélogramme

Théorème 1.10.1 Si (E; h:; :i) un espace préhilbertien, alors (E; h:; :i) est un espace de
Hilbert si et selment si

8x; y 2 E :k x+ y k2 + k x� y k2= 2(k x k2 + k y k2)

1.11 Théorème de Lax-Milgram

Théorème 1.11.1 Soient H un espace de Hilbert réel, � une forme bilinéaire sur H, L une

forme linéaire sur H. On suppose que:

1) � est continue

8u; v 2 H; j�(u; v)j � k�k kukH kvkH :

2) � est coercive, il existe a > 0 tel que

8u 2 H; �(u; u) � a kuk2H :

8



1.11. Théorème de Lax-Milgram

3) L est continue

8u 2 H; jL(u)j � kLk kukH :

Alors, il existe un unique u dans H qui véri�e

8v 2 H;�(u; v) = L(v); (1.11.1)

et celui-ci véri�e

kukH �
kLk
a
:

Si de plus � est symétrique, alors u est aussi l�unique élément de H qui minimise la

fonctionnelle

J(v) =
1

2
�(v; v)� L(v):

Preuve. Dans le cas symétrique, on peut procéder de deux façons:

� Ou bien on constate que sous les hypothèses du théorème, � est un produit scalaire sur
H, équivalent au produit scalaire initial. Ainsi (H;�) est le même espace topologique que

(H; h:; :i), et la forme L est donc continue dans ce nouvel espace de Hilbert. Le théorème est
alors juste une reformulation du théorème de représentation de Riesz dans le nouvel espace

(H;�):

� Ou alors on étudie directement le problème de minimisation de la fonctionnelle J
(c�est d�ailleurs une façon de montrer le théorème de Riesz !) en considérant une suite

minimisante et en montrant qu�elle est de Cauchy par l�identité du parallèlogramme.

Intéressons-nous au cas non-symétrique. Il nous faut pour cela introduire une reformu-

lation du problème sous la forme d�un opérateur dont on doit montrer l�inversibilité.

Constatons que pour tout u 2 H, la forme v 2 H ! �(u; v) est continue et donc il existe

un unique Au 2 H tel que �(u; v) = (Au; v)H , par application du théorème de représentation

de Riesz. Il est clair que A est un opérateur linéaire.

Par hypothèse sur �;on a 8u 2 H, kAukH � k�k kukH et donc A est un opérateur

continu. Par ailleurs, on a,

(Au; u)H = � (u; u) � a kuk2H , 8u 2 H

donc

kAukH � a kukH ; 8u 2 H

9



1.12. Espaces ré�exifs

Ceci implique en particulier que A est injectif. D�après le théorème de Riesz, on peut

représenter L par un élément l 2 H et on est maintenant amenés à prouver qu�il existe un

u 2 H tel que Au = l:

Soit � > 0, on introduit l�application T : u 2 H ! Tu = u � �(Au � l) et on voit que

notre problème se ramène à l�existence d�un point �xe pour T . Dans un espace de Hilbert,

le résultat sera montré si on prouve que T est contractante.

kTu� Tvk2H = ku� vk2H + �2 kAu� Avk2H � 2� (u� v; A (u� v))H

� ku� vk2H + �2 kj�jk2 ku� vk2H � 2�a ku� vk2H
=
�
1� 2�a+ �2 kj�jk2

�
ku� vk2H

En choisissant � su¢ samment petit, on voit que T est bien contractante et le résultat

est démontré.

Ce théorème nous donne donc des conditions su¢ santes (mais non nécessaires comme

on le verra plus tard), pour trouver une solution (unique !) à un problème abstrait de la

forme (1:11:1) :

Il est instructif de comprendre la traduction de ce résultat en dimension �nie, i.e. si

H = Rn. Dans cas, les hypothèses de continuité sont triviales et l�hypothèse de coercivité

devient

A+ At est sym�etrique d�efinie positive:

Le théorème devient donc:

A+ At est SDP ) A est inversible;

[3].

1.12 Espaces ré�exifs

Dé�nition 1.12.1 Soit E un espace de Banach et soit J l�injection canonique de E dans

E 00(muni de la norme dual k f k= sup x2E
kxk�1

j hf; xi j).
On dit que E est ré�exifs si J(E) = E"

Lorsque E est réfexifs on identi�e implicitement E et E 00

10



1.13. Espaces séparables

Remarque 1.12.1 Il est essentiel d�utiliser J dans la dé�nition précédente. On peut con-

struire un exemple surprenant d�espace non ré�exif E pour lequel il existe une isométrie

surjctive de E sur E 00 [6].

1.13 Espaces séparables

Dé�nition 1.13.1 On dit que l�espace de Banach E est séparable si E possède une partie

dénombrable dense.

Proposition 1.13.1 Soit E un espace de Banach tel que E 0 soit séparable alors E est

séparable.

Preuve. Soit (fn)n2N 2 E 0N dense dans E 0. Pour n 2 N; Soit xn 2 E tel que kxnk = 1
et

fn(xn) �
1

2
q fn q :

Soit F l�ensemble des combinaisons linéaires à coe¢ cients dans Q de fxn; n 2 Ng :Notons
que F est dénombrable, montrons maintenant que F est dense dans E: Pour cela, comme

F est dense dans G = (fxn; n 2 Ng) il su¢ t de montrer que G est dense dans E

Il su¢ t de montrer que si

f 2 E 0véri�e f (x) = 08x 2 G alors f = 0:

Donc f véri�ant la propriété précédente " > 0 et n 2 N tel que k f � fn k� "
3
on a alors

k f k� "

3
+ k f k� "

3
+ 2fn(xn) =

"

3
+ 2(fn � f)(xn) �

"

3
+ 2 k fn � f k� "

Comme " > 0 est arbitraire, on déduit que f = 0[6].

Corollaire 1.13.1 Soit E un espace de Banach. Alors (E ré�exif et séparable), (E 0ré�exif

et séparable). Inversement , si E est ré�exif et séparable, alors E 00 = J(E) est ré�exif et

séparable; donc E 0est ré�exif et séparable
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Chapitre 2

Espaces de Sobolev

2.1 Espace Lp(
) avec 1 � p � 1

Dé�nition 2.1.1 Soit p un réel de [1; +1[.On dé�nit

Lp (
) =
�
f : 
! R ;f mesurable et jf jp 2 L1 (
)

	
On note

kfkLp =
�R


jf (x)jp dx

� 1
p

k:kLp est une norme .

Dé�nition 2.1.2 On pose

L1 (
) = ff : 
! R ;f mesurable et 9 une constante C telle que jf (x)j � C p:p:sur 
g
On note

kfkL1 = inf fC ; jf (x)j � C p:p:sur 
g

k:kL1 est une norme [5].

Proposition 2.1.1 (Inégalité de Hölder) Si f 2 LP (
; �) et g 2 LP 0 (
; �) alors

fg 2 L1 (
; �) et kfgk1 � kfkp kgkp0 (2.1.1)

Démonstration. La conclusion est évidente si p = 1 et si p =1:
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2.1. Espace Lp(
) avec 1 � p � 1

Supposons donc que 1 < p <1: Rappelons l�inégalité de Young

ab � 1

p
ap +

1

p0
bp

0 8a � 0;8b � 0:

La démonstration de (2.1.1) est évidente: La fonction log étant concave sur ]0;1[on a

log

�
1

p
ap +

1

p0
bp

0
�
� 1

p
log ap +

1

p0
log bp

0
= log ab

Donc

jf (x)j jg (x)j � 1

p
jf (x)jp + 1

p0
jg (x)jp

0
p:p: x 2 


Il en résulte que fg 2 L1et queZ
jfgj � 1

p
kfkp

LP
+
1

p0
kgkP

0

LP
0

Remplaçant donc f par �f (� > 0) il vientZ
jfgj � �p�1

p
kfkpLp +

1

�p0
kgkp

0

Lp
0 (2.1.2)

On choisit � = kfk�1LP kgk
p0
p

LP
0 (de manière à minimiser le membre de droite dans (2:1:2)). On

obtient alors (2:1:1).

Il suit de l�inègalitè de Holder que si � (
) <1 et 1 � p0 � p � 1 alors

L1 (
; �) � Lp
0
(
; �) � Lp (
; �) � L1 (
; �) :

Si par contre � (
) = 1, il n�y a en général aucune inclusion entre Lp et Lp0 pour p 6= p0

[6].

Remarque 2.1.1 Si f 2 L1on a

jf (x)j � kfkL1 p.p. sur 


En e¤et, il existe une suite Cn telle que Cn ! kfkL1 et pour chaque n, jf (x)j � Cn p.p.

sur 
.

Donc jf (x)j � Cn pour tout x 2 
�En avec En négligeable. On pose E = [
n
En de

sorte que E est négligeable et l�on a jf (x)j � Cn pour tout n et pour tout x 2 
�E. Par
conséquent

jf (x)j � kfkL1 pour tout x 2 
�E:

[5].
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2.2. Propriétés

2.2 Propriétés

Théorème 2.2.1 Lp est un espace vectoriel et k:kLp est une norme pour tout 1 � p � 1:

Démonstration. Le cas p = 1 et p = 1 sont évidents (utiliser la remarque (2:1:1) )

supposons que 1 < p <1 et f; g 2 Lp . On a

jf (x) + g (x)jp � (jf (x)j+ jg (x)j)p � 2p (jf (x)jp + jg (x)jp) :

Par conséquent f + g 2 Lp . D�autre part on a

kf + gkpLp =
Z
jf + gjp�1 jf + gj �

Z
jf + gjp�1 jf j+

Z
jf + gjp�1 jgj :

Or jf + gjp�1 2 Lp et grâce à l�inègalitè de Hölder on obtient

kf + gkpLp � kf + gkp�1Lp kfkLp + kf + gkp�1Lp kgkLp

i.e. kf + gkLp � kfkLp + kgkLp [5]:

Théorème 2.2.2 (Théroème de convergence dominée de Lebesgue).

Soit (fn) une suite de fonctions de L1. On suppose que.

a) fn (x)! f (x) p.p. sur 
.

b) il existe une fonction g 2 L1 telle que pour chaque n, jfn (x)j � g (x) p.p. sur 
.

Alors f 2 L1 (
) et kfn � fkL1 ! 0 [5]:

Théorème 2.2.3 (Fischer-Riesz).

LP est un espace de Banach pour tout 1 � p � 1:

Démonstration. 1) Supposons d�abord que p = 1 et (fn) une suite de Cauchy dans

L1.

Etant donné un entier k � 1 donc il existe Nk tel que

kfm � fnkL1 �
1

k
pour m; n � Nk:

Donc il existe Ek négligeable tel que

jfm (x)� fn (x)j �
1

k
8x 2 
nEk 8m;n � Nk: (2.2.1)
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2.2. Propriétés

En�n, posant E = [
k
Ek (E est négligeable), on voit que pour tout x 2 
nE la suite fn(x)

est de Cauchy (dans R). Soit fn(x)! f(x) pour x 2 
nE .Passant à la limite dans (2.2.1)
quand m !1 on obtient

jf (x)� fn (x)j �
1

k
8x 2 
nEk 8n � Nk

Donc f 2 L1 et kf � fnkL1 �
1

k
8n � Nk. Par conséquent kf � fnkL1 ! 0.

2) Supposons maintenant que 1 � p <1 . Soit (fn) une suite de Cauchy dans LP . Pour

conclure, il su¢ t de montrer qu�une sous-suite extraite converge dans Lp. On extrait une

sous-suite (fnk) telle que 

fnk+1 � fnk



Lp
� 1

2k
8k � 1

On prossède comme suit: il existe n1tel que kfm � fnkLp � 1
2
pour m;n � n1; En suite on

prend n2 � n1 tel que kfm � fnkLp � 1
22
pour m;n � n2, ... etc:On va montrer que fnk

converge dans Lp. Pour simpli�er les notations on écrit fk au lieu de fnk , de sorte qu�on a

f
k+1
� f

k




Lp
� 1

2k
8k � 1

Posons

gn (x) =
nX
k=1

jfk+1 (x)� fk (x)j

Il vient

kgnkLp � 1

On déduit du théorème de la convergence monotone que p.p. sur 
; gn(x) converge vers

une limite �nie notée g(x) avec g 2 Lp. D�autre part, on a pour m � n � 2

jfm (x)� fn (x)j � jfm (x)� fm�1 (x)j+ :::::::::::::: jfn+1 (x)� fn (x)j � g (x)� gn�1 (x)

Il en résulte que p:p. sur 
. (fn(x)) est de Cauchy et converge vers une limite notée f (x).

On a p:p. sur 


jf (x)� fn (x)j � g (x) pour n � 2

Il en résulte que f 2 Lp. En�n kfn � fkLp ! 0; en e¤et, on a jfn (x)� f (x)jp ! 0 p:p. et

jfn (x)� f (x)j p � gp (x) majorante intégrable. On conclut grâce au théorème de Lebesgue

[5].
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2.3. Espaces de Sobolev H1 (
) ; H1
0 (
)

2.3 Espaces de Sobolev H1 (
) ; H1
0 (
)

Soit v une fonction de L2 (
); elle s�identi�e à une distribution sur 
. Encore notée v,

et on peut donc dé�nir ses dérivées
@v

@xi
, 1 � i � n, en tant que distributions sur 
,

@v

@xi
n�appartient pas au sous-espace L2 (
). On introduit alors la

Dé�nition 2.3.1 On appelle espace de Sobolev d�ordre 1 sur 
 l�espace

H1 (
) =

�
v 2 L2 (
) ; @v

@xi
2 L2 (
) ; 1 � i � n

�
:

On munit H1 (
) du produit scalaire.

(u; v)1;
 =

Z



 
uv +

nX
i=1

@u

@xi

@v

@xi

!
dx

et on note

kvk1;
 = (v; v)
1=2
1;


la norme correspondante [8].

Dé�nition 2.3.2 On désigne par H1
0 (
) l�adhérence de D (
) dans H

1 (
) :

2.4 Espaces de sobolev Hm (
)

On généralise la dé�nition (2:3:1) de l�espace de sobolev H1 (
) :

Dé�nition 2.4.1 Pour tout entier m � 1, on appelle espace de sobolev d�order m sur 


l�espace .

Hm (
) =
�
v 2 L2 (
) ; @�v 2 L2 (
) ; j�j 5 m

	
:

On munit Hm (
) du produit scalaire

(u; v)m;
 =

Z



8<:X
j�j5m

@�u@�v

9=; dx

et on note

kvkm;
 = (v; v)
1
2
m;


la norme correspondante [8].
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2.5. Espace de sobolev W 1:p

2.5 Espace de sobolev W 1:p

2.5.1 Motivation

Considérons le problème suivant. Etant donné f 2 C ([a; b]) trouver une fonction u (x)

véri�ant 8<: �u00 + u = f sur [a; b]

u (a) = u (b) = 0
(2.5.1)

Une solution classique - ou solution forte - du problème (2.5.1) est une fonction de

classe C2 sur [a; b] véri�ant (2.5.1) au sens usuel. Bien entendu (2.5.1) peut être résolu

explicitement par un calcul très simple, mais nous ignorerons cet aspect des choses a�n

d�illustrer la méthode sur cet exemple élémentaire.

On multiplie (2.5.1) par ' 2 C1 ([a; b]) et on intègre par parties; il vientZ b

a

u0'0 +

Z b

a

u' =

Z b

a

f' 8' 2 C1 ([a; b]) ' (a) = ' (b) = 0 (2.5.2)

On note que (2.5.2) a un sens dès que ' 2 C1 ([a; b]) (contrairement a (2.5.1) qui suppose
u deux fois dérivable); en fait il su¢ rait même d�avoir u; u0 2 L1 (�; b) ; u0 en un sens a

préciser. Disons (provisoirement) qu�une fonction u de classe C1que véri�e (2.5.2) est une

solution faible (2.5.1).

Dé�nition 2.5.1 Soient I = ]a; b[ un intervalle borné ou non et p 2 R avec 1 � p � 1:

L�espace de Sobolev W 1;p (I) est dé�ni par

W 1;p (I) =

�
u 2 Lp (I) ; 9g 2 Lp (I) tel que

Z
I

u'0 = �
Z
I

g' 8' 2 C10 (I)
�

On pose

H1(I) =W 1:2(I)

Pour u 2 W 1;p (I) on note u0 = g:

Exemple 2.5.1 Soit I = ]�1; 1[:
i) La fonction u (x) = 1

2
(jxj+ x) appartient à W 1;p (I) pour tout 1 � p � 1 et que

u0 = H où

H (x) =

8<: +1 si 0 < x < 1

0 si � 1 < x < 0
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2.5. Espace de sobolev W 1:p

Plus généralement une fonction continue sur I et continument dérivable par morceaux

sur I appartient à W 1;p (I) pour tout 1 � p � 1 .

ii) La fonction H n�appartient pas à W 1;ppour tout 1 � p � 1.

Dé�nition 2.5.2 (Norme de W 1;p)

L�espace W 1:p est muni de la norme

kukW 1;p = kukLp + ku0kLp�
ou par fois si; 1 � p <1 de la norme équivalente [kukpLp + ku0k

p
Lp ]

1
p

�
. L�espace H1est

muni du produit scalaire

(u; v)H1 = (u; v)L2 + (u0; v0)L2

La norme associée

kukH1 =
�
kuk2L2 + ku0k

2
L2

� 1
2

Est équivalente à la norme de W 1:2 [5]:

2.5.2 Propriétés

a) L�espace W 1:p est un espace de Banach pour 1 � p � 1.
b) L�espace W 1:p est ré�exif pour 1 < p <1 et séparable pour 1 � p <1.
c) L�espace H1 est un espace de Hilbert séparable.

Démonstration. a) Soit (un) une suite de Cauchy dans W 1:p; donc (un) et (u0n) sont

des suite de Cauchy dans Lp. Par conséquent un ! u dans Lp et u0n ! g dans Lp.

On a Z
I

un'
0 = �

Z
I

u0n' 8' 2 C1c (I)

et à la limite Z
I

u'0 = �
Z
I

g' 8' 2 C1c (I)

Donc u 2 W 1:p, u0 = g et kun � ukW 1:p ! 0:

b) W 1:p est ré�exif pour 1 < p <1.
En e¤et, l�espace produit E = Lp (I) � Lp (I) est ré�exif. L�opérateur T : W 1:p ! E

dé�ni par Tu = [u;u0] est une isométrie de W 1:p dans E; donc T (W 1:p) est un sous-espace

fermé de E. Il en résulte que T (W 1:p) est ré�exif - et par suite W 1:p aussi.
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2.6. Corollaire (Dérivation d�un produit)

c) W 1:p est séparable pour 1 � p <1.
En e¤et, l�espace produit E = Lp (I) � Lp (I) est séparable; donc T (W 1:p) est aussi

séparable. Par conséquent W 1:p est séparable.

Remarque 2.5.1 Il convient de retenir de la démonstration précédente le fait suivant: Soit

(un) une suite de W 1:p telle que un ! u dans Lp et u0n converge vers une certaine limite

dans Lp, alors u 2 W 1:p et kun � ukW 1:p ! 0. lorsque 1 < p � 1 (il su¢ t de savoir que

(u0n) reste borné dans L
p pour conclure que u 2 W 1:p).

Les fonctions de W 1:p sont ��en gros �� des primitives des fonctions de Lp. Plus pré-

cisément on a le .

Théorème 2.5.1 Il existe une constante C (dépendant seulement de jIj � 1 telle que

kukL1(1) � C kukW 1;p(1) 8u 2 W 1;p (I) ; 81 � p � 1:

Autrement dit W 1;p avec injection continue pour tout 1 � p � 1:

De plus, lorsque I est borné on a

l�injection W 1;p (I) � C
�
I
�
est compacte pour 1 < p � 1

l�injection W 1;1 (I) � Lq (I) est compacte pour 1 � q <1

[5].

2.6 Corollaire (Dérivation d�un produit)

Corollaire 2.6.1 Soient u; v 2 W 1:p (I) avec 1 � p � 1. Alors

uv 2 W 1:p(I) et (uv)0 = u0v + v0u (2.6.1)

De plus, on a la formule d�intégration par partiesZ x

y

u0v = u (x) v (x)� u (y) v (y)�
Z x

y

uv0 8x; y 2 I (2.6.2)
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2.7. Espaces de Sobolev Wm:p(I)

Démonstration. Notons d�abord que u 2 L1(théorème 2:3:1) et donc uv 2 Lp. Com-
mençons par le cas où 1 � p < 1; soient (un) et (vn) deux suites de C1c (R) telle que
unjI ! u et vnjI ! v dans W 1:p(I). Alors un ! u et vn ! v dans L1(I) (théorème 2:3:1);

par conséquent unvn ! uv dans L1(I)et dans Lp (I) : On a

(unvn)
0 = u0nvn + unv

0
n ! u0v + uv0 dans L1(I):

En appliquant la remarque (2:3:1) on conclu que a uv 2 W 1:p(I) et que (uv)0 = u0v+uv0.

En�n on obtient(2:6:2) en intégrant(2:6:1).

Supposons maintenant que u; v 2 W 1:1(I) alors

uv 2 L1(I) et u0v + uv0 2 L1(I);

il reste à véri�er que Z
I

uv'0 = �
Z
I

(u0v + uv0)' 8' 2 C1c (I)

Pour cela, on �xe un intervalle ouvert borné J � I tel que Supp ' � J . Alors u; v 2
W 1:p(J) pour tout p <1 et d�après ce qu�il précède, on sait queZ

J

uv'0 = �
Z
J

(u0v + uv0)'

C�est -à-dire Z
I

uv'0 = �
Z
I

(u0v + uv0)'

[5].

2.7 Espaces de Sobolev Wm:p(I)

Dé�nition 2.7.1 Etant donnés un entier m � 2 et un réel 1 � p � 1, on dé�nit par
récurrence l�espace

Wm:p(I) =
�
u 2 Wm�1:p(I); u0 2 Wm�1:p(I)

	
On pose Hm(I) =Wm;2(I)
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2.8. L�espace W 1;p
0 (I)

On véri�e aisément que u 2 Wm:p(I) si, et seulement s�il existe m fonctions g1:::gm 2
Lp (I) telles que Z

uDj' = (�1)j
Z
gj' 8' 2 C1c (I) ; 8j = 1; 2; :::;m

Où Dj' désigne la dérivée à l�ordre j de '. Lorsque u 2 Wm:p(I); on peut consid-

érer les dérivées successives u0 = g1, (u0)0 = g2 . . . jusqu�à l�ordre m; on a les notes

Du;D2u; :::; Dmu.

L�espace Wm;p est muni de la norme

kukWm;p = kukLP +
mX
�=1

kD�ukLp

et l�espace Hm est muni du produit scalaire

(u; v)Hm = (u; v)L2 +
mX
�=1

(D�u;D�v)L2

On montre que la norme k:kWm;p est équivalente à la norme

kuk = kukLp + kDmukLp ;

plus précisément, on établit que si 1 � j � m�1, alors 8" > 0 9C (d�ependant et jIj � 1)
tel que 

Dju




Lp
� " kDmukLp + C kukLp 8u 2 Wm;p

On peut étendre aux espace Wm;p les propriétés démontrées pour W 1;p; par exemple

Wm;p (I) � Cm�1
�
I
�
avec injection continue [5].

2.8 L�espace W 1;p
0 (I)

Dé�nition 2.8.1 Etant donné 1 � p � 1 , on désigne par W 1;p
0 (I) la fermeture de C1c (I)

dans W 1;p(I). On note

H1
0 (I) =W 1;2

0 (I)
�
1
�
:

L�espace W 1;p
0 est muni de la norme induite par W 1;p; l�espace H1

0 est muni du produit

scalaire induit par H1.

L�espace W 1;p
0 est espace de Banach séparable; il est de plus ré�exif pour 1 < p < 1.

L�espace H1
0 est un espace de Hilbert séparable [5].
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2.9. Propriété (inégalité de Poincaré)

2.9 Propriété (inégalité de Poincaré)

On suppose que I = [a; b] est borné, alors il existe une constante C (dépendant jIj) telle
que

kukW 1;p � C ku0kLP 8u 2 W 1;p
0 (I)

Autrement dit, sur W 1;p
0 la quantité ku0kLp est une norme équivalente à la norme de

W 1;p:

Démonstration. Pour u 2 W 1;p
0 (I) on a

ju (x)j = ju (x)� u (a)j =
����Z x

a

u0 (t) dt

���� � ku0kL1 :
donc

ku (x)kL1 � ku0kL1 ;

on en déduit d�aprés l�inégalité de H½older [5].
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Chapitre 3

Etude de quelques problèmes aux

limites

3.1 Exemples de problèmes variationnelles

3.1.1 Problème de Dirichlet

Soit 
 un ouvert borné de Rd, d � 1. On considère le problème suivant8<: ��u = f; dans 


u = 0 sur @

(3.1.1)

où f 2 C
�


�
et �u =

Pd
i=1 @

2
i u, où l�on désigne par @

2
i u la dérivée partielle d�ordre 2 par

rapport à la i-ème variable.

Dé�nition 3.1.1 On appelle solution classique de (3:1:1) une fonction u 2 C2
�


�
qui

véri�e (3:1:1) :

Soient u 2 C2
�


�
une solution classique de (3:1:1), et ' 2 C1c (
), où C1c (
) désigne

l�ensemble des fonctions de classe C1 à support compact dans 
. On multiplie (3:1:1) par

' et on intègre sur 
 (on appellera par la suite ' "fonction test") on a doncZ



��u (x)' (x) dx =
Z



f (x)' (x) dx
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3.1. Exemples de problèmes variationnelles

Notons que ces intégrales sont bien dé�nies, puisque �u 2 C (
) et f 2 C (
). par

intégration par parties (formule de Green), on aZ



��u (x)' (x) dx = �
dX
i=1

Z



@2i u (x)' (x) dx =
dX
i=1

Z



@iu (x)' (x) dx

+

dX
i=1

Z
@


@iu :ni (s)' (s) d
 (s)

où �i désigne la i-ème composante du vecteur unitaire normal extérieur à la frontière @


de 
; et extérieur à 
, et d
 désigne un element de surface sur @
. Comme ' est nulle sur

@
, on obtient:
dX
i=1

Z



@iu (x) @i' (x) dx =

Z



f (x)' (x) dx

ce qui s�écrit encore Z



ru (x) :r' (x) dx =
Z



f (x)' (x) dx (3.1.2)

Donc toute solution classique de (3:1:1) satisfait (3:1:2) :

Prenons maintenant comme fonction test ', non plus une fonction de C1c (
) ; mais une

fonction deH1
0 (
). On rappelle que l�espaceH

1
0 (
) est dé�ni comme l�adhérence de C

1
c (
)

dans H1 (
) ; alors, il existe une suite ('n) � C1c (
) telle que

'n ! ' dans H1 lorsque n! +1

soit encore

k'n � 'kH1 = k'n � 'k2L2 +
X

kDi'n �Di'k2L2 ! 0 lorsque n! +1:

Pour chaque fonction 'n 2 C1c (
) on a d�aprés (3:1:2)

NX
i=1

Z



@iu (x) @i'n (x) dx =

Z



f (x)'n (x) dx; 8n 2 N

or la i-ème dérivée partielle @i'n =
@'n
@xi

converge vers Di' dans L2 donc faiblement

dans L2, lorsque n tend vers 1; et 'n tend vers ' dans L
2 (
). On a doncZ




@iu (x) @i'n (x) dx!
Z



@iu (x)Di' (x) dx lorsque n! +1
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3.1. Exemples de problèmes variationnelles

et Z



f (x)'n (x) dx!
Z



f (x)' (x) dx lorsque n! +1

L�égalité (3.1.1) (Le problème de Dirichlet) est donc véri�ée pour toute fonction ' 2
H1
0 (
). Montrons maintenant que si u est solution classique de (3:1:1) alors u 2 H1

0 (
).

En e¤et, u 2 C2 (
) ; alors u 2 C
�


�
et donc u 2 L2 (
); de plus @iu 2 C

�


�
donc

@iu 2 L2 (
) :on a donc bien u 2 H1 (
). Il reste à montrer que u 2 H1
0 (
).

Dé�nition 3.1.2 (Formulation faible)

Soit f 2 L2 (
), on dit que u est solution faible de (3:1:1) si u est solution de8<: u 2 H1
0 (
)PN

i=1

R


Diu (x)Di' (x) dx =

R


f (x)' (x) dx; 8' 2 H1

0 (
)
(3.1.3)

Dé�nition 3.1.3 (Formulation variationnelle)

Soit f 2 L2 (
); on dit que u solution variationnelle de (3:1:1) si u est solution du

problème de minimisation suivant8<: u 2 H1
0 (
)

J (u) � J (v)8v 2 H1
0 (
)

(3.1.4)

avec J (v) =
1

2

Z



rv (x) :rv (x) dx�
Z



f (x) v (x) dx

où on a noté: Z



ru (x) :r' (x) dx =
dX
i=1

Z



Diu (x)Di' (x) dx:

Proposition 3.1.1 (Existence et unicité de la solution de (3:1:1))

Si f 2 L2 (
) ; il existe un unique u 2 H1
0 (
) solution de (3:1:3) et (3:1:4) :

Démonstration. Montrons que les hypothèses du théorème de Lax-Milgram sont véri-

�ées. L�espace H = H1
0 (
) est un espace de Hilbert. La forme bilinéaire � est dé�nie

par

� (u; v) =

Z



ru (x) :rv (x) dx
 
=

NX
i=1

Z



Diu (x)Di' (x) dx

!
;
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3.1. Exemples de problèmes variationnelles

et la forme linéaire T par

T (v) =

Z



f (x) v (x) dx:

Montrons que T 2 H 0; en e¤et, la forme T est linéaire, et on a

T (v) � kfkL2 kvkL2 � kfkL2 kvkH1

On en déduit que T est une forme linéaire continue sur H1
0 (
) , ce que est équivalent à

dire que T 2 H�1 (
) (dual topologique de H1
0 (
)) :

Montrons maintenant que � est bilinéaire, continue et symétrique. La continuité de �

se démontre en écrivant que

� (u; v) =
R


ru (x) :rv (x) dx � krukL2 krvkL2

� kukH1 kvkH1

Les caractères bilinéaire et symétrique sont évidents. Montrons maintenant que � est

coercitive: en e¤et,

� (u; v) =

Z



ru (x) :rv (x) dx =
NX
i=1

Z



Diu (x)Di' (x) dx �
1

diam (
)2 + 1
kuk2H1 ;

par l�inégalité de Poincaré. Comme T 2 H 0 et � est linéaire, continue, coercitive donc le

théorème de Lax-Milgram s�applique: on en conclut qu�il existe une unique fonction u 2 H1
0

solution de (3:1:3) et comme � est symétrique, u est l�unique solution du problème de

minimisation associée.

Dé�nition 3.1.4 (Solution forte dans H2)

Soit f 2 L2 (
). On dit que u est solution forte de (3:1:1) dans H2 si u 2 H2 (
)\H1
0 (
)

véri�e ��u = f dans L2 (
) :

Remarquons que si u est solution forte C2 de (3:1:1), alors u est solution forte H2.

De même, si u est solution forte H2 de (3:1:1) alors u est solution faible de (3:1:1) : Les

réciproques sont fausses. On admettra le théorème (difficile) de régularité, qui s�énonce

de la manière suivante:

Théorème 3.1.1 (R�egularit�e)

Soit 
 un ouvert borné de Rd. On suppose que 
 a une frontière de classe C2, ou que 


est convexe à frontière Lipschitzienne. Si f 2 L2 (
) et si u 2 H1
0 (
) est solution faible de

(3:1:1). alors u 2 H2 (
) : De plus, si f 2 Hm (
) alors u 2 Hm+2 (
) [10].
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3.1. Exemples de problèmes variationnelles

3.1.2 Problème de Dirichlet non homogène

On se place ici en dimension 1 d�espace, d = 1, et on considère le problème suivant8>>><>>>:
u00 = f sur ]0; 1[

u (0) = a;

u (1) = b;

(3.1.5)

où a et b sont des réels donnés. Ces conditions aux limites sont dites de type Dirichlet non

homogène; comme a et b ne sont pas forcément nuls, on cherche une solution dans H1 (
)

et non plus dans H1
0 (
) :Cependant, pour se ramener à l�espace H

1
0 (
) ; en particulier pour

obtenir que le probléme est bien posé d�aprés le théorème de Lax Milgram et à la coercivité

de la forme bilinéaire

� (u; v) =

Z



ru (x)rv (x) dx

sur H1
0 (
), on va utiliser une technique dite de �relévement�. On pose : u = u0+~u où u0

est dé�nie par: u0 (x) = a+ (b� a)x:

on a en particulier u0 (0) = a et u0 (1) = b: on a alors ~u (0) = 0 et ~u (1) = 0: la fonction

~u véri�e donc le système 8>>><>>>:
�~u00 = f;

~u (0) = 0;

~u (1) = 0;

dont on connait la formulation faible, et dont on sait qu�il est bien posé (voir paragraphe

3.1.1). Donc il existe un unique u 2 H1 (
) véri�ant u = u0+~u; où ~u 2 H1
0 (
) est l�unique

solution du problème Z 1

0

~u0v0 =

Z 1

0

fv 8v 2 H1
0 (]0; 1[)

De manière plus générale, soit u1 2 H1
�;b (]0; 1[) = fv 2 H1; v (0) = � et v (1) = bg ; et

soit �u 2 H1
0 (]0; 1[) l�unique solution faible du problème8>>><>>>:

��u00 = u001 + f;

�u (0) = 0;

�u (1) = 0;
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alors �u+ u1 est l�unique solution faible de(3:1:5), c�est-à-dire la solution du problème8<: u 2 H1
�;b (]0; 1[) ;R 1

0
u0 (x) v0 (x) dx =

R 1
0
f (x) v (x) dx; 8v 2 H1

0 (]0; 1[)

[10].

3.1.3 Formulation faible et formulation variationnelle

Nous donnons ici un exemple de probléme pour lequel on peut établir une formulation

faible, mais pas variationnelle. On se place en une dimension l�espace N = 1, et on considére


 =]0; 1[ et f 2 L2 (]0; 1[) : On s�intéresse au probléme suivant (dite �d�advection di¤usion�)8<: �u00 + u0 = f; dans ]0; 1[

u (0) = u (1) = 0

cherchons une formulation faible. Par la même méthode qu�au paragraphe (3.1.1), on

choisit v 2 H1
0 (
) ; on multiplie (3.1.5) parvet on intégre par partiesZ




u0 (x) v0 (x) dx+

Z



u0 (x) v (x) dx =

Z



f (x) v (x) dx

Il est donc naturel de poser

� (u; v) =

Z



u0 (x) v0 (x) dx+

Z



u0 (x) v (x) dx; et T (v) =
Z



f (x) v (x) dx

Il est évident que T est une forme linéaire continue sur H1
0 (
) (c�est-à-dire T 2 H�1 (
))

et que la forme � est bilinéaire continue, mais pas symétrique. De plus elle est coercive: En

e¤et, on a

� (u; u) =

Z



u02 (x) dx+

Z



u0 (x)u (x) dx

=

Z



u02 (x) dx+

Z



1

2

�
u2
�0
(x) dx

Or, comme u 2 H1
0 (
) ;on a u = 0 sur @
 et donc

R


(u2)

0
(x) dx = u2 (1) � u2 (0) = 0:

On en déduit que:

� (u; u) =
R 1
0
(u0)2 (x) dx. et par l�inégalité de Poincaré, on conclut que � est coercive sur

H1
0 (
) : On en déduit par le théorème de Lax Milgram, l�existence et l�unicité de u solution
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du problème 8<: u 2 H1
0 (]0; 1[)R 1

0
(u0 (x) v0 (x) + u0 (x) v (x)) dx =

R 1
0
f (x) v (x) dx:

[10].

3.2 Exemples

Exemple 3.2.1 (Formulation faible du porblème de Dirichlet) Soit f 2 L2 (]0; 1[) :On s�intéresse
au problème suivant 8<: �u00 (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[

u (0) = 0; u (1) = 0:
(3.2.1)

Donner une formulation faible et une formulation variationnelle de (3:2:1):

Solution 3.2.1 (Formulation faible du problème de Dirichlet)

Soit ' 2 C1c ([0; 1]) ; on multiplie la première équation de (3:2:1),on intègre par parties

et on obtient: Z 1

0

u0 (x)'0 (x) dx =

Z 1

0

f (x)' (x) dx: (3.2.2)

Pour trouver une formulation faible (ou variationnelle) il faut commencer par trouver un

espace de Hilbert pour les fonctions duquel (3:2:2) ait un sens, et qui soit compatible avec les

conditions aux limites. Comme f 2 L2 (]0; 1[) ; le second membre de (3:2:2) est bien dé�ni
dès que ' 2 L2 (]0; 1[) :
De même, le premier membre de (3:2:2) est bien dé�ni dès que u0 2 L2 ]0; 1[ et '0 2 L2

]0; 1[ :

Comme de plus, on doit avoir u = 0 en 0 en 1;il est naturel de choisir

H = H1
0 (]0; 1[)

def
=
�
u 2 L2 ]0; 1[ ; Du 2 L2 (]0; 1[) et u (0) = u (1) = 0

	
(Rappelons qu�en une dimension d�espace H1 (]0; 1[) � C ([0; 1]) et donc u (0) et u (1)

sont bien dé�nies).

Une formulation faible naturelle est donc8<: u 2 H = fu 2 H1
0 (
) ; � (0) = � (1) = 0g

� (u; �) = T (�) ;8� 2 H
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Où � (u; �) =
R 1
0
u0 (x) �

0
(x) dx et T (�) =

R 1
0
f (x) � (x) dx:

La formulation variationnelle associée (notons que � est clairement symétrique), s�écrit8<: Trouver u 2 H;
J (u) = min

�2H
J (�)

avec J (�) = 1
2
� (u; �)� T (�) :

Le fait que � soit une forme bilinéaire continue symétrique et coercive et que T 2 H
0
a

été prouvé (dans le cas plus général de la dimension quelconque) lors de la démonstration

de la proposition (3:1:1) [10]:

Exemple 3.2.2 (Relèvement)

Soient a et b 2 R;et f 2 C (R;R) :
1) Soient u0 et u1dé�nies de [0; 1] dans R par u0 (x) = a+(b� a)x2: Montrer qu�il existe

un unique ~u (resp. �u) tel que u = u0+~u (resp. � = u1 + �u) soit solution de (3:1:5) : Montrer

que u = �:

2) Mêmes questions en supposant maintenant que u0 et u1sont des fonctions de C2 ([0; 1])

telles que u0 (0) = u1 (0) = a et u0 (1) = u1 (1) = b:

Solution 3.2.2 1) Comme f 2 C (R;R) ; et comme �u00 = f; on a u 2 C2 (R;R) : Or

u0 2 C2 (R;R) et u000 = 0; de même, u1 2 C2 (R;R) et u1 2 C2 (R;R) et u001 = 2 (b� a) :

Les fonctions ~u et¯�u doivent donc véri�e8>>><>>>:
~u
00
= f

~u (0) = 0

~u (1) = 0:

et 8>>><>>>:
�u
00
= f + 2 (b� a)

�u (0) = 0

�u (1) = 0:

Donc ~u est l�unique solution du problème8<: ~u 2 H1
0 (
)

� (u; ') =
�
T (') ;8' 2 H1

0 (
) ;
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avec � (u; �) =
R 1
0
u0 (x)'

0
(x) dx et

�
T (') =

R 1
0
f (x)' (x) dx; et �u est l�unique solution

du problème 8<: �u 2 H1
0 (
)

� (�u; ') =
�
T (') ;8' 2 H1

0 (
) ;

avec
�
T (') =

R 1
0
(f (x) + 2 (b� a))' (x) dx:

Montrons maintenant que u = �.Remarquons que ! = u� � véri�e8<: !00 = 0

! (0) = ! (1) = 0;

ce qui prouve que ! est solution de

! 2 H1
0 (
)

� (!; ') = 0; 8' 2 H1
0 (
) ;

ce qui prouve que ! = 0.

2) Le même raisonnement s�applique pour u0 et u1 2 C2 ([0; 1]) tel que

u0 (0) = u1 (0) = a et u1 (0) = u1 (1) = b:

[10].
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:ملخص  

.       فضاءاث سوبولاف وضعج كوسٍهت حدٌثت  حوفس الإطاز انمناسب لإٌجاد حهول انمعادلاث ذاث انخفاضلاث انجزئٍت   

ابخداءا  بخركسة فً انخحهٍم  انخابعً  ححوي  بعض ,   فً هرا انعمم قمنا  بإعطاء  مقدمت  بسٍطت حول فضاءاث  سوبولاف

أخٍسا قمنا . ثم قدمنا كٍفٍت حشكٍم انفضاء      إنطلاقا من انفضاء        , انخعازٌف واننظسٌاث كنظسٌت                        

بدزاست  بعض انمسائم  انحدٌت نخوضٍح  انفضاء انخابعً  انري ٌحوي انحم بخطبٍق  نظسٌت                               عهى 

.انصٍغت انضعٍفت نهمسائم انمطسوحت  

  .انصٍغت انضعٍفت, فضاء       , فضاء       , فضاءاث سوبولاف,                            نظسٌت :الكلمات المفتاحية

Résumé  

     Les espaces de Sobolev se sont imposés comme l'outil moderne fournissant le cadre 

adéquat pour la recherche de solutions d'équations aux dérivées partielles.  Dans ce travail 

nous avons donné une petite introduction aux espaces de Sobolev, En commençant par un 

rappel d'analyse fonctionnel qui contient quelques définitions et quelques théorèmes 

principaux comme le théorème de Lax-Milgram, puis nous introduisons la construction des 

espace H
m
 à partir des espaces L

p
. Enfin nous avons étudié quelques problèmes aux limites 

pour montrer l'espace fonctionnel qui contient la solution en appliquant le théorème de Lax-

Milgram aux formulations faibles des problèmes.  

Mots clés: Théorème de Lax-Milgram, espace de Sobolev, l'espace L
p
 , l'espace H

m
 , 

formulation variationnelle. 

Abstract: 

      Sobolev spaces have emerged as a modern tool that provides the appropriate framework 

for the search for solutions of partial differential equations. In this work we have given a 

brief introduction to Sobolev spaces, starting with a reminder of functional analysis contains 

some definitions and some key theorems as the Lax-Milgram theorem, then we introduce the 

construction of the space H
m
 from the L

p
 spaces. Finally we studied some boundary value 

problems to show the functional space that contains the solution by applying the Lax-

Milgram theorem to the weak formulations of the problems.  

Keywords: Lax-Milgram theorem, Sobolev space, L
p
 space, H

m
 space, weak formulation. 
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