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Introduction générale

L’objet de ce mémoire est I’étude du comportement asymptotique d’un probleme aux limites
modélisant le comportement fluide dans le cas dynamique,et ce dans des domaines bornés en
dimension trois en film mince avec des conditions non linéaires sur le bord . L’'un des buts
de 'analyse asymptotique est d’obtenir une équation en dimension 2 qui permet de décrire
raisonnablement le phénomene se produisant dans un domaine tri-dimensionnel.

Ces problemes mécaniques qui font l'objet de notre étude dans ce mémoire sont tres fréquent
dans la mécanique de lubrification,typiquement 1’étude d’un lubrifiant entre deux parois rigides
tres proches en mouvement relatif comme par exemple dans un mécanisme de roulement a
billes.

De nombreux articles de recherche ont été rédigés pour des problemes similaires avec les
mémes conditions aux limites de friction,mais ces articles étaient limités au cas stationnaire uni-
quement.Citons par exemple les travaux de Bayada et al dans [7], [17] dans lesquels les auteurs
ont travaillé sur le cas stationnaire.Les auteurs de [19] considérent un probléeme décrivant le
mouvement d’un fluide incompressible,non isotherme et non newtonien dans un domaine mince
tridimensionnel.L’analyse asymptotique d'un probléme newtonien incompressible,lorsqu’une di-
mension du domaine fluide tend vers zéro,a été étudiée dans [16].La stabilité asymptotique
de solutions faibles pour le mouvement incompressible du fluide non newtonien en R? a été
étudiée dans [4].Les auteurs de [28] ont prouvé I'existence de solutions asymptotiques d’écou-
lements de Poiseuille newtonien faiblement compressible avec une viscosité dépendante de la
pression.L’existence et 'unicité de solutions stationnaires de fluides incompressibles visqueux
non newtoniens sont obtenues dans [3].D’autres contextes et problémes peuvent étre trouvés
dans les monographies comme dans [18, 20],et dans la littérature citée a I'intérieur. Plus récem-
ment, certains articles de recherche ont été écrits traitant a la fois de 'analyse asymptotique

d’un probleme dynamique mais régi par le systeme d’élasticité.Par exemple, dans [11],Benseridi



Introduction générale

et al ont étudié I'analyse asymptotique d'un probleme dynamique d’élasticité isotherme avec
frottement non linéaire de type Tresca.LLe comportement asymptotique d’'un probleme dyna-

mique d’élasticité non isotherme avec frottement non linéaire de type Tresca a été étudié dans
[2].

Donc ce mémoire sera consacré a ’étude du systeme de Stokes dans le cas d’évolution,dans
un domaine borné )¢ a trois dimensions en film mince pendant un intervalle de temps [0, 7]
avec des conditions de Tresca sur la frontiére inférieure du domaine.Ici nous supposons que la
frontiere supérieure du domaine est soumise a la condition de Fourier.LLe domaine physique €2°

sur lequel sont posées les équations a la forme
Q°F = {(x,wg) ER? (z,0)cw 0<a3< eh(x)}.

ou w est la frontiere inférieure du domaine, I' est la frontiere supérieure a décrire en géométrie
par la fonction eh . I'7 est la frontiere latérale et € est un parametre avec ¢ < 1. Ce parametre
est de 'ordre de 0.0001 dans la mécanique de lubrification évoquant le modele de fluide a été
considérée dans les ouvrages [1, 5, 9]

Les équations gouvernées avec les conditions aux limites et initiales par cet écoulement est

( Ou

T pAu® + Vp = f¢ dans QF x 10,77,
divu® =0 dans QF x 10,77,
uwr=0 sur (wUT%) x 10,77,
ut =y sur ' x 10,77,
o-(u®) = —l°u® sur I'] x 0,77,

o7 <= = sur w x 0,77,

lo¢| =k = 3B > 0 tel que uS (t) = s — fot

| v (0) =0.

ou f¢, k%, I¥ et g sont des données du probléeme.

Dans le premier chapitre, on introduit les outils mathématique et mécanique nécessaires
et les différentes équations,pour faciliter de la lecture cette these et comprendre des problemes
traités dans la suite.

Dans le seconde chapitre, nous abordons 'existence et 1'unicité de solutions faibles pour
ce probleme pour £ > 0 fixé, les démonstrations sont basées sur des arguments des inéquations

d’évolution non linéaires,a savoir la régularisation,la compacité et la monotonie.
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Dans le troisieme chapitre, on étudie 'analyse asymptotique du probleme en faisant un
changement d’échelle, z = % pour ramener 1’étude sur un domaine {2 indépendant de e,sur le-
quel nous définissons de nouvelles inconnues.Nous prouvons certaines estimations a priori sur la
solution indépendamment de € et du temps t en utilisant le lemme de type Granwall les inégali-
tés de Korn et de Poincaré.Grace a ces estimations, on obtient un théoréeme de convergence,qui
nous permet de passer au probleme limite.

Donc,le systeme précédent converge vers le systeme suivant

2 b= D), = 1,2, dans L2(Q)
M@zQ - 1 axlp ’Z_ bl 9 ans 9
2
our 0 ,
;/ﬂuaz (1) (i i da:dz—z/ (& 1ol b))

_ah Z/ xt¢’ ’dz+Zl/ (2'),1)
[@(m () =i (', ('), )]
dx'+J(g£)—J(u*) > Z/fz t)da'dz, Vo el (K),Vtelo,T],
u (2, 2,0) = 0,
ol IT (K) est un convexe de H* ()2 et [ est une constante liée & la condition de Fourier.
Tous ces résultats de cette these, permettent une dérivation formelle de I’équation de Rey-

nolds justifiée récemment par des références [[5], [15], [17], [20], [27]], soit en considérant le cas

homogene ou stationnaire.



Notation

Si Q est un domaine de R? (d = 2,3) on note par

Q

r

Uy, Vr

Q)
C> () = D(Q)

1.0

(B[P

I’adhérence de (2.
la frontiere de €2 supposée réguliere, partitionnée en trois parties
mesurables disjointes deux a deux.
la normale unitaire sortante a I'.
les composantes normales et tangentielles du champ vectoriel
v défini sur Q.
I’espace des fonctions réelles contintiment différentiables sur €.
I’espace des fonctions réelles indéfiniment différentiables
et a support compact contenu dans €.
I’espace de distributions sur €2.
I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables de puissance p-ieme
integrable sur €.
I’espace des fonctions Lebesgue-mesurables sur € telles que d¢ > 0
lu(x)| < ¢, p.psur Q.
I’espace de Sobolev d’ordre 1 sur ).
I'adhérence de D () dans H' (Q).
'espace dual de H} ().
I’espace de Sobolev d’ordre % sur I
l'espace {o € H' (Q): =0 sur I;}.
I’application trace pour les fonctions vectorielles.
Pespace {u = (u;)/ u; € L*(Q), 1,d}
Pespace {u = (u;)/ u; € H' (Q), 1,d}
la norme de L? ().
la norme de H* ().

1=
1=

Si X est un espace de Banach et d € N*, on utilise les notations suivantes.



Notation

.1l 5 la norme de X.

X Vespace {z = (z;)/ z; € X, i=1,d}.

Ty — X la convergente forte de la suite (z,) vers ’élément = dans X.

Ty — T la convergente faible de la suite (z,) vers I’élément x dans X.

LP(0,7T, X) I'espace des fonctions f mesurables de [0,7]dans X, telles que
fOT | ()| x dt < oo avec les modifications usuelles si p = oo.

-1 2o 0.7 la norme de L?(0,7T, X).

(0,7, X) I'espace des fonctions continues de [0,7] dans X.

Pour une fonction f, on note par

dom f le domaine de f.

supp f le support de f.

o f la dérivée partielle de f par rapport a la composante x;.
Vf le gradient de f.

e(f) la partie symétrique du gradient de f =1 (Vf+ V7).
Divf le divergence de f.

f la dérivation par rapport au temps.

% la dérivée normale extérieure.

lim inf la limite inférieure.

0ij le symbole de Kronecker.

I le tenseur identité de second ordre sur R?.

Cy une constante générique strictement positive.

p.p presque par tout.

.| la norme euclidienne de R?.

(u,v), uv le produit scalaire des vecteurs u et v.



1 Modélisation et outils mathéma-

tiques

Résumé :
Le but de ce chapitre est d introduire les outils mathématiques et mécaniques nécessaires
pour une bonne compréhension de la suite des problemes traités et il est divisé en deux partie
Dans la premiere, nous modélisent le comportement fluide,puis nous présentons les équa-
tions de la conservation et les lois de comprtements de fluide dans un milieus continues dernié-
rement nous ajoutons les Conditions aux limites et la lois de frottement .

Dans la deuxieme partie,nous rappellons certains théorémes et propriétés nécessaire
concernant les espaces de soboleve et les espaces distributions les théorémes de trace et les ré-
sultats classiques de ’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert,on y présente ici quelques
résultats fondamentaux sur les fonctions convexes et sur la dérentiabilité, les notions principales
de la convergence faible,et on termine cette partie par un bref rappel sur les lemmes de type

Gronwall.



1.1. MODELISATION

1.1 Modélisation

L’objet de cette section est d’établir le cadre physique et mathématique décrivant des
problemes de contact en mécanique des solides et des fluides utilisés dans cette these en suivant
[5, 9, 14, 22, 23] et [24]. Ceci se traduit mathématiquement par 1’établissement d’un systéme
d’équations aux dérivées partielles posé sur un domaine de R¢(d = 2, 3). Ce systéme comprend
la loi de comportement du matériau ou fluide, ’équation du mouvement et de I’énergie du corps

ainsi que les conditions initiales et aux limites auxquelles il est soumis.

1.1.1 Les équations de conservation

Considérons un milieu continu qui occupe un domaine borné Q de R? pendant un intervalle
de temps [0, T']. Lorsque I'hypotheése des milieux continus est vérifiée, nous considérons un milieu
continu qui occupe un domaine borné 2 deR* pendant un intervalle de temps [0, 7] régi par
les principes de la thermomécanique des milieux continus qui permettent d’établir les lois de
conservation de la quantité de mouvement et de la masse,et de 1 énergie. Nous allons préciser

ici I’ensemble des équations correspondantes, dans , on a :

1. L’équation de conservation de la quantité de mouvement :

Soit u(z, t) le champ des vecteurs vitesse a1 instant ¢ € [0, 7] des points = (xy, x2, z3) €
) du milieu continu en mouvement par rapport au repere (ox),o(x,t) de composantes
0i(1,7 = 1,2,3), est le tenseur des contraintes. La loi fondamentale de la mécanique
des milieux continus exprimant 1’équivalence entre le tenseur des forces extérieures et le
tenseur des accélérations pour un systeme matériel quelconque, conduit a 1 équation du

mouvement suivante :

p<%+u.Vu) =Divo+f, (1.1.1)

ou le vecteur f, de composantes f; (i = 1,2,3), représente une densité massique des
forces extérieures, p = p(z,t) est la densité du milieu continu au point x € 2 et Div
désigne 'opérateur divergence, c’est-a-dire

80'2'

X

Div o = (i=1,2,3). (1.1.2)

2. L’équation de conservation de la masse :

La forme locale de la conservation de la masse s’applique seulement sur un point

x = (21, T9,x3) € Q de I"élément de volume df2 du milieu.
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L’expression générale de 1’équation de conservation de la masse s’écrit :

% +u.Vp+ pdiv(u) =0 (1.1.3)

Le processus d’évolution modélisé par (1.1.1) contient un terme non linéaire par rap-
port aux composantes de la vitesse, dans certaines situations 1’équation (1.1.1) peut se
simplifier. S’il s’agit d’un probleme statique le premier membre des équations (1.1.1) est

identiquement nul et on les appelle équations d’équilibre ;

Divo+f =0 (1.1.4)

Elle est alors linéaires par rapport aux composantes o;; du tenseur des contraintes.
Cette situation s’applique également lorsque le champ de vitesse u varie tres lentement

ou

par rapport au temps dans le cas ou les deux termes Por et pu.Vu sont négligeables

(processus quasistatique).

. I’équation de conservation de 1’énergie :

L’expression générale du premier principe de la thermodynamique s’écrit :

de
P = D(u) — divg +r (1.1.5)
ou :
— e est un scalaire qui désigne I’énergie interne spécifique du milieu continu
— 1 est un scalaire représentant ’apport d’énergie par unité de masse et de temps.

— ( de composantes g; , est le vecteur transport d’énergie

— o0 : D(u) est le produit de deux tenseurs o et D(u) défini par 'expression

o:D(u) = Z oijdij(u).

ij=1
. L’hypothese d’incompressibilité du volume pour les milieux fluides :

Le fluide est dit incompressible lorsque son volume demeure constant sous 'action
d’une pression externe. L’hypothese d’incompressibilité tres réaliste physiquement,se
traduit par

TrD (u) =0 (1.1.6)

ou D(u) est le tenseur des taux de déformation,de composantes

1 (Ou; Ouj o
. I + < < 3. 1.
dij (1) 2 (8xj 890,-) o Isnyss (LL7)
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Le milieu est dit homogene,si sa densité est indépendante de x.Donc I'équation de

conservation de la masse se réduit a

9p _
ot

0,

p constante indépendante de x et t. Il est méme possible de poser p = 1,ce qui est fait
dans la suite,et revient simplement a choisir l'unité de densité de la masse.

D’un point de vue mathématique,nous disposons trop d’inconnues par rapport au
nombre d’équations.Il est facile de voir que les fonctions inconnues sont au nombre de
neuf,représentées par les composantes 0;; (7, 7 = 1,2, 3) du tenseur des contraintes (sy-
métrique) et les composantes u; (i = 1,2, 3) de la vitesse.Donc les équations précédentes
sont insuffisantes pour décrire les mouvements des milieux continus,elles doivent étre
complétées par d’autres relations que 'on appelle lois de comportement,qui sont des re-
lations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations et leurs dérivées.
C’est toute une série d’essais qu’il faut imaginer et réaliser pour établir une loi de com-
portement. Les expériences physiques pour les matériaux unidimensionnels constituent
le point de départ dans I’établissement de ces lois. Nous présentons ci-dessous la loi de
comportement de I'élasticité linéaire et la loi de comportement viscoplastique du fluide

de Bingham traitées dans cette these.

1.1.2 Loi de comportement du fluide de Stokes

Un peut dire qu'un fluide est un milieu continue tel que chaque configirasation de corps
laissant la masse volumique inchangée , nous présentons ci-dessous les loi de comportement de

fluide de stoke pour utiliser et étudier s’écrit :
o(u) : 2uD(u) — pl (1.1.8)

ou
— D(u) est le tenseur des taux de déformation
— I est la matrice identité de rong 3
— TrD(u) désigne la trace de D(u) définie par : TrD(u) = 3o dir(u)
L’hypothese d’incompressibilité du volume, donné par la relation (1.1.6) est équivalente a la
condition suivante

div (u) =0 (1.1.9)

a et u sont des scalaires positifs respectivement le seuil de plasticité et la viscosité du

fluide de Stokes.
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Les équations générales modélisant 1’écoulement d’un fluide de Stokes dans un domaine
ouvert borné Q deR3 pendant un intervalle de temps [0,7], sont données par le systéme

(1.1.1), (1.1.9). Les fonctions inconnues de ce probleme sont le champ des vitesse u et la pression

Pp-

1.1.3 Conditions aux limites et la lois de frottement

Nous présenterons les différentes conditions aux limites utilisées pour la fermeture du
probléme que nous utilisons par la suite dans cette theése. Nous décrivons aussi bien 'aspect
mathématique et mécanique de ces conditions. Par condition de contact nous comprenons une
relation impliquant les composantes normales du champ des déplacements, des vitesse ou des
contraintes.

Par loi de frottement nous comprenons une relation impliquant la contrainte tangentielle o,
et la vitesse tangentielle v, ou le déplacement vitesse tangentiel u, et nous considérons ici o,
comme une force de frottement. Supposons dans cette section que le milieu occupe un domaine

Q) de R3 donné par
Q={(2,23) eR®: (2/,0) ew, 0<uz3<h(z)}

de frontiere réguliere notée I' = T, UT, U@, ot1 I'y est la frontiere supérieure d’équation
x3 = H(xy,15), T'p est la fronticre latérale, w est un domaine borné de R? d’équation x3 = 0 qui
constitue la frontiere inférieure du domaine €2 . On suppose que H est une fonction de classe

C'! définie sur w telle que
0 < Hpin < H(@') < Hpax  V(2/,0) € w.

Sur I', on décompose le déplacement et le vecteur de contraintes en composantes normale

et tangentielle comme suit
Uy = U.U, Uy = U — Uy.V, o, = (ow).v, o, =o0v—(0,).V, (1.1.10)

ou v représente la normale sortante de la frontiere du domaine §2 . On différencie alors :

e [';, la surface ou I'on impose une contrainte

u=4g

ou g = (g1, g2, g3) est une fonction donnée avec g = 0.

e 'y, la surface ou on a des conditions imposées en vitesse (condition non linéaire de Fourier) :
u - v = Osurw, (1.1.11)

10
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or(u) = —lu® sur I'y, (1.1.12)

telle que [ > 0 est une constante donnée.

e w, la surface en contact. La force surfacique de réaction avec 'outil (autre sous domaine)
se décompose en o, et o,. Ici, le contact se fait de facon bilatérale si le contact est maintenu
pendant le mouvement, il n’y a pas de séparation entre le corps et I'obstacle. ce qui se traduit
par

u, =0

la vitesse est donc inconnue sur cette surface.

Quand o, = 0, il s’agit du cas sans frottement, cette facon de voir le contact implique
que la force de contact tangentielle est nulle dans la zone de contact. On est dans le cas d’un
glissement parfait.

On suppose qu’il existe une force tangentielle sur la zone de contact qui sera modélisé
par la loi non linéaire de type de Tresca. Néanmoins cette force tangentielle est non nulle dans
la plupart des contacts réels. On introduit alors la loi de frottement de Tresca la plus simple

qui relie la composante tangentielle aux autres variables du systeme. On a

Si |o,| <k alors u, =s,
(1.1.13)
Si |o;| =k alorso, =s—Xu, avec A >0

ou s est la vitesse de cisaillement et k désigne le seuil de frottement fixe qui est supposé connu et
qui ne dépend pas de la contrainte normale. Cette loi se caractérise par la propriété suivante :
Tant que la contrainte tangentielle n’a pas atteint le seuil, le milieu continu ne peut pas se
déplacer par rapport a ’obstacle et il y a blocage. Lorsque ce seuil est atteint le milieu peut se
déplacer tangentiellement par rapport a la fondation ce qui déduit un glissement. La contrainte

tangentielle s’oppose au champ u.

Remarque 1.1.1. [9, 27] . La condition (1.1.13) est équivalente a la relation suivante :

(ur — s) o + klu, — s| =0 sur w.

1.2 Outils mathématiques

Dans cette partie, nous introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans cette these.
Donnons quelques propriétés et théoremes nécessaires qui seront d'une grande utilité pour les

démonstrations. Nous rappelons ensuite les espaces de Sobolev utilisés en mécanique des milieux

11
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continus et les inéquations variationnelles qu’on rencontre dans notre étude sur les problemes
mécaniques. Pour plus de détails sur cette partie on renvoie aux ouvrages [9, 10, 12, 13, 14]
et [22]. Partout dans ce chapitre € est un domaine borné Lipschitzien de R? (d = 2,3), de
frontiere T, i.e., il est représentable localement comme le graphe d’une fonction Lipschitzienne

sur un ouvert de R% et  étant situé localement d’un seul coté de I.

1.2.1 Rappels sur ’espace de Sobolev

Nous définissons ici les espaces de Sobolev qui sont les espaces de fonctions permettant
de résoudre les formulations variationnelles d’équations aux dérivées partielles, tout d’abord
on commence par un bref rappel de quelques résultats sur les espaces de distributions et de
Lebesgue.

Dans la suite, 2 est un ouvert borné régulier de R%. On désigne par C5°(2) (ou D())
I'espace des fonctions de classe C'*° a support compact dans €.

On munit C§°(92) de la «pseudo-topologiey, c’est-a-dire qu’on définit une notion de conver-
gence dans C§°(€).
L’espace des distributions :

D'(2) est le «dualy de D(), c’est-a-dire I'espace de formes linéaires continues sur D(€).
On note (T, ¢) = T(¢) le produit de dualité entre une distribution 7" € D'(Q) et une fonction
¢ € D(Q) : ce produit de dualité généralise I'intégrale usuelle [, Todx. En effet, on vérifie que
si f est une fonction localement intégrable dans €2, alors on peut définir une distribution 7%

par
T (lb = ; (b d .
< f7 > / x

On peut aussi munir D’(€2) d’une notion de convergence : on dit qu’'une suite 7;, € D'(2)
converge au sens des distributions vers T' € D'(Q) si, pour tout ¢ € D(£),

lim (T, ¢) = (T, ¢).

n—-+o0o

Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si 7' € D'(Q2), la dérivée

T
0 € D'(Q) est définie par :

8332'

oT 96

Pour 1 < p < oo, de fagon usuelle, nous désignons par LP(2) l'espace des fonctions

mesurables et p— intégrables au sens de la mesure de Lebesgue.

12



1.2. OUTILS MATHEMATIQUES

On note L> (§2) l'espace des fonctions mesurables essentiellement bornées. Nous munis-
sons ces espaces de leurs normes usuelles ||.|| Lr(0)- Pour tout p, 1 < p < oo on notera ¢
I'exposant conjugué de p défini par E +l = 1 avec la convention é = 0. Pour tout u € LP(Q2)
et v € LI(N), on a uv € L'(Q) et HUZzJHqu(Q) < ullpoq) - 10l pogoy (Vinégalité de Holder ).

L’espace L%(9) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

(1, 0) gy = /Q w@y () dr, Vv € LA(Q).

De plus, I'inégalité de Cauhy-Schwarz, correspondant a l'inégalité de Holder pour p = 2, est
vérifée i.e.
[ @ @) de <l lollay . Voo € @),

Quelques théoremes de ces espaces LP(£2) sont résumés ci-apres.

Théoréme 1.2.1. (Théoréme de la convergence dominée de Lebesgue).
Soit (u,) une suite de fonctions de L*(€). On suppose que

(i) un(x) — u(x) p.p. sur Q,
(ii) il existe une fonction v € L*(Q) telle que pour chaque n, |u,(x)| < v(zx) p.p. sur Q.
Alors w € LY(Q) et [[un — ull 1 g — 0.

Remarque 1.2.1. [l résulte de l'inégalité de Holder que si (u,,) est une suite telle que u, — u
dans LP (), et (v,) une suite telle que v, — v dans L9 (). on obtient que la suite (u,v,) C

L' () converge vers uv dans L' (), ce qui implique lim [, uyv, doz = [, uv dz.
n—oo

Théoréme 1.2.2. Soit (uy,), une suite de fonctions intégrables telle que u, — u dans L' (Q2).

Alors, il existe une sous suite (uy,), et v € L'(Q) telle que
U, = v pp dans Q et |u, | <v pp dans L.
L’espace de Sobolev :

Il est en fait un espace de distributions. Il est défini comme suit :

HY(Q) = {u € L2(Q) tel que Vi € {1, ..., d} 38;. € L2(Q)},

ou

Y est la dérivée partielle de u au sens des distributions (1.2.1). Pour tout u € H'(Q),

8%

on note par

u
c’est un élément de l'espace L?(2)%.
i

Vu le vecteur de composante

13



1.2. OUTILS MATHEMATIQUES

H'(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(W V) 1) = /Q(u(x)v(x) + Vu(x).Vu(x)) dz

et la norme associée

N[ =

lell sy = (llalzey + 1Vl 2y )

On sait que C1(Q) est dense dans H'(€2). Soit maintenant H} (2) la fermeture de D () dans
H' (©). On note par H1(Q) le dual de H}(); c’est un espace de distributions sur Q.
D’autre part, nous avons les résultats suivants :
(1) HY(Q) C L*(Q) avec injection compacte, (Théoréme de Rellich)
(2) HA(Q) € I2(9) = (1(Q))  H(9),
(3) g;i € HYQ), i = 1,d , pour tout u € L?*(Q) et les opérateurs de dérivation .
L*(Q) — H~Y() sont continus,
(4) ue HYQ), g;i € HYQ), i=1,d = uc L*Q).

Voici I'inégalité tres utile portant sur les normes de Sobolev.

Proposition 1.2.1. (Inégalité de Poincaré).

Soit Q0 un ouvert borné de R?, alors il existe une constante C telle que pour toute fonction u
€ H;(Q),

||U||L2(Q) <C ||VU||L2(Q)-

En particulier, [[Vu|| ;2 est une norme équivalente a celle de H}Q) (H3(Q) désigne le sous

espace vectoriel des fonctions de H'(Q) nulles sur 0Q).

Théoréme 1.2.3. ( Traces des fonctions et formule de Green)
Soit Q un ouvert régulier de RY. Alors il existe un opérateur linéaire continu v : H'(2) —

L*(09), appelé opérateur trace, tel que
v HY(Q) — L3(T) est compact.
On définit Uespace vectoriel Hz (9) comme suit :
H2(09) = {y(u); ue H'(Q)}
que 'on munit de la norme
113 00 = inf {lull g5 () = f}.
Les deux propriétés les plus remarquables et utiles pour notre thése sont les suivantes :

14
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(1) Siue HYQ), alors v : HY(Q) — Hz(T') est linéaire surjectif et
(W)l 00 < Cllullg Yu e HY(Q).

(2) SiQ est borné régulier de classe C Alors, pour toutes fonctions u et v de H (), on a

/Qu(a:)g;daz: —/Qv(x)g;idx—i-/Fu(x)v(a:)yi(x)daz,

ou v = (Vi)lgigd est la norme unité extérieure a I'.

Formule de Green pour la mécaniques

Pour décrire cette formule, on a besoin de certaines notations associés aux inconnues
mécaniques u et o. Nous désignons par Sy l'espace des tenseurs symétriques du second ordre
sur R3. Ainsi, pour u, v € R, u.v = wuv;, |u| = (uu)%, et pour o, T € Sy, 0.7 = 0Ty,

1
lo| = (0.0)2.
Nous avons besoin des espaces L2(Q)%, H* (Q)? | qui sont des espaces de Hilbert réels

munis respectivement des produits scalaires canoniques (.,.)qq, (-,.); o qui sont définis par

(u,0)00 = / w;v; dx,
Q

(u,v), g :/uivi da:—i—/ui,jvm- dx,
Q Q

1
[l 0 = (v, 0)iq-

dxd
S

On utilise les opérateurs de déformation d : H' (Q)* — L2 (Q)
Hpiy (Q) — L2 (Q)? ils sont bien définis par 1.1.2 et 1.1.7, ol

et de divergence Div :

L* ()7 = {o = (03) Joi; = 05 € L* () [i, j = T, d},

S

Hpw (Q) = {a e L2(Q)™?/ Div(o) € L2(Q)d} .

Ces deux espaces respectifs sont des espaces de Hilbert réels munis de leurs produits

scalaires notés encore (.,.)y et (.,.); ¢

(0,7T)gq = / 0,jTij dz,
’ Q
(07 T)I,Q = (Uv T)O,Q + (Div (U) ) Div (T))O,Q :
Les normes sur les espaces L*(Q)%4 H' (Q)%, L* (0)?*? et Hpy, (Q) sont notées par -lo.05
10> 1-llo.q et lI-ll1.q, respectivement. Comme dans le cas de espace H' (2), on peut prouver

que l'espace
dxd

Cl (Q)S {0‘ = (O'Z‘j) /O'ij = 0jj € Cl (Q) /Z,] = m}

15



1.2. OUTILS MATHEMATIQUES

est dense dans Hpy, (€2). Donc, on peut maintenant définir 'application de trace v : H 1 (Q)d —

L? (F)d qui est linéaire continue, et elle n’est pas surjective. On définit I'espace H 2 (09)? comme
suit :
HA(D)! = {y(w); we H' (@)}
ce sous espace s'injecte contintiment dans L? (F)d. Le dual de I'espace de Sobolev H %(F)d est
, -1 d
noté par H 2(I")* | et (., '>H*%,H%(r)

si o € Hpi, ()N C! (Q)de et v e H ()%, nous avons

le produit de dualité entre Hz(I')? et son dual. En outre,

<JV’7(U)>H—%,H%(39) = /au.vdF,
r

tel que ov = (04;.V5),_137 est un élément dans I'espace H ~2(I')? . Donc la formule de Green

suivante est satisfaite

/ U:d(u)dx—l—/ Div(a).udac:/ay.vdf :
0 Q
T

Un résultat essentiel pour les applications du prochain chapitre est 1'inégalité suivante :

Théoréme 1.2.4. ( Inégalité de Korn ([9]))
Soit Q un domaine régulier borné de R? de classe C*t. Il existe une constante C > 0 ne dépendant

que de S telle que, pour toute fonction v € H* (Q)d, on a :

/ vv; dr + / dij (v) d;j (v)dx > C HU”%Q .
Q Q

Tout au long de cette these, dans les problemes mécaniques, supposons que le milieu
occupe des domaines minces, c’est-a-dire des domaines physiques o la “hauteur’est beaucoup
plus petite que la “surface”. Pour 0 < e < 1 fixé, on applique le théoréme précédent dans un

domaine ° sous la forme
Q= {(a/, 23) eR®: (¢/,0) €w, 0<uwz<ch(z)},

la frontiére I est partitionnée en trois parties mesurables disjointes et réguliéres, ou I']
est la frontiére supérieure d’équation x3 = eh(a’), I's est la frontiére latérale et la frontiére
inférieure w ¢’ est un domaine de R? d’équation x3 = 0. On suppose que h est une fonction de

classe C* définie sur w telle que
0 < Apin < A(2) < hpax V(2,0) € w.

Nous aurons besoin de 'espace K¢ de H'(Q°)3 pour avoir certaines des conditions auz

limites précédemment soumises :
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Ke={ve H(O*)P :v=0sur T3 U T%, v.v =0 sur w},

et il est clair que c’est un espace convexe fermé non vide.
Puisque mes (I'; UTY) > 0, linégalité de Korn s’applique sur K= : il existe une constante

Ck > 0 qui ne dépend ni de € ni de v , telle que
/ dij (v) dij (v) dz = ||D (v)[lgq- = Cx | Vollgge - Vo € K°.

Pour des détails sur ce résultat de ce théoréme nous renvoyons a [21, 27] .

1.2.2 Eléments d’analyse non linéaire dans les espaces de Hilbert

Dans cette partie nous rappelons quelques résultats concernant les inéquations variation-
nelles d’évolution paraboliques du premier ordre qui interviennent dans I’étude des problemes
mécaniques. Nous donnons aussi quelques théoremes de convergence faible dans un espace de
Hilbert. Nous commencons par ce rappel sur les fonctions convexes, les fonctions semi-continues

inférieurement et la différentiabilité.

Fonctions convexes et différentiabilité

Etant donné un espace vectoriel réel X, soit ¢ : X — R une fonction. On note par dom

(¢) ensemble défini par :

dom (¢)={ue X : ¢(u) < +oo}
¢ est dite propre si dom (@) # @. ¢ est dite convexe si
dMu+(1T=XNov)<Ap(u)+(1—=No(v) Yu, ve€dom (¢),VA€[0,1],

¢ est dite strictement convexe si cette derniere inégalité est stricte pour tout u,v €dom (¢)

et tels que

Soit X un espace topologique, une fonction ¢ : X — R est dite semi-continue inférieure-
ment (s.c.i) si 'ensemble {u € X : ¢ (u) < a} est fermé pour tout a € R. Si une fonction ¢ est
s.c.ien u et si (u,) est une suite qui converge vers v on a liminf ¢ (u,) > ¢ (u). Réciproque-

n—o0

ment, si pour toute suite (u,) — u on a liminf ¢ (u,) > ¢ (u). La norme d’un espace normé est
n—oo

17
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semi-continue inférieurement pour la topologie faible. On a donc, pour tout u € X : (u,) — u

on a liminf |ju,|| > |lu||.
n—oo

Théoréme 1.2.5. Soit X un espace de Hilbert et soit ¢ : X — R une fonction convexe
et propre. Alors ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si elle est semi-continue

inférieurement pour la topologie faible de X .

Proposition 1.2.2.  Soit X un espace topologique et soient ¢, 1 : X — |—o00, +00| deuz
fonctions semi-continues inférieurement enu € X . Alors ¢p+1) est semi-continue inférieurement

en u.

Une fonction ¢ : X — R est dite Gateaus-différentiable en un point w € X s’il eviste un
élément

Vo(u) € X tel que

(6 ()05 = g5 olut )|

= ;ii%xl (6 (u+ ) —¢(u),Vv e X.

Lélément ¢' (u) est appelé la différentielle au sens de Gateauz de ¢ au point u. La fonction

¢ est dite Gateaux-différentiable si elle Gateaux-différentiable en tout point de X, dans ce cas
Vopérateur ¢ : u € X — ¢ (u) € X s’appelle le gradient de la fonction ¢.

Nous donnons une caractérisation de la convexité en termes de différentielle au sens de

Gateaux de la facon suivante.

Proposition 1.2.3.  Soit X un espace de Hilbert et soit ¢ : X — R une fonction Gateauz-

différentiable. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

(i) ¢ est convexe,
(7)) ¢ (v),—¢ (u) > (¢ (u),v—u)y, YuveX

(7i7) (¢' (v) — @' (u),v—u)y >0, VuveX

Convergence faible dans les espaces de Hilbert

Une suite (f,,) C X converge faiblement dans X vers un élément f € X | et on note f, — f,

si pour tout v € X, le produit scalaire (f,,v) converge vers (f,v), dans R. f s’appelle limite

faible de la suite (f,) .

18
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Théoréme 1.2.6. (Théoréme de représentation de Riesz-Fréchet).
Soit X un espace de Hilbert réel et (f,v) un produit scalaire de X. Pour tout ¢ € X', il existe
f € X unique tel que

<(107U>X’><X = <f7U>X VU € X et HQOHX’ = HfHX

L’importance de ce théoreme est que toute forme linéaire continue sur X peut se représenter
a I'aide du produit scalaire. L’application ¢ — f est un isomorphisme isométrique qui permet

d’identifier X et X’. Donc tout espace de Hilbert est réflexif, on a le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.7. Soit (f,) une suite bornée de X, il existe alors un élément x € X et une

sous-suite de (f,) notée (f,) telle que f, — f .

Proposition 1.2.4.
(1) Toute suite faiblement convergente est bornée.

(2) Soient (f,) une suite qui converge faiblement vers u et (g,) une suite qui converge

fortement vers g. Alors

hIIl <fn7.gn>X = <fag>X :

n—-+oo
(3) Si X et'Y sont des espaces de Hilbert réels, et si u € L(X,Y), alors l'image par u
de toute suite dans X faiblement convergente vers un élément x € X est faiblement
convergente dans Y wvers u(x).
Le résultat crucial suivant est une conséquence du théoreme de Riesz-Fréchet et du

théoréme de Banach-Alaoglu [13].

Théoréme 1.2.8. (Théoréme de compacité faible de la boule unité fermée des
espaces de Hilbert).
Si X est un espace de Hilbert, alors toute suite bornée dans X admet une sous-suite faiblement

convergente.

Inéquations variationnelles elliptiques :

Nous commencons ce paragraphe par quelques propriétés des formes bilinéaires dans un
espace de Hilbert. Donc, on considere un espace de Hilbert X muni du produit scalaire (., .)
et la norme associée ||.|| et X’ I'espace dual de X en notant par (.,.) .,y pour le produit de
dualité entre X et X'.

On dit qu’une forme bilinéaire a : X x X — R est :

19



1.2. OUTILS MATHEMATIQUES

(i) Continue, s’il existe un réel C' > 0 tel que

a(u,v) < Clluflx[lolly »  Vu,ve X

(ii) Coercive, sil existe un réel a > 0 tel que

a(v,v) > a )% , Voe X

Théoréme 1.2.9. (Représentation des formes bilinéaires).
Soit a : X x X — R une forme bilinéaire, continue sur X x X. Alors il existe un unique

opérateur linéaire borné A € L(X; X') tel que :

Vu,v € X :a(u,v) = (Au,v)xr«x.

De plus

lallx = Al Lxxry -

Nous rappelons un théoreme d’existence et d’unicité pour les inéquations variationnelles de

2¢me espéece qu’on va utiliser dans le deuziéeme et troisiéme chapitre de cette these.

Pour préciser les problemes d’évolution posés au troisiieme chapitre on a besoin d’outils
supplémentaires, que nous allons introduire maintenant. Soit 7" > 0 et soit (X, ||.|| ) un espace

de Banach réel. On définit les espaces a valeurs vectorielles suivants :
C(0,T;X)={u:[0,T7] - X continue},
LP(0,T;X) = {u :[0,7] — X mesurable; /T lu(t)] y dt < oo} 1 <p< oo,
0
L*(0,7;X) ={u:[0,T] — X mesurable; 3C >0 |Ju(t)||y <C p.p.t},
munis des normes

= t
HUHC(O,T;X) tgfgf}T{] Ju ()]l

NN
||u||Lp(0,T;X>=( [ o dt) |
0

HUHLOO(O,T;X) =inf{C>0; [u(t)|xy <C pp-t}.

Pour tout 1 < p < oo, LP(0,T, X) est un espace de Banach et C (0,7 X) est dense dans
LP(0,T,X). Si 1 <p<ooetsiX est réflexif, alors LP(0,T, X) est réflexif. Par ailleurs, on a

les résultats suivants.
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Proposition 1.2.5.

(1) Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire (.,.)y , alors L*(0,T; X) est aussi

un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(0, 0) oo = / (w(t), v (t)x dt.

(2) L"(0,T; X)C L0, T; X), avec injection continue, 1 < g < r < 0.

(8) Si X est un espace de Hilbert, alors

11
LP(0,T; X) = LY0,T; X),si 1 < p,q<o00,—+~ =1,
P g

LY0,T; X) = L™(0,T; X).
On désigne par H*(0,T; X) l'espace de Sobolev sur]0,T[ d valeurs dans X, défini par

0
HY0,T;X) = {u; u€ L*0,T; X) eta—;‘ € L*0,T; X)},

0
tel que la dérivée 5% est définie par

T ou

(G0 d—— [uwgow at, voecr(o).

C2(]0,T) étant lespace des fonctions réelles indéfiniment dérivables, a support compact

dans 10, T7.

Théoréme 1.2.10. Soit X un espace de Banach réflexif et soit u € L?(0,T; X). Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(i) we HY (0,T; X)

(ii) Il existe ug€ X et g € L*(0, T; X), telle que u (t) = ug + f(fg(s) ds, Vte[0,T].

Théoréme 1.2.11. Soit (X, (.,.)y) un espace de Hilbert et soit u € H'(0,T; X). Alors :

1) D@z = @@ .uw), ppteloT,

(2) % | (t)||?X = % ||u(0)||§( + fot (% (s),u (S))X ds pour tout t € [0,T].
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Théoréme 1.2.12. Soient X,Y deuz espaces de Hilbert de normes respectives ||.|| , |||y qui

vérifient I’hypothése suivante
X dense dans 'Y,

XCcYcX,

(1.2.2)

et soit K un sous-ensemble fermé non vide et convexe de X. On se donne une forme

bilinéaire a : K x K — R continue sur K qui satisfait :

il existe p et a > 0 tels que
(1.2.3)

a(w,v) + ool = afely  Voe X,
On a le théoreme :

Théoréme 1.2.13. On suppose que les hypothéses 1.2.2, 1.2.3 ont lieu. Alors, pour tout uy € K

et f € L*0,T;X') , il existe une unique fonction u qui satisfait
ue L*0,T; X)NC0,T;Y)N HY0,T; X', (1.2.4)
u(t) € K, vVt € [0,7], (1.2.5)

<%(t),v—U(t)> C tatu)v—ut) 2 (fo—u@®).y . VEK ppt €(0.T),
X'xX (1.2.6)
w(0) = up. (1.2.7)

En outre, siug € K et f € L*(0,T;Y) alors, la solution u de 1.2.6 et 1.2.7 vérifie
uwe L*(0,T;X)NHY0,T;Y).

Les démonstrations des deux théorémes précédents peuvent étre trouvés par exemple dans [9, 10].

1.2.3 Lemmes de type Gronwall

Nous finissons en posant quelques lemmes du type Gronwall [6] , qui nous seront utiles

notamment dans la démonstration d’unicité des solutions faibles et d’estimations des solutions.

Lemme 1.2.1.  Soitn € C(R) telle que n (t) > 0 pour tout t € |0,T| et a > 0 une constante.
Si la fonction ¢ € C (0,T;R) :

¢(t)§n(t)+a/0t¢(s)ds vVt € [0,T],

Alors t t
/0¢(s)ds§exp(aT)/0 n(s)ds .
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Corollaire 1.2.1. Soit n € C([0,T];R) telle que, n(t) > 0 pour tout t € 10,T], et soit
a>0.8¢e€C(0,T;R) est une fonction telle que

qb(t)ga—i—/o n(s)¢(s)ds Vte|0,T],

Alors t
(1) < aexp (/0 n (s) ds ) . vtelo,T].

Le corollaire 1.2.1 est souvent utilisé pour montrer ['unicité de la solution, de la fagon
suivante. En supposant qu’il existe deux solutions, en notant par ¢ la norme de la différence

entre ces solutions, on essaie ensuite de majorer ¢ sous la forme

o(t) < /Otn(s)¢(s)ds vVt e [0,7],

avec une certaine fonction n > 0. L’application du corollaire donne immédiatement la nullité

de ¢.

Lemme 1.2.2.  Soient m et n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0, n(t) > 0 pour tout

t €]0,T[, a > 0 une constante. Soit également ¢ : [0,T] — R wune fonction telle que

% ) < a —|—/ m ( diH—/OS (t) ¢* (t)dt, Vs e [0,T],

6(s)] < (a+/osm<t)dt) exp (/Osn(t)dt>, vs e [0,7].

Dans le cas particulier n =0 le lemme 1.2.2 devient :

Alors

Corollaire 1.2.2.  Soit m € C ([0,T];R) telle que m (t) > 0 pour tout t € 10,7, a > 0 une

constante. Soit également ¢ : [0,T] — R une fonction telle que

%¢2(5) < %a2+/08m(t)¢(t)dt; Vs € [O,T],

Iwﬂécwlzwma,wemﬂ.

Alors
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2 Existence et unicité de probleme

Résumé

Dans ce chapitre nous présentons la cadre fonctionnel et définissons les condition dans
les trois frontiére inférieure, supérieure et latérele dans lequal nous allons décrire sa formula-

tion variationnelle.En suite nous représentons la démonstration de I'existence et I'unicité de la

solution
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2.1. INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME

2.1 Introduction et position du probleme

Considérons un milieu visco-plastique de type Bingham qui occupe un domaine mince
représentée par 'ouvert ° = w x )0, eh(2’)[ pendant un intervalle de temps [0,7] .ou 0 < & < 1

est un petit parametre
OF={r= (" 23) R’ €w, 0<a3<eh(z)},

La frontiere de 2° est notée I'* =w U Fi UT;, avec
o w est un domaine Lipschitzienne borné de R? d’équation z3 = 0 qui constitue la frontiére

inférieure du domaine €2°.

o I'5 est la frontiére supérieure d’équation x3 = ch(x’)
avec

heC?*w),3h, h>0: h<h()<h

o ['S est la frontiere latérale

Nous rappelons que ' est sa frontiere
F=wulurls.

Le vecteur normale extérieur unitaire a I'® sera noté v = (v, 15, 13). La normale unitaire
extérieure a w est le vecteur (0,0, —1).

On définit les composantes normales et tangentielles de la vitesse u;, et u = (ua

n) 1<i<3 PaL

_ e 5

De méme, les composantes normales et tangentielles du tenseur des contraintes o, et 02 =

(02), cics € R3 sont définies par

Ti

o, = (0°.v;) .vj,

O'f.i = afj.yj — (o)) .14,

ou le tenseur ¢° du fluide de Stokes est décomposé comme suit
oy (05, p°) = —p°6y5 + 2pdyy (u°), (2.1.1)
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2.1. INTRODUCTION ET POSITION DU PROBLEME

avec
- uf est la vitesse du fluide,
- p°® est sa pression,
- 1 est sa viscosité,
- 0;; est le symbole de Kronecker,

- (dij)1<ij<3 est le tenseur des taux de déformation :

. S < < 3.
dlj (u) 2 (093] + 8:172) ’ 1 >~17,] _3

Les équations qui gouvernent ’écoulement dynamique du fluide dans le domaine §2° sont

les suivantes :

85; ~Div(o%) = f° dans O x |0, 7] (2.1.2)
o5 (u,p°) = —p“6i; + 2pdij (u)  dans Q° x 0,77 (2.1.3)
divu® =0 dans Q° x ]0,T| (2.1.4)

Afin d’écrire les conditions aux limites pour la vitesse sur la frontiere de €2°, on introduit

d’abord la fonction vectorielle g telle que

g(t) € H%(F‘E)3 et / g(t).vds=0,Vte]0,T]

€

De la référence [6], on peut montrer que cette condition est équivalente a l'existence d’'un

relevement G (t) € H' (Q°)° de g (t) sur QF pour tout ¢ € [0, T] vérifiant
divG® =0 dans 2, G* =gsurlj, G°.v=0surwUl}].
La vitesse sur le bord I'; est connue et donnée par la fonction g.
u* =g sur I'; x[0,7]. (2.1.5)
Sur w U I'] la vitesse est supposée inconnue et elle vérifie la condition de non-pénétration :
ut-v=0 sur (wUlq) x 10,77, (2.1.6)
nous supposons la condition non linéaire de Fourier

o, (u®) = —1*u® sur I'] x 0,77, (2.1.7)

telle que [* > 0 est une constante donnée.
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2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME

Sur w, supposons qu’il existe le frottement qui est modélisé par la loi non linéaire de

Tresca :

02| <k® = ui(t)=s
sur w x 0,77, (2.1.8)
lo¢| =k = 3B > 0 tel que v (t) = s — fot

ol
|.| désigne la norme euclidienne de R?,
s la vitesse de cisaillement
k# le seuil defrottement.
Le probleme complet consiste a trouver un champ de vitesse u® et une pression p°® vérifiant

les équations 2.1.2-2.1.8 avec la condition initiale suivante

u® (z,0) =0, Vo e Q. (2.1.9)

Afin de donner la formulation variationnelle du probleme 2.1.2-2.1.9,nous allons établir le lemme

suivant :

Lemme 2.1.1. [20/La condition 2.1.8 est équivalente d la relation suivante :

(u. —s)os +klu. —s| =0 sur wx]0,T7. (2.1.10)

2.2 Formulation variationnelle du probleme

Nous commencons par décrire le cadre fonctionnel dans lequel nous allons travailler, et nous
définissons la formulation variationnelle du probleme 2.1.2-2.1.9. Pour 'ouvert ¢ on définit

I’espace suivant :

3 Oy

’ afﬁj

H' (QF)° = {v € (L* (99)) € L* (), Vi,j =1, 3} :

Pespace de Sobolev muni de la norme ||.|[1.0:, ott la norme de(L2 (%))’ sera noté [|.||o.q.

Nous utilisons les ensembles et les espaces vectoriels suivants
K = {¢oe H(X)P:¢=CGsuw ], pvr=0surwyU I'i},
sz - {gb S K*: dZU(ng) = 0}7
H%guri () = {SOEHl (): =0 sur UL },
L () = {q€L2 (Q°) : / qu:()}.
Pour simplifier I’écriture, on pose
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2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE DU PROBLEME

a(uf,8) = 2 / iy () dy (6) d, (2.2.1)

a(u®, 0 —u) = a(u®,¢—u’)+ lg/ u. (¢ — u) dr, (2.2.2)
r5

(frp) = . fididz. (2.2.3)

Pour ¢ € H'(9°)3, on définit la fonctionnelle J¢ par

J(9) :/kz5 | — s| da’ (2.2.4)

Remarque 2.2.1.  La forme bilinéaire a(.,.) est coercive et continue sur K5, x Kg, . Soient

Y et ¢ des éléments de K3;,. Par l'inégalité de Korn et de Cauchy-Schwartz, on obtient ([29]) :

a0,0) = aled) +1° [ ez Ok 0l

lalp, )l < (2p+FC () llelly o 1911 0- -

ot C, >0 et C(Q°) > 0.
La fonction J® est convexe, semi-continue inférieurement et propre sur K3, et il existe

( [14]) une constante positive Cy (2°) > 0 telle que

[2(8) = T2 ()] < |l 15l g oy Co () Nl = e ¥ (0, 8) € Ky X K-

Lemme 2.2.1.  Siu® et p® sont des solutions du probléeme 2.1.2-2.1.9, alors elles vérifient le

probleme variationnel suivant :

( ous
Trouver {u®, p°} ot u®(t) € K3, , a—U;(t) € K¢ et p°(t) € L3(¥°) , telle que

(%(”’ ¢ - “5@)) +a(u(t), ¢ —u(t)) +1° [ u (¢ — ) dr +
_st pE div ¢dl’ + J5<¢) —_ J€(u€(t)) > (fsa(b . Us(t», Vi e [O’T] ’ v¢ . KE’

u®(0) = 0.

\
Preuve.
En multipliant I"équation 2.1.3 par (¢ — u®), out ¢ € K¢ et en utilisant la formule de Green, on

obtient :

(%(t), ¢ - U,E(t)) + ng Ufjaixj (¢z - Uf(t)) dx — fFE UisjVj (¢z — Uf(t)) ds = an fis (¢z . Uf(t)) dili’,

vt €[0,7] .
(2.2.5)
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE DU PROBLEME

Les conditions aux limites 2.1.5 — 2.1.6 et le fait que of;v; = 0% + oy v;, impliquent que :
[ oo = [ atute-u)ds
re wUT's

= [ ce-wars [ onte-udd
wUr'g

wUr'g

De 2.1.7—2.1.8 et si on ajoute et on retranche le terme [ k°(|¢ — s| — |u® — s]) da’, on obtient

[ ot uydo [k (ool o7 =) do

= —ls/ us.(¢—u5)d7+/ai.(<p—u5) de' + | k° (Jo —s| — |u® — s|) da’.
Iy w

1 w

En utilisant le lemme 2.1.1, on trouve

/ 0%, (s — ) do + / K (o — s — [uF — s]) da’
FE

w

= -1 /Fiu.(gb—u)deL/w(aT.(go—s)#—k‘ | — s|)dx’.

Mais le second terme du coté droit est positif, donc 2.2.5 est équivalente a :

<%(t); Qb - ua(t)> + a(ua(t), QS _ uf(t)) +[F fl‘i ue. (¢ - u5<t>> dr — st e div gbdx
FJ(P) — JE(uE () = (f5, 0 — us(t)), Vt €[0,T], Voée K,
w£(0) =0,
(2.2.6)

ot la fonctionnelle J¢ est déja définie dans 2.2.4.

Si nous choisissons la fonction test ¢ dans Kj,,, on trouve le probleme variationnel en

vitesse
aua € 3 € g €
(G000 w(0) +alur 0,0 - (0) + g0 - w)ar
FI(0) = JE() > (f,0— (1), Vi €[0,T], Yo e K, (2:27)
W (0) = 0,
2.3 Résultat d’existence et d’unicité du probléme

Dans la suite nous établissons un résultat d’existence et d’unicité. Tout d’abord, on régula-

rise la fonctionnelle J¢ par une famille de fonctionnelles J¢ (¢ > 0), telle que

i) = [ K gc (e,

29



2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE DU PROBLEME

ol e (3 = 79 NI

On a donc
(7 ©).0) = [ Kugten).onde
olt e (vy) = |v,|* v, . ( Voir par exemple ([9, 11]).
En remplacant dans 2.2.7 la fonction ¢ par ug(t) £ A@, o A > 0 et faisant tendre A vers

0, on trouve 1’équation approchée suivante :

ou 1
(a;<>¢)+a<u<<> 8) 1 fi ut (1) par + ( () (w2 (1)) .0) = (F* (1) .0),

(2.3.1)
V(b € Kéiv
avec
ug(0) =0 (2.3.2)
Théoréme 2.3.1. .  Supposons que
e, aj; € L?(0,T; L* (Q)°) , f5(0) € L* (%), (2.3.3)
k® € C5°(w), k* > 0 ne depend pas de t, (2.3.4)
u®(0) = 0 sur ', (2.3.5)

Alors, il existe un et un seul u* dans l'espace L (0,T'; L* (95)3) NL*(0,T;H' (Qa)s) satis-

faisant le probleme 2.2.7  avec

ou’
ot

(0,73 L*(29)*) N L* (0, T; H (92°)°) . (2.3.6)

Preuve ’existence de solution

Comme dans[9] nous allons commencer la démonstration en supposant que k¢ peut dé-
pendre de t, avec

ok®

ke,
T ot

€ L™ (wx10,T]) .

L’équation 2.3.1 pour ¢ = uz(t), et comme <(J§), (u‘z) ,u2> > 0, nous donne ce qui suit

u (O] dr < (1), ue (1))

ous
(G060 +a (0.0c0) + £
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE DU PROBLEME

donc

i [0l + i o)+ [ i om < (F0g0) @37

1

Par la coercivité de la forme @ comme dans la remarque(2.2.1) et I'intégration de (2.3.7) en t,

on trouve
t

t
luc @I o, +4N0K/ s do < 2/ (F(0),ui(0)) do (2.3.8)
0 0
ou Ck est une constante de Korn.

Comme

t

2/ (Foagte) do <2 [ 1@l 62) @l

0
< [ 1@ do + [ 1102) @)l o
0 0

alors, de 2.3.8, il résulte

t

Ol + /HuC >|mdo<c+c/||u< Mg do+2 [ (70).5(0) do

0

o1+ / (@I} . do) +2 / 150 o | (55) (@] d0

D’autre part de 2.3.3, on trouve

f||f€ ||0Q <COnStante

t t
[z ®loq: + / luz@)][; e do < e (1+ / Juz(@)][2 da) . (2.3.9)
0 0

En particulier de 2.3.9, on a
t
40l < (1 ] ot} a0 ),
et d’apres le lemme de Gronwall, on trouve
[z @)]]; o < e (2.3.10)

De 2.3.9 — (2.3.10), on a

[ Ol + [ @] g do < (2511
0

ol ¢ est une constante indépendante de (. On dérive 2.3.1 en ¢, on obtient :
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE DU PROBLEME

(rei.0) +a (55 0.0) +1 1550100+ (3 (2) (0500 .0) = (%-000).

P = auz t t
our ¢ = T (t), on trouve

O*us Ous ous Oug t ous  ous

S < ¢ ¢ e 20\ T

(G0 G0 +a (G0 550 )+ 1550 G oo -

d e\ (., auz _ 8f€ 8”2 o
# (5 ) ). 5 0) = (0. 50

Mais

/\
—~
A3
SN—r

~—
<

S~—

©-

\/

I

/kewg(m).q%dm'
— /k:5|v7|<1v7.¢7dx’

w

ot e (vy) = |v, " oy

En observant la monotonie de 'opérateur ( Jf)l, et par conséquent

(5 (50 00 #10)) = [, G veton (o). (0o

+ f k€ lin 77Z) (¢T(t + h)) B ¢C(¢T(t)) ¢T(t + h) — ¢T(t) dr’ (2313)
B0 ' h

h
ok® ,
- t)dx'
> [, Bie(6n(1). 61 (1)
. . dug :
De 2.3.12 — 2.3.13 et si on remplace la fonction ¢ par 5 (t), on obtient
1 d ous 2 ou? oug ous
o 0] I IO D) R 0
ot OQE ot ot ot 9314
Oke a“c ofe auz Tl ( -9- )
/
< .
1 G (o) ao' < (%0, 5k
D’autre part, il existe p > 0 et o > 0, tels que
a(v,0) + pl[vllgqr = a vl g
En intégrant 2.3.14 de 0 a ¢, on en déduit
‘8“2(@ 2 U () o +2z5 g <Ha“f‘(0) -
o 0=
ot lo.0x ot 1,00 0,1 ot 0,0°
t || Ous afs ous Oks ous
¢ C 9 ’
do + 2 do — 2 dz'd
|5 @) o 0T f(@t 7) 5 ) ”w ot 8t (( Gt)T(U)) i
(2.3.15)
et comme % € L? (O,T L2 (QE)B), alors avec l'inégalité de Cauchy-Shwartz et Young, on
déduit
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE DU PROBLEME

afe ug 8f5 dug
2 d
/(a” ) o /H 8t(>mg“
0 :
ofe ous
|5, +/ 5
0,2 0,0°
Donc, I'inéquation 2.3.15 devient comme suit :
M | 8u< D2 |20 < |20
50| )ms" 0 gwma_ o)+
t 5 2 afs
+(p+1) f (0) (o) do+ (2.3.16)
tO 0,Q¢ 5 ot 0,Q¢
8]66 8 U
dz'do| .
Al e (55), 1)
: — dug, . |I° ,
On fait une estimation du terme 5 (0) par 2.3.1 — 2.3.2 et I hypothese 2.3.3 comme ce
0,0¢
qui suit
Oug e c
at()¢ (f()¢)7v¢€Kdiva
d’out
ous
at‘ (0) = f(0) € L* ()*. (2.3.17)
Et comme ;= 0 I'hypothese 2.3.4, donc le dernier terme de 2.3.16 est :

1% 0 () )=
I aa]f (2',0).1b <(8;C)T (t)) do' — | aalf (z',0)1be ((%ﬁf)f (0)) da’ (2.3.18)
(@,

Oug do'do = 0
e ((5) @) i o
De 2.3.16,2.3.17¢£2.3.18, on a
2
do| .
0,Q¢

el [l e e

En utilisant le lemme de Gronwall, on obtient

ol + I3

8u< 8uC 2 6u‘2

2 t
do<c|l+ / ‘ (0)
0,1 { g ot

15, 0
“4 “c do + [f

1,0¢

0,I'y
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE DU PROBLEME

On fait maintenant un passage a la limite en &, d’apres les estimations 2.3.11et2.3.19, on peut

extraire de ug une suite notée encore ug, telle que

us — uf dans L (0,7 L2 (Q)*) N L2 (0,T; H' (%))
8u2 . ous
ot ot
ui — u dans H' (0,T; L2 (T%)?)

dans L (0,T; L2 (Q)*) N L2 (0,T; H (€)*) (2.3.20)

on déduit de I’équation 2.3.1 que

a 5
(%,gﬁ—ué) +a(u§,¢—u‘2)—|—l€/su§. (6 — uf) dr + JE (&)

— T (ug) — (/70— u) = £ (9) (2:3.21)
= T ) = () (u) o — ) 2 0.

Prenant dans 2.3.21¢ = ¢(t), ¢ € L?(0,T; K5,,), on en déduit que

} Ka@; (t), ¢>) +a(ug, ¢) + I° fre u.gdr + JE (¢) — (fe,qb—ug)] dt >
Z Kaaf (t), us (t)) +a (ug, ug(t)) + 1 fr§

1 T
=5 [uz@|oq. + Ja(u (1), ug(B)d+
2

uZ|2 dr + JCE (u%)} dt
(2.3.22)

T
S

0

o T
SO dt+ [ () d,
0

0,re

on déduit alors de 2.3.22 que

T 5
J [(861; (t),¢ - UE) +a(us, @) + I [p. ut.gdr + J° (@) = (f*, ¢ —uf) | dt >
) ) . (2.3.23)

LT o 9w L
—1—213(1] inf {a(uz(t), ug(t))dt + %13% inf ZE{ 5 (t) - ds + élir(l) inf {Jg (ug) dt.
T
Les fonctions v — [a(u,u)dt, u — f u(t)]|*dt et v — f J¢ (v) dt sont des fonctions semi-
0 0

continues inférieurement pour la topologie faible de L? (0, T K5,,), et donc 2.3.23 devient

T

a 15
TG0 )+ oo =)+ (o= w)ar 4 77 () - ()
—(f5 ¢ —u)]dt >0, Vo € L*(0,T; K§,) -

(2.3.24)

Enfin, par [2, 9, 11] , on passe de 2.3.24 & I'inégalité ponctuelle 2.2.7 . [

Preuve de ’unicité de la solution.

Soient uj et uj deux solutions éventuelles. En choisissant dans 2.2.7 ¢ = u§(¢) dans I'inéquation

relative a u et ¢ = uj(t) ) dans I'inéquation relative a u§ et en posant w® = uj — u§ il vient :
ow® 9
3 3 £ £ £
— | — — — >
<8t’w> a (we, we) lfr;‘|w|d7—0>
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2.3. RESULTAT D’EXISTENCE ET D’UNICITE DU PROBLEME

donc

1d
5 77 10" (D50 + alw (1), w () + 1 [ wf ()] dr < 0.
Comme a(v,v) + [ fr;‘ [o|* dr > 2uCyc ||U||?Qv on a

T
lw® (£) ll5.0- + 4MCK£ [0 ()17 - do < [Jwf (0)lg - = 0, Yt = wi(t) =0,

d’ou 'unicité de la solution.
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3 Analyse asymptotique du probléeme

Résumé

Nous étudions dans ce chapitre, I'analyse asymptotique d’un fluide incompressible dans
un régime dynamique et mince de dimension trois avec des conditions aux limites mixtes et la
loi de frottement de type Tresca. L’énoncé du probleme et sa formulation variationnelle sont
reformulés dans un domaine fixe. Dans ce cas, les estimations de la vitesse et de la pression sont
prouvées et seront utiles pour donner I’équation spécifique de Reynolds associée a des inégalités

variationnelles ainsi la preuve de I'unicité de la solution.
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3.1. CHANGEMENT D’ECHELLE

3.1 Changement d’échelle

x
Pour 'analyse asymptotique de notre probleme, on utilise le changement d’échelle z = =
€

Donc le domaine ¢ se transforme en un domaine €2 indépendant de ¢ définit par
Q={(2) eR (2,0)cwet 0<z<h(2)}

et notant I' = w Uy UL, sa fronticre.

Sur Q x [0,77, nous définissons des nouvelles inconnues

us (2, z,t) = us (2, 23, t)
ug (v, 2,t) = e g (2, w3, t)

P (2, 2, t) = e2pf (2, w3, 1) .

On suppose que les données du probléme 2.1.1/2.1.8 dépendent de ¢ de la maniére suivante

~

', z,t) = Xf(a,xs,t), | =elf k= ek,

g (@', x3,t) = Gi(a,z,t), i =1,2 et g5(2', 23, 1) = €g3(’, 2, 1).
avec f ket g ne dépendant pas de e.
Soit G (z, 2, t) tel que :

A

G=g sur ' x 0,77,

3.2 Formulation variationnelle du probléme dans
Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur €2 comme ce qui suit

K = {¢eH1(Q)3;¢3:00an, b =0onwU Fl},
Koy = {éeK:d@'v(g&)zo},

V., = {v = (v1,19) € L*(Q)*:
ov;

0z OQ>

{(pEHl(Q) co=(p1,92), s =0sur Iy UL, pour i = 1,2},

{q€L2 /qd:vdz-()}
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Ov;

P € L*(Q); v=0on FL} .

V, est un espace de Banach pour la norme

2
lolly, = Z(uvzumﬂ

=1

=
2=
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3.3. ESTIMATION A PRIORI SUR LA VITESSE

En multipliant 2.2.6 par € et en passant au domaine fixé {2 on montre que le probleme

variationnel est équivalent au probléme suivant

Trowver u® (t) € K et p° (t) € L3 (Q) telle que

2 ous ~ e - R o
;52 ( autl (t), ¢i — f(t)A + &t ( (;;3 (t), 3 —ug (t)) +a <U€(t),¢—u5(t)>
& Aaa(gbi — aa) / (¢3 ) /

_i; JoP a—% r'dz — fQ P ————=da'dz

P30 ) 8) (e b)) — i h(a:@,t)) VITVRE@ Pl +
[ 2, h(@), ) (s, h(@')) = (e, h(a'), 1) ) /T+ [VAE (&) Pda’+
b 7, fi (t),qsg—ag(t)),vqseK,w e 0,7],
(3.2.1
#(0) = 0 (3.2.2)

ou

2

2, (94 (s — @)
Z /Qg a <8.7)] xz) Oz, da'd:

7,7=1

2
204 (¢ — i) , 05 0(g3 — 05)
Z/Q'u( xz> 0z dxdz—'—/ﬂ He a2 0z d'dz
- 005 | 015 A(gy — 5)
—i—Z/,ue( 3 a;) g% do'dz |

Q

a (a (t),6— @ (t))

+

et

o~

¢y — s| dx’.

o) - [
3.3 Estimation a priori sur la vitesse

Nous essayons maintenant d’étudier les estimations a priori sur 4°. Pour cela nous avons
besoin d’établir les inégalités ([17]) suivantes :

Inégalité de Korn

IV Ollgor < alu(),w*(t) + nOI) [ |u*(t)Pdr (3.3.1)

Iy
ou

154 a I3 a €
c(ry) = QHa—th lle@) (1 + ||a—x1h 12(@))-
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3.3. ESTIMATION A PRIORI SUR LA VITESSE

Supposons qu’il y a une condition supplémentaire appliquée sur le bord supérieur I'{ ([27])

comme suit

pC(I3) < I°. (3.3.2)
Donc 'inégalité 3.3.1 implique que
p IV ()l gr < alu(t),u(¢)) HE/ u (t)[*dr (3.3.3)
g
Inégalité de Poincaré
[ ()2 e < IR [V (0)2 e+ 2he [ o (1) P (33.4)

Iy

Lemme 3.3.1. . On rappelle que 0 < h < h(z') < h, h® (2') = eh(a’), Vo' € w, il existe une

constante Cy indépendante de € telle que :

£ ( |¢|2d7> < Cy (Q,h)/ (lo]* +*|Vo|*) dx, V¢ € K°, Ve €]0,1]. (3.3.5)
rs Qs

Preuve.

Soit 0 < z < h® (2'), on a

o (2 h(2) = (2, 2) + / gq; (2,0)d6.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on voit que :
2

do),

he(z")
16 (@1 (@) < 216 (o, ) + 20 () /

nous intégrons par rapport a z de 0 & A (z’), on obtient

h(z') ACONP
B () |6 (o 1 () < 2 / 6 (2!, ) dz + 2 (hF (') / ?

2
5 ( do.

2, 0)

En multipliant I'inéquation précédente par \/ 1+ |Vhe (o )]2 puis en intégrant par rapport a x’

sur w, on trouve

5h/|¢> o e () \/1+|th N|Pda!

hf hE
< 211 1Dl (// 5 (0t e+ (o) //

pour 0 < € < 1, on voit que

zS/Fi |¢‘2 dr < Cy /QE (|¢‘2 + &2 ’Vqﬁ’?) dx

x/)

dgdx’> :

ou

Co== (1+ (7)) 1+ IDuhI,

ID‘II\D

d’ou 3.3.5.0
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3.3. ESTIMATION A PRIORI SUR LA VITESSE

Théoréme 3.3.1. Supposons que les hypothéses du lemme 3.3.1 sont vérifiées, de plus sup-

posons que la fonction h® vérifie U'hypothése 3.3.2, alors, il existe deuxr constantes A et B

indépendantes de € telle que :

2 [ tloa:, |7 N a
Z(f )| ds e+ T Ol + || (9 ds>+
i=1 \ 0 z 0,Q L 0,92
2t 9uE e 2" (3.3.6)
i PN
S [ [le5 (s) S(s)| ds 1t ()] < A
i,j=10 Lj 0,0 0,2
A ETIN , O !
z\/ 5826%() I ST il L ax,at
2t 82 a 82 3 y . .
mzzlof < 5.95]875 (S) azat : () 0.0 ot 8t () 00
Preuve.

Soit u° la solution du probleme2.2.7, donc
ou’ Ous
(% <t>,u€<t>) b 0) + g ool < (G 0,0 +

+a (us(t), @) + I° e us(t).¢dr + J(¢) + (5, 0" () — (f*,9), Vo € K,

Muuf(wué,mm(uf(w w(O)+ fog e ar < (G 0),0) +
a0 (1).6) + I i wE(0).0dr + J5(0) + (FE(0).0F (1) — (F7(0). ).

En intégrant en temps pour s € [0,t], on a

t

1
5 ||u® (t)”?mf + /a(ug(s ))ds + la/ ( s)| dT) ds <
0

0

—|—/t (%(s),gb) als—l—/t(1(1f(s),<b)cls—|—l€/lt </F1 us(s)xde) ds +TJ(¢)+ (3.3.8)
+/t(f€(8),u€(8))d8—/t(fs(S),qb)dS

Par I'inégalité de Young; ab < n? “2 + 77’21’ V(a,b) € R, on a

1 1
alu S - E,UE + ~a ’
(&, 9) % alu,v) 2 (#,9) (3.3.9)
< 5@ a(u®,u) +p ||V¢Hg,96 ,
bf‘ (aau: (S),¢> ds = (ue(t)’ ¢) (3 3 10)



3.3. ESTIMATION A PRIORI SUR LA VITESSE

Et en utilisant I'inégalité 3.3.4, on obtient

/ (Fo(s). u())ds| < / 1£5(5) e 1165l e s

0
t

< [ (1O loar (72) " 190Gl ) s

0
t

b [ (172 (28 16l s

0

t ot t
0 6 2e%h A 5 .
<& IV ds+ 0 [ 15l ds+ 5 [ 1) ds
0 0 0

4he

2
S)HO,QE ds

(3.3.11)

et

t ot _ ot
. p 2e%h . 16 2he A
~ [ ) 01| < T IV0l e dst T [N o dst TS 1ol it [ 1576 s
0 0

0

(3.3.12)
De 3.3.9 — 3.3.12, I'inégalité 3.3.8 devient

t t
1, . 1 R R 3¢ R 1, .
3 10 Ol + 5 [ aw(e)w(e)ds + 2 [ 1l ds < 10 Ol o+
0

0

iz c 5 9 e
+ello0 +7 / Ve ()60 ds + JTul Vg + JTE llellor + (3:3.13)
0

_ ) t
6h  4h
LTI+ (7 + 7) 2 [ 1Ol s
0

On utilise I'inégalité de Korn 3.3.3 dans le membre a gauche de 3.3.13 et d'une réduction

de certains termes, on trouve

t t
1, . 1 I
O+ (1900 ds+ 5 [l ds <
0 0

5 9
+ 116116, + 7w IV ellg - + T 1115 r5 (3.3.14)

—9 t

" .

—) 2 / 12 ()2 e ds
M 0

+TJ(p) + (6; +
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3.3. ESTIMATION A PRIORI SUR LA VITESSE

Pour ¢ quelconque dans |0, T'[, en multiplian 3.3.14 par ¢ et nous choisissons ¢ = G° (t).

Pour estimer les termes ||G¢ (t)H(Q)Ti et J(G*), on utilise le lemme 3.3.1 :
c[elar < c@m [ (6 OF + Ve @) ds
re Qs

< CO(Q,h)/Q()@ ‘ +‘VG ‘)dm

2
VG oo <

0,0

et de la remarque 2.2.1 de la Lipschitzienne de J , on a

eJ (G°) < f(@)

< ‘w‘l/Q

H M (©

L’utilisation de ces trois derniéres inégalités et si on passe au domaine fixe {2 dans le

membre de droite dans 3.3.14, nous obtenons une constante A indépendante de ¢ telle que

1 @ 190 e ds | +T [ ) ds < 4 (3:3.15)

avec

A (‘
. ~ h 4k
], wnld +(6 )l
00,w L2 (0,T,H1(2)3) l

En passant d’estimation 3.3.15 au domaine fixe €2, on trouve 3.3.6.
1=

ou
Maintenant, en dérivant 2.3.1 en ¢ et on prend ¢ = —=(¢)
dug

ot
(G o0 o (e, o)+ e
) ) GEm) = (0. 5 )

" 61’[’2 . 7
et comme (JE) (uz(t)) : E(t) > 0, en intégrant en temps pour s € [0, ¢]

t
1 || Oug 2 dug dug A
5‘{%@) OQf/“(at() )ds+l/H—
’ 0

1][ous |17 r(of ou
1 || du¢ ¢
2’ ot ) OQE+/<(%() (’%())ds

’ 0
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Lo (0,T,L2()3) Lo (0,T,L2()3) Lo (0,7,H(Q)3)

L2(0,T,L2(Q)3 )) '

2

| /\

(3.3.16)




3.3. ESTIMATION A PRIORI SUR LA VITESSE

€
On utilise I'inégalité de Poincaré pour

y et 'inégalité de Young pour majore le deuxieme
terme du deuxieme membre de 3.3.16, on a donc

Ju 2 t /Ou ou ous  |? ou 2
¢ ¢ C C ¢
t d - |l== dr | ds < 0
k0 QH“(atUat )s+ f(fp (5 ) Q\atumf
t Out 2 4 27,% t € 2 t € 2
Ef UC (S) 9 h f 8f ds + hf 8f (S) ds
8 0 at O,QE 0 0,0¢ 3l 0 at 0,0¢
(3.3.17)
Par I'inégalité de Korn, on déduit de 'inégalité 3.3.3) et 3.3.17) que
s Ha”‘é S 2% 0u 1124 oI
— == = f (s) ds + —f (s) ds < = (0) +
2ot Ve T 16 0 | on 10 ot ory 2 at || o
4 t € 2 t €
f 6f hs af s |
0 0
(3.3.18)
oug

Nous devons estimer

8; (0). De 2.3.1¢£2.3.2, on a

dug ) 5
( ot (0)7¢> = (f (0)7¢)’ V¢ c Kdz’v ,

on utilise les inégalités de Cauchy-Schwartz et de Poincaré puis le lemme 3.3.1, respecti-
vement, comme suit

(£5(0),¢) < 1F°(0)llo 0= lI9llo,0-

< V2| £ (O)lloe 19]11.0: + V2R 1 2(0)lg.0e lIllo v
< V2eh || f2(0)]o -

Ol + V2RCo (2, 0) 112 (0) || 1161l e
Alors

‘(aa? (OW)‘ = (\/585!#6(0)!\0,95 +Co (2,h) V2R £5(0) g +) Il o (3.3.19)

2
o Donc, en multipliant 'inégalité 3.3.19
07

~

fE

En utilisant le fait que & Hng?J’QE =e!

par €2 avec & € 10, 1[, il vient que

out
s || QU
€ 5 (0)

< ¢o (3.3.20)
0,0°

ou ¢y = \/2h‘ JEC‘(O)HOQ + Co (2, h) VQE‘ J/”\E(O)HOQ , (ne dépend pas de €).

De 3.3.18, 3.3.20et par passage a la limite inférieure en (, on trouve

1||0uf wot 2 I ous, | 1
— I~ < Zpne—3
2‘ 815() 160f [)Qad +16f(fff o B A ds = e ”
2 . 8f€ \ 8f6 (3.3.21)
f f ds
0 0
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3.4. ESTIMATION A PRIORI SUR LA PRESSION

En multipliant maintenant 3.3.21 par €3, on obtient

N t
8u 5 1
d — (3.3.22
3 815 /H (s) s+ &2 16 ( ) )
ol B est une constante qui ne dépend pas de £, b = min(1, p, ) , @ =10,T[xQet
1 oI’ oFt |
B=- 24 —
p | (@) +- e 3 ||
L2(Q) L*(Q)
Donc 3.3.7 découle de 3.3.22. [
Théoréme 3.3.2. Sous les hypothéses des théorémes 3.3.1. On a
2
S i lza) + et < 4, (3.3.23)
5, OUS
ZH6 ||L2(Q + 1€ & <B. (3.3.24)

Preuve.

Nous appliquons l'inégalité 3.3.12 dans l'estimation 3.3.15, puis dans l'estimation 3.3.22, on

t
- / lu () |2 geds < A,
0
ou’

eo/tat<s>2

En passant au domaine fixe €2 de ces inégalités on obtient 3.3.23et3.3.24. [J

trouve

ds < B.

3.4 Estimation a priori sur la pression

Théoréme 3.4.1. Sous les hypotheses des théoremes 3.3.1, il existe une constante C' indépen-

dante de ¢ telle que
aAé‘

”8 L2 1m-1(0)) < C, fori=1,2, (3.4.1)
op
ap o) =Ce (3.4.2)

Preuve.

Soient @° et pF des solutions du probleme3.2.1 3.2.2, alors si on prend ¢ = @ () + & avec
€= (£,0,0) € H} (Q)°, on trouve
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o5 oz 0 a¢
/ < /
dz 5( t( )+§k{€u<xj+ 1)()} dedz+

f (881;1 te g_zj) (t) gédx/dz—f— (fs (t) ,§> . Vtelo,T].

En intégrant cette inéquation en temps pour s € [0, et en utilisant 'inégalité de Holder

puis de 'estimation 3.3.6 et 3.3.24, on trouve la majoration suivante
o5 )
Ja 8—(x s)é(x,s)dx | ds < B f 1€ () II5 ,ds ) +
T
2 ¢ 3 , 3 ,
5 ([ I @) zs) +na (] ||§||m) b (f € (517,05
Jj=1 0 0

D’autre part, en remplagant £ par —&, on obtient

(S

t (fQ %(x,s)ax,s)dx) ds| < B (f 1€ (s) Hiﬂds) : +

(f 5z, 5>;+MA(I 5 on)5+c(j|rs<s>|rf,gds),

on déduit que 'application :

(NI

op°

. L*0,T, H} (2 R
8$17 (Ov ) 0( )) — )

§ — / ( 691:1 (a:,s)d.r) ds

ap est une fonction dans le dual de I'espace L*(0,T, H} (2)). Ce
L1

qui prouve 3.4.1 pour i = 1. Nous choisissons ¢ = @ () + &,€ = (0,&,0) pour prouver le cas

est linéaire et continue, donc

i = 2. De méme pour obtenir 3.4.2, on choisit ¢ = ¢ (t)+¢&,&£=1(0,0,8), puis en intégrant en

temps pour s € [0, ], on déduit

o Diis O¢
- / < 9 2 3 /
fQ 0z dz< et ( ot <t>’€> + Jo 2 0z 8zdx dzr

8U uj 85 ’ >
zfﬂﬂg ( mj* 8z> axjd:cdz—(f (t),g), vt € [0,7]

ce qui implique

(o)

2
IL[/A <Jz::1 Haxj HLQ(Q) H HLQ(Q)> + Hé‘HLQ(OTHl(Q)) |:|

< Bll€ll 201,51 )+
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3.5. RESULTAT DE CONVERGENCE ET PROBLEME LIMITE

3.5 Résultat de convergence et probleme limite

Théoréme 3.5.1. Sous les hypothéses des lemmes (3.2.1)-(3.3.1), il existe u* = (u},u;) €
L*(0,T,V,) et p* € L*(0,T,L3(Q)) tels que

ous

iy — uj, € a; —0, i=1,2 faiblement dans L*(0,T,V.), (3.5.1)
~NE 25e
gg;‘; 0, 52§x;‘5t 0, i,j = 1,2 faiblement dans L2(0,T, L*())4 (3.5.2)
&?aau?’ — 0, faiblement dans L*(0,T, L*()), (3.5.3)
z
52% —0 53% — 0, i = 1,2 faiblement dans L*(0,T, L*(2)) (3.5.4)
a.TZ' ) amzat ) ) s L ’ -
eus — 0, 52% — 0 faiblement dans L*(0,T, L*(2)), (3.5.5)
p° — p*, faiblement dans L*(0,T, L*(Q2)). (3.5.6)
Preuve.

On déduit de 3.3.23 que la suite (uf, u3). est bornée dans L? (0.7, V), ceci implique Pexistence
de (u7, u3) tel que (uj,us3). converge faiblemegt vers (u},u%) dans L*(0,T,V,).

85? ) aaéf)g est borné dans L? (0.7, V) et converge
vers une limite (I1,l5), mais, il vient de 3.3.23 que la suite (i, eu3). converge fort vers (0, 0)
dans L?(0.7,V,), de sorte que (I1,l3) = (0,0).

Grace aux 3.3.23, 3.3.24et3.5.1, on trouve 3.5.2.

De méme, par conséquent, de 3.3.24, on a <€

Par les convergences de 3.5.2 et le fait que div(4®) = 0, on obtient 3.5.3 | i.e

2

U ou;
aaz = —Zé ‘ 0.

De 3.3.23, on trouve |[eus|l,, < A , et d’apres 3.3.6 on obtient la premiere convergence dans
3.5.4, aussi la deuxiéme convergence découle de 3.3.7 et 3.3.24.

Pour d’obtenir 3.5.5, on utilise 'estimation |u3l,, < A et le fait que div (4°) = 0, on trouve
la convergence faible de (¢u3), vers 0, et la deuxieme convergence est claire a partir de 3.3.24.

7€

0
Il vient de 3.3.24 que la suite (52%> est borné dans L? (0.7, V), et par la suite converge

vers une limite 6, d’autre part on a ei§ — 0, cela implique que €245 — 0, on trouve donc 6 = 0.

Pour démontrer 3.5.6, on utilise 3.4.1, 3.4.2 et I'inégalité suivante :
15 Ol < K (195 Ol + [ 77 )z,
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Ce qui montre qu’il existe une sous suite extraire p° qui converge faiblement vers p* dans

L*0,T,L3(2)). O
Remarque 3.5.1. Pourt €)0,T[. On a [15]
pr(a 2z, t) = p(a,t), V(' 2) € Q,
* / * / / 8h‘ * (0 / ah /
[ (w0 gt + e w05 ) da
ciot p (Oul | Ous i
—|—/Qp (a',1) (8x1 + 8@) (t)dx'dz = 0.

Théoréme 3.5.2. Avec les mémes hypothéses du théoréme 3.5.1 la solution limite (u*, p* ) vérifie

(3.5.7)

les formules suivantes

2 ou; 0 - . , 2 o Con
;/Q/i ;Z (t)a(@—ui (t))dx dz—;/wp (x7t)¢z‘($,h(x))a de

L
2 2
— ZZI/Qp*(x',t) i;da:’dz—i- ;[[Juf(x’,h(x'),t) [gfsz(x’,h(x’)) —u (a:’,h(ac’),t))] dx’ 355
2
£ (6) — T () > Z/ f () ur (8 de'dz | Vo € TH(K) ¥t € 10,7,
— Ja
u*(2',2,0) =0,
ot
II(K) = {5: <¢§1,¢32> € H'(Q)” : 30 tel que ¢ = (4131,&32,@33) € K}
Pur 0
i = () = 5 (0, 1= 1.2, dans L2(®). (35.9)
Preuve.

Dans l'inégalité variationnelle (3.1.1), on passe tous les termes non linéaires a la droite et les
termes linéaires a gauche, puis, on applique la limite sur la droite et la limite inférieurement
a gauche, en utilisant les résultats de convergence 3.5.1 — 3.5.6 et la formule 3.5.7, on obtient
done 3.5.8. Avec le choix de la fonction test : ¢; = ul (t) + by, ¥ € Hg (Q) pour i = 1,2, on

obtient facilement 3.5.9.

3.6 Conclusion.

Jusqu’ici, nous avons apporté les parametres essentiels du modele limite de notre pro-

bléme, il ne nous reste donc qu’a chercher une équation de type Reynolds d'une autre formule
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de I'équation 3.5.9, ainsi nous récupérons des conditions aux limites que nous avons deja mises
dans le probléme initial. Comme références [5, 15, 28] pour le choix des fonctions test, nous

avons

1 %(m’,o,t)‘ <k=u(2,0,t)=s

, ) ) (3.6.1)
L 86% (m’,O,t)‘ =k=36>0; u(2,0,t) = s—l—ﬁaa% (2',0,1)
h(x h(z")
ﬂu* (2/,0,8) —p [ w*(2',y,t) dy+
, (x,)Q 0~ X (.:1;’)3 (3.6.2)
+ ot (b () 1) = F (,9) + =5V (1)

Vo' e w, Vtelo,T],

ot F dépend seulement de f et de €.
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Résumé

Le but de ce mémoire est 1" étudié d'analyse asymptotique d'un fluide incompressible
dans un régime dynamigue et mince de dimension trois avec des conditions aux limites
mixtes etla loi de frottement de type Tresca.

D'abord, nous avons montré I'existence etl'unicité de laformulation variationnelle de

probléme.

Ensuite, On s'intéresse al'analyse asymptotique du probléme lorsque I'épaisseur tend
vers zéro. Dans une équation de Reynolds spécifique associée ddesinégalités
variationnelles est obtenue pourle probléme.

Mots clés : conditions aux limite , Probleme de Contact, Equation de Reynolds, Fluide
de Stokes, Frottement de Tresca.
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Abstract

The purpose of this thesis is the study of asymptotic analysis for incompressible fluid in
a dynamic and thin regime with a third dimension with mixed condition in the limits and

trescatype friction law .

First , we have proved the unigueness end the existence of variation formulation of the
problems. Then we are interested in the asymptotic analysis of the problem when the
thicknesstendsto zeroin a specificReynolds equation associated to variation inequalities
is obtained for the problem

Kevwords: conditions on the limits, contact problem, Reynolds equation, stokes fluid,
trescafriction
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