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Introduction générale

En analyse numérique, la méthode des différences finies est une technique courante de
recherche de solutions approchées d’équations aux dérivées partielles, qui consiste a résoudre
un systéme de relations ( schéma numeérique); liante les valeurs des fonctions inconnues en
certains points suffisamment proches les uns des autres.

En apparence, cette méthode apparait comme étaut la plus simple & mettre ceuvre car elle
procéde en deux étapes: d’une part la discrétisation par différences finies des opérateurs de
dérivation (différentiation), d’autre part la convergence du schéma numérique ainsi obtenu
lorsque la distance entre les points diminue.

La discrétisation des opérateurs différentiels par différences finies obtenue par les formules
de Taylor pour ¢a, on étudie la formule de Taylor détaillé au premier chapitre: La formule
de Taylor avec reste de Lagrange, Young, et avec reste intégrale.

Au deuxiéme chapitre, on étudie la méthode de différences finies, cette méthode c’est
une méthode numérique qui applique aux E.D.P. Cette méthode a bessoin & beaucoup la
formule de Taylor, & la discrétisation d’ E.D.P et I'estimation d’erreur, la consistance du

schéma numérique et a la stabilité du schéma.
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Notations et conventions

Deux fonctions.
Le reste dans de la formule Taylor n € [1, 00 .

f application est de classe n sur |[a,b].

Le reste s’écrivant sous la forme de Lagrange ou de Cauchy.

Produit scalaire.
L’erreur.
La dérivée de f a l'ordre n.

Dérivée partielle de f en z; .
Différentielle d’ordre n de f ou point x € U.
Norme.

Application linéaire de R™ dans R.

Une valeur positive prochede 0.
Fonction de deux variables.

Dérivée de u.

La dérivée partielle de u en x au point (a,b).
La dérivée seconde partielle de u en x.
Domaine borné.

Deux entiers.
h=25A et k=5C.

La valeur approchée de u en point (z;y;) -
La valeur approchée de u en point (x;t,) .
Espace de matrices N x N.

La gradient de wu.

Matrice n x n.

vecteur de RVx.



Chapitre 1

Formules de Taylor

1.1 Introduction

Fonction f est continue sur un intervalle [a,b] et dérivable en zy € |a,b[ peut sécrire

(au voisinage de x) par:

f(x) = f(z0) + f (z0) (x — m0) + R (2).

avec R (x) = ¢ () (x — xo) et lime (x) = 0. Cela revient a dire que f peut étre approx-
T—xQ

imée par le polynome de degré 1:
z = f(x0) + [ (o) (x — o).

L’erreur commise par cette approximation tendant vers zéro lorsque x — x. La formule de
Taylor généralise ce résultat, en montrant que les fonctions n fois dérivables peuvent étre

approximées (dans un voisinage de zg) par des polynomes de degré n. Plus exactement

o ™ (2 .
fi! )(x—xo)+...+fn—(!)($_$0) + B (2).

[ (@)= f(xo) +
Ou le polynome P, de degré n en (x — xp) :

/(o)
1!

f(n) (z0)

n! (= m0)",

P, (z) = f(z0) + (x —x0) + ... +

approxime f avec un degré de précision égal a R, (z), est appellée reste d’orde n. On
peut en donner diverses évaluations d’erreu selon les conditions de dérivabilité imposées a

f. Ce qui entraine diverses formes de la formule de Taylor.



1.2. Formules de Taylor

1.2 Formules de Taylor

Les formules de Taylor que nous allons établir sont des conséquences du théoréme suivant,
elle soit extension directe du théoréme des accroissements finis généralisés auquel il se réduit

lorsque n = 0.

Théoréme 1.2.1 (Taylor) [5]
Soient f, g : [a,b] — R deuz fonctions vérifant les conditions suivantes:
1° f€Cma,b], f™ est dérivable dans |a,b[.
2 g€ Cla,b], g est dérivable dans Ja,b[ et Yx € Ja,b[, g (z) # 0.

Soit xg € [a,b]. Alors Vx € a,b],x # xo, on a:
n ) (5
f(z) = Z%(x—xo)k + R, (x, 7). (1.2.1)
k=0

nlg' (c) ’ o
et ¢ est un point compris strictement entre xy et x. L’expression (1.1.1) est dite formule de

ot Ry, (xg,x) =

Taylor avec reste généralisé (1.1.2).

Preuve. supposons x > xy. Considérons la fonction ¢ : [xg, 2] — R définie par

) () (g — )
o) = f @) - Y O

k=0

@ est continue sur [To,x] et admet sur|xq, x| une dérivée

" f(k+1) r— 1) — o — )1 (n+1) r—t)"
PO,y el GICEL I WIGHCED ma I UICED S
k=0 ’

n!
Comme ¢ et g satisfont les hypothéses du théoréme des accroissements finis généralisés

sur [zo, x], on a
p(z) —p(z0) _ ¥ (c)
g(@) —g(zo) g(c)
L’affirmation du théoréme en résulte aussitot. m

ol Ty < ¢ < .

Démonstration analogue pour x < zg, en remplacant (z — xq)par | — zo|dans le second
membre. Le nombre ¢ est souvent désigné par x¢+6 (x — x) avec 0 < § < 1 (écriture unique
indépendante de la position des points xy et ). Ce nombre varie lorsque’on change z ou g.
Le choix de diverses fonctions g vérifiant 2° entraine diverses formes du reste R, (2o, ). La

formule la plus classique est la suivante
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1.2.1 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

Théoréme 1.2.2 [5/
Soit f : [a,b] — R une fonction telle que f € C"[a,b], f™ dérivable dans ]a,b| et soit
xg € la,b]. Alors, Vx € [a,b], x # 9, on a

(x _ Qfo)nH

(n+1)!

(x — x9)
1!

(x — xo)"

f(x) = flzo) + Fl(@o) + .+ FO (o) + Fo(e)

n!

ot ¢ est un point strictement compris entre xo et x. Le terme % f("+1)(c) est appelé
reste de Lagrange par conséquence .
Preuve. Conséquence immédiate du théoréme (1.1.1) en partant danc la formule (1.1.2)

g(t) = (t —2)"™t. On a alors

9(x) = 0,g(xo) = (r0 — )", g'(t) = (n + 1)(t — 2)"

d’ou le théoréme (1.1.2). On utilise parfois la formule de Taylor avec une autre évaluation du
reste (reste de Cauchy) en prenant g(t) = t—x et en posant ¢ = xo+60(z —x0),(0 < 0 < 1) :

Théoréme 1.2.3 [5/
Soit t : [a,b] — R une fonction telle que f € C™([a,b]), f™ dérivable dans |a, b| et soit
xg € [a,b] . Alors Vx € [a;b], x # xg, on a:
T — Tg
1!
(x — )" 11 — 6)"

avec R, (xo,z) = ' FO ) (20 + 0(z — x0)), 0< 0 <1 (reste de Cauchy)
n!

(x — xo)"

n! F(xo) + Rp(wo, )

f(@) = fwo) + F(w0) + ... +

Remarque 1.2.1 On notera que les nombres c et 0 figurant dans la formule de Taylor avec
reste de Lagrange sont généralement différentes de ceux de la derniére formule (reste de
Cauchy). Les formules précédentes ont un sens si x # xo, mais il est évident que R, (xg, o) =
0. Les théorémes précédents demeurent vrais avec des conditions plus faibles, en supposant

par exemple f continue sur |a,b] et de classe C™ sur |a,b[. Plus généralement :

Théoréme 1.2.4 Soit f € C""(I), ou I est un intervalle fermé, ouvert ou semi ouvert et
soit xg € I. Alors Vx € I, x # x9, on a:

Fao) + ot EIV 00 ) 1 Ry, ),

T — Tg
1!

fx) = f(zo) +
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le reste R, (zo,x) s’écrivant sous la forme de Lagrange ou de Cauchy.

Preuve. En effet x € I étant fixé, il existe un intervalle [a,b] C I contenant xget x.
La fonction [ vérifie alors les hypothéses du théoréme de Taylor (avec reste de Lagrange ou
reste de Cauchy) dans [a,b].

La formule du théoréme (1.1.3) est dite formule de Taylor & l'ordre (n + 1), elle est
utilisée le plus fréquemment avec reste de Lagrange :

([E’ _ Io)n+1

Ru(ro,) = 0 ().

Si lon écrit ¢ = xg + 0(x — xp), le reste devient:

(x — x0)

(n+1)! FOD (@ + 0w — 20)),0 < 0 < 1.

R,(xo,2) =

Comme pour la formule des accroissements finis qui apparait maintenant comme le cas
particulier n = 0, on donne souvent un autre au résultat en posant x = x¢ + h. Alors
c=x9+ 0h, avec 0 < 0 < 1(il n’est pas nécessaire de supposer h > 0), d’ou

hn—l—l
(n+1)!

2 n
Flo 1) = F(zo) o /(@) + o (o) o o [ ) FE ) (@ -+ 0)

Remarque 1.2.2 Lorsque xg = 0 dans la formule de Taylor-Lagrange, on obtient la formule
dite de Maclaurin (& l'ordre (n + 1) avec reste de Lagrange)
n+1

2 n
F(@) = F0) + T/(0) + 57 (0) + oo+ D0 +

T 1)'f("+1)(9x) ou 0 €]0,1].

1.2.2 Formule de Taylor avec reste de Young

Nous allons maintenant restreindre les hypothéses en supposant simplement que f™ (x0)
existe. Remarquons d’abord que 'existence d’une dérivée n-iéme en x, implique 'existence
d’un intervalle I. contenant z(, sur lequel f est définie et admet des dérivées jusqu’a 'ordre
n—1, fVétant dérivable en xy. Nous allons donner une forme différente de la formule de

Taylor résultant de cette modification des hypotheéses :

Théoréme 1.2.5 [5]
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Soit f : [a,b] — R,z € [a,b]. Supposons que [ (xq) existe (fini). Alors Vx € [a,b],

T — X
1!

(x — xo)"

f(z) = f(x) + f(zo) + ... + f(")(xo) + o(x — xo)". (1.2.3)

n!
La relation (1.1.3) est dite formule de Taylor avec reste de Young. Le reste R,(zxo,z) =

o(x — xg)™ posséde donc la propriété suivante :

lim —Rn(xg,a:) =
T—T0 (:L‘ — :CO)"

Pour démontrer le théoréme, on établira d’abord le résultat suivant :

Lemme 1.2.1 Soif [ : [a,b] — R une fonction telle que:
f(xo) = f(x0) = ... = f™(x0) =0, xg € [a,b].Alors f(z) = o((x — x0)").

Preuve. Le lemme se démontre par récurrence sur l'entier n. Pour n = 1, f étant

dérivable en xy, on a

f(@) = f(x) = f(zo) = ['(x0)(x — 20) + o(x — x0) = o(x — o) [car f(zo) = f'(20) = 0].

Supposons la proposition vraie jusqu’a I'ordre n, et soit f une fonction admettent une dérivée

d’ordre n 4+ 1 en x et telle que :

flwo) = f'(x0) = . = [T (o) = 0
La dérivée f(™ existe dans un certain intervalle I contenant o [puisque f"+9(zg) existe]

et l'on a: f'(zg) = ... = (f')™(20) = 0. D’aprés I’hypothése de récurrence f'(x) = o((x —

x9)"), € I. D’apres le théoréme des accroissements finis, on a pour z € I :
f(x) — f(zo) = f(e)(x — x0), o0 ¢ =x9 + O(x — x0), 0< 6 < 1.

On a donc pour z € I, f(z) = o((c — z0)")(z — z9) = o((x — z0)" 1), résultat qui demeure
vrai lorsque x € [a, b], d’ou le lemme. Précisons la derniére relation:

o((c = mo)")(c = zo)"

(¢ — x0)™(x — xo)™

o((c —x0)") = (. —0)" = 0o(1)0"(z — x0)" = of(x — x0)"),
ce qui signifie

lim & =0= lim &
c—xg (C — ZL‘O)" x—x0 (x — Io)n

=0,
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Posons :
(z — o) (T —20)"
Ry(zo,2) = f(x) — | f(z0) + T fHwo) + ... + o (o)
Un calcul élémentaire donne:
B o\n (k) f(k) (20) 0 <k <
r—x r—x n o) pour U % SRL
flao) + 2 prag) 4 R |
: n: z=10 0 pour k > n

R,, vérifie donc I'’hypotheése de lemme, d’otl

Rp(z0, ) = o(x — x0)"),

ce qui établit le théoréme. m

Autre écriture de la formule de Taylor-Young.

Il est souvent commode poser dans la formule de Taylor-Young

R, (xo, 7)
(x — xo)"

e(xr) =

pourx # xoete(xg) = 0.

Soit : f : [a,b] — R une fonction admettant une dérivée n-iéme en zq € [a,b]. Alors

Vz € [a,b],on a:

3

_ k
%Jf(k) (wo) + (x — z0)"e(x), oulim e(x) = e(wo) =0

flx) = flxo) +

k=1

Remarque 1.2.3 On notera bien la différence de nature des deux formules de Taylor. La
formule de Taylor avec reste de Lagrange (ou de Cauchy)a un caractére global (permettant
I’étude globale d’une fonction sur un intervalle) tandis que cette formule de Taylor-Young a
un caracteére local (le développement local intervient lors de l’étude du comportement d’une

fonction au voisinage d’un point xg)

1.2.3 Formule de Maclaurin-Young.

En faisant ¢y = 0, on obtient sous les mémes hypotheéses la formule de Maclaurin & I'ordre

n avec reste de Young :

f(z) = f(0) + %f’(o) + ...+ Z—Tf(")(O) + a"(z), avec e(x) — 0 lorsque x — 0,
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flx)=(142)" z€]-1,+00[, a €R,
La fonction f vérifie les hypothéses du théoréeme (1.1.4). Appliquons la formule de Maclaurin
avec reste de Young au voisinage de 0 : f®(z) = a(a—1)...(a —k+1)(1+2)*"!, on a ainsi
au point 79 = 0, et f*(0) = a(a —1)..(a —k+1),sik > 1et fO0) =1, pour n > 1

quelconque, x > —1:

o ala—1 ala—1)...(a—n+1
(1+a:)"‘_1—|—ﬂx+—( 51 )JJ2—|—...+ ( ) n<' )x"—i—rn(x),

ou 7, (x) s’écrit sous les formes suivantes :
_ala—1)..(a—n)

rale) = (n+1)!

ala—1)..(a—n)(1—-0)(1+02)*™" n+1

ro(x) = ' ", (reste de Cauchy),
n!

(14 0x)* "z"*! (reste de Lagrange),

ro(x) = o(z"), (reste de Young).

Notons que pour @ = n (n entier positif), alors Vo € R :
0 nr  nn-—1) , n(n—1)...1 ,
(1+£L‘) —1—|—T+T£€ +...+TSC ,
dans cas R, (z) = 0 et on retrouve ainsi la formule du binome.

e Considérons le cas particulier « = —1 on a :
fP(@) = (1)KL +2) 7,

la formule de Taylor en xy = 0 s’écrit alors (pour tout x > —1) :

1

52— l—a+2*+ ..+ (=1)"2" +r,(x), ot r,(x) peut s’écrire:
T

ro(z) = (=1)"H(1 + 0z) " 22", (reste de Lagrange)
ou rp(z) = (—=1)""(1 4 02) " 2(1 — 0'2)"(n + 1)2"™, (reste de Cauchy)
ou r,(x) = o(z"), ( reste de Young).

e De fagon analogue. On a pour tout x < 1(remplacer x par —x ) :
1
11—z

ro(x) = (1 4+ 02) " 22" ( reste de Lagrange),

=l+a+a+ ..+ 2" +r(z),

oury(z) = (1+0z) " 21 —0z)"(n+ 12", (reste de Cauchy),

our,(z) = o(z"), ( reste de Young).
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Exemple 1.2.1 Considérons f(x) = sinz. On sait que:

k
sin® ¢ = sin(z + g)
d’ot la formule de Taylor avec reste de Lagrange pour xo = 0
: z? |z n_z°" n sin fx)a2nt2
Vo € R,sinz = m—3—?+5—i—|—.‘.+(—1) %vwznﬂ@),avec Tont1(7) = (—1) H%

Le reste de Young sera: 1o, 1(x) = o(x®"2), ou encore, ro,.1(x) = ¥ 2e(x) ou lir%s(x) =
x—
.’EQ

0. La formule de Taylor pour f(x) = cosx en wyp = 0, Vo € R,cosz = 1 — 5 +

n g2n N —1)7t1(gin §z) 2+ \
% + ...+ (1) % + Ton(x),00  rop(z) = U (2(n+f)!) , (reste de Lagrange), ot

Ton(x) = o(z*" 1), (reste de Young).

Soit f(x) = \/x. Développons [ a laide de la formule de Taylor avec reste de Young en

xo = 1, pour n = 3. Posons:

1
y=x—1. Alors \Jx = \/1+vy, d’aprés 'ezemplel (a = —)

Ll 4 Ll __ L_9
m_1+%+2<2 )y2+2(2 ) (5 )y3+0(y3),

2! 3!
2 3
y oy Y 3
—14+2_Z 4L
Ty 8+16+0(y)’
r—1 (z—-12 (x—1)3 3
=1 — —1)°).
Vi=1+ 5 st g +o((z —1)%)

1.2.4 Taylor avec reste intégral

Théoréme 1.2.6 [2]
Supposons que f soit de classe C"1 sur I. Alors, pour tout h € R tel que o +h

appartienne ¢ I on a:

n hk hn+1
flao +1) = 3 G f O a0) ™ [ (=t D g thie

k=0 0

Remarque 1.2.4 Le reste intégral admet une autre expression. Plus précisément, on a

[’égaliteé:
ot | h+x0(h+ "
x p—
w /(1 _ t)nf(n+1)($0 + th)dt — / +f(n+1)<t)dt7
0 o

qui découle tout simplement d’un changement de variable t — x¢ + th.

10
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Preuve. (la formule de Taylor avec reste intégral). Montrons le résultat par récurrence
sur n. Le reste intégral sera exprimé sous sa deuxiéme forme (cf. remarque ci-dessus). La
propriété est vraie au rang 0. En effet, selon le théoréme fondamental de ’analyse, si f est
de classe C* sur [z, 7o + h], alors :

h+xo

flxo + 1) = flzo) + / F(t)d:

o

Supposons la formule vraie au rang n. Alors pour f de classe C"™2 sur [xg, 7o+ /] on obtient,

par intégration par parties :

h+xo(h n t)n (h i t)nJrl zo+h h+xo(h " t>n+1
L (n+1) Ddt = |— Lo — (n+1) ¢ / Lo — (n+2) £dt:
/ n! / ®) (n+ 1)! / ()xo * (n+1)! / (t)d;
xo Zo
h hﬂo(h + t)n
_ (n+1) Lo~ (n+2) () gt
zo
De plus, par hypothése de récurrence
n hk h+x0(h + t)n
Lo — n
flan+1) =3 i)+ [ B ey,
k=0 e
on obtient donc
Foas )= 3 g+ gy [
0 ST YT (et 1) 0 (n+1)! ’
— >
c’est-a-dire ,
ntl gk o n+1
h h+x9—1 "
Flaot ) =3 i)+ [ EEIZI ooy
k! !

zo

ce qui montre que notre propriété est vraie aurang n+ 1. m

Remarque 1.2.5 Si f est de classe C™"*L, alors on peut déduire facilement la formule de

Taylor-Young de la formule de Taylor avec reste intégral. Il suffit de montrer que la fonction

“(h) = % / (1= )" FOD) (g + th)dt,
0

11



1.3. Séries de Taylor

1

Tend vers O quand h tend vers 0. Or on peut vérifier que l’intégrale /(1—t)"f("+1)(x0 +th)dt
0

, est bornée pour h au voisinage de 0. Une autre fagon d’écrire un développement de Taylor

au point xo consiste & poser x = xg + h. Le théoreme de Taylor- Young s’énonce alors de la

fagon suivante : si f est de classe C™ sur I, alors pour tout x € I on peut écrire:

Fe) =3 EI 10 ) 4 (0 e — o),

k!
k=0

ot e(x — o) tend vers 0 quand x tend vers x.

1.3 Séries de Taylor

Définition 1.3.1 /5]

[e.o]

Soit f une fonction de class C*° dans un voisinage du point xo . La série Z %(m —

n=0
x0)", s’appelle série de Taylor de f au voisinage de xo. Si xg = 0, cette série s’appelle
encore série de Maclaurin .

o0
Proposition 1.3.1 Toute série entiére E an(x — x0)" est la série de Taylor de sa somme
o n=0
au voisinage de xg.
Le probléme inverse se pose alors : reconnaitre si une fonction f de classe C*°, définie

dans un voisinage de xg, peut étre représentée par une série entiére.

Définition 1.3.2 [5]
On dit qu’une fonction f , définie dans un voisinage de xq, peut étre développée en série

de Taylor au voisinage de xg, s’il existe R > 0 tel que:
— ™ (@o) n
Vo, | —xo| < R: f(x) :ZT(x—xo) :
n=0

Une telle fonction devra, bien entendu, étre de classe C* dans |xg — R, zo + R[. Si f peut
étre développée en série de Taylor au voisinage de tout point de l'intervalle |a,b|, on dira

que f est une fonction réelle analytique sur la, b et on écrit f € C* (Ja,b]). Généralement,

12



1.3. Séries de Taylor

une fonction de classe C'*° n’admet pas de développement en série de Taylor au voisinage

de xo(xodonné) comme le montre l’exemple suivant : la fonction

f() = e*z%sz'x#() |

0 st =0

est de classe C* dans R. Ce pendant la représentation

X f(n)
ey = 521700

n!

n’est possible dans aucun voisinage de vy = 0, car: Vn € N : f(")(O) = 0, donc la série
de Taylor s’annule identiquement alors que f ne s’annule qu’en xq = 0.0n peut utiliser la
formule de Taylor pour déterminer les conditions permettant de représenter une fonction

par sa série de Taylor

Théoréme 1.3.1 Soit f une fonction de classe C* dans l'intervalle A = |zg — 9§,z + ] .

f(z) = %(m — x0)", dans A il faut, et suffit, que: Yxr € A : lim R,(x) = 0.0u
n=0

R,(x) est le reste dans de la formule Taylor

n ) (g .
1) =3 T 0 a4 By (),

Preuve. Elle est évidente. La proposition suivante fournit une condition suffisante pour

qu’une fonction puisse étre développée en série de Taylor . m

Théoréme 1.3.2 [5/
Soit f une fonction de classe C* dans A = |xg — §,x¢ + 0. S’il existe une constante
M > 0 telle que
Ve e A, Vn: |f(”)(x)‘ <M,

alors

2 £(n)(y
VeeA: f(z) = ZfT('O)(x — )",
n=0 )

Preuve. En représentant le reste R,, de la formule de Tayor sous forme de Lagrange,

on aura la majotation

Vz e A:|R,

(@)] = ’m)(% + 0z = av)) Mg

(1) (@ =)' < G

13



1.3. Séries de Taylor

Uaffirmation résulte du théoréme précédent car
(5n+1

lim — = 0.
nLIEO(n +1)!

Remarque 1.3.1 La condition du théoréme(1.2.2) n’est pas nécessaire comme le montre

l’exemple suinant :

Considérons la fonction [ définie par: f(x) = > 27:‘,”". 1l est évident que son rayon de
n=0

convergence est R = +o0o, donc f est de classe C*® dans R. Or: ¥n € N: f(™ (0) = 2" —

+o00. Uhypothése du théoréme précédent n’est donc vérifiée dans aucun intervalle |—0, 4.

Exemple 1.3.1 (exemples de développement des fonctions en série de Taylor.)

Dans les exemples qui suivent, on considérera xy = 0.

1. f(x) = sinx, comme ¥Yn € N, Vz : ‘f(”) (x)| < 1,Uhypothése du théoréme précédent est

vérifiée, on a donc: Vr € R :sinx = x — g—? + ”g—? + ..+ (—1)”% + ...
2. De fagon analogue, on a pour f(z) = cosx
132 ZL'4 x2n
VreR:cosz=1——+—+ ...+ (—-1)" + ..
of D" G

3. soit f(x) = e”. Appliquons la formule de Taylor

r  a? "
f(x):1+ﬂ+§+“‘+ﬁ+R”(x)’
66:{;
Rn(l') = ml’nJrl, 0<6<1.

Exemple 1.3.2 Quel que soit x fizé, on a alors

6|1‘| |$|n+l
|Rn($)| < W — 0 lorsque n — oo,
n !
d’ou le développement
2 n
VxER:e$:1+£+x—+...+$—+..,
12! n!

14



1.4. Fonction de plusieurs variables réelles

par combinaison des développements de e*et e

e z? (=1)mam
e " = —ﬂ+§+...+T+...,
on obtient
et — et ZL’3 375 x2n+1
VeeR:shy = ——— = —F =4t —t ..,
g o 2 S I I G ST
e +e 7 x2 2n
VieR:cht = —— =1+ —+ ...
x chx 5 + 51 + ...+ 2n)! =+

1.4 Fonction de plusieurs variables réelles

1.4.1 Rappels et notations de calcul différentiel

Définition 1.4.1 [//
Soit f une application d’un ouvert U C R"danc R et soit a un point de U. On dit que

f est différentiable en a s’il existe une forme linéaire L, sur R™ (i.e une application linéaire

de R"™ dans R ) telle que l'on ait :
fla+h) = f(a) = L(h)

lim - 07
s Tl
ot ||.|| est une norme quelconque sur R™. Si on pose
h) — — L(h
= Flat 1)~ @)~ L(h

172 ’
alors
fla+h) = fla) = L(h) + ||h]| (h)
lim ((h) = 0.
On appelle L, et la différentiel de f en a. Soit Uapplication linéaire :

f:UCR"—=R™,

r— f(z) = (f1(x), ..., fm (¥)),
les deux assertions sutvantes sont équivalentes:
1)- f est différentiable en point a € U,

2)- pour tout 1 <i <m, f; est différentiable en a .
De plus Df(a)(h) = (D fi(a)(h), ..., D fin(a)(h)).

15



1.4. Fonction de plusieurs variables réelles

1)- Différentielles Successives

On définit la différentielle d’ordre n € N* par récurrence sur n. Supposons que ’application
f:U — R™est (n—1) fois différentiable en tout point d’un ouvert U C R™ notons que

D™ f () la différentielle d’ordre (n — 1) de f au point = € U. On sait que L (R™, L, (R",R™))
s'identité a 'espace L,1 (R”,R™) pour tout p € N*. Il s’ensuit que :
Ve eU: D" 'f(x) € L, (R",R™),

Définition 1.4.2 [1]
On dit que f estn fois différentiable sur U C R" si f estn fois différentiable en tout

point a € U CR"™ si, de plus l"application
D"f:U— L, (R",R™),

x— D"f(x),

est continue sur U, on dit que [ est de classe C™ sur U et on la écrit f € C"(U).

2)-La dérivées partielles

a)-La dérivées partielles d’ordre 2 Soitf : U C R*” — R, et a € U admettant sur

0
U une dérivée —— par rapport a la i°"¢ variable. Si I’application I U — R admet

or; ox;
e : o (of G e : . .
une dérivée partielle 9.\ 3 par rapport a la j¥"¢ variable au point a, on dit que
X €X;
o (0f
al’j 8;1:1

2
variables . o <6f) (a) généraelment noté( of ) (a).

zj \ 0z; x,0z;

réme

a) est une dérivée partielle d’ordre 2 au point a par rapport a la i®™¢ et j*™e
(a) p D par rapp ]

b)-Généralisation A partir des dérivée partielles d’ordre 2, on définit les dérivées par-
tielles d’ordre 3 (lorsqu’elles existent ).

Ainsi, de proche en proche, on définit les dérivées partielles d’ordre quelconque (lorsqu’elles
existent). La dérivée partielle d’ordre p de f: U C R™ — R™ au point a par rapport aux

variables x;,, ..., x, est notée:
orf

0,0z, .....0x0,




1.4. Fonction de plusieurs variables réelles

c’est par définition la dérivée partielle au point a par rapport a la variable d’indice i; de

la fonction
oy
(‘3@-28@-3 ..... (‘3% )

3)-Théoréme de Schwarz

Définition 1.4.3 [//

Soit f: U CR"™ — R™ est une application est de classe C? sur U, alors:
orf (a) = orf

8x2-18:ci2 ..... &rip N 81’0(10) ..... 0%(%)

(a),Ya € U,

ot o est élément quelconque du groupe des permutations de l'ensemble {iy,....,1p}.

1.4.2 Formules de Taylor avec reste intégrale

Théoréme 1.4.1 [1]
Soit f fonction de U C R" de classe C", si le segment [a,a + h| C U, on a :

L—)" n
flath)= Zklek /0 %D"“ﬂaﬂh) (n)"dt

ot (B)*=(h,...,h) et D°f = f.

Preuve. Soit g fonction telle que :

g(0) = f(a+th) + .t = L (1) D" (at th) (B)",
(1-t)"

n!

g/ (t) = ——=—=D""f (a+th) (W)™,

On remarque que:

/0 W = /0 Q=8 pott f (a4 th) () at,

n!

/Og'os)dt — (1)~ g(0),

Platn) =Y mots@m' = [ E=pmy ) o ar

k=0

flat+h)= Z%D’“f (a) (B)* + / (Gl _,t)nD”“f (a + th) (h)"™ dt.

! n'
k=0 0

17



1.4. Fonction de plusieurs variables réelles

1.4.3 Formule de Taylor avec reste de Lagrange

Théoréme 1.4.2 [//

Soit f:U CR" — R™ est une application de R™ dans R™ , (n+ 1) fois différentiable
telle qu’il existe M wvérifient || D" f (z)|| < M, pour tout = € U . si le segment
la,a+h] CU, ona:

H fla+h)— Zk'Dk

Preuve. Soit g et h fonctions telle que :

<L
~(n+ 1)

Rm

IRz

gt)=fla+th)+ ..+ 51 =t)"D"f(a+th)(h)"
h(t) = MO0yt

i
n!
1

g1 () = L= s (g my ()

n!

1—1t)" n
I Ollzee = 0 D (0 th) ()

M HhH”H

lgr (] < = s
lor @) < B (8),

mais selon le théoréme des accroissements finis (théoréme principal), on a :
g(1) =g O <h(1)—-n(0),

k

H a+h) Z o D" f

< (L e
(n + 1)

Rm™

1.4.4 Formule de Taylor avec reste de Young

Théoréme 1.4.3 [4]
Soit f:U CR" — R™ est une application de classe C™' est telle que D" f (a) existe.

Alors on a :

= o ([Allgn) -

Rm

H fla+h)— Zlek

18



1.4. Fonction de plusieurs variables réelles

Preuve. Soit: ¢ (h)=f(a+h)— f(a)—...— Dz:{)(f) (h,...,h), ainsi :
_ D f(a)

Dy (h)=Df(a+h)—Df (a) — .. (n—1)!

(hy . 1) |

on remarque que : ¢ : U CR" - R" h — ¢(h),
Dy (h) € L (R™ R™). D’aprés ’hypothese de réceurence (pour Dy ) on a

Dg (h) =o (k")

1De (W) < ellh|™,

Donc selon le théoréme des accroissements finis :

1 (A)llgm < € [Pllgn

I (Mllgm = o (I[Plgn) -
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Chapitre 2

Application de la formule de Taylor

en discrétisation

Nous avons étudié dans le premier chapitre la théorie de formules de Taylor pour ce chapitre
donner I'application de ces formules en analyse numérique exactement a la discrétisation des

E.D.P par la méthode de différences finies.

2.1 Equations aux dérivées partielles E.D.P

Les équations aux dérivées partielles EDP apparaissent dans tous les domaines des sciences
et de I'ingénierie. La plupart d’entre elles proviennent de la physique, mais beaucoup inter-
viennent aussi en finance et en assurance.

Claassification des E.D.P linéaires du second ordre:

soint u(x,y) une fonction définit sur un domaine D de R? et (a,b) un point de D

2.1.1 Définitions et notations

Si la fonction x — wu(z,b) admet une dérivée en a est la dérivée partielle de la fonction u

0 0
par rapport a x au point (a,b). On notera: 8—u(a,b) ou u,(a,b) on a donc: a—u(a, b) =
x x
. u(la+ h,b) —uy(a,b . .
uz(a,b) = }lllné ( ) ( ) Les dérivée partielle de u d’ordre 2 seront notées:
) . 0% " 0*u " . 0%u . 0*u
Uzy €6 Uy OU et ——, Uyy €t Uy o0 — € .
Y oxdy ~ 0x2" Y% Y Jdy?  Oyox

20



2.1. Equations aux dérivées partielles E.D.P

Si ces dérivées partielles seconds sont contines, on a: gy, = Uy,.

oPu .
——— ol
oxkoy!
k + 1 = p. Ces définition se généralisent évidement aux cas d’une fonction de n variables

D’une maniére générale, les dérivée partielle d’ordre p, on notera: u,x,. on:

Y

indépndantes u(xy,...z,).

Définition 2.1.1 [6]
une équation aux dérivées partielles E.D.P est une relation faisont intervenir les variables
indépendantes x4, ...x,, la fonction u et ses dérivées partielles. Les EDP linéaires du second

ordre qui peuvent s’écrire sous la forme :

J%u I 0%u 0%u
a(92:17

baxay + o5, = d, (2.1.1)

ou ou
"ox’ Oy’

Ou’a,b,c dépent que de (x,y) et d est une fonction linéaire de (x,y,u
Cas 1: b*> — ac > 0 : hyperpolique.
Cas 2: b* —ac =0 : cas parapolique.

Cas 3: b* —ac < 0 : cas elliptique.

Exemple 2.1.1 (L’équation de la chaleur en dimension 1).

Il s’agit d’un probléme d’évolution (c-a-d. un probléme dépendant du temps) décrivant
la diffusion de la chaleur dans un fil métallique tendu sur Uintervalle [0, 1], soumis & une
source de chaleur extérieure f(t,x) dépendant du temps et de la position le long du fil, dont
on connait la température initiale ug(x), la température g,(t) a Uéxtrémité x = 0, et la

température ¢,(t) a Uautre extrémité x = 1.

Qu(t,x) — S4(t,x) = f(t,x), t €]0,+o0] et x €]0,1],
u(z,0) = ug(x), x €]0,1], (2.1.2)
u(t,0) = go(t) et u(t,1) = g1(t) pour t > 0.

f s’appelle le terme source, ug s’appelle la condition initiale, go et g1 s’appellent les condi-

tions au bord.
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2.2. La méthode de différences finies

2.2 La méthode de différences finies

Il s’agit d’approcher la solution de ’'EDP en un nombre fini de points seulement. On
approche alors les dérivées par des accroissements de la fonction entre deux points, aussi
appeles différences fnies. Ces méthodes peuvent s’appliquer a tout type d’EDP.

Dans la suite, on se limitera a I’étude de ces méthodes.

Nous avons vu, qu'un probléme aux dérivées partielles nécessite la donnée:

1)- d’'un domaine €.

2)- d’une équation aux dérivées partielles (E.D.P).

)_
3)- de condition aux limites.
4)-

de condition initiales (pour les proplémes d’évolution ).

Pour obtenir une axpproximation numérique de la solution de ce probléme, nous

devons approcher chacum de ses éléments .

2.2.1 Discrétisation du domaine

Soit 2 un domaine borné de R2, de frontiére I'

¥

ofeemm-

Pig. 2.1

Posons [a,b] = P1(Q) et [c,d] = P»(2) ou P; et P, sont les opérateurs de projection
respectivement sur la 1lére et sur 2éme composante .
Considérons alors un pavé [A, B] x [C, D] tel que [a,b] C [A, B] et [¢,d] C [C, D].

Soient deux entiers Ny et Ny, nous obtenons deux paramétres de discrétisation

_B-A . D-C
TNy YT TN,

h
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2.2. La méthode de différences finies

Nous définissons ainsi un réseau de points de R? :

Ry, = {M;; € R*/M;; = (A+ih,C + jk), i=0,..,Nx, j=0,..,Ny}. (2.2.1)
¥
1
S D —]
L
/|
{ (1,1 )
Y .\____- - —
O dss=——== [
b >
Fig. 2.2

En général, on essaie que le réseau s’adapte au domaine €2.Plus précisément, si le domaine
Q) est un pavé [a, b] x [¢,d], on prendra A = a, B =0, C = ¢, D = d. On note I';, = Pensemble
des points d’intersection de la frontiére I' et des droites du maillage €2, = Q2N Ry, 'ensemble
des points M;; € Ry, qui appartiennent Qe = Qe Ui, Et (olhk = l’ensemble des points

M;; tels qus les 4 point de R, qui 'entourent appartiennent a {2y,

'Il,_A" i
fissars

x;l"hk
- Qhk}ﬁhk
O‘amr

- "

2.2.2 Approximation des dérivées par différences finies

Soit u(z,y) une fonction de deux variables indépendantes que nous supposerons suffisament

différentiable. Si nous écrivons son développement de Taylor en un point (x + h, y + k), nous
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2.2. La méthode de différences finies

avons:
ou ou h? 9%u k% 0%u
_ ou ou nou pen 2.2.2)
u(x + h,y + k) u(z,y) +hax(fﬂ,y) +kay($,y) T (z,y) + 2 Oy (z,y) +(2.2.2)
1 ) o\
= (h= 4= . 2.9.
+(n_1)!< 8:c+k(9y) u(z.y) + R, (2.2.3)
avec
R o— hﬁwf2 " (z+Eh,y+nk) £ €10,1[, n€]0,1] (2.2.4)
n - (n)! 83;’ ay u x 7y ,r’ ) b b /’7 b b R
Oou encore
R,=0[(|h|+]k])"]. (2.2.5)

Aux points M;; = (i, ) de Ry, nous noterons u

U; 5 = U(A + Zh, C + ]k’),

ou Ou

— = —(A+1h 'k

’u  0%u , ,
etc... .

Nous avons donc

du W 13 1o
or  210xz%2 3! 0y? 4! 0zt
ou N h? 0%u n h3 93u n h* 0*u
Ooxr  20z2 3 0oy? 4 0x*

Par addition et soustraction nous obtenons

Ui—1,j = Ujj — + Rj,

Uit1,j = Uij+ N

+ R,

Ou _ Wiyrj — Wiy

= 2.2.
- = 0(h), (2:2.6)
Ou _ M =ity op) 2.2.7)
or h ’ -
ou Uit1,5 — Ui—1,5 2
_— = . 2.2.
e 57 + 0(h7) (2:2.8)

Nous avons donc approcher wu, par des différences finies d’ordre 1 progressive (2.2.6),

régressive (2.2.7), symétrique (2.2.8). De méme, nous obtenons

(92u U'_lj—ZU'j+U'+1j
= o) 4 O(h2). 2.2.9
- Iy +002) (229)
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2.2. La méthode de différences finies

ou 02
On définira de méme des approximations de a—u, a—g En outre, on a
Yy oy
d%u *u . . Ui 1 g1 — Uim1 g1 — Uil g+ U1 j—
Oxdy B 0xy (A+ih,C+ jk) = HJH 1J+14hk = < 0((h + k)?).
(2.2.10)
Nous obtenons donc
82U 82u Ui—1,5 — QUij + Uj+1,5 Uj5—1 — QUij + Usj 541 2
Au = 72+ 07 2 12 +0((h+k)7),
et, si nous prenons k = h,
Au — aQU 82u _ Ui—1,j — 4Ui,j + Ui41,5 + Ui, j—1 + Ui, j+1 4 0(h2) (2211)

+
ox?  Oy? h?
Nous pouvons également utiliser une appoximation sur 9 points (h = k) :

82u+62u _ Ui—1;5+1 + 4ui,j+1 -+ Ui41,5+1 -+ 4'LLZ',1J' — 20?,61'7]' -+ 4ui+1,j -+ Ui—1,5-1 + 4um-,1 + Ui41,5—-1
oxr?  Oy? 6h?

Au = 4

2.2.3 Exemples de discrétisations de 1’équation de la chaleur en

dimension 1

Soit 2 = 1]0.1[. Nous considérons le probléme

(

du—on zxel0l,te]0.T]
u(z;0) = f(x);z €

w(0,t) = go (t);t €]0.T[, go donnée

u(l,t)=g1(t);t €]0.

Pour les problémes d’évolutions, on discrétise également l'intervalle de temps. Cela

10.1], f donnée , condition initiale
(2.2.12)

condition aux limites

0.7, g1 donnée

revient & considérer le domaine ¢ = Q x ]0.7[

t
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2.2. La méthode de différences finies

1 T
Soient Ny et Np, on pose h = — et s = —. Notons u} = u (th,ns).
Nx Nr

1)- Méthode Explicite [3]

Cosidérons I’équations aux dérivées partielles E.D.P

ou 0*u

pour (z,t) € Rps,x € ]0,1[,¢ € |0.T[, nous pouvons écrire:

n+1 n n n n ) — _

4 — ul o — 2ul 4! 1 =1, ...,N 1
U i1 21 i+l 4 (h2) : X

§ h n—l,...,NT—l

Définissions, alors un ensemble de valeurs approchées u]' notées v}' par le schéma

n—+1 n n n n
! v, — 200 4+ vl
Y 7% _ G i = 1 Ny —Lin = 1., Np— 1, (2.2.14)
s
s
ou, en posant A = 72 nous obtenons
oMt =+ (T =200 + Al =1, Nx — Lin=1,..,Np — 1. (2.2.15)

Pour tenir compte des conditions initiales et aux limites, nous devons rajouter

v =go((n+1)s)=g5"

1 1 (2.2.16)
vt =gi((n+1)s) =gi"

W) = f(ih) = fi, i =0, ..., Nx. (2.2.17)

L’algorithme (2.2.15) , (2.2.16) , (2.2.17) permet de déterminer ainsi de proche en proche
des approximations de la solution du probléme (2.2.12) aux divers points du réseau Rys. Si
on connait toutes les valeurs (v}'), au temps ¢t = ns, I’équation (2.2.15) permet de calculer
n+1

les valeurs (U

: )Z , directement. La méthode est alors Explicite.

2)- Méthode implicite [3/

Si nous considérons 'E.D.P

ou 0?u
n (z,t+s) = Fom (z,t+s) pour (z,t) € Rysx €10.1[, t € ]0.17, (2.2.18)

26



2.2. La méthode de différences finies

nous pouvons écrire

n+l _ . n uﬁ+1_2un+1—|—uﬂ+1 1= 1,...,N -1
U, U, +O($): i—1 % 41 +0(h2) X

s h? n=1,..,Nr—1

Définissons encore un ensemble de valeurs approchées de u]' notées v}' par

n+l _

Yi

1 1 1
vl _U?_Jrl — 200 —l—v;fl 1=1,...Nx —1

s h? n=1,. Np—1

(2.2.19)

R
et en posant A = 72

1=1,...Nx —1
P (14 20) 0 — A = s 0 2.2.20
i—1 % i+1 7
n=1,...,Npr—1

Pour tenir compte des conditions initiales et aux limites, nous devons ajouter

vt =go((n+1)s) =gi*!

1 o (2.2.21)
vt =gi((n+1)s) =gi"

L’algorithme (2.2.20) (2.2.21) (2.2.22) permet de détermeiner de proche en proche des
approximations de la solution du probléme (2.2.12) aux divers points du réseau Rys. Con-
naissant toutes les valeurs (v}'), au temps t = ns, I’équation (2.2.20) permet de calculer
les valeurs (vi"“), mais cette opération nécessite la résolutions d’un systéme linéaire. La

méthode est alors implicite.

2.2.4 Approximation des conditions initiales et conditions aux
limites
Soit Q € R?, considérons la condition initiale u(z,y) = g(z,y); (z,y) € Q aux points du

réseau Ry, nous avons ug; = u(A+ih,C+jk,0) = g(A+ih,C + jk) = gij, i =0,..., Nx,

- : : [¢]

J =0,..., Ny et nous pouvons prendre comme approximation v; ;
o _ ,0 __ _ .

vy = Ui = i (2.2.23)
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2.2. La méthode de différences finies

cette approximation est trés souvent légitime lorsque la fonction ¢ est constante ou a
de trés faibles variation. On peut également prendre comme approximation aux points
du réseau la moyenne de g sur un intervalle de longueur h, centré au point générique ih
en dimension 1, ou encore la moyenne, sur un rectangle de cotés h et k, centré au point
générique (i, j) du réseau de dimension 2:

1

A+ih+5
v = —/ g(x)dz en dimension 1, (2.2.24)
h A+ih—12

A+zh+2 C+jk+2
) / g(x,y)dxdy en dimension 2. (2.2.25)

i?j
h k Javin— L Jotjk-k

Les conditions aux limites, soit de trois types:

u=gq Dirichlet, (2.2.26)
0 0
a% + Ba—g =g Neumann, (2.2.27)
ou ou . ,
a—+fB—+yu=y Mixte ou 3éme type, (2.2.28)
on O0s

ou

u
ol n et 5 désignent respectivement les dérivées suivant la direction de la normale
n s

(dirigée vers l'extérieur du domaine) et de la tangente.

Il y a lieu de considérer de maniére différente les cas ou les points de la frontiére sont

des points du réseau.

1. Suppsons 2 = |0, L[ x ]0, M[. Nous construisons un réseau Rpy.

13’
‘ %} —_——r——]
(0,4)
(0,3)
(0,2)
(0, 1)
T 3 3 =22 3 5° i
s = 2 e D 8 =
Fig. 2.5
h = ! k—M
o k=
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2.2. La méthode de différences finies

Rpp = {M;;/M;; = (ih,jk), i=0,...,Nx, j=0,...,Ny}. (2.2.29)
Les points frontiére du réseau sont donc les points M;;, Vi, i € {0,Nx} Vj, j €
{0, Ny}
a)- Si la condition aux frontieres est u(x,y) = g(z,y), x,y € T', on posera alors
Ui = gij, 1 € {0,Nx} Vj, j€{0, Ny}

0
b)- Si la condition & la frontiére est a—u(O, y) = g(0,y), alors la dérivée normale est la
n

0 h? 92
dérivée en x. Nous avons donc uy ; = ug; + ha—z + 58_;; + o(h?), les dérivées étant
prises au point (0, jk).D’ou
Pu 2 ou
% — ﬁ |:u1,j — UOj — h%:| + O(h), (2230)
0?u . .
on peut approcher 5p2 AU point (0, jk) par
2
ﬁ [ULJ — Vo — hgoyj] y (2231)
0
¢)- Si la condition & la frontiére est ad 0,y)+Lu(0,y) = ¢g(0,y) en reprenant (2.2.30),
0
n
82
nous pouvons donc approcher 8_1; au point (0, jk) par
x
2 Bh h
2 (1 — E)UOJ — 90 (2.2.32)

Dans notre exemple, la dérivée tangentielle n’est autre que la dérivée en y.

. Considérons maintenant le cas d’une frontiére ne passant pas par les points du réseau

Ry

\-.ﬂ_
. }
\G
E = | M —
kI \ =
AN
_——
i . 2.6
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2.2. La méthode de différences finies

Cherchons une approximation de Au au point M, nous noterons u, ug, Uc, Up, Ug, Ur, Up, UQ

les valeurs de u aux points A, B,C, D, E, M, P,(). On pose M D = ah et MC = bk.

a)- La conditions a la frontiére est u(x,y) = g(x,y). En utilisant les développements
de Taylor, nous avons

1 92y

Y : (2.2.33)
ug = un — kg + 55, + 0(k)°

ue = uy + bk3E + G 4 o(k)3

up = uar + ah 2 4+ LB 4 (g3

2 : (2.2.34)
Up = Upr — hg—: + %% + 0(h)3

ou u
toutes les dérivées étant prises au point M. En éliminant — dans (2.2.33) et — dans

2 62 ay
(2.2.34), on calcule “

x
o + 7y = Au(M) et on obtient :

Au =

2[ up 4 up uD] 2 uc uQ Uy
h2a(l4+a) 14a a

— 0(k+h 2.2.35
Baars) T1rp b TORTRL (2235)
ce qui permet d’obtenir une approximation de Au au point M. Si nous notons vy, ..., vg, les

approximations de u aux points A, ..., Q) et g4, ..., gg les valeurs de la fonction g aux points
A, ..., E, nous avons 'approximation

2. gp vp
AVy = = -
v=alave T v

vpi, 2 go , g _Uu
o tias T )
b)- La conditions a la frontiére est g—u(a:,y) =g(z,y)

(2.2.36)

M /7—.\\
’"‘%?ﬂi \___\\
I Q P "’
X
i<
Fig. 2.

1. Notons o 'angle QM P, et uy, um, up, ug, ug les valeurs de u aux points M, ..., Q, les
approximations de u a ces points. Nous avons

QP =MQ tga==ktg a.
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2.2. La méthode de différences finies

Nous pouvons donc approcher up en utilisant une interpolation linéaire entre vg et vg:

k k
Up U, = Etgopr + (1 - 7 tg a)vg,

ou )
et on peut approcher— au point H par

on

du (vp —vpr) cOs
~Y

on () = h

Donc la condition aux limites peut s’approcher par

O 1y o 0 g 1 (1~ Fagayog vy =
on -k h gavr h gavQ = UM = G
c’est -a-dire
Ou sina 1 1. . CoS o
5, = 5 VR + (E - E) sin avg — ——Un = gu. (2.2.37)

c)- Si la condition a la frontiére est de type mixte, on peut obtenir son approxi-

mation en utilisant simultanément les deux méthodes précédentes.

1)- Consistance, stabilité et convergence Pour simplifier les notations, nous allons

considérer dans ce paragraphe le cas ou 2 C R. L’inconnue est donc la fonction:
u(z,t);x € [a,b) CR,t €[0,T] CR,

soit I’équation

A(u) = 0. (2.2.38)

Nous déffinissons une équation approchée
A(v) =0, (2.2.39)

en construissant un réseau

b— T
Rys = {Mf:(a—l—ih,ns) 1=0,..Nx, n=0,..,Np, h= a s:—}. (2.2.40)
Par exemple, partant de I’E.D.P.

Alu) = = — Au =0, (2.2.41)



2.2. La méthode de différences finies

nous pouvons considérer le schéma numérique

ntl _gn g 9 g
A(U): i - Vi Uip hQZ z—lZO’ (2.2.42)

ou les v} sont des approximations de u(a + ih,ns) = u?, i =0,...., Nx, h =0, ..., Nr.

Définition 2.2.1 /3]

Le schéma (2.2.39)est consistant avec [’équation (2.2.38), si on a:

max |A(u?) — A(u?)| — 0 quand (h,s) — (0,0). (2.2.43)

(3 7

FEtudions la consistance du schéma (2.2.42) avec [’équation (2.2.41)

n+1 n n n n
i wit = uty = 2u gy
A(U) = B - 12 ’
~ ou uftt — o ul = 2u? +uly
A(u) — Au) = [E — Au(atins) — S - 02 :

Or u*tt = ul! + s% + o(s%)
ou  h*0%*u | h3Pu
onaul, =uth %qL?w E@—Fo(hﬂ' Alors :

A(u) — A(u)| < ofs) + o(h?) (2.2.44)

Donc le schéma (2.2.42) est consistant avec 1’équation (2.2.41).

Supposons que nous remplagons, au cours de ’algorithme, une valeur vf , approximation
de u(a + jh,ps), par une valeur perturbée wf = v? + 5? puis nous pour suivons les calculs
avec w}. Nous obtiendrons donc une suite (wj') différente de (v}') pour tous les indices
(7,n) intervenant dans la suite de 'algorithme. Nous appellerons déviation au point (i,7)
différence ¢ = w}* —v}. Dans la pratique, la perturbation 51;? provient d’erreurs d’arrondi ou
calculs-machine. La perturbation peut évidemment porter sur plusieurs valeurs. Dans le cas
des problémes linéaires, plusieurs perturbation ont un effet égal a la somme de ’algorithme
des effets de chacune d’elles prise séparément; en outre les perturbations apparaissant a
chaque pas (n — n+1) s’ajoutent. Pour tenir compte de cas différents cas, nous noterons les
perturbations w} = v}+¢(j, p), et nous appellerons déviation totale la différence 6; = wi —v}*
résultat de I'ensemple des perturbations de I’algorithme. Nous pouvons remarquer que d;'

est fonction de la valeur des perturbations et du nombre de pas qui séparent le début de

’algorithme et le point ot 'on observe &'
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2.3. Problémes paraboliques

Définition 2.2.2 [3]

Nous dirons que la méthode (2.2.39)est stable si la déviation §; — 0 lorsque (j,p) — 0
et si elle ne croit pas plus vite qu’une puissance de 7 et de 5 lorsque (h,s) — 0.

Nous avons vu au paragraphe précédent , que la méthode implicite (2.2.15)est stable si
A= % € }0, %] et que la méthode explicite (2.2.20)est inconditionnellement stable. En
effet, nous avons pu majorer les déviations totales pour tout n < Nx.

Définition 2.2.3 la méthode (2.2.39) est dit convegente si les valeurs v}’ obtenues vérifient
\ I[i)m . |vi" — u(a + ih,ns)|| =0, (2.2.45)

on démontre que la méthode explicite (2.2.15) pour A\ € (]O, %}) et la méthode explicite

(2.2.20) sont convergentes.Il n’est pas toujours facile d’obtenir directement une estimation

de la déviation totale.

2.3 Problémes paraboliques

On a vu au paragraphe comme exemple type de probléme parabolique ’équation de la
chaleur instationaire: u; — Au = f, qui fait intervenir la dérivée en temps d’ordre 1, u; ainsi
qu’un opérateur différentiel d’ordre 2 en espace.

Pour que ce probléme bien posé, il fait spécifier les conditions aux limites sur la frontiére

du domaine 2 et la condition initiale en ¢ = 0.

2.3.1 Le probléme continu et la discétisation espace temps

On considére maintenant le méme probléme en une dimension d’espace. Au temps t = 0,
on se donne une condition initiale ug, et on considére des conditions aux limites de type.

Dirichlet homogéne, le probléme unidimensi onnel s’écrit :

Up — Uy = 0,V €]0,1[,Vt € 10,77,
u(z,0) = ug(x), Vo € 10, 1], (2.3.1)
u(0,t) = u(l,t) =0,Vt €0, T,

ou u(z,t) représente la température au point = et au temps t.
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2.3. Problémes paraboliques

Théoréme 2.3.1 (Résultat d’existence et d’unicité) [7]
Si ug € C(]0,1[,R), alors il existe une unique fonction u € C*(]0,1[ x ]0,T[,R) N
C(]0,1] x [0,T],R) qui vérifi , (2.3.1).

Proposition 2.3.1 (Principe du mazimum) Sous les hypothéses du théoréme précédent, soit

u la solution du probléme (2.3.1)
1. Siug >0 pour tout x € [0,1], alors ug(z,t) > 0 pour tout t € 10, 1].

2. Null e

<
Go,11x10,T) — HUOHL?]%l ’

D

Pour calculer une solution approchée, on se donne une discrétisation en temps et en
espace, qu’on note D.On choisit pour l'instant de discrétiser par différences finies en temps
et en espace. La discrétisation consiste donc a se donner un exemple de points t,, n =
1,..., M de lintervalle |0, T, et un exemple de point x;,i = 1,..., N de l'intervalle |0, 1[. Pour
simplifier, on considére un pas constant en temps et espace.

1 T
Soit h = N = Ax, le pas de la discrétisation en espace, k = — = At, le pas de la

=

discrétisation en temps. On pose alors: t, =0+nk ;n=20,..M et x; =1ih,1=0,...,N.
On recherche & calculer une solution approchée up du probléme (2.3.1). Plus précisement,

on cherche o déterminer up(z;,t,) pouri=1,.,.N—1etn=1,.., M.

2.3.2 Discrétisation par Euler explicite en temps

L’ approximation en temps par la méthode d’Euler explicite consiste & écrire la premiére

équation de (2.3.1) en chaque point z; et temps ¢, & approcher w;(x;,t,) pour le quotient

i,tn - i;tn 1
Uistnyr) — ul@ )7 et Uy (is ) par: —5 (2u(wi, tn) — w(@iyr, tn) —

différentiel suivant:

k h?
w(Ti-1,tn))
On obtient le schéma suivant: (u(x;,t,) = ul)
urtt —
ZTZ + o (2uf —uy — ) =0 ;i=0.N—-1 ;n=0.M-1
ud = up(z;) ;i=1.N—1 - (23.2)

ug =up =0 ;n=0..M

Le schéma est dit explicite, car la formule ci dessus donne u}™ de maniére explicite en
k
: n n+l _  n n n n N —
fonction de (u}')i=1,n, uy " = ul — A2u} —u? | —ul;) ol A = e
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2.3. Problémes paraboliques

1)- Consistance du schéma

soit u} = u(x;,t,) la valeur exacte de la solution u en (z;,t,). L’erreur de consistance R}

en (z;,t,) peut s’écrire comme la somme des erreurs de consistance en temps et en espace,
. . . artt — e . 1

. _ (3 K3 _ — — —

R} = R} — R}, avec: R} = ——— —w(x;, 1), R} = —— (24 — 4} 1 — U} q) — Usa (T4, ).

k h?
Proposition 2.3.2 [7]
Le schéma (2.3.2) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre 1 en espace, c’est o dire:

qu’il existe ¢ > 0 ne dépendant que de u tel que |R}| < ¢, (k + h)

S Clk

Preuve. Le développement de Taylor en temps donne: R = O(k), ‘Rf
(J¢1 > 0), il donne aussi R = O(h), )I%?

< ceh  (Jeg > 0). D’on le résultat. m

2)- La stabilité

Définition 2.3.1 [7]
On dit qu’un schéma est L*° stable si la solution approchée est bornée dans L™ indépen-

damment du pas de maillage

est vérifice alors le schéma est

N | =

k
Proposition 2.3.3 Si la condition de stabilité X = = <

L*>stable au sens ot sup lu?| < ||u?||
i=1..N;n=1..M

Preuve. On peut écrire le schéma (2.3.2) sous la forme suivante :

k 1
ul = Al + Aul (1= 20)ul, avec A = — siO<>\<§.ona:)\>Oet1—2)\>O.

h?
. n+1
Soit: M™ = maxu?, u; < AM"™ + AM" + (1 — 22\)M", u!*t < M", M < MT,
1<i<N
Vn =0,..M.Vi=1,..,N. De la méme maniére , on démontre que : min U?H > minu;
1=isN 1<i<N
,¥n =0,..., M. Dons: max u} < max u), min «? > min v?, Vn =0, ..., M. D’ou le résultat

1<i<N 1<i<N 1<i<N 1<i<N

Si)< sup  Jul| < [[uf], . m

1
2 1<i<Ni<n<M
3)- La convergence

Définition 2.3.2 [7]
Soit u la solution du probléme (2.3.1) et (ul)la solution de (2.3.2). On appelle erreur de

discrétisation au point (x;,t,). La quantité: el = u(x;,t,) — u}
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2.3. Problémes paraboliques

1
Théoréme 2.3.2 Sous la condition de stabilité X < 3 il existe c € Ry ne dependant que u
tel que, He”“” < 1€ + Te(k + h?) pour tout: 1 <i < N etn=0,...,M — 1. Ainsi, si
€9 = 0,alors max ||er|| tend vers 0. Lorsque k et h tendent vers 0, pour tout n =1, ..., M,

alors max ||e"||tend vers 0 lorsque k et h tendent vers 0. Le schéma (2.3.2) est donc

=1,...,

convergent.

n+l _ =n 1
Preuve. Soit u! = u(x;,t,), d’aprés la proposition (2.3.2): R} % + E(Qa;? —
up Uy

+ ﬁ@u? —ufy —uiy) =0.

n+1

uy_, —uy,,). D’autre part le schéma, (2.3.2) s’écrit:

k
e’

Retranchant les relations, on obtient: % + 72 —(2ef — ey — el y) = R}. Alors:

el = (1= 2\)el + Aely; + Ael; + kRP. Alors: |le"™| < |le”|l., + k] | R?]

n+1_ n

1 —2N)e + Xel’ ; + Xelt, < |le™ . Puisque le schéma est consistant d’aprés la
(( 7 +1 1—1 00 q p
proposition (2.3.2), il existe ¢ € Ryne dependant que de u tel que: |R?| < c¢(k + h?). Alors:

T
7l < e+ el +A2) dome [[e" o, < ([, + Te(k+ ), ¥ = 0,..c; M = 1.

Alors: |le"™ . < |le"|l, + Te(k + h?), d’ou le résultat. m

2.3.3 Discrétisation par Euler implicite en temps

Soit le schéma d’Euler implicite :

n+1 n+1 n+1 n
(1 + 20" = Y =l = o, (2.3.3)

On rappelle que ce schéma est inconditionnellement stable au sens de Von Neumann.

On va montrer de plus qu’il est L*>—stable :

Proposition 2.3.4 (Stabilité L>°pour Euler implicite) [7]

Si (u(-n))j:]_ v est solution du schéma (2.3.3), alors : max ul"™ < maxu!” <
1<j<N 1<j<N
maxu ) de meme : min «™Y > min v« > min u() Le schéma (2.3.3)est donc
1<j<N 7 1<j<N 7 1<j<N J 1<j<N
L>®stable.

Théoréme 2.3.3 Soit e Uerreur de discrétisation, définie par e( " = u(xj, ty) — u( )pour

j=1,..,N. Alors He”“ HOO < ||e H + TC(k + h?).Si He(o)” = 0, le schéma est donc

convergent (d’ordre 1 en temps et 2 en espace).
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2.4 Problémes elliptiques

On cherche a discreétiser le probléme aux limites suivant :

—u" () +c(@)u(zr)=f(z) O<xz<louceC([0,1],R;)
u(0)=u(l)=0

, (2.4.1)

On se donne un pas du maillage constans h = et une sub-divisiou de |0, 1[ note

N+1
(Ti)io. . np1 0 =20 <21 <23 < ... <anp =1 tel que: z; =ih. i =0,..., N + 1. Soit

u; inconue discréte associée au noeud 4, (i =0,..., N + 1), on pose : ug = uy41 = 0, on
obtieut les équations discrétes en approchant u” (z;) par développement de Taylor:

h_12 (2’&1 — Ujyr1 — ui—l) + cu; = fi7 1= 0, ety N+1louce C([O, ].] ,R+)

. (24.2)
ug = uns1 =0
les équations sous forme matricielle suivant:
Ahuh = bh (243)
tel que:
2 + cph? -1 (I 0
—1 2 + Cgh2 —1
Ay =
-1 24 cyh?
et
Uy f1
U2 f2
Up = . ,bh = h2
Un In

Les quations dépendent de ce probléme sont:

1. Le systéme (2.4.3) admet - il unique solution?
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2.4. Problémes elliptiques

2. A-t-on convergent de uy vers u 7.

Proposition 2.4.1 [7]

Soit ¢ = (01,02,...,CN)T € RY tel quec; >0, i = 1,....,N alors la matrice A est

symetrique définit positive et donc inversible

Preuve. La matrice A;, évidement symétrique. Soit v = (vy, v, ..., UN)T € RY. On pose

v9 = vn+1 = 0. calculons le produit scalaire:

U1

V2
< Apvw >=< vl Apv >= (v, v9,...,vx5) Ay

UN

Mz

—Vj—1 + 2+Czh) —Ui+1)

=1
N N

N
Z —VVi—1) + va (2+ ¢h®) + Z (—viVig1)
i—1 '

i=1

par changement d’indice (i + 1 = j), on obtient:

N N N+1
Z (—vivi_1) + va (2 + th2) Z (—v-1v))
i=1 i=1 j=2
N N
= Z 22 (2 -+ Cih2) -+ Z( V;U; 1)
i=1 i=1

Vo € RY. Soit < Aj.v.0 >= 0:>202h202—0/\2( —0;21)2 =0 Av% =0

=1 =1
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2.4. Problémes elliptiques

—v;,—v;1=0, etoy=0=v; =v;_1, et vy =0, Vi = 1,..., N,
— v =t =..=uvy=0=—=0v=0.
Alors Ay, est définie positive, alors Aj, est iniversible. Alors le systéme (2.4.3) admet une

unique solution. m

Remarque 2.4.1 (existance et unicité) On a montré ci dessous que Ay est symétrique

définie positive, donc inversible ce qui entraine ’existance et ['unicité de la solution (2.4.2) .

Définition 2.4.1 [7]
Soit Ay, € My (R) de coefficieuts a;j, 1 <i,j < N. On dit que A est positive (on A > 0)

siai; >0,1<4,7<N. On dit que A est monotone si A est inversible et A"t >0.

Définition 2.4.2 (Conservation de la positivité) Soit A, € My (R) de coefficieuts a;j, 1 <
i,7 < N. On dit que A conserve la positivité si: Av > 0 entraine v > 0 (Composante par

composante).

Proposition 2.4.2 (monotonie et positivité) Soit A, € My (R), alors : A, conserve la

positivité si et seulment si A;, est monotone.

2.4.1 Principe du maximumm

Définition 2.4.3 [7]
On appelle principe du mazimumm continu le fait que si f > 0. Alors le maximumm de

la fonction u solution du probleme (2.4.1) est atteint sur les bords. Soit ¢ = (cy,¢a,...,cn)" €

RY et A, € My (R) qui définie a (2.4.3), sic; >0,i=1,..,N , Alors A, monotone.

T

Preuve. Soit v = (vi,vy,...,uy) € RY. On pose vy = vy = 0. Soit Ay.v > 0,

v+ 24+ ceh®) v —vir > 0,Vi =1,...N ,p =min{i € {1,...N}}, v; = 1£ni<anj.
S/

Supposons v, < 0, alors :
—Vi—1 + (2 + Cphz) Vp — Upg1 = 0
Cph21]p + (Up - Uz’—l) + (Up - Up+1) Z 0

Cph%p > (Vi1 = vp) + (Vpy1 — vp)
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2.4. Problémes elliptiques

h>0= cpv, >0
Si ¢, > 0, alors v, > 0.

Si ¢, =0, alors v,_1 = v, = vp41. est contraduction avec la définition de p, alors v, > 0,

alors A;, est monotone. m

1)- Consistance

Proposition 2.4.3 [7]
Si la solution du probléme (2.4.1) vérifie u € C*([0,1]), alors le schéma (2.4.2) est

consistant d’orde 2, et on a plus pécisement:

h2
R;| < —sup u® , t=1,...,N.
) < Sosup )

Preuve. Par développement de Tylor, on a :

2 3 A
U (wi1) = u(z;) + hu' (x;) + ?U” (z3) + EUI” () + ﬁuw (&), & € lwi, miqa],
/ h? " h? " h (4)
u(wi-1) = u(w;) — o' (z;) + U (@) — Y (@) + BV (), M € Jwi, [
1 h?
e (u (zig1) — 2u (25) +u (2i-1)) = u” (z;) + ID (U(4) (&) +u™ () 5

- @)
i =15 (' (&) +u? (),

2

h
R < up |u

< N.
1211

, 1=1,...

Y

2)- La stabilité

Proposition 2.4.4 [7]

1
On dit que le schéma (2.4.2) est stable au sens ot la matrice de discrétisation — Ay,

satisfait:

ool =
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2.4. Problémes elliptiques

On peut écrire : une estimation sur la matrrice du systéme (2.4.2) :

1
[unlloo < 2 11 flloo -

A
on rappelle que : A, € My (R) ,||All,, = sup [Azllo, = sup ||Az| = sup [[Anz|,

werV [Tl =t el <1
x#0
1] o
T
= sup |z, ¢ = (21,...,TN)
1<i<N
1 1
ﬁAh = A}. On va montrer que: HA,:lHOO < 3
2 -1
hZ h2
-1 2
‘hZ h?

Al = Aoy + diag (¢;), Aon =

-1 2
: W2 h?
On a les matrices A et A, sont inversibles

A = A = AU ARALT — AQLAGUALT = Agy (Af = Aap) AT 2 0.
(AL, et Aoy, sont monotone) donc: 0 < A1 < A (composante par composante). A, €
My (R),A>0.

= sup Sy alors AL < |4z . T

1<i<0j=1

N
> AT, .-

J=1

|All, = sup ||[Az||, = sup sup

[l]j=1 || =11<i<0

reste a estimer HAghl ‘Oo ;

-1
||th

d est vérifie A%, = e. Donc le vecteur d est la solution du schéma de la discrétisation par

‘oo = HA;hleHoo tel que e = (17~--;1)T,d = Ajle € RY. On peut calculer ||d]|_,

différence finies du probléme

—u" (z) =1, z€]0,1]
w(0)=u(1l)=0

donc la solution exacte est: u (z) = 3z (1 — z) ce qui vérifie: u® = 0.

1
di = u(x;) = 3ih (1 —ih),|ld|| , = Lih (1 —ih)), h = ——,
wle) = 3ih (1= ih) Dl = swp (3ih (1= ih) A= 5

ldl|. < sup iz (1—z), = |4, < &
z€[0,1]
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2.5. Problémes hyperboliques

3)- La convergence

Théoréme 2.4.1 [7]
Soit u la solution de (2.4.1). On suppose que u € C*([0,1]). Soit uy, est la solution de
(2.4.2.). Alors Uerreur de discrétisation satisfait :

max |e;| < 1 Hu(4)H h?
I<iSN 96

Le schéma est convergent d’ordre 2.

Preuve. ¢; =t (z;)) —u(z), i=1,...N
o () + 20 ) — w (i) (— (),
ciup —c(x)ug, — fi — f (), = R = A}, (up, — up),
e =1t —up = AR, [lell o < |4 IRl
< 15 @ 2,

< L|u] 1. m

u(x;) = u(x), (lasolution exacte), R; =

2.5 Problémes hyperboliques

Commencons parétudier le cas d’une équation hyperbolique linéaire :

us+cu, =0, r € R, t >0,
(2.5.1)
u(z,0) =wuy(z), z€R
ou la vitesse de transport ¢ € R et la condition initiale ug : R — R sont données. Le
probléme (2.5.1) s’appelle probléeme de Cauchy. On cherche v : R x R, — R, solution de ce

probléme. Nous commencons par une étude succinte du probléme continu, pour lequel on

peut trouver une solution exacte explicite.

2.5.1 Schémas numériques pour u; + u, =0

On considére ici le probléme de transport linéaire :

U + Uy = 0,
: (2.5.2)
u(z,0) =wug (z),ug L™ (R),
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2.5. Problémes hyperboliques

On sait que la solution de ce probléme s’écrit :
u(z,t) = uo(z — ct).

On rappelle que u est une solution classique si u € C*(R), et que u est une solution faible si
ug € L®°(R). On va chercher a retrouver cette solution par une approximation numérique.
Notons que dans le cas linéaire, I'utilisation d’un schéma numérique, n’est évidemment pas

utile.

1)- Schéma explicite différences finies centrées

On effectue une discrétisation espace temps en se donnant un pas de discrétisation en
espace h, et en posant: x; = ih, Vi € 7Z, de méme on se donne un pas de discréti-
sation en temps k, et on pose t, = nk,Vn € N. Ecrivons le schéma d’Euler explicite

pour 'approximation de u; et un schéma centré pour ’approximation de u,. On approche
(i, tny1) — u(wi, ty) U(Tit1,tn) — u(@io1,tn)

uy(x;,t,) par ? et u,(z;,t,) par 57 Le schéma
centré s’écrit donc, en fonction des inconnues discrétes :
u;z-kl_u? + u?+1—u?71 —0
¥ 2h (2.5.3)

u? = g (z;)

(ot on a supposé uy € C(R) Ce schéma est inconditionnellement instable, et il faut donc

éviter de l'utiliser. Qu’entend-on par instable 7 On peut montrer que :

1. Le schéma (2.5.3) ne respecte pas la positivité, car ug(x) > 0, Vo n’entraine pas

forcément u] > 0. En effet si ug est telle que

Alors:
ntl _ n k n
U, =U; — %(uzﬁrl - uzfl)a
d — 0wl = —— <.
onne, pour n UO 2h

2. Le schéma (2.5.3) n’est pas L*stable :

|u"|l, < C n’entraine pas HU”HHOO <C.

43



2.5. Problémes hyperboliques

3. Le schéma (2.5.3) n’est pas L?stable :

|u"]|, < C n’entraine pas |[u" ||, < C.

4. Le schéma n’est pas stable au sens de Von Neumann. En effet, si :
u(x) =P ou i’ = —let p € Z,
la solution exacte est u(z,t) = (=%, Une discrétisation de ug s’écrit :
u? =i j e 7.

5. Le schéma (2.5.3) n’est pas convergent. En effet, on peut montrer qu'’il existe ug, k et

n)neN

h telle que la solution approchée uyy @ (ul')is, ne converge pas vers u lorsque h et k

tendent vers 0.

2)- Schéma différences finies décentré amont

On utilise toujours le schéma d’Euler explicite pour la discrétisation en temps, mais on

approche maintenant
u(wi tn) — u(@i-1,tn)

Uy (X5, Uy ) par
( ) hi—1/2

On considére de plus un pas de discrétisation variable, defini par h;_y/o = x; — x;_1. Le

schéma par différences finies avec décentrement amont s’écrit :

Ti-1 Ty Tit1
+ t - —
Jicyz L Perre
n+1 n n n
w; T —ul ulr—u’
i = i + 22h j— 0
: (2.5.4)

u(z,0) = ug ()

Proposition 2.5.1 [7]
Le schéma (2.5.4) est stable sous condition de Courant-Friedrichs-Levy (CFL )

k<h= in%‘hi_l/g, h’i_l/z > 0. (255)
S

c’est a dire que si A <u? < B, alors A < u*' < B.
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2.5. Problémes hyperboliques

3)- Convergence du schéma (2.5.4)

Théoréme 2.5.1 [7]

On suppose que ug € C*(R,R)et que ug, uly, ullgsont bornées. Soit A = inﬂ%uo(m) et
xe

B = supug(x). Alors :
T€R

1. A<u}) < B,VieZ,Vn eN.
2. Soit ul = u(w;,t,), u est la solution exacte de (2.5.2), alors :
sup [ul =l < TCyy(k+ ),
i€7Z, nk<T

ot T'C,, > 0 ne dépend que de uy.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons etudié I'un des plus
grand théoreme de mathématiques, c'est la formule de
Taylor.

Le premier chapitre, a été consacrer a plusieurs
théoremes qui dépendent de cette formules, ainsi que la
formule de Taylor avec quelques exemples sur certaines
fonctions, et puis le 2™ chapitre nous avons étudié la
décomposition de ses equations aux dérivées partielles
appliquées aux équations differentielles tel la physique:
Equation de la chaleur que a donné I'importance de cette
formule de Taylor dans la decomposition par la méthode
des differences finies .
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Summary

In this memory, we studied one of the greatest
mathematical theorem is Taylor's formula. The first
chapter was devoted to several theorems dependent on
this formula of Taylor with a few examples of some
functions. on Giving the 2" chapter, we studied the
decomposition of these partial differential equations
applied to differential equations such physics heat
equation that has given the importance of the Taylor
formula as decomposition of differential partial
differential equations by finites differences methods .
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